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GENERALISATION D'UN THEOREME DE S. BERNSTEIN;

PAR

JEAN-PIERRE KAHANE.

S. Bernstein a démontré le théoréme suivant (1) : Pour qu'une fonction
2 m-périodique [ soit somme d’une série trigonométrique absolument
L]

convergentez a, en*, il suffit que f satisfasse une condition de Lipschitz

—»
1. : 1. . .
d’ordre a > -, inversement, pour tout a =< -, il existe des fonctions
2’ ’ =9

lipschitziennes d’ordre a qui ne sont pas sommes de séries trigonométrigques
absolument convergentes. Le méme énoncé vaut en remplacant « f 2 m-pério-
dique » par « f définie sur un segment de longueur << 27 ».

Le probléme qui nous intéresse est celui-ci : E étant un ensemble fermé
sur [0,27m], indiquer une condition suffisante, généralisant celle de
S. Bernstein, pour qu'une fonction f, définie sur E, y soit représentable
comme somme de série trigonométrique absolument convergente. On peut
espérer que la condition est d’autant moins restrictive que E est plus clair-
semé (dans un sens i préciser). On sait d’ailleurs que pour certains ensembles
trés clairsemés et jouissant de propriétés arithmétiques remarquables, aucune
autre condition pour f n’est requise que la continuité sur £ (2).

Notations -

A, classes des fonctions 27-périodiques (a valeurs complexes) sommes de
séries trigonométriques absolumept convergentes ;
A(E), classes des fonctions définies sur E, prolongeables en fonctions de la
classe A;

(1) Cf., par exemple, ZyaMunp, Trigonometrical Series, chap. V.

(2) Cf. L. CARLESON, Acta Mathematica, t. 87, 1952, p. 325-345; H. HELsoN, Studia
Mathematica, t. 14, 1954, p. 209-213; J.-P. KanANE et R, SaLeM, C. R, Acad. Sc., t. 243,
1956, p. 1185-1187 et 1706-1708.
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Lipa(E), classe des fonctions définies sur E, telles que

/(&) —flo) <K|2'—z|*

3

quand z et z' appartiennent & E, K ne dépendant pas de z et x';
E}, réunion des segments de longueurs 24 dont les centres appartiennent a £
p= (&), borne inférieure des v pourlesquels mes. £), =0 (2*~") quand 2 —>o.

Le probléme posé admet la réponse suivante :
TutorkME I. — On a Lipa (E)C A(FE) dés que a > g

Pour illustrer ce résultat et montrer qu’en un certain sens on ne peut
I’'améliorer, nous considérons deux exemples.

Ezemple 1. — E est 'ensemble parfait symétrique, construit sur [o, 1],
associé a la suite {5,,}<o<g,,< é”’:" 2,.. ) Rappelons que E est

I'intersection des ensembles fermés emboités E, ainsi définis : Ey—=/[o, 1],
et 'on passe de £,_, & £, en remplacant chaque partie connexe [g, d] de
E,_, par les deux segments (g, g +E,(d —g)] et [d —E,(d — g), d]; ainsi
E, est réunion de 27 segments de longueur £%, ... %,.

Ezemple 2. — E est un ensemble dénombrable ayant o pour seul point
d’accumulation, ainsi défini : on donne la suite positive {2, }, telle que A,=1
et 20, <2 (n=0,1,...) et la suite d’entiers positifs {k,} tels que
kada<< hp—i(n =1, 2,...); E est I'ensemble des points jA, (j =1, 2,..., &,
etn—1, 2,...).

CoOMPLEMENT AU THEOREME [. — Dans U'exemple 1,

1
—_:—ll—(:)—z—f, avec f=lim(,...5,)".
5 p>=
Dans Uexemple 2,

__+— logk,
B= 00 Dlogn,”

Remarquons que, dans 'exemple 1, si la suite %, est constante, p est la
dimension de Hausdorff de £. Il est facile de voir que, quel que soit £, 1 est
su moins égal a la dimension de Hausdorff de F.

. I

TueoreMe II. — Dans Uexemple 1 <avec Uhypotheése lim ¢, << 5) et dans

Uexemple 2, on peut construire sur E une fonction n’appartenant pas d

A(FE), mais appartenant a Lip a (E) pour tout a << ;—L
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La démonstration du théoréme II s’appuic sur le lemme suivant, qui est
intéressant pour d’autres applications.

Lenme. — On considére les polynomes trigonométriques a p vaiiables

P=—=P/(x, 2z, ..., xp) .—_2 Ton @ () €1+ hads st hpary)

dont le « degré » sup(| A, |+ | k| +... 4|}, |) nexcéde pas s; on donne
les amplitudes r,>.0; ©,(t) désigne la mi¢me fonction de Rademacher
(oLt L1559, () ===1); m est un nombre entier fonction biunivoque de
(P1y 2y ovny 2p). Alors, pour un ensemble de valeurs de t de mesure positive,
on «a

max | P|< A<2r}-’”p log(s—+ 1)) ’

Xy, X)
A étant une constante absolue.

Ce lemme généralise un résultat de Salem et Zygmund, relatif au cas
p=r1(%).

DEMONSTRATIONS.

1. Démonstration du théoréme I. — Soit f€Lipa(£). Considérons la
fonction 27-périodique g, continue, égale & f sur F et linéaire sur les inter-
valles contigus a4 £. Montrons que g € Lipa. En effet, si « et 2’ appartiennent
AE,ona|g(x) —g(x)|< K|z'— x|* Si z et-z' appartiennent au méme
segment [ y, 3’| contigu 4 £, on a

8(@) — g (@) | =180 —g(0)1| 5= |
x—x

Y=y

<K|y'—y

l <K|z'— x|
Et sinon, on écrit
g(x') —g(x)=g(x') —g(s')+g(') — &(5) +&(s) — g(x),

s et 5’ étant respectivement sur [z, #'] les points de E les plus rapprochés
de z et z'; en majorant chaque différence on obtient

lg(#') —g(z) | <3K|z'— z|*

On reprend maintenant, en la modifiant a peine, la démonstration classique

(3) Cf. SALEM et ZyoMUND, Acta Mathematica, t. 91, 1954, p. 265 et suiv.
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du théoréme de S. Bernstein (1), en posant

@
inv
g~V E Cp e,
— =
o

on(z)=g(x+h)+g(x—h)—2g8(x) N—-./;ch sin2nh eine,

aTm > o
X (k) :f | 94(2) [*dar == 327 Y | ¢y [*sint nh.
0 —
Or

A (h)y= | on(2) P dz << K'h**mes. E,, << K"ht—'+2* pour v>p(E).

Ey),

D’autre part,

1
E)

3, Jeteent( 3, Jer) <ont(u) (+(5)

NI 'njlL2 ¥ NCintey N

Donc
D el <K N

N n|£2N

En prenant N — 2/, et en faisant la somme pour toutes les valeurs de j, on
voit que la condition v — 2a << o, garantie pour un v convenable dés que

[

a> . entraine que g€ 4, donc fe A(E).

2. Démonstration du complément du théoréme I.

Ezemple 1. — Soit &, ..., Zh<%...%,,. On vérifie facilement (en
faisant la figure) que
oaP-1h < mes. E,<<3.2”h.
Donc

v> s 2P =0(1) = 2P (5. ..5,)"= 0(1) & p (log2 + vlogi) < O(1),
d’ou
__ log2
P logk
Ezemple 2. — Si dyZh <2y, 0n a
mes. K=k, o+ (0 + k) ...+ k)1, avec 001.

Comme mes. £, — 0/ est une fonction linéaire de A sur les intervalles
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[Any Au—y], On 2
mes. = O (h'=) < mes. £y, = O (A7),

donc
v>pes kA =0(1), soit (JL:FIH%-
3. Démonstration du théoréme II.
Exzemple 1. — Posons r,=2;...5,_1(1—%,). Les extrémités gauches g,

des 27 segments constituant £, s’écrivent
Em=& i+ &+ ..+ prp,

les &; prenant les valeurs o et 1. Admettons le lemme; on peut déterminer
les coefficients ¢,,—==1 de facon-que

2 Pm eigmt

Remarquons que les g,,, de méme que les extrémités droites

max
t

< A\/2Pplogp.

dm:gm_*‘zlafz- . -E,pa.

appartiennent a4 E, Pour avoir fe 4 (E), c'est-a-dire
f(z) :Za,,e"“‘ sur E, avec ZIa,,[<oo,

il est nécessaire que

Eme(gIn) <AZ | an I \‘ QPP logp

et, de méme,

X oS (dm) } <AY | a:|VaPplogp,
d’ou

(1) N\ ¢m[f(dn) — f(gn)]=o2?plogp quand p—>oco.

1
Choisissons une suite de valeurs p, telle que (§:8,...5,,)" tende vers ¢, et

construisons f comme limite d’une suite de fonctions f;, chaque f; étant
définie sur E,, et linéaire sur les segments constituant &,,. Pour passer de
Ji—1 & fi, nous posons f;— f;_, sur la frontiére de £, _, et

P
9

(2) fi(dm) —fl(gm):P12 “ Qm,y
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&my dm et @, ayant la signification de l'alinéa ci-dessus, pour p = p;. En
fixant arbitrairement f;, chaque f; est bien déterminée; de plus, sur la fron-
tiére de £, on a
fi=fin=...=f.
D’aprés (2), on a donc
Pi

)

X oulf(dn) = flgm)]=pia?,

ce qui contredit (1); donc fe¢ A(E).
: 1 loga

e 1 \
Moyennant la condition 7, << 0 < 5 et I'hypothése a < — 5 ooz Mmon-
og

55
trons que les f; satisfont & une condition de Lipschitz uniforme

(3) Ifi(2) — fi(z) | < Ki| @ — 2'|%,

les constantes K; étant bornées. Choisissons 7, assez grand pour que i>1i,
Pi

2

entraine (£;...5,,)*>pl2 * (c’est possible d’aprés les hypothéses faites sur
les p; et sur a); dans la suite on suppose i > i,—+ 1. Pour majorer le premier
membre de (3), supposons d’abord « et 2’ sur un méme segment [g,,, d,.]
de E,, : alors d’aprés (2)

o~ b

(2 — filz) | < 2 2
|f( ) f( )l ™ mP
<p[2[x’—x[(zl...z_,,)“—‘<pi"’]x’—x[l_

Supposons maintenant z et 2’ sur un méme segment de /v,,_, mais non sur
un méme segment de £,;; désignons par ) et )’ respectivement les points de
la frontiére de £, les plus rapprochés de = et z'; alors

Lfi(z2") = fiO) | <pi?|2'— )" |%
i) — i) | =1 fies (V) = fis () | <P N — > 1%
I fily) = filz) | <pi*ly —x|*

o 1 .
Or, la condition 7, << 8§ < 5 entraine

|#'— 2|

9
1— 20

C 02— |
» |y —a| et |2'—) léﬁe—

' —rl<s
d’otr
| fi(@) — fi(z) | <K () p2y| 2 — |
Supposons enfin que le segment [z, 2'] contienne des points frontiéres de
E, _; soient respectivement z et z' les points frontiéres de E),
rapprochés de x et 2’ sur [z, 2'] alors

1(5) = Fi(3) | = 1 fier (5) — fimr (2) | < K| 3/ — 5 |2 < Koy | 2 — ]2,
@) — &) et |fils) — filz) | < K(8)pit | ' — 2 %,

les plus

i—1
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d’ou ,
|fi(@) — fil@) | < Ki| &' — 2 |*
dans tous les cas, avec

K—i: Ki_|+ 2K(e)[)i__"’1.

L’inégalité (3) est bien vérifiée avec limK;= K< = . Donc, en tous les points
z et &' frontiéres pour un E,, on a

/(&) = f(z) < K|z'— x|
et comme ces points sont denses sur E, on a bien feLipa (£).

Ezxemple 2. — Appliquons le lemme pour p —1; on peut déterminer les
coefficients ¢ ;=1 de facon que

kn

Z ijt
@, e

j=t

<A \/ ky logk,.

max
t

Pour avoir f€ A(FE), il est donc nécessaire que
k

2 9, f(jA)=0 (\/k,, logk,l) quand 7> .

j=1

logh,,
—logh,,

Choisissons une suite de valeurs n; telle que tende vers p, avec

N> n; + 2. Posons
f(./.;\n):() (.I'_:l,'-" k/:)

chaque fois que n n’appartient pas a la suite { n; }, et

_1 )
f(h,) =9k, logk,, (J=1,..., ks),
@, ayant la signification donnée ci-dessus pour n—=n;. Alors f¢ A(FE).
D’autre part, si a > g, on peut choisir / assez grand pour que

_1
knPlogh, < A,
d’ou, immédiatement,
f€Lipa(FE).
4. Démonstration du lemme. — Nous reprenons la méthode de Salem et

Zygmund (°). Posons

m*

P, = partie réelle de P:Z Amom(t) et R:Z r:
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X

D’aprés I'indépendance des ¢, (£), et le fait que Ch ¥ << eT, on a

1 1 1
Pt — f et Xttt dt = [ [ Ch (A X) < at
S/ 11 I1

d’ou
(%) f “’nldt<f e“’ldt+f e dt<ze1)'.
Posons "
Mi_ max [P|=cePy(xy,...., x}) (e===1)
ona xp
 P(Zry e, xp) — e My = (24— 2 )o S (X — ,,)zp‘

les dérivées partielles étant prises en un point convenable entre (z“ ce X))
et (xy,..., zp). Or

oP oP
E’o_x:+ e ¥ ’ (s;==1)

est la dérivée de P, (esu, ..., epu) qui est un polyneme trigonométrique en
u de degré <s; d’aprés un théoréme bien connu de S. Bernstein, cette

dérivée n’excéde pas M, s en module. Donc

0 .
| Pi—eM | < OM, pour |.z',~——x‘,'-|<;(j:1, 2,..,p;0<0<r).

Ainsi | P, | > M, (1 — 6) dans un hypercube % de volume <_{Q>l’, et

v <3_0_> f e Mi1=0) ¢ <f f f eMpl dz,. . dxp dt
[

< (2m)? sup e“’" dt.

gy eeey .’L" 0
En utilisant (4), on obtient
f exp()\fll,(l—(i)-—plog%—9 — )‘—R —")dt< 2e-%.
[)

Donc sur un ensemble en ¢ de mesure supérieure 3 1 — 2¢=%, on a
AR
Mi(l—0)< <P10g >+—;9

d’ou, par un choix convenable de 2,

M,(I—0)<\/;\/R<plog%f +£>.
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On obtiendrait le méme résultat en remplacant P, par la partie imaginaire
de P, soit P,, et"M; par My— max | P, |. Comme

Mé\/?z(M,—FM,),

on a, sur un ensemble en ¢ de mesure supérieure & 1 — fe—%,

Mi—0)<2 \/R(plog‘%g +2>,

ce qui démontre le lemme.

Manuscrit recu le 22 janvier 1957.




