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INTÉGRATION SUR UN ENSEMBLE ANALYTIQUE COMPLEXE;

PAR

PIERRE LELONG.

Une partie A d'une variété analytique complexe JT est appelée un
ensemble analytique complexe si A est fermé sur X et si chaque point açA
possède un voisinage Ua dans lequel A peut être défini en annulant un sys-
tème fini de fonctions holomorphes dans Ua- Un tel ensemble n'est pas en
général, une variété. On appellera point ordinaire de A un point au voisi-
nage duquel A est une sous-variété régulièrement et analytiquement plongée
dans X.

L'existence de points non ordinaires conduit à chercher si un ensemble
analytique complexe A se comporte comme une chaîne finie pour la défini-
tion de l'intégrale

( i ) < (? )= f?.
^ A

La forme cp sera prise dans l'espace ^)°(^) des formes différentielles à
coefficients continus, à support K(^) compact dans ^T; on notera que cp est
donc supposée définie non seulement sur A mais sur X. Le but de ce
travail est d'établir l'existence et des propriétés de l'opérateur ^(cp), qui
avaient été énoncées succinctement dans la Note [6]; ^ ( cp ) est un courant ( 1)
(au sens de G. DE RHAM) qui a la continuité d'ordre nul et s'étend aux
formes de dD°(^r). Il aura les deux propriétés essentielles :

( 1 ) Cf. [2] : Rappelons qu'un courant ^ ( < p ) défini sur l'espace (Q{X} des formes à
coefficients indéfiniment dérivables, à support compact dans JT, est dit continu d'or-
dre 5^o, si ^ (9n) -^o pour toute suite 9^ de formes, ̂ ^ç.(Q{X\ qui vérifient les condi-
tions : a. les supports K{o^) appartiennent à un compact fixe KçiX'^ b. on a l im/^^= o»

n
pour a ̂ 5, m^ désignant le maximum du module des dérivées partielles d'ordre total a
des coefficients de <?„. Un courant continu d'ordre s s'étend à l'ensemble ^'(JT) des
formes à support compact dans -T, dont les coefficients ont des dérivées continues
dans X jusqu'à l'ordre total s.
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a. ^ (cp ) est un courant fermé;
b. t ( ^ ) est une somme graduée de courants positifs (fermés).

La notion de courant positif, définie dans [5] et [6] est étudiée plus par-
ticulièrement dans [7]; nous en rappellerons ici quelques propriétés qui,
conjointement avec les résultats d'une étude [9] de R. REMMERT et K. STELN
des ensembles analytiques complexes, concourent à la démonstration de
l'existence et des propriétés indiquées pour ^(9) . La restriction de t ( ^ ) aux
formes de dD°(^T) dont le support ne contient que des points ordinaires de A
étant connue, on résoudra un problème de prolongement d'un courant fermé
par un courant fermé. Ce problème, intéressant en lui-même, sera étudié
indépendamment de la structure complexe, mais on se limitera à l'étude
d'un cas particulier seul utile ici.

Le courant ^(cp) obtenu est relatif à l'ensemble A considéré comme un
ensemble de points de X : pour un di viseur f^ •==. o, il aura la même valeur
quel que soit l'entier q positif. De l'existence de ^( (p ) et de ses propriétés
découlent l'existence et des propriétés précises des mesures positives
o-i, ..., a~p qui sont les aires (finies sur tout compact de X) de dimensions
complexes i, . . . , /? qu'on peut attribuer à un ensemble analytique com-
plexe A de dimension complexe maxima p . On avait déjà rencontré ces
propriétés dans [3] pour/? == n — i : elles sont des conséquences directes du
fait que t est la somme graduée de courants positifs fermés.

1. Prolongement d'un courant. — Soit V'11 une variété à structure
réelle, indéfiniment différentiable, de dimension m, à base dénombrable
de voisinages. Une forme cp sera dite de classe {CP) sur V"1 si ses coeffi-
cients ont des dérivées continues, jusqu'à l'ordre/? compris, par rapport aux
coordonnées locales; ÂT(cp) désignera le support (supposé compact) d'une
forme cp; (^P(Q) [respectivement ^)(î2)] désigneront l'ensemble des formes
(CP) [respectivement (C°°)], à support compact dans l'ouvert Î2. Un cou-
rant ^ (cp) est dit défini dans î2 s'il est défini sur les formes de <P(Î2); on
désignera par <D'^(Î2) l'ensemble des courants définis et continus d'ordre/?,
(/?^o), dans Î2.

Un courant défini sur V111 induit un courant sur un ouvert Î2 de Vm. On
est alors conduit à la définition :

DÉFINITION. — Un courant t(^) dé/i ni dans V'n est dit un prolongement

du courant t ( ̂  ) défini dans Î2 si t(^) est la restriction de t aux formes
deCQ(Q).

En général, il ne sera pas possible de trouver un prolongement t d'un
courant t donné dans î2, et si t existe, il ne sera pas unique.

Nous ne considérerons ici que des courants et des prolongements
continus d'ordre zéro. La norme | | ^ ) j d'une forme ^€<P°(Î2) sera définie
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comme le maximum du module des coefficients de ^. La norme d'un courant
tçCD'0^) dans un ouvert G (non nécessairement contenu dans î2) sera
défini par

I] <||G=SUp |^)|

pour les formes ^€^(^r» G) pour lesquelles on a 1| ^ [| ̂ i.
L'énoncé qui suit est classique, quand t est une mesure :

PROPOSITION 1. — Etant donné un ouvert £2 sur une variété V11^ pour
qu'un courant tç^°(^) (c'est-à-dire défini et continu d'ordre nul
dans Î2) admette un prolongement dans d0'°(P71), il faut et il suffit
que II t \\Q soit fini pour tout domaine G d'adhérence compacte dans V"1.

La condition est évidemment nécessaire car si îçCQ^Ç V111) prolonge t^ îesl
défini sur les formes de (D(Q.r\ G) et l'on a

1(^)=t(^) pour ^ç(D(^r\G),

ce qui entraîne
(2) pll^FII^.

On établira la réciproque en construisant un prolongement particu-
lier /o de t. Soit (pedD°( ^m), et G un domaine contenant le support AT((p)
et d'adhérence G compacte dans V"1. On considère un recouvrement loca-
lement fini de îiïr\G par des ouverts Uj d'adhérence compacte dans ^ïr\G,
soit P/(^) une partition de l'unité, de classe (C30), subordonnée au recou-
vrement { Uj j . La forme

^-S^

appartient à dD(î2n G) et par suite

/ A' \ A'
(3) ^S^^S/^

\ i / i

est défini quel que soit 7V. Soit Sy la somme des termes, d'indices ] ^- N^
qui sont positifs dans (3), S'y la somme des termes négatifs. On a

S^t(^^\^\\t \\a. Il c p | [ ,
\ /' /

1 ^ 1 = t(^^A\-=\\t\\G'\\^\\'

D'où

^|<(cpP;)|^2||^.||(p|

7=1
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Posons

(4) ?o(?)==]^(cp(3y),

/•

la séné étant absolument convergente. On remarque que sa somme n'est pas
modifiée si on la calcule pour un autre recouvrement { Vs} de 12 n G de
même nature que \Uj} et pour une partition de l'unité y, subordonnée à F,;
il suffit en effet de comparer les deux séries obtenues à la série ^^(çP/Y^)-

Montrons alors :

i° ^o(y) défini par (4) est un courant continu d'ordre nul dans Vm.
En effet to est une opération linéaire sur les formes de C^( V"1) et l'on a
de plus

(5) \^n)\^\\t\\oA\^\\
pour une suite (fn^^(G)^ ce qui montre que to est continu d'ordre zéro.

2° ̂ prolonge t : on a en effet pour ^ç(D(Q) :
7=v

^)=^M^7)=W

7=1

la somme étant finie puisque le support A"(^) est compact dans i2.

DÉFINITION. — ^ensemble JE' étant fermé sur F ,̂ nous appellerons
famille (Fr) un ensemble de fonctions air (se) dépendant d'un para-
mètre r >> o et ayant les propriétés suivantes :

(ai) <Xr(x) est définie de classe ( C* ) pour x € V"1; on a o^.(x.r(x) ̂ i»
(03) II existe un ouvert Wy. de V"1 contenant E sur lequel on a (Xr(^) = i ;

07i a (x.r(x) == o hors d'un ouvert (Or 3 (•/,..
(ay) Quand r décrotta (Xr(x) est/onction non croissante de r ; quand r

tend vers zéro^ l'ouvert dîr(x) tend vers E.

En nous servant de cette définition, nous démontrerons :

3° On a, pour toute famille ( Fr) relative à V ensemble fermé E= P" — Î2 /

(6) îo^lim^i— <Xr).

En effet, soit (pe^P"); pour tout r>o, <Xr appartenant à (Fr),
9 ( i — <Xr) appartient à d0(î2), /[ ( i — <Xr) 9] est défini, et le courant t( i — <Xr)
défini par t(i—(x.r) (9) =t[(ï — ar) y] s'applique aux formes (pe^V7").
Posons, rq décroissant et tendant vers zéro :

y,=ri—a^^o, ..., Ty==a,. —a.^o.
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On a sur ^ :

^Y,(^)==I,

ï . .

^i(x) est une partition de l'unité; si <p est une forme de support A^y) com-
pact dans V1"- etg(x) une fonction (C") à support compact dans P", valant
i sur A(cp) , on aura, d'après (4) en posant ̂ =gfç :

^(?)=2^(<Pïy)=y^(<pTy)=limV^(<pYy)=lim^9(i-a ,J]
^^ ^~ n -—— 71=00
y q y^/i

qui établit (6). L'existence de ?o avec les propriétés 1° et 2° établit la propo-
sition 1.

2. Extension simple d'un courant continu d'ordre nul. — Nous utili-
serons les expressions suivantes :

DÉFINITION. — i° Un courant t défini et continu d'ordre nul dans un
ouvert î2 est dit borné en un point frontière m de Q s'il existe un voisi'
nage U de m tel que | |^|Jc/==sup | <(<p) [ pour ||9||==i, (fC(Q(Qr\U), soit
fini.

2° Soit Q un ouvert de V"1^ on appellera extension simple d'un courant
t défini et continu d^ ordre nul dans Û, borné aux points de Vm qui sont
points frontières de Î2, le courant ?o défini par

(7) 7o(<p)=l im^[( i—a, . )<p]
/•==0

pour une famille (Fr\ relative à une partie fermée de E= V"1 — û,
contenant Ef\K((f).

Pour que l'extension simple ?o existe il faut et il suffit que t soit borné en
tout point frontière commun à E et à î2 sur P"; on dit encore que t est
convergent et converge selon ( 7 ) vers l'extension simple ?o

PROPOSITION 2. — Pour qu'un courant îe^CF"1) qui prolonge
tC^Wsoit l'extension simple de f, il faut et il suffit que pour tout
domaine G d'adhérence compactedansV"1, on ait

W \\^\o=M.
c'est-àrdire que le prolongement n'augmente pas là norme.

En effet on a ||? \\e^ || t \\G d'après (a) pour tout prolongement 7 € ̂ (.V"1).
Pour l'extension simple î^ on a d'après (7) appliqué ^<fGCD(Vm^G)^

satisfaisant à |[ <p || < ï' :

I I h \\G== sup| 7 o ( < p ) ( = snp| lim^[(i - a,.)<p] |̂ || t \\G.! * <p y rr==o |
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On a donc
(9) po||G=P||G

qui montre que l'extension simple n'accroît pas la norme. Réciproquement
soit tç(DO(Vm) un prolongement satisfaisant (8) pour tout domaine G
d'adhérence G compacte dans V"1 : e > o étant donné, il existe une
forme ^e^)(î2), telle que l'on ait [ |^[[^i et

(Io) I^)I^IM!G-£.
Soit cp une forme de ^)( F^), G un domaine d'adhérence G compacte

dans F^ et contenant le support AT(<p) , soit (Fr) une famille de noyaux a,-,
relative à Ei== G — (Î2n G) : il existe une valeur ro>o telle que
pour r<ro, le support K((Xr) soit étranger à K(^). On considère
pour r <; FQ l'une des deux formes

(pi^zba^l lcpl l - 1^,

^ et a^cp ayant des supports disjoints. On a [| (pi |[ ̂ i, cp t€<P( V^ et

?(90=^):±î[a,|[(p||-iîp].

On choisit alors le signe à prendre devant le second terme de manière que
son signe soit celui de ^(^) . On a dans ces conditions :

1 ̂  ?i) 1 = 1 tW 1 + I I ?-1 I I |î'(a.?) 1^11^11^
ce qui, compte tenu de (10), donne

|7(a,9 ') |^£| |<p| |
et montre qu'on a

lim7(a,.cp) ==o ou 7(^) =\imt[(i — a,.) 9],
/'=0 7'==0

M , M

t coïncide donc avec l'extension simple ^ définie par (7).

3. Cas (Tun courant fermé. — Considérons maintenant le cas
où ^ç^0^), borné (donc convergent) aux points de la frontière E* de i2
relative à V111^ est de plus un courant fermé, c'est-à-dire, vérifie

bt(^)=t(d^i)=zo.

pour toute forme ^e^)(î2). Soit?e<î)°( V"^ un prolongement de t dans V"1.
On aura, ar(^) étant une famille (JFV) relative à une partie fermée
de E= V"1— î2 contenant Er\K(^).

D'où
^ [ ( i — a ^ ) 9 ] = = — ^ A y + ( i — a^)^.

7(o?9)=:7(a,.^)-+-7(^A 9)+? ' [â? ( i—a, . )9 ] .
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Le dernier terme est nul car la forme ( i — a,.)<p appartient à <©(i2). On a
donc
(n ) <(^A?)=?W-?(a,.^îp).

En particulier, si t est l'extension simple to :

t(d^/\ cp)=ïo(^p)—ïo(ar^<p),

( 1 2 ) }imt(doirf\ cp)==7o(û??).
7'==0

Le courant t /\ dy.r a son support dans i2, pour /' >o; on peut l'identifier
à un courant de ^(F771) nul en dehors du support de û?a,.. On obtient
à partir de (12) :

THÉORÈME 1. — Pour qu'un courant t fermé, continu d'ordre nul dans

Vouvert Î2, borné sur tout domaine G d'adhérence G compacte dans V"1

ait pour extension simple un courant fermée il faut et il suffit que le
courant

6,==rA^a,

converge vers zéro sur tout domaine G quand r—^o^ a/, étant une
famille {Fr) relative au compact [ V111 — ^l\ r\ G.

Il faut et il suffit encore qu'on ait dans les mêmes conditions :

( 1 3 ) lim |i t d(Xr\\G= o.
/•==0

COROLLAIRE 1 . — Le courant tç(^°(il) étant fermée pour qu'il ait une

extension simple te fermée^ il faut et il suffit que s > o étant donnée on

puisse déterminer pour tout compact Ç, et pour une famille (Fr) relative

à Gr\E^ où E -==. V111— i2, un nombre r > o tel qu'on ait :

a. [ j t(<Xr— a?) |[G< £ quel que soit p < r\

b. \\tdy.r\\G<^'

REMARQUES. — i° Le théorème 1 s'applique si ̂  est supposé de classe (C^),
^?^2, au lieu d'être (C^) : on choisira ( F r ) de classe (CP).

2° Si E == V'11—iî n'est pas compact on peut le décomposer en une

somme ^. L\ de compacts et écrire que les propriétés précédentes sont

vérifiées séparément pour des familles (F^r) de noyaux a;^ relatives aux E^
Ei étant obtenu à partir d'un recouvrement de E par des ouverts Ui et étant
l'adhérence de E,= U^E.

3° L'énoncé s'applique si E== V"1— i2 a un intérieur : l'extension simple
y est alors un courant nul.



246 PIERRE LELONG.

4-. Cas où E est un sous-espace ou son image. — Interprétons la condi-
tion (i3) en supposant que V'11 est un domaine D de l'espace euclidien
^"(^i, . . . , Xm)i E étant un sous-espace R8 qu'on supposera défini par
[^+i==o, . . ., Xm== o], o ̂ s ̂ m—i. On prendra 01(^-4-1, . . . , ^ , ^ ) d e
classe (C^), o^ai^i, a.y étant nul en dehors de la boule unité de centre
l'origine dans Rm~s{Xs+i, ..., Xm)i et valant i sur un voisinage de cette
origine. On construira une famille (^r) par homothétie en posant pour
o < r < i :
/ / \ / \ / ^s-\-\ X
(l4) <M^+lî • • •. ^ m ) = ^ ( — — — ? - - - î -r r

Si L majore les modules des coefficients de la forme û?ai, nous aurons

(i5) ||rfa,[|^£r-i.

D'autre part G étant un domaine d'adhérence compacte dans D nous
noterons [[ t\\^ la norme de tC^'°(^) dans l'ouvert des points de G dont la
distance à à jR5 satisfait à o << S <^ p. On a, d'après ( i5) :

\td^\\G^Lr-^\\t\\G,

Nous énoncerons donc :

THÉORÈME 2. — Pour que le courant tç. (D'° (^2), [ ou ̂  == D — R5 s'obtient
en enlevant du domaine D C R"1 (o^=s ^rn — i)^un sous-espace 7?^ ], fermé
dans Î2, ait une extension simple fermée dans D, il faut et il suffit que \\t\\c
soit borné pour tout domaine G d'adhérence compacte dans D et qu^on
ait \\m\\t dac.r\\G^= °-> pour une famille (Fr) construite selon (i4) par

7-=0

homothétie.
Il suffit pour que ces conditions soient réalisées qu'on ait

(16) limr-^^IS^ro,
/•==o

ou II t \\G est le sup de \ t(^) \ pour || cp || ̂ i, le support K{^) étant dans G
et ne comportant que des points dont la distance S à R5 satisfait o<^S<.r.

L'énoncé qui «suit, relatif à la même configuration, sera utilisé plus loin :

THÉORÈME 3. — Si t est un courant fermé, continu df ordre nul, dans
l'ouvert ^Î==JD — ̂ (o^s ̂ m -— i) de R^, si à tout domaine G d^ adhé-
rence compacte dans D, on peut associer un nombre fini k(G), tel qu'on
ait pour toute boule B C G :

(17 ) \\t\\B^k{G)r\

r étant le rayon de 2?, et si Y > s 4- i, la simple extension de t existe et est
un courant fermé dans D.
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En effet recouvrons R111 par un pavage dont les éléments sont des cubes
(à m dimensions) égaux, de côté 2r, le sommet d'un des éléments étant un
point 0 pris dans 7?^, et indépendant de r. Le nombre des éléments qui
contiennent un point de GnT?^ est Nr<. L^r-5^ Li étant indépendant de r
pour r inférieur à une valeur FQ. Les boules égales (^•r) circonscrites à ces

éléments ont une somme ^. (S^ qui appartient à un domaine Gi compact
i

dans D. On a alors d'après (17) :

||^||S^|l^||pr^^^(^l)(rv/m)ï^/:/(^)^T-.
i

La condition (16) est donc satisfaite pour y > s + i, ce qui établit l'énoncé.
On appliquera plus généralement en opérant une application biunivoque

de classe (CP) (p^ 2). L'image d'un courant t continu d'ordre nul, par une
telle application Ç== p.(x) est le courant défini par ^[^ç] =:^[(JL*^] où ^*4'
est obtenu en substituant x à Ç dans la forme d/; [f.t est continu d'ordre nul
et fermé si t l'est. On supposera que l'ensemble E* des points frontières
(relatifs à V"1) de i2 peut localement être appliqué par une transformation
de classe (0) dans un sous-espace /{s de l'espace euclidien R"1. On obtient
ainsi :

THÉORÈME ^. — Soit V"1 une variété de classe (CP), (/?^2), à base
dénombrable de voisinages ouverts^ Î2 un ouvert de Vm^ E= V"1—Î2,
E^ étant V ensemble des points frontières de ̂  sur V"1. Pour que le courant
fermé t^ continu dî ordre nul dans Î2 se prolonge par extension simple en
un courant fermé sur F'", il suffit :

a. qu'il existe un recouvrement de E* par des ouverts U^ Ui étant appli-
qué par un homéomorphisme ^ de classe CP dans un domaine D de 7? ,̂
et E* n Ui étant appliqué dans un sous-espace R^o^s^m— i).

b. que les courants ti images par p.i de t dans D satisfassent à la majo-
ration (16) ou à la majoration ( 17 ) pour tout domaine G d'adhérence
compacte dans D.

4-. Courants positifs. — Nous supposerons maintenant que V"1 est un
domaine D de l'espace numérique complexe G" (m == 2/1).

DÉFINITION. — Un courant t dans D sera dit positif de degré q^ de
dimension complexe n — q(o^q ̂ n) si :

î ° II est homogène^ de degré (<7, q) par rapport aux dz^ dz^ c'est-à-dire
nul sur les formes homogènes de CD(D) qui ne sont pas de degré (n — y,
n—q).
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2° Pour tout système de formes

t==^4W^- (À-^I, ..., 71-^)Wk~-

rAà coefficients a\(M) (C36) dans 2), /^ courant (de degré maximum)
( i V-y _ _

1 A ( - ^1 A ûûl A • • • A ^n-7 A ^n-q
\ 2 /

6^ ^/i^ mesure positive.

On désignera par ©^ la classe des courants positifs de degré q : ©^ est
l'ensemble des mesures positives. Une forme sera dite positive si elle a des
coefficients continus et si elle représente un courant positif; les formes
positives de degré zéro sont les fonctions continues positives. Les courants
positifs sont réels.

Un p-vecteur complexe AP par le point z°== (-s?) est la variété analytique
complexe d'équations

p

(18 ) z^z^^a^Uk ( /= ! , . . . ,7<) .

Les a^ sont les coordonnées de A^, les déterminants

^)= 1 ̂ &:::Ç [(0 ̂  (^<h< .. . <ip)]
]=-P

sont les paramètres de A/\ Un changement de représentation : u.iç=^^ c^Vj
7= ''

donne les nouveaux paramètres

^^ï-0^)

où y est le déterminant | c^ \ ; s'ils correspondent à une représentation unitaire

de (18) on aura ̂  [(â^l^i, d'où
(î)

^,)^a^,(7a1,

où o-S==^ [ ^(i)\2' Au jo-vecteur AP nous ferons correspondre la forme diffé-
w

rentielle suivante, égale sur AP à l'élément d'espace di:^p{AP) de AP :

^(AP) = (^Y^'i A ̂ i A . • • A ^p A ^p\ 2 /

^ ̂ ^ f3^^/)^ A • • • A ̂  A<^A A • • • A ̂
^ (7)
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/ ^ \p P(P-i)
où l'on pose kp= ( - ) ( — i ) 2 ; c'est une forme positive; son adjointe

\ 2 /
esti!w(AP)==w(Bn~P)^ B^-P étant le ( T I — p ) -vecteur complexe orthogonal
SiAP. On établit [6] et [7] :

Pour qu'un courant t homogène de degré (p, p) soit positif ̂  il faut et il
suffit que pour tous les p-vecteurs AP , la distribution (au sens de
L. SCHWARTZ) .'

(19) T(AP) (/) = ft /\^(AP)f== fk-^ \ ̂  tw(1)Mu)~\f^v v \ \
b-)(7) J

soit une mesure positive sur les /€ (^ (I>) ; dans (19) on suppose le courant t
écrit sous la forme

t = ̂  twÇj}dzi, A • . . A dz^ A dzj, A • • • A dz^'
wQ)

A un courant t € ©+ dans 2) correspond donc une mesure positive dans Z),
soit T(AP) donnée par (19), et fonction dujo-vecteur AP considéré.

Un système (2) de ^V==(Cg)2 jo-vecteurs AP, ^ = = 1 , 2 , . . . , N,
[AP=^ (o'fs)]'! sera ^lt régulier si le déterminant, d'ordre -/V :

A=|a,,,,,.a(/,,,[^-^

n'est pas nul. On montre (cf. [7]) que A=o définit une variété algébrique
dans l'espace des coordonnées a} ,̂ aj^, où l'on écrit û^,,= ̂ î4" ̂ î* O11

en déduit :

PROPOSITION 3. — Les nombres (a^o) (i ̂  ̂  ̂ P» i ̂  i^ /i) am *̂ ques.^>o
étant donnés^ on peut toujours trouver un système régulier (2) de N
p-vecteurs APy(a^s) pour lesquels on a

l^—^ol <6-

Si les a^Q correspondent à une représentation unitaire d^un p-vecteur A^
non dégénérée on pourra choisir les a^, de manière qu!iis correspondent à
des représentations unitaires des AP; d'un système régulier (^S).

A un système régulier (IL) il correspond des coefficients numériques h^q)
tels qu'on ait par la résolution des N équations analogues à (18) :

(20) 7,)(7)(/) =ftwQ)f^-n=^^)T[AP,] (/).
s

Un courant positif est donc continu d'ordre nul; les distributions T^q) rela-
tives à ses coefficients t^n) sont des mesures complexes; de plus elles sont
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majorées d'après (20) en fonction des mesures positives T(A^). On obtient
alors l'énoncé suivant :

PROPOSITION 4. — A un système régulier (Z) de p-vecteurs A^ il corres-
pond un nombre C^ fi^i-» tel que pour tout courant positif dans D et de
degré p on ait
( 2 1 ) \\t\\^C^p,\\T(A^\\^

6. Intégration aux points ordinaires d'un ensemble analytique de
dimension homogène. — Soit A un ensemble analytique complexe dans un
domaine D de C"- : açA sera dit point ordinaire de A s'il existe un voisi-
nage Ua de a et une transformation biunivoque analytique complexe ^=zP(z)
telle que F[Ar\Ua\ soit l'intersection de F{Ua) avec un sous-espace
complexe Cs{a•}. L'ensemble des points ordinaires de A sera désigné par A*.

La dimension complexe d(a) de A en açA est définie (cf. [9]) par
d(a)=n—(/a, où qa est le maximum de l'entier q tel qu'il passe par a
un y-vecteur A^ non dégénéré, et que a soit point isolé de l'intersection
AC\A^. En un point ordinaire, d(a)==s(a). On peut encore définir ( 2 )
d(a) comme une fonction à valeurs entières positives, semi-continue supé-
rieurement sur A et valant s(a) aux points ordinaires de A. Le maximum
de d(a) pour açA est appelé la dimension (complexe) de A; A est dit de
dimension homogène /?, si d(a) =:p en tout point a de A. Nous étudierons
d'abord l'intégration d'une forme cp sur un tel ensemble. L'ensemble E==A—A*
des points non ordinaires de A est fermé et constitue ( 3 ) un ensemble ana-
lytique dans 7), de dimension au plusp — i.

DÉFINITION. — Soit A un ensemble analytique de dimension homogène p^
dans D et Î2 == Z> — [A — A*]=D— E V ouvert de D obtenu en retirant
de D les points non ordinaires de A. On appellera courant d'intégration
sur les points ordinaires de A dans D le courant

^o(?)= I ?
J A^

défini sur les formes <p ç dD° (î2), à support compact dans D — E == £1.

La définition précédente est justifiée par le fait que le support Â ( c p ) étant
compact dans î2, ^4*nAT(cp) se compose d'une réunion finie de variétés.
Soit j Uj \ un recouvrement localement fini de Î2 par des domaines d'adhérence
compacte dans Î2, les Uj qui intersectent A* étant choisis de manière qu'il
existe un isomorphisme analytique Ç == ^-/(^) appliquant //== UjC\A sur un
ouvert l'j-==- p - / ( l / ) d'un sous-espace C?. Alors on a pour cp € (D(£l), ay étant une

( 2 ) Cf. [9] : c'est une conséquence du théorème 3 de [9].
( 3 ) Cf. [l], exposé IX: ainsi que [8] et [9].
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partition ( C" ) de l'unité dans Î2 subordonnée à {V,;\ :

(22) <»((p)=^ /cpay=Y r(A;.(ay(p)=V fa',<p'.,
y ^ / J / ; - y 1 7 ' }

où a^:==^*ay, cpy==^*cp. La somme ne comprend qu'un nombre fini de
termes non nuls. De (22) résulte alors :

i° to est un courant homogène de degré (n —/?, n—p). En effet il en
est ainsi de chacun des termes qui figurent au second membre de (22);

2° to est un courant fermé : en effet on a

t,W=^ fa,^=V p(a^)-,V pa,A+.
TA / A / A

Les termes de la première somme sont nuls d'après

f^(a^.)= C d(^^',)=o.
^i; J i }

Ceux de la seconde le sont dans leur ensemble d'après

^S0^1 ^^;==o;
/ /'

3° to est un courant positif. En effet de la définition donnée plus haut il
résulte (cf. [7]) que l'image d'un courant positif par un isomorphisme
analytique complexe est un courant positif. Il suffit alors de montrer que le
courant

f^(^?)
J ^

qui figure dans (22) appartient à ©^ : il consiste à intégrer la forme (p,
multipliée par une fonction ay ̂  o, a support compact, sur le sous-espace C^.
On a bien

/ a ^ . c p ^ o
^CP

f i\p _ _
pour ay^o, (f=={^\ coiA ^i A • • • A^A <^) les ^k(î^k^p) ayant

n

l'expression COÂ:== ̂  a^ d'^ où les coefficients a\ sont des fonctions complexes
f = i

continues, et C^ est défini par Ç^-n== o, . .., ^== o,

7. Majoration du courant to. — Les hypothèses demeurant les mêmes
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sur A, on-va majorer le courant »(<?)= r^j j */o(

défini, fermé, positif (donc continu d'ordre nul) dans l'ouvert Î 2 = = Z ) — E ^
où E~==.A —A*. Soit mo un point de A ( non nécessairement dans A*). Il
existe un ( n — p )-vecteur complexe A^ par mo tel que A n A ̂  ait Wo
comme point isolé . Si Wo est pris pour origine , A^ étant défini par
5i==^2==.. .==^=: o, il existe un voisinage (Uo) de mo et un ensemble ana-
lytique A' défini par n —p équations dans (Ui) :

(23.) fp^(z^z.^ . . . , s ^ ) = o C/=i , . . . , / < — / ? ) ,

les/^+y étant holomorphes dans (£4)» de manière qu'on ait (A r\ Uo)cA'.
Les fp+j peuvent être pris égaux à des pseudo-polynômes

fp+f^ (^/o-t-/) v/'4~ ^ Llp+/(z^ • • • î ^) ;

les coefficients C.+y étant holomorphes au voisinage de l'origine et s'annulant
en celle-ci. Il en résulte que moCA' est point isolé de At^\A^~~p. Nous
supposerons maintenant Porigine quelconque, Wo ayant des coordonnées s?
et A^~P étant représenté par des équations

(24) Zi=z9-^-^^Uk (l^k^H—p),

k

où les a^o correspondent à une représentation unitaire dé A^^. Etudions
alors l'intersection de A' avec un (n —jo)-vecteur A^-^ défini par

(24') .^^-K^a^
/.

sous les hypothèses
(25) |^-<oj<£; I^-^K^

qui définissent une famille ^(e, 6') de A^P voisins de Af^~p.
Par substitution -dans (28) des. expressions ( ^ V ) on obtient un système

(26) '^(z'i ; ̂ '; Uk)==o (./==i, . . . , n—p)

où les ^j sont continus des variables indiquées. Pour les valeurs z\ ==^°,
a^==a^o» ce système admet par rapport aux inconnues u^ . .., Un—p^ la

n-p
•^,solution isolée Uk=Q\ il existe alors une boule ̂ :^S|^j ' : ^<p2 , p > o telle qu'on

{ i ) f-/- [9]' théorème 1.
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ait^ 1 ̂ /l2:^^ > o sur la frontière de b pour les valeurs [z\ =s^ ; a^= a?oj
/

des ^, et des ^considérées comme des paramètres, et que u,k=o soit
la seule solution du système dans b. Il existe donc une famille <D(e, e') définie
par (a5), e>o, e'>o, de (n —/?)-vecteurs définis par (a4') tels qu'on ait

n—p

^ l^y P^:^>o pour ^[^|2=p2, c'est-à-dire sur la frontière de b
î ^ i

considérée dans les A"-~P appartenant à <P(e, e'). Dans ces conditions pour
^-/^^(e, e'), A "-^n A' est un ensemble analytique dans b qui ne contient
pas de points dans un voisinage de la frontière de b : c'est alors un ensemble
analytique de dimension zéro (s), donc constitué de points isolés. Leur
nombre, chacun d'eux étant afleclé d'une multiplicité positive, peut être
calculé par l'intégrale de Kronecker du système (26) dans b', ce nombre est
constant et égal à la multiplicité N1 (mo) du point WQ sur A'r\A^~P. On
obtient donc :

PROPOSITION 5. — .Si rriQ appartient a un ensemble analytique A, de
dimension p en Wo, il existe un (n — p)-vecteur A'o"?, une famille 0(e, e')
définie par (a5) de A^P voisins^ un nombre p > o, tels que l'intersection

n—p

A^PnA' ne contienne dans b définie par les équations (a4) et ̂ lî l̂ p2,
î

que des points isolés dont le nombre est borné [par ^V'(wo) définiplus haut].

On en déduit :

PROPOSITION 6. — Si mo appartient à l'ensemble analytique A, de dimen-
sion homogène p dans D, il existe une boule Bo de centre m^ un nombre
î (^o) fi^i et une famille ^(e, e') de (n —p)-vec£eurs complexes A^P tels

que to (<p) étant le courant d^ intégration sur les points ordinaires de A^ on
ait

(27) \\T^A-P)\\^<k^B,)r^

pour la mesure positive ToÇA11-?) associée à to et à un (n—p^vecteur
quelconque de <D(£, e') et pour toute houle B'\ de rayon r1 contenue dans 2?o.

Faisons la démonstration pour la boule 2?o elle-même : la configuration
étant celle de la proposition 5, on choisira son rayon r satisfaisant à

o -< r < inf ( e(-.0
et assez petit pour que Bo soit dans (uo). Cela fait, si le point y de coordon-
nées z^ appartient à Bo, les A^PÇ^^, £') pour lesquels on choisit ̂  ===^

(s) V' [9L théorème 7.
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dans (24') coupent 2?o en des points pour lesquels on a V | Uk\2<p2. On a
donc

[A^Pr^B^A^A^Pr^B^A'},

où la seconde, intersection comprend au plus N ' (mo) points.
Il est alors aisé d'en déduire (27) pour 2?o. Fixons A^PC^Ç^ £'); si A^P

est la direction de (n --jo)-vecteur |>i==^, ..., Zp=z°], on a, pour
/ç^(£,r\^) :

(28) T,(A^P)(f)=^(^fdz^dz^ . . .A^A^

où o•=^l*nAr(/) est une somme finie de variétés. Au-dessus d'un point
Ç==(^i , ...,. z p ) de 6> (on pose Cn=CPx C^P), il y a au plus N\mo)
points de or, et ceci pour | Ç | < r. Or Ç parcourt dans CP une boule de rayon r,
de mesure r^Ta^i), où ^p(i) est la mesure de la boule unité de CP. On a
donc pour |/|^ i,

(29) 11 ro^-^ll^^mo)^!)^^^)^,

ce qui établit (27) pour 2?o, et aussi pour toute boule B'cB^ le nombre des
points de o-n^' projetés en Ç étant a fortiori borné par 7V'(wo).

En utilisant alors les propositions 3 et 4- on obtient :

COROLLAIRE 2. — Sous les hypothèses de la proposition 6, il existe une
boule £o de centre Wo, -et un nombre fini k(£o) tel que pour toute boule
2?'c2?o le courant d'intégration sur A* satisfasse à

(30) \\^\\B^k(B,)^P,

r1 étant le rayon de £ ' .

On arrive alors à l'énoncé suivant qui joue un rôle essentiel :

THÉORÈME 5. — Soit A un ensemble analytique complexe dans un
domaine D de C71, de dimension homogène p^(i^p^n—i). A tout
domaine G d'adhérence GcD, il correspond un nombre fini k (G) tel
qu'on ait :
(31) WB^k(G)r^P

pour toute boule Bç. G, t étant le courant d'intégration sur A* et r le rayon
de B.

En effet recouvrons le compact Gr\A par des boules ouvertes de rayons r<,
centrées sur ^4, notées (3i, ..., (3v; complétons par des boules (3v-n, ..., (3^
de manière à recouvrir G, ces dernières étant prises d'adhérence compacte
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dans D — A. Soit V ^=z G'. On a
i

(32) ll<o||ff-^|Mp.<oo.
t

Si l'énoncé était en défaut, il existerait une suite Bj C G de boules tendant
vers une boule BtCGy et pour lesquelles rj2^ ][ ^o H^-^+oo. Si le rayon r
de Bi n'est pas nul, on aboutit à une contradiction avec (3a). Si r/->-o, on
a Bi= rrio C A r\ G', 2?/ étant réduite à un point Wo ; alors, d'après le corollaire 2,
Z?y appartient à partir d'un certain rang y à une boule 2?o centrée en mo sur A)
compacte dans D, pour laquelle (3o) est vérifiée. On aboutit ainsi à une
contradiction. L'énoncé est donc établi.

Résumons alors les propriétés du courant toÇCD'0^)^ Î2==2)— {A—A*)
sur les points ordinaires d'un ensemble analytique A de dimension homogène
p défini dans un domaine D de C^ :

a. to est un courant positif et fermé ;
b. \\t,\\G<<^\
c. r-^\\Gt,\\B<k(G)

pour G d'adhérence compacte dans D et toute boule Bç. G, r étant le rayon
de£.

8. Intégration sur un ensemble analytique de dimension homogène, —

Nous aurons à considérer des ensembles analytiques, réunions finies Y) =z^^Af
i

d'ensembles analytiques dans Z). La dimension de T) sera le maximum de
la dimension (complexe) des Ai. Un tel ensemble TQ est une réunion finie
d'ensembles analytiques irréductibles dans 6?, pour tout domaine G d'adhé-
rence compacte dans 2).

DÉFINITION. — Soit Yî==^^Ai une réunion finie (V ensembles analytiques
i

irréductibles dans G sur lesquels on suppose : a. ils sont distincts; b. aucun
(centre eux n^est contenu dans un autre ensemble de la réunion. Nous
appellerons alors point ordinaire de -r\ tout point m qui ^appartient qu!à
un Ai et est point ordinaire sur cet A^ Nous dirons que les Ai {irréduc-
tibles dans G) sont séparés s^ils satisfont aux conditions a et b.

PROPOSITION 7. — L'ensemble des points non ordinaires d^une réunion
finie d^ ensembles analytiques irréductibles dans D, de dimension complexe
p au plus est contenu dans un ensemble analytique de dimension complexe
p — i au plus dans D.
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Écrivons en effet

(33) Yî==^Af (^=o, i, . . . , j o ; î = = i , . . . , ï==4)
i,k

les Af étant des ensembles irréductibles dans Z), de dimension (homogène) k.
A l'ensemble A{ associons l'ensemble A'f~1 des points non ordinaires de A{ :
c'est un ensemble analytique dans D de dimension au plusjo— i. Considérons
d'autre part l'intersection de deux composantes de (33), ^4f, A^ de même
dimension : elle est un ensemble analytique Âfy1 de dimension complexe ( t t)
p —-1 au plus. Ainsi l'ensemble y/ des points non. ordinaires de 73 satisfait à

•n'C^Af+^A^+^A'r1,
i,s i j i

la première somme au second membre étant relative aux valeurs o^s^p—i
de l'indice ; l'énoncé est donc établi.

Nous démontrerons maintenant :

THÉORÈME 6. — Soit fî un ensemble analytique dans Z), de dimension
maxima d ̂ p — i Qo^i); soit ^=zD—rî et soit ^€^°(^) un courant
continu d'ordre nul^ défini et fermé dans î2. Si à tout domaine G d'adhé-
rence compacte dans D il correspond un nombre fini k(G) tel que pour
toute boule B C G, on ait

(34) |MLB<^)^-1^ 0>o)
alors la simple extension to de t existe dans D et est un courant fermé.

En effet l'énoncé est vrai pour d = o ; n est alors formé de points isolés
sur G, soit mo l'un d'entre eux, Gi une boule de centre mo, de rayon ro assez
petit pour ne pas contenir d'autre point de r] et être contenue dans G.
Alors la norme \\t\\^ de t dans l'ouvert constitué des points de Gi pour
lesquels la distance ô à mo vérifie o<ô<r<ro, satisfait à |[ t \\G,=k{G)r^
et l'énoncé actuel découle du théorème 3, appliqué pour s === o, y = i + ^.

Procédons alors par récurrence en montrant que si le théorème 6 est vrai
pour d=k—ï^ il est vrai pour d= k(^p — i).

Soit mo un point ordinaire de Y? où Y] est de dimension maxima d==k. Soit
Uo un domaine contenant Wo, choisi de manière qu'il existe un isomorphisme
analytique Ç= p.(z) tel que p.[rîr\Uo]Cp.[Uo'\r\C^ où Cf est le sous-espace
complexe Ç^-n== o,..., Ç^== o, p. amenant Wo à l'origine de C^. Si g est un
domaine contenant mo, compact dans U^ il existe deux nombres positifs
finis, o < a < 6, tels que le rapport de la dislance des images Ç^^: p-^^),

C) C/.[8],p.4i6.
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Ç^)== ^(^(2)) à la distance | ^1)— ^(2) | demeure compris entre a et b pour js^
etjz(2) pris dans g. Alors ^=^^ étant l'image du courant t dans^=^(^),
on a tf(^^)=t(p*^.) Pour ^ç(K)(g1) on a par un calcul facile en, sup-
posant b > i :

||^||^[^nlpH||=Z||^l|;

(JL*^ appartient à <0(^). De plus les points d'une boule de rayon r' dans g1

proviennent d'une boule de rayon r^r'ar1.
Finalement l'image t' donnée par p. du courant t est un courant défini dans
g1— C^ (k^p — i), fermé, continu d'ordre nul et à tout domaine T d'adhé-
rence compacte dans ̂ ', correspond k(T) fini, tel qu'on ait

\\t'\\B^k(T)^P-^\

pour toute boule B'cT, r1 étant le rayon de B\ Le théorème 3 (appliqué ici
pour les valeurs y = a/? — i -4- ^ et s=.2k^2p — 2) montre alors que t' a
une extension simple à g ' et que cette extension est un courant fermé de
même norme que ^ dans g ' . Revenant à t par l'image p.-1, on voit que t se
prolonge par extension simple en un courant fermé en tout point ordinaire
de Y?, où Y} est de dimension k. L'extension simple îo de t est donc connue et
a même norme que t dans D — Y)', où Y/ est l'ensemble des points non ordi-
naires des Af de la décomposition (33), augmenté des Af pour lesquels on a
q ̂  k — i ; f}' appartient à une réunion finie d'ensembles analytiques dans D
de dimension au plus k — i, et est une somme finie d'ensembles analytiques
irréductibles, de dimension au plus k—ï sur tout domaine d'adhérence
compacte dans Z>. D'autre part les extensions simples successives n'augmen-
tent pas la norme du courant, ceci d'après la proposition 2. La propriété à
démontrer, supposée établie pour d •==. k — i, est donc encore vraie pour
J= k{^p — i), ce qui établit l'énoncé par récurrence.

Nous donnerons alors la définition :

DÉFINITION. — Soit A un ensemble analytique de dimension complexe
homogène p , dé fini dans un domaine D. On appellera intégration sur A,
d'une forme ^ç(D°(D), le courant positif, fermé, homogène de dimension
complexe p , qui est l'extension simple du courant

(35) ^o(y)=fJ^

défini dans à = D—(A -A*).

THÉORÈME 7 (théorème d'existence). — Le courant (35) a une extension
simple qui est un courant positif^ homogène de dimension complexe p et
fermé.

En effet le théorème 6 s'applique ici car E=A—A* est un ensemble
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analytique dans D de dimension d^p—i, et l'on a établi pour to(^) la
propriété (34), ^ ayant la valeur i. De plus l'extension simple d'un courant
positif est évidemment un courant positif de même dimension.

REMARQUE. — Si deux courants t et t' continus d'ordre nul, coïncident
dans D — Y}, Y} étant une réunion d'ensembles analytiques de dimension
maxima d ^ p — î ^ et si t et t1 satisfont à (34), leurs extensions simples
coïncident. On obtient donc, comme conséquence de la proposition 6 :

THÉORÈME 8. — Soit A ==^, Ai un ensemble analytique dans D de dimen-
i

sion homogène jo, décomposé en somme d } ensembles analytiques irréduc-
tibles (et séparés) dans D. Alors le courant d ) intégration t sur A est la
somme des courants ti d1 intégration relatifs aux Ai,

9. Cas général. — Soit A un ensemble analytique de dimension maxima p
dans D. Nous désignerons par A*9 l'ensemble des points ordinaires de A où
la dimension de A est s.

DÉFINITION. — On appelle courant d'intégration de la dimension (com-
plexe) s (i ̂ s^p)^ sur A l9 extension simple t^ du courant

(36) ^(y)=f <
•^A*9

où (f est pris dans (^°(Q), avec Î2==Z) —(^A'9), ̂  étant l'ensemble
des points non ordinaires de A adhérents à A*^.

THÉORÈME 9 (théorème d9 existence). — Soit

(37) A^^A^ (î=i,2,...,^o^^)
t

la décomposition de A en ensembles irréductibles dans un domaine G
d'adhérence compacte dans D ; nous supposons les éléments de la décom-
position (37) séparés : ils sont distincts et un élément n^ est pas contenu dans
un autre élément. Alors ^(cp) existe et est dans G égal à la somme des
courants d} intégration ̂ ) sur les Af de la décomposition (3^) qui sont de
dimension q == s.

Soit en effet Wo un point non ordinaire de A) limite de points de A*5 : il
appartient à unAf de (37) et alors, ou bien il appartient à l'ensemble Afi{s~i}

des points non ordinaires de Afy ou bien il appartient à l'intersection Af nA^-
de deux éléments de la décomposition (37). Mais Af nA^ est un ensemble
analytique de dimension s—i au plus. Un point non ordinaire de Â^ limite
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de points de A*3 appartient ainsi dans G, à un ensemble analytique Y) dans G,
de dimension s — i au plus.

Les courants ^(cp) définis par (36) d'une part et la somme V^^ des
;

courants d'intégration sur les A{ d'autre part coïncident dans G — -n et vérifient
les hypothèses du théorème 6 pour X==i , j?==5. D'après la remarque faite
plus haut leurs extensions simples coïncident dans Z>, ce qui établit l'énoncé,

On peut encore énoncer pour des ensembles de dimension non homogène :

DÉFINITION. — On appellera courant d'intégration sur un ensemble ana-
lytique A défini dans D V extension simple î du courant

^(T)= f î
^A*

qui est l^ intégration sur les points ordinaires de A.

THÉORÈME 10 (théorème dî existence). — Le courant ?(<p) existe, est fermé
et est la somme

s=p

(38) ?(<p)=^)(<p)
s=i

de courants positifs fermés t^ de dimension complexe s, ( î ^ s ̂  pY
p étant la dimension complexe maxima de A.

En effet on a

f^b-^w
et l'on sait que chacun des termes t^ a une extension simple ?^ qui est un
courant positif fermé.

10. Applications. — Pour obtenir des propriétés métriques d'un ensemble
analytique complexe A à partir des énoncés précédents, nous considérerons
les formes différentielles

(39) Pi= L Y^/A dzj= {d^(3i= ^ ̂  dz) A ^7= \ d» W ^j^/ '
7 L 7 J

a==^^é / r l og l^^ iy ,
L 7 J

(4o)

où ûfg, dj sont les différentiations extérieures par rapport aux zj (respecti-
vement aux ~Zj) seuls ; a et (3i sont des formes positives comme on le vérifie
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aisément; pour a cela résulte aussi du fait que logj ^-s/S | est une fonction

plunsousharmonique (cf. [4]). Le produit d'un courant <e0^ par une forme
yeOfestun courant de 0^+.i (cf. [7]. Il en résulte que les puissances (3f,

a^ sont des formes positives; (3/»== —. (3Ç n'est autre que l'élément de volume

rfr^ sur une variété complexe de dimension complexe/?.
Nous démontrerons alors :

THÉORÈME 11. — Si t est un courant positif fermé dans un domaine 2), et
de degré (n —jo), la mesure positive

du=t A(V

possède de la propriété suivante : si cr(JR) est la mesure contenue dans une
boule £(0, !/?), de centre V} origine de rayon jR, intérieure à 2>, le quotient
fi-^P ff(JR) est fonction croissante de fi.

La mesure positive
dv ==7r-^ /\ af

définie dans Vouvert 2?*(0, R\ obtenu à partir de la boule 2?(0, JR) par
suppression du centre 0, a une norme finie dans B*(0^ JR).

En effet supposons d'abord t égal à une forme : puisqu'on a ^ == o dans
2?(0, 7?), il existe une forme 9 telle que

t==d9.

Soient o</-i<rî</? et 2?2=2?(0, ra), 2?i==2?(0, ri) les deux boules
de centre 0, de rayons ri et r^. On a

^r\= ( dv == TT-^ f dQ /\aP
-̂.Bi ^St-B,

='n-P Ç d(Q A a^)==7T-^| f OA^— f 8 A ^|»^-^ ly^ ^î J
en appelant j&,, ̂  les frontières de 2?i et ^2- Or on a en calculant OS.P :

^==j^/^| ^pî—^j^ / 1 / ! p pr1 A^^^/A^^/^/-
L y J L / J ' î

Surj&i etjPi, ̂ 1^/^/ est constant et l'on a
/

^Zjdzf A^7^7==o-
/ /
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On en déduit sur B\ :
a/^/^pî.

D'où

.;:; = n-p [ f 9 A ̂ Pî - f 6 A ^(3î1 •
L*7^ ^ J

D'autre part, on a

a(r , )= f r fa=— fô A (S?.
^JS, ^ • *^

On a donc

(^) ^^.^[^-^l^o,

ce qui établit la première partie du théorème 11. De plus si laissant r^ fixe,
on fait tendre /-i vers zéro, v^ croît et est borné, donc v^> a une limite, ce qui
établit la seconde partie. On a alors dans une boule ff*, de rayon 7?, pointée
au centre o :

W ^^fd^r^f^
J1Ï* Âï

où T-ip(i) est la mesure de la boule unité à ip dimensions.
Si maintenant t est un courant positif qui n'est pas représenté par une

forme, on procédera en approchant t par son produit de composition avec
une suite de noyaux dérivables positifs. On obtient un courant positif fermé
pour lequel (4i) est établi : l'énoncé en résultat en passant à la limite, au
sens de la convergence faible, pour les suites de mesures o" et v obtenues.

L'application du théorème 11 aux ensembles analytiques complexes donne
alors.

COROLLAIRE 3. — Soit A un ensemble analytique complexe dans D : les
mesures da.,==t^ /\ {3, définissent les aires (a s dimensions complexes) de A,
finies sur tout compact de D. Si Fon considère des boules concentriques B{r)
de rayon r, et si F on pose

Œ(/?)==f d<7,
«yB{R)

le rapport est une fonction croissante dé 7?..
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