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SUR UNE PROPRIÉTÉ ARITHMÉTIQUE
DES GROUPES ALGÉBRIQUES CÔMMUTATIFS ( i ) ;

PAR

TAKASHI ONO.

Institut de Mathématiques, Université de Nagoya Chikusa-ku,
Nagoya (Japon).

Dans ce Mémoire nous introduirons pour un groupe algébrique G d'auto-
morphismes d'un espace vectoriel V sur un corps k de nombres algébriques
les notions de G-genre, de G-classe et de G-idèle. Si G est le groupe ortho-
gonal d'une forme quadratique, les notions de G-genre et de G-classe coïn-
cident avec les notions usuelles de genre et de classe (à de petits détails près).
La notion de G-idèle s'introduit comme formant un groupe d'opérateurs sur
un G-genre. Si V est un sur-corps de A:, et si G est le groupe multiplicatif des
éléments non nuls de F, considérés comme opérateurs linéaires sur F, alors
les G-idèles s'identifient avec les idèles de V.

Tout G-genre se compose d'un nombre fini ou infini de G-classes. Il est
connu dans la théorie arithmétique des formes quadratiques, que le nombre
des classes contenues dans un genre est toujours fini. Il est intéressant d'exa-
miner sous quelles conditions un G-genre se compose d'un nombre fini de
G-classes. Nous démontrerons que c'est le cas pour G commutatif (théorème
principal). Dans le cas particulier où V est un sur-corps de À', ce théorème
contient le fait que le nombre des classes d'idéaux de V est fini. D'ailleurs
notre démonstration du théorème principal utilise ce fait ainsi que le théorème
de Dirichlet sur les unités des corps de nombres algébriques, de sorte qu'elle
ne nous donne pas de nouvelle démonstration de ces faits classiques. Notre
recherche est basée sur la théorie de Chevalley des groupes algébriques et la
belle méthode de A. BOREL développée dans son travail récent.

( 1 ) Ce travail a été fait pendant que Fauteur était boursier de la Fondation Yukawa.
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PARAGRAPHE 1. — G-genres et G-idèles.

Soient k un corps de nombres algébriques de degré fini sur le corps des
rationnels, et e l'anneau des entiers algébriques de À'. Si y est un diviseur
premier fini de AT, on notera ffy l'anneau des entiers du corps y-adique Ây. Si y
est infini, on posera ûy==A'y, où Âp est isomorphe, soit au corps des réels,
soit au corps des complexes.

Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur /r, { œ^ . . . , Xn\ âne
base de V. Soit M un xr-sous-module de V. Suivant M. EICHLER, nous appel-
lerons M un réseau (par rapport à 0) s'il possède un ensemble fini de géné-
rateurs et s'il contient n éléments de V linéairement indépendants sur k ( 2 ) .
Soit Vy l'espace vectoriel déduit de V par extension à Â'y du corps de base.
On peut alors définir comme plus haut un réseau de Vy (par rapport à 0?) (2).
Si M est un réseau de V, le tfp-module My=ff^M est un réseau de V^. De
plus, on voit immédiatement qu'on a M^^e^x^-\-...+ e-^Xn pour presque

tous les y (3). EICHLER a montré que M' =: f\ (Vn M^), et que, récipro-
v

quement, étant donné, pour chaque y, un réseau M^ de Vy tel que
M^ •==. 0y^Ci 4- . . • 4- 0y Xn,

pour presque tous les y, Af== [ \ ( Vr\M^) devient un réseau de V tel
P

que My-==^M^ pour tous les y, et que M est le seul réseau de V avec cette
propriété (4).

Soit maintenant G un groupe algébrique d'automorphismes de V au sens
de C. CHEVALLEY ( s). Au moyen de la base { x^ .. ., x^ ), on peut considérer G
comme un sous-groupe du groupe multiplicatif GL (/î, k) des matrices carrées
d'ordre n à coefficients dans k. On notera Gy le plus petit groupe algébrique
d'automorphismes de Vy contenant G; Gy est aussi appelé le groupe déduit
de G par extension à Â'y du corps de base (6).

Soient M et M' des réseaux de V, On dira que M et M' ^ont G-équivalents
s'il existe un point s de G tel que M'=^ s M. Soient maintenant M^ et M1^ des
réseaux de Vy. On dira que M^ et M'^ sont Gp-équivalents s'il existe un

( 2 ) EICHLER [6], chapitres II et III.
( 3 ) Pendant tout le cours de ce travail nous nous servirons de l'expression « pour

presque tous les p » au sens de « pour tout les y sauf pour des y exceptionnels en nombre
fini ».

( 4 ) EICHLII.JR [6], chapitre III, paragraphe 12 et 13.
( & ) CHEVALLEY [3], chapitre II, paragraphe 1.
( 6 ) CHEVALLEY [3], chapitre II, paragraphe 5, définition 1.
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point s^ de Gy tel que M'^=i s^M^\ De plus, nous dirons que des réseaux M^
M' de V sont G-localement équivalents si My et M'^ sont ^-équivalents pour
tous les p. Si M et M' sont G-équivalents, il est clair qu'ils sont G-localement
équivalents. Cependant, la réciproque n'est pas toujours vraie. L'ensemble
C(M) de tous les réseaux de F qui sont G-équivalents à Jasera dit la G-classe
de M^ et l'ensemble G (M) de tous les réseaux de V qui sont G-localement
équivalents à M sera dit le G-genre de M. Tout G-genre d'un réseau de V
est donc la réunion d'un certain nombre fini ou infini de G-classes.

On notera Wy la valuation normée de Âp. Si p est un diviseur premier fini
de À, on désignera par Uy le groupe des éléments Sy=(Sf/)çGy tels que
SijÇ0y(ï^i^ j^n) et que Wy(det^p) =î. Alors Uy est un groupe compact
et un sous-groupe ouvert de Gp ; on dira que Uy est le groupe des unités

de Gp. Si y est infini, on posera Uy= Gy. Dans le groupe I"! Gp, où le pro-
v

duit est étendu à tous les diviseurs premiers de À', considérons le sous-
groupe J des éléments a- = (sy) tels que Sy € Uy pour presque tous les y ; les
éléments de J s'appelleront les G-idèles de k. Sur ./, on définit une topologie

comme suit ( 7 ) : sur le sous-groupe J^ == j 1 Uy de J, on prend pour topo-
V

logie la topologie-produit de celles des Uy ; et l'on prend la famille de tous
les voisinages de l'élément neutre dans J^ comme système fondamental de
voisinages de cet élément dans J. Muni de cette topologie, J s'appellera le
groupe des G-idèles ; c'est un groupe localement compact. On pose

Fy ( ,̂ ) =z wy (deUy ), Sy ç Gy

pour tous les p. Si, pour tout G-idèle cr===(^p), on posé F(o-)=:rT Fp(^), le

V
produit étant étendu à tous les y, V est un homomorphisme continu de J
dans le groupe multiplicatif R"1" des réels positifs. On peut, naturellement,
plonger G dans J . On notera J° le noyau de V. En vertu de la formule du
produit de A', G est contenu dans J°. On pose ,/S, == c/0 n J. Alors le groupe
U=Gr\J^=Gr\Ji est composé des s=(Si/)ç G tels que^/ejo(i^/,y^^)
et que àets soit une unité de k. Donc U est le groupe des unités de G.

Soient G(M) le G-genre d'un réseau M de F et J le groupe des G-idèles.

Soit 0-=== ( S y ) e J. On voit tout de suite que aM= f^\ ( Vr\SpMy) est contenu
v

dans G (M).

Réciproquement, soit donné un M' çG(M) tel que My=SyMy pour tous

( 7 ) WEIL [11], paragraphe 1.
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les y. Alors il est clair que o- = (sy) est dans 7 et M'=: vM. Ceci montre
que G(M) est un espace de transformations pour J et ce dernier opère
transitivement sur G(M). Soient ^f, ^eG(^) tels que M'=fjM,
M^rM. On a C^7) = C^) si et seulement si r(M) =s a (^f), sç G,
et ceci signifie que T€ GfjJ^ où J^ est le groupe de tous les o-çj tels
que vM=M^ ce qui démontre le théorème suivant :

THÉORÈME 1.1. — Soient G un groupe algébrique d ' automorphismes
d'un espace vectoriel V sur un corps de nombres algébriques k, et J le
groupe des G-idèles. Soient M un réseau de V, G (M) le G-genre de M\
et JM le groupe des fjç.J tels que vM=M. Alors le nombre (fini ou
infini) des G-classes dans le G-genre G (M) est égal à celui des classes de
la décomposition de J suivant deux modules J ̂  G.

Nous dirons qu'un sous-groupe algébrique G de GL(n, k) est du type (F)
si le nombre des ^-classes dans tout G'-genre est fini. On a alors :

THÉORÈME 1.2. — Soit G un sous-groupe algébrique de GL(n, k). Alors
G est du type (F) si et seulement si le nombre des classes de J suivant J^,
G, est fini.

En effet, si l'on pose ^p={^eGy; SyMy==My}, on a Tlv^rT^

v
et Uy= Uy sauf pour des diviseurs premiers finis en nombre fini. Il suffît de
montrer que UyF\Uy est d'indice fini dans Uy et dans Uy pour tout p finL
Cela résulte du fait que 6p, Uy sont compacts et ouverts.

COROLLAIRE 1.3. — Soient G, G' deux groupes algébriques qui sont
conjugués dans GL(n, k). Pour que G' soit du type (F), il faut et il
suffit que G soit du type (F).

COROLLAIRE 1.^. — Soit G un groupe algébrique commutait f. Alors G
est du type (F) si et si seulement si le groupe J/GJ^ est fini.

Nous nous proposons de démontrer dans ce qui suit le théorème suivant :

THÉORÈME PRINCIPAL. — Soit G un groupe algébrique commutatif d'auto-
morphismes d^un espace vectoriel sur un corps de nombres algébriques.
Alors G est du type (F).

PARAGRAPHE 2. — Préliminaires sur le groupe J.

Nous allons démontrer maintenant quelques propriétés élémentaires du
groupe Jdes G-idèles.

PROPOSITION 2.1. — Soit G un sous-groupe algébrique de GL(n, k).
Alors G est un sous-groupe discret de J .
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En effet, on a U= J^ r\ G) et U est discret dans Gy pour tous les diviseurs
premiers infinis de Â\

PROPOSITION 2.2. — On a J== J^ .7°.

Pour démontrer cette proposition, il nous faut le lemme suivant :

LEMME 2.3. — Soit K le corps des réels ou des complexes. On note \a\
la valeur absolue de aç.K, Soit G un sous-groupe algébrique de GL (n, k).
Soit À Inapplication s—^\ deU [ de G dans R4'. Si ^(G) •=^- \ i }, À est une
application de G sur R4-.' X ( G) == R .̂

En effet, soit Gy la composante algébrique de l'élément neutre de G.
Puisque Go est d'indice fini dans G et que tout élément 7^ i de R"^ est
d'ordre infini, on a À ( G o ) 7^ { i }• On peut donc se borner à considérer le
cas où G est irréductible. Supposons que K soit le corps des complexes.
Alors on sait que G est connexe au sens de la topologie naturelle de
GL(n, A), d'où notre, assertion. Supposons maintenant r^ue K soit le corps
des réels : K ==R., L'application p : ^-^det^de G dans R* est évidemment
une représentation rationnelle unidimensionnelle de G. Puisque p(G) est un
groupe infini par hypothèse, le plus petit groupe algébrique contenant p(G)
est R*. Il en résulte que la différentielle dp de la représentation p applique
l'algèbre de Lie 0 de G sur R qui est l'algèbre de Lie de R* (8). Soit Xç. %
tel que ofp (JT) == i. Du fait que

exp tXç. G, p(exp tX)-==. enp(tdp(A ) ) == expt

pour tout <eR, il résulte que p(Gf):>R-^ c. Q. r. D.

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.2. — On a défini plus haut (§1)
l'application Fy : Sy-> Wy (deUy) de Gy dans R4-. Si ^ est infini réel, on
a Wp(a)== |a | , açÀy. Si p est infini complexe Wy(a)=^ |a [ 2 , acA-y.
Supposons que Vy(Gy) == j i j pour tous les diviseurs premiers infinis de k.
On a donc Wy(deU) ==i, sç G pour tout y infini. En vertu du.théorème de
Kronecker, det(G) est contenu dans le groupe des racines de l'unité de A:,
qui est d'ordre fini. Il en résulte que det(Gp) est d'ordre fini pour tout
diviseur premier de /:, d'où J =J°. Supposons maintenant qu'il y ait un
diviseur premier infini q de k tel que V^(G^)^ { i } . Alors il résûltç du
lemme 2.3 que Vq(G^) ==R4-. On peut donc trouver s^ç Gq tel que

w=n ̂ w
y^q

( 8 ) CHEVALLEY [3], chapitre II, paragraphe 9, proposition 5.
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pour un G-idèle cr== (^e./. Si l'on détermine s^ç Gq par 5q=5qYq, on a

(7==(^, ..., .??, . ..)==(.îq, . . . , i , ...)(5q, ..., Sy, . ..)€J^.J°,
C. Q. F. D.

PROPOSITION 2.^. — Soit G un groupe algébrique commutatif. Alors le
groupe GJ^ est un sous-groupe fermé de J.

Cela résulte immédiatement de ce que J» est ouvert dans ./, ce qui
entraîne que tout sous-groupe de J contenant J^ est à la fois ouvert et fermé.

PROPOSITION 2.5. —Soit G un groupe algébrique commutatif. Alors on
a Visomorphisme comme groupe topologique J/GJ^ ̂  J°/GJi.

Cela résulte immédiatement des propositions 2.2 et 2.^.

PARAGRAPHE 3. — Groupes diagonaux.

On note D(n) le sous-groupe des matrices diagonales de GL(n^ k). Un
sous-groupe de D (n) est dit diagonal. Un groupe diagonal est naturellement
commutatif. On désignera par Jjç le groupe des idèles de k. On notera tt le
groupe des unités de k et Uy le groupe des unités de ky pour tout y fini. Soit

J^= f^ ^xj~j^.
y: Infini y : fini

On sait que le groupe ^/ÂrV^ est isomorphe au groupe des classes d'idéaux
de k et que ce dernier groupe est d'ordre fini. Soit Z'1 le produit de n
groupes isomorphes au groupe additif des entiers. Soit G un sous-groupe
algébrique diagonal de GZ^, k). Alors on sait qu'il existe un sous-

( x , \
groupe A de Z'1 tel que x =z ( • j est contenu dans G si et

\ -y /\ ^n/
seulement si

n

J^Ja?p=:i pour tout (?==((?i , . . . , ^)eA (9) .
2=1

THÉORÈME 3.1. — Soient k un corps de nombres algébriques , G un sous-
groupe algébrique diagonal dans GL(n^ k). Alors G est du type (F).

DÉMONSTRATION. — Nous montrerons d'abord que tout élément du groupe
J^GJ^ est d'ordre fini. Soit h le nombre des classes d'idéaux de k. Nous

( 9 ) CHEVALLEY [3], chapitre II, paragraphe 13, proposition 3; BOREL [2], paragraphe 7,
proposition 7.2, remarque.
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montrerons que cr^ç GJ^ pour tout o-€ 7. Soit y un idéal premier de k. Alors,
par définition du nombre À, il existe ciyçk tel que p^^r (ap). Soit

/^ \
V=(Sy), Sy=l . l, ^,p€Âp (ï^t^n),

\ s^)
On peut écrire sh^= a^'P^y, avec ^,p€^p(i ̂ i^n) pour tout y fini. Soit
A le sous-groupe de Z71 déterminé par le groupe G comme plus haut.
Puisque s^ç Gy, on a

n^n»;'!!"?.-
i i

^i^i
pour tout e== (ei, ..., ^)çA, d'où a * etty. Il en résulte que

v^^=o, d'oùTTa^'y^^i, ce qui montre fTa^'y^^i etTTaf,p=i,2
i i i i

pour tout e ç A. On voit donc que

S"» \ /^»
a;^/ \ .)

sont contenus dans G. Posons .z* == | | ̂ y € G. Si 4 est un diviseur premier fini,
V : uni

la 4-composante du G-idèle ff^.r-1 est

î.<
f^

^/ ̂ q \ OÇ^)^(•;'<»/ P^q \

Puisqu'on a ay € ttq(y 7^ in), il s'ensuit que (T^ G7,- Ensuite, nous montrerons
que le groupe JIGJ^ possède un ensemble fini de générateurs. Soit a==(^y),

^.9
5y==( * • 1, un Ç-idèle. Alors on voit tout de suite que o"f==(^y)

"^y/

est un élément de J^(i^i^Ti). L'application y : o-->-(cri, ..., or^) est
évidemment un homomorphisme de J dans Jk X . . . X J^ On a alors
<p(6?)cA-*x. . .X A:*, <p(J<)CJ* ,«X. . .xJ* ,< . Cet homomorphisme 9
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induit un homomorphisme 9 de JfGJ^ dans J k l ^ J k , ^ x • • • x J k l k * J k , » '
Puisque ce dernier groupe est d'ordre fini, il suffit de montrer que le noyau
de œ possède un ensemble fini de générateurs. Soit A le sous-groupe de Z"

(^ \^ l \déterminé par G. Soit'Ge le groupe de tous les x = '. ), ^€À ,
/y» /
^n/

tels que T'I.z'^çu, tt étant le groupe d'unités de k. Posons Ô==/^\G^.
i eç\

\̂
On a alors GeG. Soient e^\ . . . , ^ ( / ) des générateurs de A. On a alors

/ /^ \
0= (^ ̂  . Soit ^ l'application ( • . ^ ( tï^f - • -11̂

7=1 \ -W \ z l z /
yv

de G dans tt x ... X u. Alors il est clair que G est le noyau de ^. On voit
/\

donc que G/G possède un ensemble fini de générateurs d'après le théorème
bien connu de Dirichlel. Soit maintenant </<,<?, le groupe de tous les D(/i)~

1 (^ \\idèles T=( ( ' • . ) ) tels que T,== (^y)e^,., et que ITÇp
\\ ^P//

soient des unités de k ne dépendant que de T et pas de p. Posons J^ =: [ \ J», c.
eeA/^

Alors, on voit comme plus haut que */»//x> possède un ensemble fini de géné-
^v ^\

rateurs. Il en résulte que GJ^/GJ» possède aussi un ensemble fini de généra-
teurs. Prenons maintenant 0-== (^p)€ J tel que armodGJ^ soit contenu dans
le noyau de ^. Alors on a

d'où

^==(s^y)ç^Jk.. (i^i^n),

7i==. Xi-Ci, Xi^k\ T,==(^^)€J^,.

Puisque 1 j ^ * — : i pour tout ^çA, on a| l^f'Ç/ == i pour tout y . Il en
i i

résulte que

/N /V ^ ./\

d'où o-€^*/ocî ce qui montre que le noyau de ^ est contenu dans GrJ^GJ^
qui possède un ensemble fini de générateurs. On voit donc que JfGJ^ est
d'ordre fini. Le théorème est donc démontré d'après le corollaire 1.^.
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PARAGRAPHE 4. — Sous-groupes multiplicatifs du corps.

Soit À un sur-corps de degré fini de k\ K possède donc une structure
d'espace vectoriel de dimension finie sur k\ nous désignerons cet espace
vectoriel par F. Soit { x^ ..., Xn} une base de F. A tout élément a ̂ o
de K nous associerons l'automorphisme ^(a)eGL(n, k) défini par
^{a){a')=aa' pour tout a'ç.K. Il est clair que le groupe G^==^.(AT*) est
un groupe algébrique commutatif. De plus, ce groupe est un A-tore au sens
de A. BOREL (10). On notera JG^ le groupe des Gjr-idèles.

Soit y un diviseur premier de k et soit y = ̂ ... R^ la décomposition de
y dans K. Soit A'y l'algèbre déduite deA^ar extension à Ây du corps de base.
Alors on sait qu'il existe un isomorphisme canonique

^ : ^+...+A^^ (10).
Soit

^ : Ky->M(n, Ây)

l'application Ây-linéaire déduite de ^ : K->M(n^ k) (12). Si l'on note Ky le
groupe multiplicatif de l'algèbre Ay, on voit que ^p(Ay) = (G^),,. On voit
immédiatement que si a? sont des unités dans Ky (i^î^^), on a
^p(ip( . . . , ̂ , .. .))€(^)p pour presque tous les P, où (^A-)p est le
groupe des unités (Ç^)».

Soit JK le groupe des idèles de AT. Alors à tout

a ==( . . . , ay^, . . . , ay , .. .)€^

on peut associer le G^-idèle

M(a) ==(..., ^(ip(a^, ..., a )̂), ...)e^.

On voit tout de suite que l'application M est un isomorphisme (de groupes
topologiques) entre JK et JG^ II est clair qu'on a M(K*) == [f.(K*) = GK.
De plus, si a == (â^Çt/JS-, on a

F(yV(a))=F[^(det(^(^(a^, .... a^))))
p-n^c^A1^^- ••-a»,))
y

6'-nn^w^^)-!!^^^)-1-
v ^i y

( 1 0 ) BOREL [2], chapitre II, paragraphe 7; ONO [8].
(11) DEUBING [5], chapitre VI, paragraphe 11.
( 1 2 ) J/(/i, k ) est Pespace des matrices carrées (Tordre n à coefficients dans k.
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ce qui montre que M induit un isomorphisme entre JK et J^ . Puisque J i / K "
est compact (13), JG^GK est aussi compact.

Suivant CHEVALLEY, nous dirons qu'un sous-groupe G* de K* est algébrique
si son image G•==:^(Git) dans GL(n, k) est un groupe algébrique (u). On
note Jle groupe des G-idèles.

PROPOSITION 4.1. — JGic est un sous-groupe fermé de JG^

Soit, en effet, L une extension galoisienne de degré fini de k contenant K,
et soient o-i, ..., o-^ les isomorphismes distincts de K dans Z. Alors on sait
qu'il existe un sous-groupe A du Z'1 tel que le groupe algébrique G* se com-
pose de tous les éléments a de K* dont les conjugués satisfont aux condi-

n

lions JJ^âO^rr:! pour tout e= (é?i, .... ̂ )€A (u). Atout
/=!

^=(^1, ..., ^)eA,
n

l'application ^e : a-^Jrj^o-fa^de JK dans Z est une application rationnelle
<=i

de l'espace vectoriel K dans l'espace L. Soit 4'<?,p l'application rationnelle
de JCy dans Zp déduite de ̂  par extension à Ây du corps de base. Il en résulte
tout de suite que ^e,p induit un homomorphisme de K\ dans Zy. En vertu
des isomorphismes canoniques Ay^ +... 4- ATy ^Ay, Zp -+-...-+- Lp ̂  Ly
où y==|^*.. .y^, y ==Pfi.. .Pf*, on peut déterminer au moyen des ^e.ypour
tout y un homomorphisme continu ipe ; JK-^JL, ïl est clair que ^<. coïncide
avec <{/<• sur K*. Soit ^f risomorphime J^ ̂  Jç défini comme plus haut.
Soit *e le noyau de l'application de Jç^ dans ./i/^^*) défini par le dia-
gramme suivant :

jf—i ^ l'homomorphteme canonique
^GS ̂  JK'-^ JL —————————————-^ J^(A*).

Alors on voit tout dé suite que JGs== r\ 4>e, c. Q. F. D.
eeA

THÉORÈME 4.2. — Soient k un corps de nombres algébriques, K un sur-
corps de degré n de k. Soit G* un sous-groupe algébrique du groupe mul-
tiplicatif K* des éléments ̂ o de K et soit y. (G*) == Gc GL (n, À:). Soit de
plus J le groupe des G-idèles. Alors le groupe J°/G est compact.

En effet, il est clair que l'injection J-^JQ^ induit des injections G-> GK
et•^o->••^• On a alors un homomorphisme continu (p : J9|G->J^ /6?A, où ce

( 1 3 ) IWASAWA [7 ], paragraphe 4.
( u ) CHEVALLEY [3], chapitre II, paragraphe 13.
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dernier groupe est compact. D'après la proposition 4.1, J°GK est un sous-
groupe fermé de 7^, donc J^G^GK est compact, ce qui montre que <p est
une application ouverte de J°/G sur J°GK/GK (10). Pour montrer que J°/G,
est compact, il suffit donc de faire voir que cp est un monomorphisme. Soit
<j={s^çJ°r\GK' On a alors SyçGyC\GL(n, k) == G pour tout y, d'où
J°f\GA= G, ce qui démontre notre assertion.

THÉORÈME 4.3. — Soient k un corps de nombres algébriques^ G un groupe
algébrique commutatif d'automorphismes d'un espace vectoriel V sur k.
Supposons que la représentation identique de G dans GL (/i, k) soit simple.
Alors le groupe J°/G est compact.

En effet, puisque la représentation identique de G est simple, l'algèbre
enveloppante K de G est une algèbre associative commutative simple, c'est-à-
dire un sur-corps de degré fini de k (16). Il en résulte que G est un sous-
groupe algébrique du groupe multiplicatif K\ Puisque l'application iden-
tique K-^ K est équivalente à la représentation régulière |JL définie plus haut,
notre théorème est réduit au théorème 4.2.

Du fait que J°/G est compact (théorème 4.3) et que Ji est ouvert dans 7°,
résulte le théorème suivant d'après le corollaire 1.4 et la proposition 2.5 :

THÉORÈME 4.4. — Soient k un corps de nombres algébriques^ G un sous-
groupe algébrique commulatif de GL(n, k). Supposons que la représen-
tation identique de G dans GL(n^ k) soit simple. Alors le groupe G est du
type (F).

PARAGRAPHE 5. — Groupes formés de matrices semi-simples.

Soit À' un corps de nombres algébriques, K une extension galoisienne de k
de degré fini; on désignera par €> le groupe de Galois de K sur k. Soient G
un sous-groupe algébrique de GL (n, Â-), G^ le groupe déduit de G par exten-
sion à K du corps de base. Soit x= (.37^) eG^, x^-çK. Posons x°= (xf-)
pour tout o-e €>. On a alors x^ç. 6 ,̂ car le groupe G1^ est défini par un sys-
tème d'équations à coefficients dans k. On voit tout de suite que G est
l'ensemble des éléments de G1^ invariants par tout o-e€>. Supposons mainte-

nant que G soit commutatif. Alors, il est clair que l'élément Tï x^ est
aç6

dans G pour tout xç. G^; on désignera cet élément par N(x). Il est clair que
l'application œ->N(œ) est un homomorphisme de ̂  dans G. Nous allons

( l s) PONTBJAGIN [9], chapitre III, paragraphe 19, théorème 13.
(16) IVAN DER WAERDEN [10], chapitre XVII, paragraphe 136.
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définir un homomorphisme A du groupe des G^-idèles ̂  dans le groupe des
G-idèles J comme suit. Soit y = (|li, . . . , TftgY dans À. Posons Gy= 6^?,
G^= G V== (G^ y. Puisque Àp est aussi une extension galoisienne de À ' , on
peut définir l'application Ay : G^—>- Gy comme plus haut. Si xç. 6^, on a

N ( x ) =\\Ny(x) C7). SoiH=(^)e^. Posons ̂ =[]Ny(^)e ̂ . De
V j y »|v

la relation

wy(det.ry)= ̂ (^y/A,(det^))== ̂ /[J (det^)A
\ a /

=^('[ldeta-y\=^(d^^y),
\ <7 /

on voit tout de suite que ''^= (-^'y) est contenu dans J. De plus, si H ç J ^ y on
a ^€ ̂ . On désignera par A l'application ; ->- î! de 7^ dans J. On voit immé-
diatement que VV induit TV sur G1'.

PROPOSITION 3.1. — J^cA^./^).
Soit c== (.r ')€</. Posons ^==jc pour y y. Alors ^== (^|i)€^. On a

alors

^^-^^(^^fn^^^-^^ d)--^)—
\P|v / \V|v /

ce qui démontre notre assertion.

COROLLAIRE 5.2. — Tout élément de JIN^) est d'ordre fini.

THÉORÈME 5.3. — Soient k un corps de nombres algébriques^ G un sous-
groupe algébrique commutatif de GL(n^ k). Supposons que la représen-
tation identique de G dans GL(n^ k) soit semi-simple. Alors le groupe G est
du type (F).

DÉMONSTRATION. — Par hypothèse sûr G, on voit que G est formé de
matrices semi-simples (18). Alors il existe une extension galoisienne K de
degré fini de k telle que le groupe G1^ soit équivalent, par un automorphisme
intérieur de GL(n^ À"), à un groupe diagonal. On voit alors que GK est du
type (F) d'après le corollaire 1.3 et le théorème 3.1. On a vu que Pappli-

(n ) V iV signifie que ? est un diviseur premier de K sur p.
( 1 8 ) CHEVALLEY [3], chapitre I, paragraphe 8, proposition 2, corollaire
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^ r . . N

cation N : J^-^J induit des homomorphismes J ^ — ^ J ^ ^ GK->G^ d'où elle
induit rhomomorphisme v de ^/G1^^ dans JfGJ^. Puisque JK|GKJ^ est
d'ordre fini, il suffit de montrer que l'image ^ { J K ] G K J K , ' ) est d'indice fini
dans JfGJ^^ c'est-à-dire que J / N ( J K ) G J ' » est d'ordre fini. Cependant on voit
d'après le corollaire 5.2 que tout élément de J|N{JK)GJ^ est d'ordre fini. Il
reste alors à démontrer que ce groupe possède un ensemble fini de généra-
teurs. Dans la suite nous montrerons plus précisément que le groupe JfGJ^
possède un ensemble fini de générateurs. Soit V == Vi-}-. . .4- Vr la décom-
position de V comme somme directe des sous-espaces Vi(i^i^r) inter-
vertis simples par rapport à G. Soit G[ la restriction de GSL ^-pour chaque/.
Par Ci on désignera le plus petit groupe algébrique d'automorphismes de Vi
contenant G\. Il est clair que la représentation identique de Gi dans GL( Vi)
est simple. Il s'ensuit alors que l'algèbre enveloppante Ai de Gi est un sur-
corps de degré fini de À. Posons A == A ,4-. . .4- A,, (somme directe des
algèbres sur k). Comme plus haut (§ ^), on peut associer à tout aç A l'appli-
cation j U L ( a ) : a'—^ ua\ a ' ç A de A dans l'espace ^(A) des endomorphismes
de l'espace vectoriel A sur k. Soit G* l'ensemble de tous les (J?i, . . ., ̂ n)^ A^
tels que tous les Xi soient des restrictions à Vi des xç.G. Puisque l'appli-
cation identique A;->-A';est équivalente à la représentation régulière de A,,
on voit tout de suite qu'il existe une base de A telle que G == p-(G*) au moyen
de cette base c'est-à-dire que, plus exactement, si l'on représente les éléments
de y-(G*) par des matrices au moyen de cette base, on obtient le même
ensemble de matrices que G, ceci montre qu'il suffît, sans perte de généralité,
de considérer le cas suivant. Rejetant ici les notations précédentes (en ne
retenant que celle de À , qui désigne un corps de nombres algébriques),
soient A j , . . . , A / , /• sur-corps quelconques de À de degrés finis, et A la
somme directe des Ki : A •=- Ai -l-. . . -h A,-. Pour tout ^€^4, posons

^){z')=zz', z ' ç A .

Soit G* un sous-groupe du groupe multiplicatif de A. Supposons que
G== ̂  (G*) soit un sous-groupe algébrique de GL(A) == GL(n^ À"), où n est
la dimension de l'espace vectoriel A sur k. Il est clair que le groupe G satis-
fait à la condition de notre théorème. Soit A la fermeture algébrique de À".
Soient o-^i^y^/^) les isomorphismes distincts de Ki dans k. Soit M une
extension galoisienne de degré fini de À contenant tous les corps a^ÇAi)
(ï^j^fîi^ i^i^r). Chacune des applications (T^ est une application
linéaire de Ki dans la structure d'espace vectoriel de M sur k et se prolonge
par linéarité en une fonction linéaire (que nous désignerons encore par O"^)
sur l'espace vectoriel jKf1 déduit de A'/ par extension à M du corps de base.
Soit y ^ Ç ^ i ) l'application Ki-> Ki définie par

^(^•)(5;.)=:^^, Zi,ZiÇ.Ki, (î '̂ ).
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Si nous désignons encore par ^)(^.) l'application K^-^ K^ déduite de ̂ (zi)
par linéarité, il en résulte qu'il existe une base { x^, . . . , x^\} de K^ telle
qu'on ait

p.W(zi)(^f) ̂ ^(z,)^ pour tout 3,€A,

Il s'ensuit qu'il existe un sous-groupe A de Z'1, n =. n^ 4-. .. -4- n,, tel que G*
se compose de tous les éléments z=(z^ . . . , Zr}çA dont les conjugués
satisfont aux condition s TT o-^ ( Zi) e^ = i pour tout e == (..., e'f\...)ç\ ( l ( f).

i j

Soit maintenant y un diviseur premier de Â\ Qn a ^ L = = A i ^ + . . . - h A/ .« , où
^4p, Af,y sont les algèbres déduites des A^ Ki par extension à Âp du corps de
base. On peut alors définir p. , p.^ comme plus haut. De plus soient a^/J les
applications K^ -> My déduites des o-^ par linéarité. Alors on a G == p. (Gy),
où G- se compose de tous les éléments z == (z^ . . . , Zr)çA tels que

n^(^) ̂ =l P0^ tout ^= ( . . . , ^'), ... )eA,
ij

Soit JT== p.(^)€ G, x=(x^ . . . , X r ) ç A . Prenant une base de A
composée des bases des Ki on peut écrire

/^ \
^=( ' • I, où Ar,=^(.Ti)çGL(Kt).
\ ' ^ r )

De plus soit
X^-==i^(x^ç.G^ ^p==(jci,p, . . . ,^ ,p)e^p,

alors on a
/^,p \

^f==\ - . h où A't.v=^(-Si^.
\ XrJ

Pour chaque i, soit G; le plus petit sous-groupe algébrique de GL(Kf)
contenant les restrictions Xi à Ki de tous A~ç G. Alors on a un homomor-
phisme cp de J dans ./i x ... X Jr par (^Tp)->-(^i^) x . .. X (^r.p), où J,
«7f sont les groupes des G-idèles et Gridèles. Il est clair que 9 induit
l'homomorphisme 9 de J I G J ^ dans J^G^J^^ x... xJr/GrJr,»-, ce dernier
groupe étant d'ordre fini d'après le théorème 4.3. Alors il suffît de montrer
que le noyau de cet homomorphisme Ç possède un ensemble fini de géné-
rateurs. Soit alors J==(^p)eJ tel que la classe de Jt modulo GJ^ soit
contenue dans le noyau de %. On a

( î 9 ) CHEVALLEY [31, chapitre II, paragraphe 13.
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où les JT^p sont contenus dans les groupes U^ des unités des G^ pour tous
les y finis. Soient X^= pp(^), x^=(x^ ..., ^,p), ̂ == ̂ (^), x^K^
et J^przz^^p), j^çA^p. Il en résulte aussitôt que

x^{x^^y^^ • • • . ^jr,v).
Puisque ̂ e Gy, on a

< * ) n <^y^=fi ̂ (^" n ̂ (T.,) .̂
^7 i.j i.j

pour tous les y et pour tout < ? = ( . . . , é^ ... ) ç A. Soit p l'application

(J^,.., ̂ )-^J]^(7^
/,/

de î/y^x.. . X U^ dans Mp. Soit y un diviseur de M sur y et soit TT la
projection canonique de My sur M^. Alors de la compacité de U^\ résulte
que l'image nop^U^ x... X Uy^) est contenue dans le groupe des unités

de My. Des relations (^r) pour tous les y finis, résulte que | 1 o-^^)^0

i,;

sont des unités de M pour tout e =(. . . , ef, ... )eAcZ/l. Soit G^ le

groupe de tous les x -==. (x^ ..., Xr) € A tels que TT <7^ (^)^ € le groupe
»>/

des unités de ^fpour un e = = ( . . . , e'j\ ... )eAcZ». Posons G*= ̂ \ G^.
e€A

On a alors G* C G*. Soient ^==( . . . , .̂, ... ), (i^k^l), des géné-
rateurs de A. Soit ^ l'application

x=^ ...,^)->(...,f[o^(^)^, ...y
de G* dans le groupe-produit de / groupes isomorphes au groupe des unités
de M. Il est clair que ff*, est le noyau de ^- On voit donc que G*/G*
possède un ensemble fini de générateurs d'après le théorème de Dirichlet. Si
Pon pose G==^(G*), on voit que ô/G possède un ensemble fini de géné-
rateurs. Soit maintenant J^e le groupe de tous les G'Z-(^4)-idèles

,̂P
l}=(ry), rp==i • • } tels que Y^ ç. Vf ( i^i^r) et

\ ^r,y /

fJ^^(^Ï)~\^i,v)y't) so"1 unités de M ne dépendant que de 1) et pas
ij
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^ ^^^ A

de p. Posons J < = ^ ^ J ^ ^ Alors, on voit comme plus haut que J ^ J ^
• • ' eç\ . ' ••

possède un ensemble fini de générateurs. Or, d'après la relation (^) pour
tout eçA, on voit tout de suite que le noyau de c^est contenu dans dî^lGJ^
qui possède un ensemble fini de générateurs On voit donc que J/GJ^
est d'ordre fini. Le théorème est démontré d'après le corollaire 1.^.

PARAGRAPHE 6. — Groupes formés de matrices unipotentes.

THÉORÈME 6.1 — Soientk un corps de nombres algébriques, G un sous-
groupe algébrique commutait/de GL(n, k). Supposons que G soit formé
de matrices unipotentes (20). Soit r la dimension de G. Alors on a J= J°
et le groupe J/G est isomorphe^ comme groupe topologique, au produit
de r groupes isomorphes au groupe ?/À-, ou 7( désigne le groupe additif des
vecteurs-valuations de k au sens d^Artin ( 2 1 ) .

En effet, puisque G est commutatif, tout élément de G est simulta-
/ i *\

nement transformé dans k en un élément de la forme ( ' • ) ,\o i /
d'où J=JQ (22). De plus, il en résulte que G est un groupe'algébrique irré-
ductible (23). Soient 9 l'algèbre de Lie de G, et { Xi, . . ., X^ j une base de g.
Posons

log^ =^ ( -1 )<-i Â-^ (s - i /=^ t, (s) jr,
/--=! ;--1

Alors on sait que l'application T : s -> ( . . ., t , - ( s ) , . . . ) est une application
polynôme biunivoque de G sur k'^ (2 : î). Puisque G est commutatif, on
a log^== log^ + log.^, s, s ' ç.G. Alors T est un isomorphisme entre G et Â^,
et se prolonge en un isomorphisme ïy de Gy sur Ây . Il est clair que Ty
applique Uy dans ffy pour presque tous les y. Alors on voit qu'il existe un
isomorphisme entre J et Â'7', c. Q. F. D.

Du fait que Ï / k est compact ( 2 t ) et que J^ est ouvert dans J résulte le
théorème suivant :

THÉORÈME 6.2. — Soient k un corps de nombres algébriques^ G un sous-
groupe algébrique commutatif de GL(n, k). Supposons que G soit formé
de matrices unipotentes. Alors G est du type (F).

( °) BOREL [2], chapitre II, paragraphe 6.
( 1) ABTIN [ l] , chapitre XIII.
( 2 ) BOREL [2J, chapitre II, paragraphe 6; cf. la démonsiralion du lemme 6.4.
( î } CHEVALLEY [4], chapitre V, paragraphe 4, proposition 14, corollaire 1.
( i) IWASAWA [71, paragraphe 3.



GROUPES ALGÉBRIQUES COMMUTATIFS. 323

PARAGRAPHE 7. — Fin de la démonstration du théorème principal.

Soit G un sous-groupe algébrique commutatif de GL(n, k). On sait que
les éléments semi-simples (resp. unipotents) de G forment un sous-
groupe GS, (resp. Gu)-, algébrique, et G est le produit direct de G.,
et Gu: G=G,x Gu (2 0) . D'après les théorèmes 5.3, 6.2, G,, Gu sont du
type (F). Soit /v (resp. Ju) le groupe des G s (resp. G^-idèles.
Puisque 6y== (G^y x (Gu)y pour tous les y , on a </==/yX Ju' De plus on
a J ^ ̂ Js^ X Ju,^i d'où GJ^ 3 G(Js^ x J u , x ) - Alors notre théorème est
la conséquence de l'isomorphisme/s/^/,,^ x .JuIGu Ju,^ ̂  J/GÇJ^» x Ju,»)-
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