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SUR UNE PROPRIETE ARITHMETIQUE
DES GROUPES ALGEBRIQUES COMMUTATIFS (*);

PAR

Takasut Ono.

Institut de Mathématiques, Université de Nagoya Chikusa-ku,
Nagoya (Japon).

Dans ce Mémoire nous introduirons pour un groupe algébrique G d’auto-
morphismes d’un espace vectoriel ¥ sur un corps k& de nombres algébriques
les notions de G-genre, de G-classe et de G-idéle. Si G est le groupe ortho-
gonal d’une forme quadratique, les notions de G-genre et de G-classe coin-
cident avec les notions usuelles de genre et de classe (4 de petits détails prés).
La notion de G-idéle s’introduit comme formant un groupe d’opérateurs sur
un G-genre. Si V estun sur-corps de k, et si G est le groupe multiplicatif des
éléments non nuls de V, considérés comme opérateurs linéaires sur V, alors
les G-idéles s'identifient avec les idéles de V.

Tout G-genre se compose d’'un nombre fini ou infini de G-classes. Il est
connu dans la théorie arithmétique des formes quadratiques, que le nombre
des classes contenues dans un genre est toujours fini. Il est intéressant d’exa-
miner sous quelles conditions un G-genre se compose d'un nombre fini de
G-classes. Nous démontrerons que c’est le cas pour G commutatif (théoréme
principal). Dans le cas particulier ou V¥ est un sur-corps de &, ce théoréme
contient le fait que le nombre des classes d’idéaux de ¥V est fini. D’ailleurs
notre démonstration du théoréme principal utilise ce fait ainsi que le théoréme
de Dirichlet sur les unités des corps de nombres algébriques, de sorte qu’elle
ne nous donne pas de nouvelle .démonstration de ces faits classiques. Notre
recherche est basée sur la théorie de Chevalley des groupes algébriques et la
belle méthode de A. BoreL développée dans son travail récent.

(1) Ce travail a été fait pendant que l'auteur était boursier de la Fondation Yukawa.
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ParaGRAPHE 1. — G-genres et G-ideéles.

Soient &k un corps de nombres algébriques de degré fini sur le corps des
rationnels, et s 'anneau des entiers algébriques de k. Si p est un diviseur
premier fini de &, on notera o, 'anneau des entiers du corps p-adique &,. Sip
est infini, on posera o, = A;, ol k, est-isomorphe, soit au corps des réels,
soit au corps des complexes.

Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur &, {z,, ..., z,} une
base de V. Soit M un s-sous-module de V. Suivant M. EichLER, nous appel-
lerons M un réseau (par rapport a ¢) s’il posséde un ensemble fini de géné-
rateurs et s’il contient n éléments de V linéairement indépendants sur & (2).
Soit ¥V, I'espace vectoriel déduit de V par extension a &, du corps de base.
On peut alors définir comme plus haut un réseau de V), (par rapporta sy) (2).
Si M est un réseau de V, le oy-module My=— 9, M est un réseau de V,. De
plus, on voit immédiatement qu'on a My= 90,2, +. ..+ 0,2, pour presque

tous les p (*). EICHLER a montré que M = n (VnM,), et que, récipro-
. v
quement, étant donné, pour chaque p, un réseau M®) de V,, tel que
M) —= 0yZy+ .o o By Xy

pour presque tous les p, M:n (VAnM®) devient un réseau de V tel
v

que My,= M®) pour tous les p, et que M est le seul réseau de V avec cette

propriété (*).

Soit maintenant G un groupe algébrique d’automorphismes de V au sens
de C. CHEVALLEY (*). Aumoyen delabase { z,, ..., 2, }, on peut considérer G
comme un sous-groupe du groupe multiplicatif GL (n, k) des matrices carrées
d’ordre n & coefficients dans k. On notera G, le plus petit groupe algébrique
d‘autdmorphismes de V, contenant G; Gy, est aussi appelé le groupe déduit
de G par extension a k, du corps de base (°).

Soient M et M' des réseaux de V. On dira que M et M’ sont G-équivalents
s'il existe un points de G tel que M'— s M. Soient maintenant M®) et M'(®) des
réseaux de V. On dira que M®) et M'®) sont Gy-équivalents s'il existe un

(2) E1cHLER [6], chapitres II et III.

(3) Pendant tout le cours de ce travail nous nous servirons de V’expression « pour
presque tous les p » an sens de « pour tout les p sauf pour des p exceptionnels en nombre
fini ».

(%) Eicnrer [6], chapitre III, paragraphe 12 et 13.

(®) CHEVALLEY [3], chapitre II, paragraphe 1.

(¢) CHEVALLEY [3), chapitre II, paragraphe 5, définition 1.
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point s, de Gy tel que M'®)= s, M®). De plus, nous dirons que des réseaux M,
M’ de V sont G-localement équivalents si M, et M, sont Gy-équivalents pour
tous les p. Si M et M’ sont G-équivalents, il est clair qu’ils sont G-localement
équivalents. Cependant, la réciproque n’est pas toujours vraie. L’ensemble
C (M) de tous les réseaux de ¥ qui sont G-équivalents 3 M sera ditla G-classe
de M, et I'ensemble G (M) de tous les réseaux de V qui sont G-localement
équivalents a M sera dit le G-genre de M. Tout G-genre d’un réseau de V
est donc la réunion d’un certain nombre fini ou infini de G-classes.

On notera w, la valuation normée de ky. Si p est un diviseur premier fini
de k, on désignera par U, le groupe des éléments s,= (s;;) € G, tels que
$ij€8y(1 =1, j < n) et que wy(detsy)=1. Alors U, est un groupe compact
et un sous-groupe ouvert de Gy; on dira que Uy est le groupe des unités

de Gy. Sip est infini, on posera Uy= G,. Dans le groupen Gy, ou le pro-
»

duit est étendu a tous les diviseurs premiers de &, considérons le sous-

groupe J des éléments o = (s,) tels que s, € U, pour presque tous les p; les

éléments de J s’appelleront les G-idéles de k. Sur J, on définit une topologie

comme suit (7) : sur le sous-groupe J,—= H Uy, de J, on prend pour topo-
d

logie la topologie-produit de celles des Uy ; et I'on prend la famille de tous

les voisinages de I'élément neutre dans J, comme systéme fondamental de

voisinages de cet élément dans J. Muni de cette topologie, J s'appellera le

groupe des G-idéles; c’est un groupe localement compact. On pose

Vo (8p) = wy(detsy), sy € Gy

pour tous les p. Si, pour tout G-idéle o =(s,), on pose V(a):ﬂ Vy(sp), le
»
produit étant étendu a tous les p, V est un homomorphisme continu de J
dans le groupe multiplicatif R+ des réels positifs. On peut, naturellement,
plonger G dans J. On notera J° le noyau de V. En vertu de la formule du
produit de &, G est contenu dans J°. On pose J, =J°nJ. Alors le groupe
U=6GnJ.= GNJ estcomposé des s =(s;;) € G tels que s;; € 0 (1 L1, j Zn)
et que dets soit une unité de k. Donc U est le groupe des unités de G.
Soient G (M) le G-genre d’un réseau M de V et J le groupe des G-idéles.

Soit g=(sp) € J. On voit tout de suite que oM= { \ (V nsp My) est contenu

)
dans G (M).

Réciproquement, soit donné un M’ € G (M) tel que My= s, M, pour tous

(") WEwL [11], paragraphe {.
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les p. Alors il est clair que o =(sy) est dans J et M'=gM. Ceci montre
que G (M) est un espace de transformations pour J et ce dernier opére
transitivement sur G(M). Soient M, M€ G(M) tels que M =aM,
M'=7M. On a G(M')=GC(M") si et seulement si t(M)=sa(M), se€ G,
et ceci signifie que 1€ GaJy, o Jy est le groupe de tous les o€ J tels
que oM —= M, ce qui démontre le théoréme suivant :

ToeoremMe 1.1. — Soient G un groupe algébrique d’automorphismes
d'un espace vectoriel V sur un corps de nombres algébriques k, et J le
groupe des G-idéles. Soient M un réseau de V, G(M) le G-genre de M,
et Jy le groupe des c€J tels que cM =M. Alors le nombre (fini ou
infini) des G-classes dans le G-genre G (M) est égal a celui des classes de
la décomposition de J suivant deux modules Jy, G.

Nous dirons qu’un sous-groupe algébrique G de GL(n, k) est du type (F)
si le nombre des G-classes dans tout G-genre est fini. On a alors :

TaetoreMe 1.2. — Soit G un sous-groupe algébrique de GL (n, k). Alors
G est du type (F) si et seulement si le nombre des classes de J suivant J .,

G, est fini.
En effet, si I'on pose U':{s,,eG,; s,,M,:M‘,}, on a J‘":l_[ U,’,
»

et Uy= U, sauf pour des diviseurs premiers finis en nombre fini. Il suffit de
montrer que U, n U, est d’indice fini dans U, et dans U, pour tout p fini.
Celarésulte du fait que U, U,', sont compacts et ouverts.

CoroLLalre 1.3. — Soient G, G' deux groupes algébriques qui sont
conjugués dans GL(n, k). Pour que G' soit du type (F), il faut et il
suffit que G soit du type (F).

CoroLLARE 1.4k. — Soit G un groupe algébrique commutatif. Alors G
est du type (F) si et si seulement si le groupe J/GJ, est fini.

Nous nous proposons de démontrer dans ce qui suit le théoréme suivant :

THEOREME PRINCIPAL. — Soit G un groupe algébrigue commutatif d’auto-
morphismes d’un espace vectoriel sur un corps de nombres algébriques.

Alors G est du type (F).

PAraGrRaPHE 2. — Préliminaires sur le groupe J.

Nous allons démontrer maintenant quelques propriétés élémentaires du
groupe J des G-idéles.

Prorosimion 2.1. — Soit G un sous-groupe algébrique de GL(n, k).
Alors G est un sous-groupe discret de J.
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En effet, on a U=J.N G, et U est discret dans Gy pour tous les diviseurs
premiers infinis de &.

ProrosiTioNn 2.2. — Ona J=J,.J°.

Pour démontrer cette proposition, il nous faut le lemme suivant :

LemMe 2.3. — Soit K le corps des réels ou des complexes. On note | a|
la valeur absolue de a € K. Soit G un sous-groupe algébrique de GL (n, k).
Soit X Uapplication s—|dets| de G dans R+. Si A(G) 7 {1}, X est une
application de G sur R+ : A(G) =R+,

En effet, soit G, la composante algébrique de I'élément neutre de G.
Puisque G, est d’indice fini dans G et que tout élément 1 de R+ est
d’ordre infini, on a A(Gy) Z {1}. On peut donc se borner a considérer le
cas ou G est irréductible. Supposons que K soit le corps des complexes.
Alors on sait que G est connexe au sens de la topologie naturelle de
GL(n, K), d’ou notre assertion. Supposons maintenant cue K soit le corps
des réels : K =R. L’application p: s—dets de G dans R" est évidemment
une représentation rationnelle unidimensionnelle de G. Puisque p(G) est un
groupe infini par hypothése, le plus petit groupe algébrique contenant p(G)
est R*. Il en résulte que la différentielle dp de la représentation p applique
Palgébre de Lie g de G sur R qui est I'algebre de Lie de R* (). Soit .Y eg
tel que dp (_X') =1. Du fait que

expt X €G, p(exp tX)=exp(tdp(X))=expt
pour tout {€R, il résulte que p(G) >R+, C. Q. F. D.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.2. — On a défini plus haut (§1)
l'application Vy : s,— w, (dets,) de G, dans R*. Si p est infini réel, on
a wy(a)=|a|, a€ky. Si p est infini complexe w,(a)._—._-[a[’, a€ky,.
Supposons que Vy(Gy) =11} pour tous les diviseurs premiers infinis de &.
On a donc wy(dets) =1, s€ G pour tout p infini. En vertu du théoréme de
Kronecker, det(G) est contenu dans le groupe des racines de l'unité de £,
qui est d’ordre fini. Il en résulte que det(Gy) est d’ordre fini pour tout
diviseur premier de k, d’ou J = J°. Supposons maintenant qu’il y ait un
diviseur premier infini q de & tel que Vy(Gq) = {1}. Alors il résulte du
lemme 2.3 que V4(Gq) =R+. On peut donc trouver sq€ G, tel que

Ve =1 Vs

P#q

(®) CBEVALLEY [3], chapitre II, paragraphe 9, proposition 5.
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pour un G-idéle ¢ = (sp) € J. Si I'on détermine sq€ Gq par sq= 5453, on a

G=(Sqp -+osSpy ++ ) =(Sqp -er I, - )(Sqs -+ ) Spy .. ) €SS,
C. Q. F. D.

ProrosiTioN 2.4. — Soit G un groupe algébrique commutatif. Alors le
groupe GJ, est un sous-groupe fermé de J.

Cela résulte immédiatement de ce que J, est ouvert dans J, ce qui
entraine que tout sous-groupe de J contenant J,, est & la fois ouvert et fermé.

ProposiTioN 2.5. — Soit G un groupe algébrique commutatif. Alors on
a Uisomorphisme comme groupe topologique J/GJ, > J°|GJ".

Cela résulte immédiatement des propositions 2.2 et 2. 4.

PARAGRAPHE 3. — Groupes diagonaux.

On note D(n) le sous-groupe des matrices diagonales de GL (n, k). Un
sous-groupe de D(n) est dit diagonal. Un groupe diagonal est naturellement
commutatif. On désignera par J; le groupe des idéles de k. On notera n le
groupe des unités de k et u, le groupe des unités de k, pour tout p fini. Soit

Jk,a: H k;, Xl_lup

P :infini P:finl

On sait que le groupe Ji/k*J,, ., est isomorphe au groupe des classes d’idéaux
de k et que ce dernier groupe est d’ordre fini. Soit Z" le produit de n
groupes isomorphes au groupe additif des entiers. Soit G un sous-groupe
algébrique diagonal de GL(n, k). Alors on sait qu'il existe un sous-

Zn

&y
groupe A de Z" tel que a:::< >est contenu dans G si et

seulement si
n
l]xf-‘: pour toute—= (e, ..., e,)€A (°).

i=1

TueorkME 3.1. — Soient k un corps de nombres algébriques , G un sous-
groupe algébrique diagonal dans GL(n, k). Alors G est du type (F).

DiMONSTRATION. — Nous montrerons d’abord que tout élément du groupe
J/GJ_ est d’ordre fini. Soit 2 le nombre des classes d'idéaux de k. Nous

(°) CHEVALLEY (3], chapitre II, paragraphe 13, proposition 3; BoreL [2], paragraphe 7,
proposition 7.2, remarque.
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montrerons que o*€ GJ_ pour tout g € J. Soitp un idéal premier de k. Alors,
par définition du nombre 4, il existe a, € k tel que p*=(a,). Soit

S1,9
o=(sp), Sp= , sip€ky (1Li<Zn).
Snp

’ . - v
On peut écrire s} ;= ay

A le sous-groupe de Z» déterminé par le groupe G comme plus haut.

"Puyp, AVEC Uy € Uy (1 L 41’4 n) pour tout p fini. Soit

Puisque s €Gy, ona
1 Cag | E

v;,peg

pour tout e—(ey, ..., e,)€A, dou a’i- €n,. Il en résulte que

. . e
z\u,,e:: o, d’ou I I @,"?%=1, ce qui montreﬂa;"v"; 1 etl quf’:l,
i t i
pour tout e€ A. On voit donc que
v
avnp ul,’
Zp = ., et .
v,
ayte Un,p

sont contenus dans G. Posons z — I I Zy € G. Si g estun diviseur premier fini,
P fni ’
la g-composante du G-idéle g* 2~ est

\ a 'y

)

—Vn,
PHEq ap P

Puisqu’on a a, € n4(p = 9), il s’ensuit que o* € GJ . Ensuite, nous montrerons
que le groupe J/GJ, posséde un ensemble fini de générateurs. Soit.c = (s;),

s],p .
Sp= . , un G-idéle. Alors on voit tout de suite que o,=(s;,5)

Sn,p

est un élément de Jy(1Lin). Lapplication ¢ : 6—>(0y, ..., 0,) est
évidemment un homomorphisme de J dans Jyx...x Ji. On a alors
P(G)Ck x...x K, 9(Jo)CltaX...X Jt,o. Cet homomorphisme ¢
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induit un homomorphisme § de J/GJ. dans Ji/k*Jy . < ... < Juf/k*Ji; -

Puisque ce dernier groupe est d’ordre fini, il suffit de montrer que le noyau

de § posséde un ensemble fini de générateurs. Soit A le sous-groupe de Z"
A Z

déterminé par G. Soit.G. le groupe de tous les z — . , 2, €k,

xﬂ

tels que l-leo'e u, u étant le groupe d’unités de k. Posons &:( \é\b
i ee
On a alors Ge&G. Soient eY), ..., el des générateurs de A. On a alors

A ) )
—><l]xff Yooy I was >
Zn i i

de G dans u ... u. Alors il est clair que G est-le noyau de ¢. On voit

l z,
G= n G. ;. Soit Y 'application

j=1

donc que G/G posséde un ensemble fini de générateurs d’aprés le théoréme

bien connu de Dirichlet. Soit mainlenanth,,c, le groupe de tous les D(n)-
/

tip
idéles = tels que 7,= (&,y)€J;, ., et que I It,"’,“v
t"’v i
soient des unités de k ne dépendant que de 7 et pas de p. Posons Jo= { \ Jo, e
ee
Alors, on voit comme plus haut que J,/J, posséde un ensemble fini de géné-

rateurs. Il en résulte que GJ./GJ, posséde aussi un ensemble fini de généra-
teurs. Prenons maintenant ¢ — (s,,)eJ tel que o mod GJ,. soit contenu dans
le noyau de §. Alors on a

o:=1(5i,p) €L T} . (1ZiLn),
d’ou

0= &7y, z, € k', = (ti,p) €%, -

Puisque I Isiip:l pour tout e€ A, on al].z:f-‘t;’jp::l pour tout p. Il en
i i
résulte que

Z1 P /tl’v ~
xr = €t et T= ( eJ,,

T tn,p

d'ou g€ GJ.., ce qui montre que le noyau de § est contenu dans GJ,/GJ,
qui posséde un ensemble fini de générateurs. On voit donc que J/GJ. est
d’ordre fini. Le théoréme est donc démontré d’aprés le corollaire 1.%.
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Paracrarue k. — Sous-groupes multiplicatifs du corps.

Soit A un sur-corps de degré fini'de k; K posséde donc une structure
d’espace vectoriel de dimension finie sur k; nous désignerons cet espace
vectoriel par V. Soit { x,, ..., ;| une base de V. A tout élément a Z o
de K nous associerons lautomorphisme p.(a)€ GL(n, k) défini par
p(a)(a') = aa’ pour tout a'€ K. 1l est clair que le groupe Gx=— p.(K™*) est
un groupe algébrique commutatif. De plus, ce groupe est un A-tore au sens
de A. Borew (1°). On notera J(;K le groupe des Gg-idéles.

Soit p un diviseur premier de & et soit =9 111‘;: la décomposition de
p dans K. Soit K, I'algébre déduite de K par extension a k, du corps de base.
Alors on sait qu’il existe un isomorphisme canonique

! Kv‘—{—. . .+Kygg K, ().
Soit
o © Ky = M (m, hy)

V'application ky-linéaire déduite de p. : K — M(n, k) (**). Sil'on note K le
groupe multiplicatif de I'algébre Ky, on voit que pL,,(K;) = (Gk)p- On voit
immédiatement que si ay sont des unités dans’ Ky (1LiLg), on a
ta(p(-er g,y e ))€(Uk)y pour presque tous les p, ou (Uy), est le
groupe des unités (Gy)y.

Soit Ji le groupe des idéles de K. Alors a tout

ﬂ:(..., av‘, ooy av‘, ...)GJK
on peut associer le Gg-idéle

M(a) :( ceey pp(tp(avl, ceey am,)), . )E Jey

On voit tout de suite que l'application M est un isomorphisme (de groupes
topologiques) entre Jx et Jg,. Il est clair qu'on a M(K*) = p(K*) = Gy.
De plus, si a = (ay)€Jk, on a

Vi (a) =[] ws(det(p(so(ap, - ap))))

»
=[I#s(Vsfborn(ap,s -+ -+ ap,))

=TI (¥sp/roap) =11 #p(ap) =1,
p =t ¥

(1°) BoreL [2], chapitre II, paragraphe 7; Oxo [8].
(1) DeuriNG [5], chapitre VI, paragraphe 11.
(12) M(n, k) est espace des matrices carrées d’ordre n i coefficients dans 4.
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ce qui montre que / induit un isomorphisme entre Jk et J§,. Puisque Ji/K*
est compact (%), ?;,(/GK est aussi compact.

Suivant CHEVALLEY, nous dirons qu’un sous-groupe G* de K* est algébrique
si son image G — .(G*) dans GL(n, k) est un groupe algébrique (**). On
note J le groupe des G-idéles.

PROPOSITION k. 1. — JG est un sous-groupe fermé de Jg,.

Soit, en effet, L une extension galoisienne de degré fini de & contenant X,
et soient gy, ..., 0, les isomorphismes distincts de K dans L. Alors on sait
qu'il existe un sous-groupe A du Z~ tel que le groupe algébrique G* se com-
pose de tous les éléments a de K* dont les conjugués satisfont aux condi-
tions H (0:@)%=1 pour tout e—={(ey, ..., €,) €A ('*). A tout

i=1 .
e= (e, ..., ) EA,
Papplication ¢, : a —>II (6,a)ide K dans L est une application rationnelle
=1

de I'espace vectoriel K dans I'espace L. Soit ¢,y I'application rationnelle
de K, dans L, déduite de . par extension a k, du corps de base. Il enrésulte
tout de suite que q)e,, induit un homomorphisme de K dans L;. En vertu
des isomorphismes canoniques Ky, +...+ Ky Ky, Lp + ...+ Lp, > Ly,
oup=ys.. .]ﬂ“-, p =P%. . . P¥, on peut déterminer au moyen des ¢ , pour
tout p un homomorphisme continu (Ioc : Jg—>J1, 11 est clair que Z{,, coincide
avec Y. sur K*. Soit M l'isomorphime Jx2 Jg, défini comme plus haut.
Soit @, le noyau de I'application de Jg, dans Ji/{.(K") défini par le dia-
gramme suivant :

w— §, "

JGK - JK—-)JL - JL/QPC(K').
Alors on voit tout de suite que JGx= n P, C. Q. F. D.
e€EN
TueoreMk &.2. — Soient k un corps de nombres algébriques, K un sur-

corps de degré n de k. Soit G* un sous-groupe algébrique du groupe mul-
tiplicatif K* des éléments 7 o de K et soit p. (G*) = GC GL (n, k). Soit de
plus J le groupe des G-idéles. Alors le groupe J°|G est compact.

En effet, il est clair que l'injection J— Jg, induit des injections G — Gy
etJ°—> Jg, . Ona alors un homomorphisme continu ¢ : J°/G - J§, /G, ou ce

(13) Iwasawa [7], paragraphe 4.
(**) CHEVALLEY [3], chapitre II, paragraphe 13.
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dernier groupe est compact. D’aprés la proposition 4.1, J*G est un sous-
groupe fermé de Jg,, donc J*Gx/Gx est compact, ce qui montre que ¢ est

une application ouverte de J°/G sur J°Gy/Gg (**). Pour montrer que J°/G,
est compact, il suffit donc de faire voir que ¢ est un monomorphisme. Soit
6=(55)€J/°NGx. On a alors s,€ GynGL(n, k) = G pour tout y, d’'ou
J°nGx= G, ce qui démontre notre assertion. '

Tueorkme b.3. — Soient k un corps de nombres algébriques, G un groupe
algébrique commutatif d’automorphismes d’un espace vectoriel V sur k.
Supposons que la représentation identique de G dans GL (n, k) soit simple.
Alors le groupe J°/G est compact. '

En effet, puisque la représentation identique de G est simple, 'algébre
enveloppante K de G est une algébre associative commutative simple, c’est-a-
dire un sur-corps de degré fini de & (*¢). Il en résulte que G est un sous-
groupe algébrique du groupe multiplicatif K*. Puisque I'application iden-
tique K — K est équivalente & la représentation réguliére p. définie plus haut,
notre théoréme est réduit au théoréme %.2.

Du fait que J°/G est compact (théoréme %.3) et que JI est ouvert dans J°,
résulte le théoréme suivant d’aprés le corollaire 1.4 et la proposition 2.5 :

THEOREME &b .k, — Soient k un corps de nombres algébriques, G un sous-
groupe algébrique commutatif de GL(n, k). Supposons que la représen-
tation identique de G dans GL (n, k) soit simple. Alors le groupe G est du

type (F).
ParAGRAPHE 5. — Groupes formés de matrices semi-simples.

Soit k& un corps de nombres algébriques, K une extension galoisienne de k&
de degré fini; on désignera par & le groupe de Galois de K sur k. Soient G
un sous-groupe algébrique de GL (n, k), G¥ le groupe déduit de G par exten-
sion & K du corps de base. Soit x = (z;;) € G¥, x,;€ K. Posons z°= (zf)
pour tout o€ &. On a alors 2°€ GX, car le groupe G¥ est défini par un sys-

téme d’équations & coefficients dans k. On voit tout de suite que G est
I'ensemble des éléments de G¥ invariants par tout ¢ € &. Supposons mainte-

nant que G soit commutatif. Alors, il est clair que l’élémentl_[ 2% est
ced

dans G pour tout x € GX; on désignera cet élément par /V(z). Il est clair que

Papplication  — /V(z) est un homomorphisme de GX dans G. Nous allons

('*) PoxTRIsGIN [9], chapitre III, paragraphe 19, théoréme 13.
(1) WAN DER WAERDEN [10], chapitre XVII, paragraphe 136.
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définir un homomorphisme /¥ du groupe des G¥-idéles JX dans le groupe des
G-idéles J comme suit. Soit p = (P, ..., P;)¢ dans K. Posons G, = G,
Gy= G*Y=(GX)*V. Puisque Ky est aussi une extension galoisienne de £, on
peut définir P'application NVy: Gy-» G, comme plus haut. Si z€ G, on a

N(z) :l]]\’v(a:) (17). Soit§, :(x”>eJK. Posons a:v:HN,(.qOe G, De

Vi Vi
la relation

wy(detzy)=wy (Vylky (detzy))= ‘%<l] (de‘wv)“>
= v LT det5) = wy @t (Ny o)

on voit tout de suite que '==(x,;) est contenu dans J. De plus, si ;€ J¥%, on
at'€J,. On désignera par /V I'application z — 3’ de JX dans J. On voit immé-
diatement que /¥ induit V sur G¥.

ProposiTion 5.1. — J:c IV (JK).

Soit £ = (z,)€J. Posons zy=z, pour P|p. Alors = (zp)€J¥. Ona
alors

. sy
’V(E—):(H%(%)):(wam v “)Z alt o )=@p=h

Vi Vi»
ce qui démontre notre assertion.
COROLLAIRE 5.2. — Tout élément de J/N(JK) est d’ordre fini.

TuetoreME 5.3. — Soient k un corps de nombres algébriques, G un sous-
groupe algébrique commutatif de GL (n, k). Supposons que la représen-
tation identique de G dans GL (n, k) soit semi-simple. Alors le groupe G est
du type (F).

DemonsTraTION. — Par hypothése sur G, on voit que G est formé de
matrices semi-simples .(1*). Alors il existe une extension galoisienne K de
degré fini de & telle que le groupe G¥ soit équivalent, par un automorphisme
intérieur de GL (n, K), & un groupe diagonal. On voit alors que G¥ est du
type (F) d’apreés le corollaire 1.3 et le théoréme 3.1. On a vu que I'appli-

(17) P|p signifie que P est un diviseur premier de X sur p.
('®) CHEVALLEY [ 3], chapitre I, paragraphe 8, proposition 2, corollaire
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cation /V: J¥— J induit des homomorphismes JX — J,, GKiv> G, d'ou elle
induit I'’homomorphisme v de JX/GXJX dans J/GJ,. Puisque JX/GKJX est
d’ordre fini, il suffit de montrer que l'image v(JX/G¥J¥X) est d'indice fini
dans J/GJ.., c’est-a-dire que JIN(JK)GJ, est d’ordre fini. Cependant on voit

d’apreés le corollaire 5.2 que tout élément de J/V (J¥)GJ, est d’ordre fini. Il
reste alors & démontrer que ce groupe posséde un ensemble fini de généra-
teurs. Dans la suite nous montrerons plus précisément que le groupe J/GJ,,
posséde un ensemble fini de générateurs. Soit V= V,+...+V, la décom-
position de V' comme somme directe des sous-espaces V;(1.<ir) inter-
vertis simples par rapport a G. Soit G/ la restriction de G a ¥, pour chaque i.
Par G; on désignera le plus petit groupe algébrique d’automorphismes de V;
contenant G;. Il est clair que la représentation identique de G; dans GL (V)
est simple. Il s’ensuit alors que l'algébre enveloppante A; de G; est un sur-
-corps de degré fini de A. Posons 4 =K, ,+...+ K, (somme directe des
algébres sur £). Comme plus haut (§ &), on peut associer a tout a€ 4 I'appli-
cation u(a) : a'—>aa', '€ A de A dans 'espace €(A4) des endomorphismes
de P'espace vectoriel 4 sur £. Soit G*I’ensemble de tous les (z,, ..., z,) € 4,
tels que tous les x; soient des restrictions a.F; des x € G. Puisque 'appli-
cation identique A;— A est équivalente a la représentation réguliére de K,
on voit tout de suite qu'il existe une base de A telle que G —= p(G*) au moyen
de cette base c’est-a-dire que, plus exactement, si I'on représente les éléments
de p(G*) par des matrices au moyen de cette base, on obtient le méme
ensemble de matrices que G, ceci montre qu’il suffit, sans perte de généralité,
de considérer le cas suivant. Rejetant ici les notations précédentes (en ne
retenant que celle de A, qui désigne un corps de nombres algébriques),
soient K, ..., K,, r sur-corps quelconques de A de degrés finis, et 4 la
somme directe des K; : A = K, + ...+ K,. Pour tout € 4, posons

w(z) (') =24/, seA.

Soit G* un sous-groupe du groupe multiplicatif de A. Supposons que
G = j(G*) soit un sous-groupe algébrique de GL(A) = GL(n, k), ou n est
la dimension de P'espace vectoriel A sur &. II est clair que le groupe G satis-
fait a la condition de notre théoréme. Soit & la fermeture algébrique de .
Soient ¢'f’ (1= j < n;) les isomorphismes distincts de K; dans k. Soit M une
extension galoisienne de degré fini de A contenant tous les corps of' (&;)
(1£j=n,1Li<r). Chacune des applications o' est une application
linéaire de KA; dans la structure d’espace vectoriel de M sur k et se prolonge
par linéarité en une fonction linéaire (que nous désignerons encore par ¢'{)
sur 'espace vectoriel K déduit de K; par extension 3 M du corps de base.
Soit p(z;) I'application K;— K; définie par

pO(a) () = a5, s€Ky  (1ZiZ7),
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Si nous désignons encore par ¥ (z;) 'application K - K} déduite de pi(3;)
par linéarité, il en résulte qu'il existe une base {z{’, ..., z{{)} de K¥ telle
qu’on ait .
pO(z) (2P) =o' (3) 2 pour tout ;€ K.
Il s’ensuit qu'il existe un sous-groupe A de Z*, n =n,+...+ n,, tel que G*
se compose de tous les éléments z—={(z,, ..., 5,)€A dont les conjugués
satisfont aux conditionslI o (5:) €' =1 pour tout e = (..., €7, ...) €\ (V).
. b
Soit maintenant p un diviseur premier de k. Ona A, —= K,y +...+ K, ,, o
Ay, Ky sont les algébres déduites des 4, K; par extension a A, du corps de
base. On peut alors définir p1,, pi’ comme plus haut. De plus soient gjf), les
- . - i NPT _ .
aPplicatlons Ki,— M’, déduites des o' par linéarité. Alorsona G, — Hy (GP) R
ou G se compose de tous les éléments 5 = (3, ..., 3-) €4, tels que

I |0’(/-';;,(51)8(}):I pour tout e = (..., e/, ...) €,
Iy
Soit X' =p(x)eG, z= (. ..., z.)€A. Prenant une base de A
composée des bases des K; on peut écrire

 #
X:< '.. >, ou /I’i:Pfi)((L‘()EGL(K[).
R

De plus soit

Xp:fl“})('zp)era ‘TP:<‘1;1,P’ .ﬁr,p)EAP,
alors on a

/I’i’v
Xy= < - . >’ ou  Kip=py'(z1y)-
rp

Pour chaque i, soit G; le plus petit sous-groupe algébrique de GL(K;)
contenant les restrictions X; 2 K; de tous X' € G. Alors on a un homomor-
phisme ¢ de J dans J; x<...x J. par (Xp)— (X4 y) <. .. x (Xry), o J,
J; sont les groupes des G-idéles et Gridéles. Il est clair que ¢ induit
I’homomorphisme § de J/GJ. dans J/G,J,, o< ...xJ./G.J,. ., ce dernier
groupe étant d'ordre fini d’aprés le theoréme &.3. Alors il suffit de montrer
que le noyau de cet homomorphisme § posséde un ensemble fini de géné-
rateurs. Soit alors ¥ = (X;)€J tel que la classe de X modulo GJ. soit
contenue dans le noyau de %. On a

iy A ¥,
A= . = - : - ’
X, x, ¥y

(1?) CHEVALLEY [3], chapitre II, paragraphe {3.
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ou les ¥;, sont contenus dans les groupes U,‘,” des unités des G, pour tous
les p finis. Soient Xy =, (), Zp= (21,9, - - -, Zryp), 1= p(a;), z,€ Ky,
et I’},,::p{,”(y,,,,), Yip€ K. Il en résulte aussitot que '

Zy=(Z1,pY1,ps -+ +r TrYrp)-
Puisque z, € G, on a

(1) ” i ( 0]
(%) _ I I 0"‘;2? (a:,-yg,,,)": :_'I [ 0(}) (.z‘i)"(j” I I o‘l}zv()’im)el =1
ij

ij ij

pour tous les p et pour tout e—= (..., e’}", ...)€\. Soit p I'application

oD

(Yi,p’ ey Yr,p)—>H U(;Zp(}/im) j
154

de Uy'x<...x Uy’ dans M. Soit P un diviseur de M sur p et soit 7 la
projection canonique de M, sur My. Alors de la compacité de Uy, résulte
que Yimage mop(Uy" ... Uy”) est contenue dans le groupe des unités

de My. Des relations (%) pour tous les p finis, résulte que II a(;’(xi)e?”
ij
sont des unités de M pour tout e={(..., €/, ...)€ACZ". Soit G; le

groupe de tous les z = (2, ..., z) € 4 tels que l—[ ¥ (z,)" € le groupe

ij
des unités de M pourun e=(..., €}, ...)€AcZ". Posons é’:{ \ 2\;;
A eEA
On a alors. G'cG*. Soient e;=(..., €/, -..), (1LkLI), des géné-

rateurs de A. Soit ¢ I’application

| )
x = (x4, ...,x,,)—~>(..., I Ia‘;’(x,)‘/,k, )

\ i
de G* dans le groupe-produit de ! groupes isomorphes au groupe des unités

de M. 11 est clair que G*, est le noyau de ¢. On voit donc que &‘/G‘
posséde un ensemble fini de générateurs d’aprés le théoréme de Dirichlet. Si

I'on pose G= p(é\'), on voit que é/G posséde un ensemble fini de géné-
rateurs. Soit maintenant. J,. le groupe de tous les GL(A)-idéles

Yip
”:(Y‘,), Yp::<

[[d(}f:v (pg)—'(Y,’p))“(;” sont unités de M ne dépendant que de Y et pas

>tels que YV, €Uy (1ZLiZr) et
Y.y

4,j
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de p. Posons J.— m Jz - Alors, on voit comme plus haut que J,C/J
eeA

posséde un ensemble fini de générateurs. Or, d’aprés la relation (% ) pour

tout e€ A, on voit tout de suite que le noyau de § est contenu dans GJ,/GJ.,

qui posséde un ensemble fini de générateurs On voit donc que J/GJ,

est d’ordre fini. Le théoréme est démontré d’aprés le corollaire 1.4.

ParaGrapue 6. — Groupes formés de matrices unipotentes.

TurorkME 6.1 — Soient k un corps de nombres algébriques, G un sous-
groupe algébrique commautatif de GL(n, k). Supposons que G soit formé
de matrices unipotentes (*°). Soit r la dimension de G. Alors on a J=J°
et le groupe J/G est isomorphe, comme groupe topologique, au produit
de r groupes zsomorphes au groupe k/k, ou % désigne le groupe additif des
vecteurs-valuations de k au sens d’Artin (*!).

En effet, puisque G est commutatif, tout élément de G est simulta-
. I *
nément transformé dans A en un élément de la forme )
0 1
d’ou J=J"(*?). De plus, il en résulte que G est un groupe algébrique irré-
ductible (*?). Soient g 'algébre de Lie de G, et { X,, ..., X,.} une base de g.
Posons

logs ::2 (— 1)1 h1(s—1 )":2 t(s) Ay

k=1 i=—1

Alors on sait que Papplication 7: s— (..., £;(s), ...) est une application
polynome biunivoque de G sur A" (2*). Puisque G est commutatif, on
a'logss'=1logs + logs’, s, s'€ G. Alors 7 est un isomorphisme entre G et k",
et se prolonge en un isomorphisme 7, de Gy sur ky. Il est clair que 7,
applique U, dans sy pour presque tous les p. Alors on voit qu'il existe un
isomorphisme entre J et A", C. Q. F. D.

Du fait que %/k est compact (**) et que J, est ouvert dans J résulte le
théoréme suivant :

TueoriMe 6.2. — Soient k un corps de nombres algébriques, G un sous--

groupe algébrique commutatif de GL(n, k). Supposons que G soit formé
de matrices unipotentes. Alors G est du type (F).

(2°) BorkelL 2], chapitre II, paragraphe 6.

(?*) ARTIN [1], chapitre XIII.

(*?) BoreL [2], chapitre II, paragraphe 6; cf. la démonstration du lemme 6.4.
(*3) CHEvALLEY [4), chapitre V, paragraphe 4, proposition 14, corollaire 1.
(2%) Iwasawa [ 7], paragraphe 3.
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Paracrapne 7. — Fin de la démonstration du théoréme principal.

Soit G un sous-groupe algébrique commutatif de GL (n, k). On sait que
les éléments semi-simples (resp. unipotents) de G forment un sous-
groupe G, (resp. G,), algébrique, et G est le produit direct de G,
et G,: G=G;x G, (**). D’aprés les théorémes 5.3, 6.2, G,, G, sont du
type (F). Soit J, (resp. J.) le groupe des. G, (resp. G,)-idéles.
Puisque Gy,= (G,), < (Gu), pour tous les p, on a J=J; < J,. De plus on
a J.2Jy. X Iy, do0 GJ,DG(Js,o < Jy,.). Alors notre théoréme est
‘la conséquence de I'isomorphisme J/G.J; . X Ju/GuJy, . 22 TG (T o X Ju, ).
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