BULLETIN DELA S. M. F.

JEAN GUERINDON

Propriétés d’irréductibilité dans les modules,
théorie multiplicative, S-normalité

Bulletinde la S. M. F., tome 85 (1957), p. 459-522
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1957__85__ 459 0>

© Bulletin de 1a S. M. E., 1957, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. E. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1957__85__459_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Bull. Soc. math. France,
85, 1957, p. 459 2 522,

PROPRIETES D'IRREDUCTIBILITE DANS LES MODULES,
THEORIE MULTIPLICATIVE, S-NORMALITE;

Par

Jean Guerinoon (*).

(Institut Henri Poincaré).

INTRODUCTION.

Une structure algébrique s’étudie généralement au triple point de vue des
relations, des homomorphismes et des systémes d’idéaux : la géométrie algé-
brique fournit de nombreux exemples dans lesquels ces trois procédés sont
utilisés simultanément. La notion de module sur un anneau commutatif,
outil principal de ce travail, est une de celles qui se rattache a ces trois
méthodes; elle généralise autant la notion de groupe abélien (sans opérateur)
que la théorie des idéaux au sens de DepekinD, E. NokrHER et W. KRULL, tout
en étant reliée & la théorie des idéaux de LORENZEN-PRUFER.

Ce Mémoire se rattache principalement au premier point de vue qui est
celui de Depekinp et BirknOFF et, en France, de M. A. CHATELET, de
M. et Mme DusreiL et de leurs éléves; on ne se préoccupera toutefois que du
cas commutatif.

Si nous avons chaque fois mis en évidence le degré de généralité que com-
porte Vutilisation du treillis de structure (au sens de Birkhoff), de la théorie
des congruences (équivalences réguliéres pour toutes les opérations), des
diverses notions latticielles d’irréductibilité et enfin de la normalité, les
comparaisons que nous avons en vue se feront dans le cas des modules. Elles
se feront A la suite également des travaux de L. Fucus, de Yosnipa et SakuMA
et de I. S. Conen (?). Elles constitueront une approche de I'étude d’une

(*) Thése Sciences math., Paris, 1957.
(1) On trouvera a la fin du texte une bibliographie et, en Appendice, I'énoncé de pro-
blémes qui se posent & Voccasion de ce travail.
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structure algébrique au moyen du treillis  de ses congruences et nous amé-
neront & dégager les cas dans lesquels on peut mettre en évidence les éléments
les plus remarquables de €.

Toutefois cette limitation aux modules n’empéche pas de retrouver une
grande généralité, par exemple dans la théorie de la S-normalité donnée au
dernier chapitre qui considére des anneaux sans condition de chaine.

Si 'on a ici écarté a priori les difficultés que comportent le passage 4 un
anneau d’opérateurs quelconque, que L. Lesieur et R. Croisot ont pu récem-
ment rattacher 4 la théorie ncethérienne classique, on peut commodément
tirer parti de la condition modulaire et faire une théorie des chaines maxi-
males qui sera rattachée directement a la théorie de lirréductibilité de
Grobner-Lesieur. Puis on relie cette derniére théorie A celle de la normalité
et a des problémes d’invariants au moyen d’un fractionnement convenable de
’équivalence d’Artin.

Un roéle essentiel est joué dans ce travail par la résiduation dont on connait
les liens avec les correspondances de Galois. Elle servira en effet a caracté-
riser successivement les chaines maximales de modules, les diverses irréduc-
tibilités utilisées et les congruences dans les demi-groupes d’idéaux intro-
duits aux chapitres I1I et IV.

Il semblerait donc, en conclusion, que le treillis de structure ne puisse
commodémerit s’étudier, méme en présence d’'une condition de chaine, que
s'il est modulaire (ou semi-modulaire) et si I'on peut définir, partiellement
ou non, une résiduation entre ses éléments, au sens interne ou au sens
externe.

Le chapitre I donne une théorie du recouvrement dans les modules quel-
conques, la précise dans le cas des anneaux et détermine toutes les chaines
maximales. La relation de cette théorie avec celles d’union ou inter-irréduc-
tibililité est établie, tandis que la notion de sous-radical est posée pour la
suite.

Le chapitre II commence par indiquer la terminologie employée de facon
a préciser, notamment dans le cas des anneaux, les résultats du premier cha-
pitre. Les socles ncethériens sont rattachés a des treillis géométriques, les
théorémes de Grobner-Lesieur sont étendus aux modules et ramenés a la
théorie des chaines au moyen de modules de quotients. On constate que c’est
d’ailleurs une notion d’inter-irréductibilité renforcée qui est utile : elle est
traitée dans le cas général et sert dans la suite i diverses caractérisations
d’anneaux usuels.

Les résultats qui précédent sont alors précisés en théorie des groupes abé-
liens (en fait dans les modules sur les anneaux principaux). On met ainsi en
évidence un certain nombre d’'invariants en liaison avec la théorie de la nor-
malisation et on les rattache aux modules -sur un anneau normal dont on
connait I'importance en géométrie algébrique.

Le chapitre III introduit, pour caractériser les anneaux complétement
intégralement clos, une opération de fermeture parmi les équivalences régu-
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\liéres entre idéaux; cela conduit & des caractérisations d’anneaux au moyen
de I'équivalence d'Artin. Ce procédé est préeisé au chapitre suivant; il permet
aussi de rattacher, au moyen de la théorie des demi-groupes, les anneaux
précédents aux équivalences simplifiables. Les exemples cités conduisent de
maniére naturelle & définir une équivalence pour toute topologie de I'anneau
d’opérateurs.

Le chapitre IV généralise, en un sens précisé, la théorie multiplicative
d’Artin-Priifer 4 des anneaux quelconques (avec diviseurs de zéro éventuels).
Les équivalences utilisées peuvent se définir au moyen du procédé indiqué
d’une maniére générale au chapitre précédent. On est conduit & donner une
présentation axiomatique de la normalité, qui généralise la théorie des
anneaux normaux de Krull et qui prend la factorisation des, éléments régu-
liers (sans unicité a priori) comme point de départ: telle est la signification
de la notion de S-normalité. ‘

Le cas dans lequel 1’équivalence d’Artin du gerbier utilisé coincide avec
I’égalité est précisé et la recherche des demi-groupes pour lesquels on obtient
une factorisation du type précédent est complétement effectuée, moyennant
une légére restriction qui n’affecte en rien le cas classique des anneaux totaux
de quotients. \

Dans le cas des anneaux ncethériens la condition de S-normalité, est alors
équivalente 3 une condition de fermeture intégrale restreinte. On précise
enfin les liens de cette théorie avec celle de I'inter-irréductibilité.

Je tiens a exprimer toute ma gratitude 3 M. P. DusreiL, rapporteur de
cette thése, & qui je dois plus d'un précieux conseil, tant au cours de mon
initiation A la recherche que durant la préparation et la rédaction de ce tra-
vail et & M. C. P1sor qui a bien voulu s’intéresser 2 mes travaux et me donner
un second sujet. Je dois dire tout le profit que j’ai retiré de la fréquentation
du Séminaire d’Algeébre et Théorie des Nombres avant et pendant I'élabo-
ration de ce Mémoire. - ] ,

Je suis également heureux de remercier M. René GARMER, membre de
PInstitut, qui a présenté mes Notes a ’Académie et a bien voulu accepter de
présider mon jury, ainsi que MM. L. LesiEur et P. SAMUEL qui m’ont souvent
aidé dans les domaines si divers de I’Algébre moderne et M. G. CHOQUET qui
a bien voulu insérer ce travail dans le Bulletin de la Société mathématique.

CHAPITRE 1.
GENERALITES SUR LES MODULES.
1. Idéaux premiers attachés & un module. — Dans ce chapitre, les

modules S sont supposés quelconques et leur anneau d’opérateurs, commu-
tatif, opére sans distinction de c6té; le cas des modules ncethériens sera
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étudié au chapitre II (2). On supposera que A posséde un élément unité non
nul 1, qui est un opérateur unité (I est module unitaire). En tant que
groupe a opérateurs le module donné posséde des sous-groupes permis (ou
sous-modules) dont I’ensemble 7'($H), ordonné pour la relation ordinaire
d’inclusion, est un treillis modulaire, complet, avec élément nul et élément
universel. L'opération d’intersection en 7" est prise au sens ensembliste;
V'union d’une famille non vide de sous-modules de S est le plus petit module
les contenant : c’est l'intersection des modules contenant chacun tous les
modules de la famille considérée.

M sera dit de type fini s'il est I'union d’un ensemble fini de sous-modules
monogeénes, appelant monogéne (ou cyclique) un module engendré par un
seul élément.

Lorsque M se réduit 3 A lui-méme le treillis 77(3M) est un gerbier G
résidué (cf. [5] et [6]. La notion de résiduation s’étend alors 4 un module
de deux maniéres différentes et établit des relations entre le treillis des sous-
modules et le gerbier G des idéaux de A. Il faut de plus préciser le module
ambiant. On posera T, : W, pour I'ensemble des z€ A4 tels que zW, CN, et
N : I pour I'ensemble des éléments x de I tels que 2/CW pour W, N,
N,e T (M) et € G. Toutes les régles usuelles du calcul des résiduels dans
le gerbier G se transposent facilement.

En particulier, @ : W s’appellera ’annulateur de We T (M) et N : M
l’ombre du sous-module donné W (cf. [11]). Alors $ sera dit normal si
'on a @ : M — (o). Par exemple, un module sans torsion (c’est-a-dire
© : Az = (o) pour tout z€ M — { ©® }) est normal (réciproque fausse) et
tout M estun 4/(® : $¥)-module normal. Un sous-module W est un e-module
s'il est de la forme 73 avec /€ G. Un idéal résiduel de @, © : N sera appelé
a-idéal, un module © : 7 un g-module.

La correspondance classique entre idéaux de deux anneaux emboités
s’étend immédiatement. Soit Je G et We T(M); on a

(M AHMCN et I41: MO,

P'égalité ayant lieu dans le premier cas si et seulement si W est un e-module
et dans le second si et seulement si 'idéal 1 est une ombre.

On a, par ailleurs, © : (© : 1) DN avec égalité dans le seul cas ou 1 est
un a-module et enfin © : (© : 1) D[ avec égalité dans le seul cas ou 7 est un
a-idéal. Les ombres et les e-modules se correspondent biunivoquement et il
en est de méme des a-modules et des a-idéaux.

Notamment st 4 est un module de type fini et si P est un diviseur de
© : M, P est une ombre, on a PIM : M — P, comme on le voit par la
méthode du déterminant de Krull. Ceci s’étend alors a tout diviseur semi-
premier du a-idéal © : $l.

(%) Cf. [5], [11], [16], [19] et [22]. La relation d’ordre partiel en 7'( ) est notée C,
la notation 3, c N, exprimant la double propriété : W, C ®, et N, = N,.
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Un élément We T (M) sera dit primaire en M si bxeMN avec z¢MN
entraine, pour un entier r, b* €W : $. Il revient au méme de dire que pour
toutze M —MNona

rad(: M)ON: 4z (20 : M);

ou encore, si 3 est de type fini, que pour tout z€ M — N et toute ombre
premiére P avec PO : il on a PON : Ax. L'élément N sera dit premier
si dans la définition précédente on a r—1 (3).

Alors 'ombre d’un module primaire (resp. premier) est un idéal primaire
(resp. premier), les réciproques étant fausses. On posera

radW —rad (W : M) (radical de W en ).

Si dans la définition d'un module primaire W on pose P —radW, on dira
que M est P-primaire. On voit alors qu'un module primaire est premier si et
seulement si son ombre est premiére (mais 'ombre d’'un module non pri-
maire peut étre premiére).

L’intersection d’un nombre fini de modules P-primaires (resp. premiers)
est P-primaire (resp. P-premiére).

Soit W P-primaire de 7' (M) et /€ G; alors si ITE N : M le module W : 7
est P-primaire et si 'ona 7¢ P, ona  : /=MW (pour une réciproque, voir
la section 8).

Idéaux reliés maximaux (*). — On dira qu'un 7€ G est relié a4 un
Ne T (M) si pour tout a€f on a W: AaN. Par exemple, pour tout
NeT(M), rad W est relié a M. Par ailleurs, tout idéal relié a 'ombre de W
I'est & W, la réciproque étant fausse.

On voit, comme pour les idéaux d’un anneau, que les idéaux U reliés a W
fixé sont tous les idéaux contenus en quelques-uns d’entre eux P, que ces P,
sont maximaux parmi les U et sont par ailleurs premiers. Les P, seront
appelés les « idéaux premiers essentiels maximauzx » suivant une termino-
logie qui sera justifiée dans le cas ncethérien (section 8). On notera que le
passage de W a son ombre peut lui faire perdre des P, sans qu’il puisse
s’en introduire d’autres.

Alors M est primaire si et seulement si les idéaux premiers essentiels mini-
maux de son ombre et les P,, précédents coincident avec un idéal premier
unique P, qui est alors son radical.

On appellera module primal tout W e T' (1) tel que la famille des idéaux Py,
se réduise a un seul élément P et module quasi primaire tout Ne T (M) tel
que les diviseurs premiers de 'ombre de 1 aient un élément minimum ou,
ce qui revient au méme, tout 11 de radical premier (*). Les idéaux premiers

'(*) La notion de module primaire est & distinguer de celle de groupe primaire.

(*) Les énoncés qui suivent supposent l'introduction de I’axiome du choix (on atilise
le théoréme de Zorn).

(%) Cf. [7], [8] et la section 7 suivante.
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minimaux de 'ombre de tout WC M (par définition, les idéaux premiers
essentiels minimaux de W : M, voir section 8) ont pour intersection le radical
de W en .

On utilisera dans la suite la remarque suivante : pour tout A-module de
type fini M il y a équivalence entre les trois conditions suivantes :

a. 11 existe un idéal premier P qui ne contient aucun annulateur d’un
élément quelconque de SM;

b. © : S contient un élément non nilpotent, et

c. 1l existe en 4 un idéal premier qui n’est pas une ombre.

En effet, a entraine que P ne contient pas @ : 1 d’aprés la condition de
finitude ; donc @ ; #M n’est pas contenu dans I’ensemble des éléments nilpo-
tents de A4, intersection des idéaux premiers de A etl’on a b. Si b est réalisée,
on voit que a I'est et I'idéal P correspondant n’est pas une ombre et I'on a c.
Enfin, si ¢ est réalisée il existe un idéal premier P’ qui ne contient pas @ ; #l
(sinon il serait une ombre d’aprés un résultat rappelé plus haut). Par exemple,
un groupe de Sylow abélien de type fini satisfait a la condition & car les fac-
teurs premiers des ordres de ses éléments ne sont pas quelconques.

Enfin la définition suivante sera utile : Etant donné un ensemble % non
vide d’idéaux premiers de I'anneau 4 on dit que le A-module i est un
2-module de Sylow si I'on a pour tout z€ M la relation @® : A2 ¢ P pour
tout Pe <.

ExempLes. — a. Un groupe de Sylow abélien et, en particulier, les groupes
de torsion : on a (o) € 2.

b. Le S-composant de @ en un module #, S étant I'intersection d’une
famille non vide de compléments d’idéaux premiers. Cette derniére notion
est liée 4 celle de module quotient d’'un module de type fini (section 13).

c. Plus généralement (dans un module ncethérien, cf. section 8) l'inter-

section n I" M est un 2-module de Sylow, si 2 estl’ensemble des diviseurs
n
premiers de l'idéal 7 supposé non trivial.

d. Un module S de type fini satisfaisant aux trois conditions données plus
haut : on ne peut avoir pour tout P premier et tout z 2 ®, ©® : 4xC P,
sinon on aurait

n(@;Ax)zfm:mgP,
reM

et tout idéal premier serait une ombre.

2. Loi de recouvrement dans les modules. — Soient $M, et M, deux
A-modules tels que $M,D M,. On dira que S, recouvre M, (que M, est
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couvert par 3,) si MM, est un sous-module 2 M, maximal de M, (¢). On
écrira M, - M,. Enfin la relation (dite de recouvrement large) M, > M,
satisfait par définition a P'équivalence

.i%h t mg = 1%1 = ing ou ﬁh >" 41%[2.

Alors B, >~ $; revient & dire que le A-module 1,/ est simple. On
en déduit la « loi de recouvrement » : si W est un module simple non contenu
en M, alors on a : 3 + N - SM. Ceci conduira 4 une caractérisation de la
relation au moyen de la notion d’inter-irréductibilité forte (section 7) et
montre que, dans la relation $-, le second terme est un module de nature
arbitraire, tandis qu'il n’en est pas de méme du premier; on peut prendre
par exemple pour # un module de type fini [car I'ensemble ordonné
T (M) — M est inductif], mais non le groupe G suivant (considéré comme
module sur 'anneau Z des entiers) constitué des restes modulo 1 des frac-

. a . . .
tions — avec p premier fixé, a et n variables.
p" ’

Alors on dira que 3M est quast uniforme dans le module ' qui le contient
si 3K est recouvert par un sous-module de I’ (). On démontre aisément le :

THEOREME 2.1. — Pour qu’on ait I, = M., il faut et il suffit qu’on ait

M= M, + Az pour un x € M, tel que le résiduel M, : Az soit un idéal
maximal arbitraire de A.

Le second exemple, relatif & un groupe G (donné plus haut) montre ce qui
arrive si 4 n’a pas d’élément unité. Enfin on note l'isomorphisme de
A-modules S, ~ ¥, + K si K est le corps A/M; mais cet isomorphisme
n’est pas toujours valable pour les structures d’anneauz ainsi que le montre
le théoréme k. On voit aussi qu’'on a M, - B, si et seulement si 3,/ est
monogéne et si M, ; M, est un idéal maximal en 4.

Sil'on appelle « socle » de # la somme des sous-modules W simples de
tout M, onale:

THEOREME 2.2. — Pour que le sous-module I de M soit quasi uniforme
en MU, il faut et il suffit que pour un idéal maximal M de A on ait
M M £ M les sous-modules M. qui recouvrent 3 au sens large sont
les M+ Ax, x parcourant toutes les différences 34 : M;— M, avec M,
idéal maximal arbitraire de A. Le socle de S est la somme dis-

créte E (©® : M)).

i

(¢) Cette terminologie est en accord avec les définitions du recouvrement (ou loi de
couverture ) dans le treillis (modulaire) 7(#). Cf. (5].

(") Cette terminologie sera justifiée (dans le cas des modules ncethériens) & la sec-
tion 8.
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Cela est une conséquence immédiate de ce qui précéde. Il faut noter que
la condition M : M £ B entraine que M est 'un des idéaux premiers
essentiels maximaux de # au sens de la section 1. La réciproque est fausse
dans le cas général, comme on le voit en prenant un module de torsion sur
un anneau principal, sans sous-module minimal.

Toutefois la réciproque est vraie dans les modules ncethériens (section 8).
Les sommes directes discrétes (®) de modules simples sont données au moyen
des résultats suivants.

TurorkMe 2.3. — Il y a équivalence pour un A-module entre les trois
conditions :

a. W est somme de modules simples;

b. Tout sous-module de 3 est somme de modules simples, et

c. Le treillis T ($) est géométrique.

On établit aisément 1'équivalence des conditions.a et . Les axiomes des

treillis géométriques (°) permettent alors de montrer I'équivalence de ¢ aux
deux précédentes.

La dimension de 7'(#) est infinie en général. La somme 2 (@ : M) est

i
évidemment une somme directe discréte d’aprés le théoréeme 2. Alors 7'(3)
est intercontinu, complémenté (et relativement complémenté) : c’est une
algébre de Boole pour les lois

m1+u2:111U1112, uiugzuinuz

pour tous W, N, e T(M).
En particulier, dans un socle § tout sous-module 11 2 @ contient un sous-
module simple. Cette derniére condition se rattache a la

ProrosiTioN. — Pour que tout sous-module non nul du A-module
contienne un sous-module simple il faut et il suffit que les annulateurs des
sous-modules monogénes non nuls de 3 soient quasi uniformes.

1l suffit d’écrire la condition pour les sous-modules non nuls Au. Pour
tout u = @ il doit exister un idéal maximal M tel que pour un a€ A4 on
ait au Z @ et aue © . M, ou encore que

O:uM>(®: Au) ou (@:A4Au): M A (O : Au),

c’est-a-dire que, d’aprés le théoréme 2, ’annulateur de u soit quasi uniforme.

(8) Cf. Mc Coy [16] et Subdirect sums of rings, Bull. Amer. math. Soc., t. 53, 1947,
p. 856.
(*) Cf.[5], livre III. Pour le cas de la dimension finie, ¢f. section 13.
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3. Cas des anneaux. Sur les deux types d’idéaux minimaux. — Lorsque
M se réduit a 'anneau 4 on peut distinguer deux types de recouvrement en

utilisant le radical de Jacobson L de A, intersection des idéaux maximaux
de 4. Onale:

THEOREME 3.1. — Si l'idéal J recouvre l'idéal I au sens strict, J/1 est un
corps ou un anneau de carré nul selon que J*€I (ou ce qui revient au
méme, JEM) ou que J*CI (ou que JCM), si M est U'idéal (maximal) I:J.

On applique le théoréme 2 en passant & l'anneau A4// : on pourra sup-
poser que I — (o). Un idéal minimal J sera de la forme J —= A x avec

(0): Ax=M et xz€[(0) : M]— (o).

Dans un premier cas, on a €M, donc z2—=o0 et J2—= (o). Dans un second,
on a x ¢ M etalors pour tout j — rzx et tout j’—r'x non nul (c’est-a-dire tel
que r'¢ M, donc r'+ M inversible dans le corps 4/M) on peut déterminer
un j'=r"x tel qu'on ait j’.j'=j ou encore r'z.r'—re (o) : Axe=M:
. ceci est bien possible car on n’a pas r'xz€ M, sinon on aurait €M et
r'e€ (o) : Az, soit r'x = o. Notons que le premier cas (corps) est celui ou
I'idéal minimal est un anneau simple avec élément 1. On a en plus le :

Lemme. — Pour tout idéal maximal M de I’anneau A il y a équivalence
entre les conditions

[(0) : M= (o),
(0): MCL,

(0) :J”_C_M,

[(0) : MInM (o)

& o &8

et, dans le cas ou M a une base finie, avec la condition
e. M*Z£M.

La condition a entraine b, car le radical L contient le nil-radical de 4,
union des idéaux nilpotents. b entraine ¢, car L CM. Alors ¢ entraine

[(o): M C[(0): M].M,
donc a et, ensuite,

[(0) : MINnM=(0): M,

donc d. Si d est satisfaite, il existe un z non nul en (o) : MNM et pour
tout ve (o) : M, on a
vM = (o), vu=—o,
donc
ve(o): Au=M, donc (o) : MCM.
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De plus, si I'idéal donné M a une base finie le théoréme des ombres (sec-
tion I) montre que (o) : M €M équivaut & dire que M est une ombre pour
lui-méme, c’est-d-dire qu'on a M* : M =M, ce qui équivaut & M : M £ A4,
soit enfin M?=# M. On va en déduire le :

TukorkME 3.2. — Les idéaux minimaux de carrés nuls sont tous les

idéaux principaux non nuls contenus dans Uintersection L N Z [(0) : M;]

i
et ceux quisont des corps sont les résiduels (o) : M, qui satisfont a

(o) : My & M, (ou ne satisfont pas auz conditions du lemme précédent).

11 suffit, d’aprés ce qui précéde, d’étudier le cas des corps C. Sil’on désigne
par e I'élément unité multiplicatif de C, on a

C=Ae=(0o): M  enposant (o):C=M.

De e>—¢, on déduit 1 — e€(0) : Ae=M. Si P'on avait un autre corps C’
associé & M et d’élément unité ¢, on aurait de méme ¢ — ee M, donc
e(e—é€)=oete?—=e=—ee etaussi e =ee, donce=¢'. Donc C est (0) : M
lui-méme. Ce dernier idéal est donc principal, mais inversement il existe des
idéaux minimaux de cette forme qui ne sont pas des corps. La partie e du
lemme précédent conduit au :

COROLLAIRE. — Si A est un anneau dont tous les idéaux maximaux ont
une base finie, les idéaux minimauzx qui sont des corps sont les résiduels
(o) : M des idéaux maximaux M idempotents (M — M?).

.Alors la derniére proposition de la section 2 se précise dans le cas du
recouvrement « corps». Il est équivalent pour 'anneau A de satisfaire &
I'une quelconque des conditions suivantes :

a. Tout idéal principal non nul contient un idéal minimal qui est un
corps;

b. A est une somme directe discréte de corps s’annulant respectivement;

c¢. L’'annulateur d’un élément non nul est un idéal admettant un recouvre-
ment du type corps.

En effet, a entraine, pour tout u Z ©,
(© : Au) : M (© : Au),
donc M est un idéal premier essentiel maximal de © : Au et I'on a encore
©®: AucH, donc M=0© : Au

[on le voit en considérant un idéal p premier minimal de © : Au et la rela-
tion (@ : Au): ME M conséquence de @ : ME M ]. D'aprés le théoréme 2.2,
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Au est simple et étant un corps coincide avec @ : M, d’ou b. Les autres
implications sont immédiates. On en déduit, comme en Mc Coy [cf. note (7)]
qu’on a obtenu toutes les sommes sous-directes spéciales d’anneaux simples
avec élément unité.

On a ainsi caractérisé tous les socles des anneaux a idéaux minimaux
corps. Ceci établit une relation entre les socles et les anneaux semi-simples
généraux [ L = (0)] qui sont des sommes sous-directes de corps.

k. Demi-groupe associé i un idéal. — La notion de sous-demi-groupe S
d’un dnneau 4 dont le complément est multiplicativement permis en 4 (1°)
s'introduit dans la formation des anneaux de quotients. En particulier, les
anneaux totaux de quotients utilisent des S dont le complément est réunion
(ensembliste) d'idéaux de A lui-méme. Le lien entre ces derniers S et les
idéaux reliés maximaux d’un idéal donne lieu & une correspondance qui est
particuliérement simple dans le cas usuel des anneaux ncethériens de Jacobson
(tout idéal premier non maximal est intersection d’idéaux premiers stricte-
ment plus grands qu’on peut d’ailleurs prendre maximaux).

Pour un § quelconque désignons par p(A, ) l'intersection des idéaux
(premiers) maximaux parmi les idéaux qui ne coupent pas S. On l'appellera
S-radical de Jacobson de A4; si S est 'ensemble des éléments inversibles de 4
on retrouve l'intersection des idéaux maximaux de 4.

Associons 4 tout élément U du treillis 77—= 7'(A) des idéaux de A4 l'inter-

section U des idéaux premiers reliés maximaux de U. On a les inclusions

UCrad UCU. La derniére est I’égalité dés que U a un nombre fini d’idéaux
premiers essentiels minimaux, Ja premiére cavactérise les idéaux semi-pre-

miers. Il est, de plus, immédiat que U est le S(U)—radical'de Jacobson de 4,
si I'on désigne par S(U) I'ensemble des éléments de 4 qui ne sont pas reliés
a tout U donné (!1).

Désignons par ¢ 'application U-» S(U) et par p 'application S — p (S, 4),

par Zla classe de tous les S et parHla classe de tous les U.
Silon a Se Z, on voit qu'on a gp 8§D S. En effet, si U=p(S),ona

U= { \Pm des pp, reliés maximaux & U. Alors, si € S on a, pour tout m,

a &P, donc <n pm> : Aa:npm:U

m

m

et I'on a donc a €0p(.S) qu'on posera égal 3 S. On a donc SCS.

(1°) Cf. chap. IV. _
(1) Cf. W. KruLL, Idealtheorie in Ringen ohne Endlichkeitsbedingung (Math.
Ann., t. 101, 1929, p. 729-744). La terminologie est celle de McCoy [16].
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Si Uon suppose désormais A ncethérien on voit que ap et pa sont des fer-

metures de Moore enE et I I respectivement, c’est-a-dire qu’on a dans ces

classes S=3S et U=U. Ceci résulte immédiatement de la considération de
la suite

US S(U) 5 ps(U) = U5 S =opo(U) > T=p5,

compte tenu du fait que U a un nombre fini d’idéaux premiers reliés maxi-

maux pi, ps, ..., pi; on a alors S = n (A — p;) et les idéaux premiers

maximaux attachés a ce dernier S sont le p; eux-mémes, compte tenu du fait
qu’un idéal premier P qui n’est contenu en aucun de p,; contient un élément =
qui n’est contenu en aucun d’eux. Il y a alors correspondance biunivoque

pour un tel anneau A4 entre les S et les U.

Soit alors @ I’ensemble des U, muni de la relation d’ordre induite par
celle de 7. Comme tout idéal semi-premier est fermé pour po — ¢ et comme
toute intersection (ensembliste) d’éléments de @ est en 7" un élément de @,
ce dernier ensemble est un sous-inter-demi-treillis complet de 7. On en
déduit que c’est un treillis complet, I'opération d’union \/ étant obtenue
comme le radical (intersection des diviseurs premiers) de 'union (ou somme)
prise en 7.

Notons que, dans le cas général, @ est un treillis distributif donc modu-
laire. Cette propriété, due a J.-C. HErz, peut s’établir rapidement si I'on
admet 'axiome du choix. Prenons, en effet, .f', ¥ et Z trois éléments de @
et prouvons l'inclusion

U=Xn(¥YVZ)S(XnY)V (XnZ)

en montrant que tout diviseur premier P du second membre contient U, ce
qui précéde entrainera alors la distributivité cherchée. Si P2 _Y la proposi-
tion est immédiate. Si 'on a PP Y, alors on a les deux inclusions PO ¥ et
PO Zetdonc PO Y \/Z et enfin PO U.

5. Sous-radical d’un module de type fini. — La notion de recouvrement
va permettre d’étendre 3 un module 1 quelconque la notion de radical de
JacoBsoN d’un anneau [12]. Cela donnera une caractérisation des modules
dont le treillis des sous-modules est géométrique (section 13) et des modules
semi-simples. Cette notion permet de caractériser toutes les unions sous-
directes de modules simples et, si I’'on admet le recouvrement au sens large,
d’étendre aux modules la notion de groupe divisible.

DerNITION. — On appelle sous-radical du A-module 38 I’ intersection des
sous-modules de 1 couverts par .
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Par exemple, si $ est un module de type fini, le théoréme de Zorn
montre qu'il existe des sous-modules stricts maximaux qui contiennent tout
sous-module strict choisi arbitrairement. Lorsque le sous-radical p(#M)
coincide avec M (ce qui implique que tout recouvrement est pris au sens
large), on dit que M est divisible. On utilisera plusieurs lemmes.

LemMe 1. — Pour tout A-module de type fini W et tout idéal M maximal
de A il y a équivalence entre W =MW et © : NE M.

En effet, si.l'on a @ :WEM, on a 1—=m + a, avec meM et all = @,
donc WC MM, d’ou Végalité. La réciproque utilise la méthode du détermi-
nant de Kruir (cf. [13], section15) : silona M =MW et N = An,+...+An,,
on a

ni=mun,—+...+ myn, (i=1,2, ..., r,myeM)

et si D est le déterminant des (J;; — m;;), 0;; étant le symbole de Kroneker,
on a pour tout i Dn;—= ®, donc DN=© et comme 1—DeM, on a
O:NEM.

LemMe 2. — Les sous-espaces d’un espace vectoriel E sur un corps qui
sont couverts par E sont tous les sous-espaces définis par tous les systémes
de points obtenus en enlevant un élément o une base arbitraire.

Ce lemme résulte immédiatement du fait que £ $= E’ équivaut au fait que
E/E'" est simple donc de dimension un et des théorémes de la base. On a
alors le :

LemMe 3. — Les sous-modules ¥, que recouvre un module de type
fini M sont tous obtenus en considérant un diviseur mazximal arbitraire
de © : 4 et un systéme {m,, ..., m,} (avec m;€ B pour tout i et p mini-
mum) tel qu’'on ait

WM=MB+ Am,+...+ Amp;
alors les M, associés a M sont obtenus en supprimant un des m,.

Notons que, d’aprés la section 1, un A-module quelconque 3 admet des
sous-modules stricts maximaux si et seulement si 3 n’est pas divisible; en
effet, si 'on a S8 5= $1', on a pour un M, M A C A, et inversement si I'on
a MM = M, Vespace vectoriel sur A/M : /M M n’est pas réduit & zéro
et admet donc les sous-espaces vectoriels maximaux auxquels correspondent
des modules couverts par M. On en déduit la proposition relative aux
modules de type fini en raisonnant dans le module #, — /M M. De plus,
en retirant un, puis deux, ..., éléments m;, on obtient une chaine maximale
de sous-modules allant de ' a MIM. On voit, par ailleurs, que l'inter-
section des modules #, associés a un M déterminé est M S, en raisonnant
dans V'espace vectoriel non nul associé. On a alors le :
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TutoreMe 5.1. — Le sous-radical p () d’un A-module de type fini
coincide avec :

a. L’intersection des MM, M étant un idéal maximal arbitraire de A;
b. Celle des M' 88, M' étant un diviseur maximal arbitraire de @ : W et

c. L'ensemble des x€ M tels que pour tout sous-module W tel que
M+Azx—=Mon ait | =M.

Les intersections a et b coincident avec p($H) d’aprés les lemmes précé-
dents. Enfin si € M satisfait 4 la condition définie par ¢, on a z€p (M)
sinon on aurait pour un 3, avec x¢ M,, WM, < M et comme on a
M, + Ax = A on aurait I, — M d’aprés c. Inversement, si z€p () et
si pour un M, CIM on avait M, 2 M et WM, + Ax = I, on pourrait
trouver d’aprés le théoréme de Zorn un SM' avec $H, C M’ ¢ M et alors
2z C M entrainerait

M+ Az C W, donc M CHl.

Notons que si ¥ est en plus neethérien (section 8), p(#l) est 'ensemble
des z € M qui n’appartient & aucun systéme minimal de générateurs de Bl.
En effet, si 'on prend pour un y € p(#) un systéme de générateurs compre-
nant y:{y,ny, ..., n,} on aurait, d'aprés ¢, y€An,+...+ An, et le
systéme ne serait pas minimal. Inversement, si aucun systéme minimal ne
contient un y déterminé de M, soit M un sous-module maximal de ; sl
ne contenait pas y il aurait une base

NW=An,+ An,+...+An,

et comme W+ 4y =M on aurait y€An;+...+ An,. Cette derniére
caractérisation s'étend en fait & tous les modules B tels que tout systéme
de générateurs d’'un sous-module quelconque contienne un 'tel systéme
minimal (ou base). Enfin 'ombre de ¥ est donnée par le :

THtOREME 8.2, — L'ombre du sous-radical du A-module de type fini 3
est le radical de Jacobson de l'idéal © : 8 de A. En particulier, st 4 est
normal et de type fini sur un anneau semi-local A, on a p($M) = LM en
désignant par L le radical de Jacobson de A.

En effet, tout diviseur maximal M/ de © : $ sera une ombre (cf. [11])
etl'on a M 0 : 80 — M| et alors on a

p(#M) ="\ M M, dou (M M: =L
en posant

L’:nM,’.
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Alors L' est une ombre et I’on a, en plus,
L' . m=1'

Lorsque I'anneau 4'= 4/® : M est semi-local, c'est-a-dire si les idéaux M
sont en nombre fini, désignons L’ leur intersection. On a

L'=M,nM,n..AM}=M,.M,..M, et donc, E(L’: Y =A'.
i

Dire que 3 est normal revient & dire qu’on a 4’= 4. On a alors

Lo (M M=)
e
et, pour tout i,
ML :M)CL,

donc
M—=LW:LCLA: [M(L:M)], MSCLHM: (L:M,),
(ML (L: M),

donc, finalement,
p(M)=LM: A4A=LM, donc p(M)=L M.

Les sommes (directes) de A-modules simples sont caractérisées a la sec-
tion 13.

6. Modules de type fini union-irréductibles. — Ce qui suit concerne un
cas dans lequel M posséde un seul sous-module maximal et donnera d’ail-
leurs tous les cas ou cela arrive pour un module de type fini. La notion sui-
vante est une notion latticielle de forte irréductibilité pour I'union.

DermiTioN. — On dit que le A-module B est union-irréductible (ou
local) s'il posséde un élément maximum parmi ses sous-modules W = .

ExempLes. — Un module simple, un anneau local (quasi local), un groupe
cyclique primaire.

THEOREME 6.1. — Les modules union-irréductibles sont les images homo-
morphes des anneaux locaux. Pour qu'un A-module W soit un tel module
U faut et il suffit qu'il soit de type fini et couvre son sous-radical; il est
alors monogéne.

Ces résultats découlent immédiatement des sections 1 et 5. De plus, si M
est I'unique idéal maximal qui contient @ : 11 le sous-module maximum de %
est MW et W est lui-méme isomorphe en tant que A-module au module
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monogéne A/(® : ). En particulier, les modules neethériens qui sont locaux
sont ceux qui ne recouvrent qu’un seul sous-module.

Si M est local, il est monogéne et, d’aprés le théoréme 5.1, A/(©® : M) est
local, d'unique idéal maximal M/(® : W), si M est I'unique diviseur maximal
de ©: M et enfin on a W= MMN. On dira que W est M-local. Une somme
(finie ou non) de modules locaux sera appelée « Aypersocle ». En particulier,
une somme de modules tous M-locaux sera appelée « M-hypersocle ».

ExempLes. — 1. La cloture intégrale d’'un anneau local géométrique
(c¢f. [20]) est un tel module neethérien. Il en est de méme de la cléture
intégrale d’un anneau local complet, intégre et ncethérien (NAGATA).

2. Un p-groupe abélien est un Zp-hypersocle.

7. Modules super-irréductibles (inter-irréductibilité forte). — La
notion de module local est intrinséque. Il n’en est pas de méme de la notion
duale, introduite par L. Fucas (cf. [9]) pour les idéaux et qui donnera une
propriété caractéristique du recouvrement (th. 7.1), de la condition mini-
male restreinte (section 15) et d’irréductibilité sous-directe de modules.

DeriviTioN. — Un sous-module W d’un module 3 est dit super-irréduc-
tible en S s'il n’est pas intersection de sous-modules de 34 qui le con-
tiennent strictement.

Il revient au méme de dire qu'il existe un élément minimum parmi les
modules W; tels qu’on ait

Ncn, C M, =N

Cette notion renforce la notion usuelle d’irréductibilité (cf. [11]). Par
exemple, les sous-modules #l; couverts par M sont super-irréductibles
en M. Cet exemple montre que les modules introduits en cette section sont
quelconques (section 1) si 'on ne fixe pas le module ambiant, 4 I'inverse de
ce qui se produit pour des modules locaux. On a le :

THEOREME T.1. — Pour qu’on ait I = Wil faut et il suffit que les trois
conditions suivantes soient réalisées :

a. /M est monogéne non nul;

b. W est super-irréductible en M, et

c. M: M est un idéal semi-premier de A.

Par passage au quotient par W il suffit de prendre W=©. Si I est
simple, @ :  est un idéal maximal qui est bien semi-premier, donc a, b

et ¢ sont réalisées. Si elles le sont inversement, il suffit, d’aprés la section 1,
de voir que le A-module 4/(© : ) est un corps. Or I est monogéne, tous
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ses sous-modules sont des e-modules donc @ : M est un idéal super-irré-
ductible en A et semi-premier, donc le quotient est un corps (McCov, loc.
cit. chap. VI, th. 35).

La condition b se traduit au moyen de la notion d’élément primal (cf. [8],
[18]). Pour que © soit super-irréductible en 3, il faut et il suffit que :

a'. © soit primal d’adjoint maximal M et le résiduel © : M soit mono-
géne non nul, et

b'. pour tout u 2 @ on ait © : Mu# ® : Au.

Pour la proposition directe on remarque qu'on a @ << Az, avec
© : Ax — M maximal et donc @ : M est monogéne et non nul : M est un
idéal «relié » & @ en M et, de plus, tout a€ 4 relié & © est contenu en M
car on a

©: 400, donc O : AdadAx et axr =@ et aeM.

De plus, d’aprés la section 2, tout sous-module non nul de 3 contenant un
module simple on a la condition &'. La réciproque est immédiate.

En particulier, un module primaire sera super-irréductible si et seulement
si il est uniforme (cf. section 15).

Les modules W super-irréductibles en 3 sont facilement caractérisés par
la propriété d’étre les sous-modules maximaux de $ parmi ceux qui ne
contiennent pas un élément fixé £ de S (qui est un élément arbitraire de
My — N; si W5 est I'unique sous-module qui recouvre MWq). Cela s’établit
comme pour les idéaux et I'on voit aussi que tout sous-module est inter-
section de sous-modules Wy super-irréductibles. Le cas dans lequel les W,
sont toujours en nombre fini servira & caractériser la condition minimale
restreinte dans les anneaux (cf. section 15). Ce résultat traduit enfin pour
les modules le théoréme général de Birkhoff suivant lequel toute structure
algébrique (muni d’opérations finitaires) est union sous-directe de structures
du méme genre et sous-directement irréductibles (1?).

CHAPITRE 1I.

APPLICATION DE LA THEORIE DE RECOUVREMENT AUX MODULES NORTHERIENS.

8. Rappels sur les modules ncethériens et les propriétés de chaines. —
En vue de préciser dans le cas d’une condition de chaine les résultats du
précédent chapitre, on va rappeler sans démonstration certains résultats sur

les modules satifaisant & la condition maximale (1*) et donner quelques
compléments.

(1) Cf. [2] et [16].
() Cf. (1], [3], [11], [13], [15], [19] et [22].
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Il est équivalent pour le module $M de satisfaire 4 I'une ou a I'autre des
trois conditions :

a. T () a toutes ses chaines ascendantes stationnaires,

b. Tout sous-ensemble non vide de 7'(#M) admet au moins un élément
maximal, et

c. Tout We T (M) est de type fini sur 4. On dira que M est ncethérien
(sur A4).

Alors pour que le A-module normal 3 soit ncethérien sur A4, il faut et il
suffit qu’il soit de type fini et que A soit lui-méme un anneau ncethérien
(module neethérien sur lui-méme). En particulier, un module de type fini
sur A ncethérien est ncethérien. On supposera dans la suite de cette section
que cette derniére condition est réalisée. '

Tout We T'(MM) est intersection d'un nombre fini d’éléments |, inter-irré-
ductibles en T'( ). La condition modulaire entraine alors que tout élément
irréductible est primaire au sens de la section 1 (*). On en déduit pour tout
W de T une représentation primaire « normale », c’est-a-dire comme inter-
section dont le nombre n de composants est le plus petit possible, ceci
impliquant qu’aucun composant W, ne contient l'intersection des autres
W; £ MW, et que les radicaux p;des W, soient tous différents. Les p; sont les
« idéaux premiers essentiels » de W; ils sont déterminés et parmi eux il y a
les « idéaux premiers minimaux » dé W en M et des « idéaux premiers essen-
tiels maximaux » tous en nombre fini.. Les premiers sont des a-idéaux et
sont les seuls 4 avoir dans le cas général des composants correspondants W,
déterminés.

De plus, chaque M, est primaire fort, c’est-a-dire que W; : $ contient une
puissance de rad ;. On montre alors qu’on a pour un entier ¢ (appelé expo-
sant de W, sous-module quelconque)

W:MO(radM)e et W: MP(radW)o—1.

Si 7 est un idéal de 4, on a la réciproque d'une proposition de la section 1 :
onaW:I:4M si et seulement si I est contenu en l'un des p; (en fait 'un
des p; maximaux). On désignera par W 'élément maximum parmi les
W : I*, d’ailleurs tous égaux pour k grand. Les sous-modules W sont tous les
composants «isolés » de M, c’est-a-dire l'intersection (uniquement détermi-
née) des composants W; dont les radicaux constituent un ensemble « isolé »
{ pt}, c'est-a~dire qui comprend tout p, contenu dans I'un d’eux.

Le théoréme de structure de KRruLL (%) concerne un idéal premier essen-

(**) En fait, la condition semi-modulaire suffit (¢/. [5] et [11]). L’extension au cas
non commutatif est possible pour les modules (¢f. [18] et pour des cas plus généraux
au moyen de la notion d’élément tertiaire (L. LESIEUR et R. CRoIsoT, 3 paraitre).

(13) Cf. [13] et [14).
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tiel minimal p fixé de W donné en 7 : il existe un élément minimum Mo
parmi les éléments p-primaires (primaires de radical p) qui contiennent I,
et I'on a @ — maximum des MW :J, avec J¢ p. On voit facilement que c’est
aussi I'ensemble des = € MM tels que W: Az ¢ p et qu'on peut prendre pour J
rendant $:J maximum (=MW®) le produit (p;.ps...p,)%, si I'on prend
P =p; et s grand.

Le module #M sera dit de longueur finie (en tant que groupe a opérateurs)
s'il posséde une chaine maximale

Y03 W3 RSN} Ny

de sous-modules. Le théoréme de Jordan-Holder s’applique. Un tel module
est caractérisé par le fait qu’il est de type fini sur 4/(® : $) et que ce
dernier anneau est un anneau d’Artin (1¢). 3¥ satisfait alors aux conditions
de chaines ascendantes et descendantes. En particulier, un module de type
fini sur un anneau d’Artin est un tel module. Plus généralement si 7'($)
satisfait 4 la condition minimale et si 3 est normal sur 4, ’ensemble des
ombres satisfait 4 la condition minimale. De plus, si 7($H) satisfait a la
condition minimale et si tout idéal est une ombre en M supposé normal on
voit facilement que M est de longueur finie (cf. prop. 4 suivante).

Si A satisfait a4 la condition minimale restreinte (c’est-a-dire si toute image
homomorphe propre est un anneau d’Artin, tout 4-module de type fini est
ncethérien et il est alors de longueur finie dés qu’il est annulé par un a€ 4
non nul. En particulier, un module de type fini sur un anneau principal
(anneau d’intégrité a idéaux principaux) est de longueur finie dés qu'il satis-
fait 4 la condition minimale (17).

Le lemme classique d’intersection de Krull peut se mettre sous la forme
suivante : si 7 est un idéal de 4 et M en module nceethérien sur A4,

n(l"ﬂl) est l'ensemble des x € M dont Dlannulateur A(z) coupe

Pensemble 1+ 7. Il revient au méme de dire que les diviseurs premiers de /
et A(z) sont tous différents, ou qu’'on a la méme propriété pour les divi-
seurs maximaux de ces idéaux. C’est alors un module de Sylow. Etablis-
sons les :

ProrosiTioN 1. — Si W est un composant p-primaire isolé de i, W : p Ml
est l'ensemble des x€ A tels que W:px MEp ou encore celui des x€ A
tels que W zp M E p.

(18) Cf. [1]. La condition descendante n’entraine pas la condition ascendante. Cela
est toutefois vrai si M est monogéne, puisque c’est vrai dans les anneaux (cf. Thése de
P. SaMuEL, La notion de multiplicité en algébre et en géométrie algébrique [J. math.
pures et appl., t. 30, 1951, p. 159-274 ( Thése Sc. math., Paris, 1949), chap. I].

(1) Cf. section 16.
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En effet, si W est p-primaire,
W:pM—=W:M):p

et comme W' : M est un idéal p-primaire, les deux membres sont ’ensemble

des z de A4 tels que
w:3):pxgp.

On remarque ensuite que si
NR=WnW,n...nMN,

est une décomposition primaire normale de W, W' étant p-primaire on a,
pouri=2, ..., h, p;Ep et alors

N:pzB=W:pz)n...n(N, : px M)
et donc pPW; : pax M pour tout i =2, ..., A, sinon
p2[W,: M]: p2W,: M, donc p2p,
d’oti une contradiction, et il équivaut de dire qu'on a
W:pzMCp et W:pzBCp,

d’ot la proposition qui n’a supposé que l'existence d’une décomposition
primaire sans condition de chaine. On en déduit la :

ProrosiTioN 2. — Pour qu'un composant p-primaire isolé W de W soit
confondu avec p =W : M, il faut et il suffit qu'on ait W:p M p.

En effet, si W: 3 —p, la décomposition primaire de 1 montre que
W:pMEp. Si 'on a inversement W:p M p, on a a fortiori W : p M Ep

et alors 1 est un des éléments « de la proposition 1 et
1eW:pWM, p—=pAl: MCW: M et p=W:M,

car p est une ombre et W' ; 3 est p-primaire.

Prorosition 3. — Pour tout sous-module W de 3 et tout idéal maxi-
mal M il y a équivalence entre les conditions :
a N :le(;

b. BC nM"ﬁI;

c. O:NgEM.

En effet, a entraine que

"= nMnmg mMnm,



IRREDUCTIBILITE DANS LES MODULES. 479

d’ou b. Si b est réalisée, le lemme d’interscciion de Krull montre que pour
tout z de W on a ©:AxE M et comme 1 est de type fini, on a c. Enfin,
¢ entraine a, d’aprés le Jemme 1 de la section 5.

ProrosiTioN k. — Soit M un module type fini sur un anneau A avec
élément unité. Si M est de longueur finie et semi-simple (p(#M) = ©),
tout diviseur de © : M est une ombre et 3 satisfait a la condition mini-
male pour ses sous-modules. Inversement, si M satisfait a la condition
minimale et si tout diviseur de © : 38 est une ombre, 3 est de longueur

JSinie.

En effet, si 3 est de longueur finie, le quotient A’—=A/(© : ) est un
anneau d’Artin et le théoréme 5.2 s’applique : le radical de Jacobson de A4’
est L'—= (o) et A’ est semi-simple. Tout idéal y est semi-premier et, d’aprés
la section 1, c¢’est une ombre.

Réciproquement si M satisfait & la condition minimale et si tout diviseur
de © : A (donc tout idéal de A’) est une ombre, A’ satisfait alors a la
condition minimale et comme 4 a un élément unité, A’ aussi, et A’ est de
longueur finie. Finalement, i est un module de type fini sur un anneau
d’Artin, donc est de longueur finie.

ProrositioN 5. — Un sous-module W de 3 est quasi uniforme en M si
et seulement si un de ses composants primaires dans une décomposition
normale est uniforme ('*).

On appelle uniformes les modules primaires dont le radical est un idéal
maximal de I'anneau 4. La proposition est une conséquence immédiate du
théoréme 2.2 et de la caractérisation des idéaux premiers reliés maximaux
d’un module (section 1).

9. Topologie associée a la notion de recouvrement. — La notion de
chaine maximale conduit & introduire sur I’'anneau d’opérateurs A4 une topo-
logie qui coincide avec la topologie usuelle dans le cas des anneaux semi-
locaux, et d’ailleurs dans ce cas seulement. On appellera pour tout module
neethérien normal M, « topologie sous-radicale » la topologie suivante Z
définie sur M, dans laquelle un systéme fondamental de voisinages de ©
est constitué par les sous-modules [p () : M J* 1, p (M) désignant le sous-
radical de M.

On appellera, d’autre part, « quasi-maximaux » les sous-modules W; dont
les idéaux premiers essentiels sont tous maximaux (ce sont les intersections
finies de sous-modules uniformes). On appellera « topologie quasi maxi-

('®) Un sous-module W est quasi uniforme s’il est couvert (au sens strict) par un
sous-module de M au moins (section 2).
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male T » celle dont un systtme fondamental de voisinages de zéro se:
constitué par les ;. On a le :

TaeorEME 9.1. — Les topologies Z et T sont séparées au sens de Hau -
dorff. Z peut se définir au moyen des sous-modules L" 3, ou L est le
radical de Jacobson de A et T au moyen des sous-modules

Myan...n My M,
M, ..., M, étant des idéaux maximauz arbitraires.

En effet, $ étant de type fini le théoréme 5.2 montre que L est 'ombre
de p(#M) et pour Z on remarque, d’une part, que les M3 sont quasi
maximaux, car on a M5 ; MO M" et M est normal (section 8) et, d’autre
part, qu'un W;— M quasi maximal est tel que pour des /M; et n; convenables
on a

W:MOMy.. .M.
Alors, en prenant une décomposition primaire de #=MW,n... NN, on a
w, oMM, ceey W, 2 My m,
d’aprés le théoréme du radical en un module normal, d’ou
UIM»Bn... oMy ¥,

On en déduit la séparation de Z : il suffit de voir que @ = uxz, avec z € I
et u€ 1+ L entraine z — @. En cas contraire on aurait

A#T1=0 : Ax et A=0 :  Aux=1I:Au1

et u serait contenu en un des idéaux premiers P de I en 4. Alors pour tout
diviseur maximal M de Ponau€ PC M etcomme 1-u € L C Monaurait1 € M.
Enfin la séparation de T résulte de la définition précédente de 7 : sil'on
a pour un z de ¥ et tous M et n, x€ MM on a, d’aprés la section 8,
© : Az ¢ M pour tout M et donc x =©.

Cororiaige. — Tout sous-module W de B est fermé pour la topologie T

Soit, en effet, { W, } la famille des sous-modules quasi maximaux de $M.

L’adhérence de tout W donné en IM est I'intersection ‘ \(lf( - M;). Or en
k

passant aux ombres et en considérant les idéaux premiers essentiels on voit

que les B+ M, sont tous les sous-modules quasi maximaux de 3 qui
contiennent W : le passage au module quotient /M et la séparation

condutsent a n (B -+MN)=M.Onaenfinle:
&
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TuroreME 9.2. — La topologie Z est plus fine que la topologie T et
coincide avec elle si et seulement si A/(© : M) est semi-local.

L’inclusion cherchée résulte du théoréme précédent et de LCM pour
tout M. Si A'= A4/(© : M) est semi-local, L»IH est pour tout entier n quasi
maximal, car L=M, ... M, et

LhSd: MAD(M,... M,)» et A=A

T et Z coincident. Si réciproquement on a 7'—=Z, LI doit étre en parti-
culier quasi maximal : on a pour des M; et n convenables

L 8D (M, ... M)

Or L est semi-premier et est donc une ombre puisque M est de type fini
(section 1); on a L =L#A : M et donc L contient le produit M, ... M, et
lui est donc égal : A’ est bien semi-local.

10. Caractérisation des chaines maximales de longueur finie. — Le
‘recouvrement en un module neethérien se précise de la maniére suivante (1°) :
si MC M (supposé normal ou non) admet Py, P,, ..., P, comme « idéaux
premiers reliés maximaux » et si P; est I'un de ceux-ci, avec la propriété
d’étre maximal en A, alors W + Ax recouvre ! pour tout z€ (N : P;)— M.

De plus, dire qu'il existe une chaine maximale de longueur finie de W
a W (WCN) équivaut & dire que le A-module /W' est de longueur finie,
c’est-a-dire d’aprés la section 8 que A/(W : M) est un anneau d’Artin, ou
encore M’ : M est quasi maximal en 4, donc qu’on a, pour des M, et n conve-
nables,

W:N22(M,... M,)".

Ce résultat peut étre affiné au moyen de la section 5 (lemme 3). Notons
enfin que si M est normal, la section précédente montre que W' : W est quasi
maximal. On a donc la :

ProrositioN 10.1. — Il y a équivalence pour 3 normal sur A et
W CNC M entre les conditions :

a. WW est de longueur finie;

b. W: MMy ... My pour des M, et n; convenable. . et

c. W: W est quasi mazximal en A.

Un module fixé W en S sera le terme initial d’une telle chaine maximale

ascendante si et seulement si un de ses composants primaires est uniforme
(ceci étant indépendant de la décomposition normalisée choisie). La déter-

(') Cf. sections 2 et 8 (prop. 5).
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mination de toutes ces chaines pour W et $ fixés conduira & une équivalence
déduite de la topologie 7 antérieurement définie (cf. section 17) et se fait
au moyen de la :

ProrosiTioN 10.2. — Toute chaine mazximale de modules contenus en 34
et croissant a partir de W; fizé peut étre plongée en une chaine de méme
nature de W; a un élément bien déterminé W; qu’on obtient en supprimant
les composants primaires uniformes de W en $1.

En effet, les sous-modules W; , de 3 tels qu’on ait une chaine
MWW, <... <M ,,CMm

ont un élément maximum : leur somme W* est la somme d’un nombre fini
d’entre eux (car 3M est ncethérien), soit

"
Iu*: Iuz’,1 + ...+ u;'l,h

ui;u;:ﬂui; v
I3

Comme le second membre est intersection finie d’idéaux quasi uniformes
(d’aprés la proposition 1), il est lui-méme quasi uniforme comme on le voit
en considérant ses diviseurs premiers. Alors (d’aprés la méme proposition)
M est un W, particulier. La section 8 montre aussi que W* est le maximum
des résiduels de la forme W: (M3:... M3:). En sens inverse, cette propo-
sition donne toutes les chaines maximales dans un module #{ fixé : on prend
un sous-module W' C M arbitraire sans idéal relié qui soit idéal maximal
en A et 'on applique le lemme 3 de la section 5 : on considére un diviseur
maximal de @ : W* et ainsi de suite. Le probléme est résolu.

On sait que dans un ensemble partiellement ordonné quelconque toute
chaine est contenue en une chaine maximale : c’est une proposition équi-
valente a 'axiome du choix. Dans 'ensemble 7" () des sous-modules de
les chaines seront donc des sous-chaines arbitraires des chaines maximales
que nous allons décrire. Soit C 'une d’elles.

C aura un élément maximal (donc maximum) 7, et C— { I, } de méme. On
en déduit une chaine Jyp= 7, 3= ... %= 1,%= ... Dans un premier cas /, décrit
tout C qui sera ainsi de type au plus dénombrable. Dans le cas contraire, il
existe en C— {1y, ..., I, ...} un plus grand élément /' qui est nécessai-
rement l'intersection des J,. On continue avec I’. Alors C est constituée dans
le cas général par une succession transfinie de chaines dénombrables du type
précédent.

etl’'ona

11. Cas des anneaux noethériens. — Si A4 est un anneau ncethérien et /
un idéal de 4, 7 possédera des diviseurs stricts minimaux si et seulement s’il



IRREDUCTIBILITE DANS LES MODULES. 483

est quasi uniforme (sections 8 et 9), c’est-d-dire finalement s'il existe un
diviseur maximal M de 7 qui ne contienne que des éléments reliés a 7. Sil’on
a une décomposition primaire

I=0n0Q:n...Nn0Q,, avec radQ—=M,
ona

I 'M=(Q:M)nQ:n...Nn0Q;

on en déduit tous les J tel qu’on ait J $= 7 au moyen de la proposition 1 de
la section 8.

Le cas particulier ot J/J est un corps est ainsi caractérisé : d’aprés la sec-
tion 3, il faut et il suffit pour qu'il en soit ainsi qu'on ait I ; M E M, c’est-
a-dire (prop. 1 et 2, section 8) que Q =M : on le voit d’ailleurs directement
en prenant une base finie de M sur 4. On a alors

J=0:n...nQ; et JI~K—=—AIM.

On en déduit qu’'un anneau d’Artin est semi-simple si et seulement si ses
idéaux minimaux sont tous des corps C; et qu'il est alors somme (directe)
des C;. La proposition directe est classique (2°). En fait tous les idéaux
minimaux de l'anneau d’Artin donné A seront des corps si et seulement si
les composants primaires de (o) sont des idéaux maximaux (et donc tous)
de 4 : on en déduit que A est semi-simple, et réciproquement. Alors A est
un socle (section 12).

12. Modules dont le treillis des sous-modules est géométrique. Socles
et hypersocles. — Les sous-modules W d’'un A-module ncethérien 3 qui
satisfont & la condition d’union-irréductibilité définie & la section 6 vont étre
caractérisés ainsi que leurs sommes : on en verra ensuite la relation avec les
socles neethériens. On a le :

LemMe 1. — Le sous-A-module monogéne Ax de M est local s'il existe
parmi les idéaux maximaux M; de A un M; tel qu’on ait

Aze () M=,
i#£j,n>0
et I'on a alors
Az = M;z.

La condition sur Az équivaut, d’aprés la section 6, a écrire que I'annu-
lateur A (z) = @ : Az est contenu en un seul idéal maximal : on sait d’aprés
le lemme d’intersection de Krull (section 8) que pour tout i, @ : Az ¢ M;

(%) Cf. [22], t. 2, section 118.
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équivaut &4 ze€ nM?ﬁI, d’ou moyennant le théoréme 6.1, le lemme 1.
n
On en déduit aussi que $M; est le composant de @ en M qui est déterminé
par 'ensemble des idéaux maximaux M; = M;: c’est donc aussi l’intersection
des composants primaires de © dont le radical n'est pas contenu en M,.
De plus, il existera un sous-module local non nul si et seulement si un
des idéaux premiers essentiels de @ en M n’est pas contenu en tout idéal
maximal de 4, c’est-a-dire est non contenu dans le radical de Jacobson de 4,
d’ou le :

LemMe 2. — 1l existe en 3 des sous-modules locaux si et seulement si le
radical de Jacobson de A ne contient pas tous les idéaux reliés a © en 3.

La caractérisation des hypersocles neethériens (section 8) utilisera le :

Lemme 3. — Ur anneau ncethérien A est un hypersocle sur lui-méme si
et seulement si c'est une somme directe finie d’anneaux locaux.

D’une maniére générale si W est un hypersocle de type fini sur 4 ncethé-
rien, la condition de chaine ascendante montre que c’est une somme finie de
sous-modules locaux : Az, + ...+ Ax,. Alors on a

O N=(0:4z,)n...N(O:Azx,)

et tout diviseur P premier de @ :W est diviseur de l'un des @ :Az,.
Alors, d’aprés la section 6, P est contenu en un seul idéal maximal.
Posons A'=A/(©®:M). On a A'=A si I'on a W=A (conditions du
lemme 3).

Appliquons a l'idéal nul de A’ la troisiéme décomposition classique en
idéaux premiers entre eux deux & deux (') ; (0)=1; N...N1;,0na

A= (A'1))D ... P(A/1}).

Alors les idéaux premiers essentiels minimaux de tout 1; en 4’ sont tous
contenus en un idéal maximal unique M}, et les M} sont tous différents.
Les A'/f;, sont donc des anneaux locaux. La réciproque est immédiate. On
va en déduire le :

TneoreME 12.1. — Les hypersocles noethériens sont les modules de type
Jini sur les sommes directes finies d’anneaux locauzx.

En effet, si W est hypersocle sur A4, il est normal sur 4'=—= A4/(©® : W) et
A’ peut se représenter comme plus haut comme somme directe d’'un nombre
fini d’anneaux locaux. Inversement, si W est de type fini sur une somme
directe A = A, P... P A, d’anneaux locaux Az, W = Az, + ... +~Ax, on

(*) Cf. [22], t. 2, section 89.
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a pour tout i I'isomorphisme de 4-modules
A.’L‘i"_\_’ A/ﬂ(l’i) _——Ai/(ﬂ(l'g)nAi)® e @ As/(ﬂ(x,)nA,)

et comme chaque terme de la somme précédente est un module monogéne
sur un Ay (et aussi sur 4, la somme étant directe) il est local sur Ay, ne
recouvre qu'un seul sous-module et est aussi local sur 4; Ax; est un hyper-
socle et il en est de méme de M.

On déduit de ce qui précéde une nouvelle caractérisation : Un 4-module
neethérien est un hypersocle si et seulement si toute ombre premiére est
contenue en un idéal mazimal unique (*?).

Appelons hypersocle d'un A-module neethérien donné 3 la somme £ (M)
des sous-4-modules locaux contenus en M. La somme (M) est la

somme directe des modules ;= { \ M7 M dont chacun est constitué,

i£j;n>0
d’aprés le lemme 1, par la somme des sous-4-modules locaux attachés a M.

En effet, si I'on aj;2;" et yeM;nM;, d’aprés la proposition 3 de la
section 8, y - o entraine M; =M ;.

Puisque d'une maniére générale tout module simple est évidemment local
on a linclusion §(M)D2F (M) si S(M) désigne le socle de M. La
condition maximale pour les sous-modules de 3 entraine que la géométrie

projective associée au socle 5 (M) — 2(@ :M;) est de dimension finie.
j
On a enfin le :

TutoriME — 12.2. — Pour un A-module neethérien B, les conditions
suivantes sont équivalentes :

a. B est un socle (de dimension finie);

b. B est de longueur finie et semi-simple (p(8) = ©);

c. 3 est de longueur finie et tout sous-module local de 3 est simple;

d. B est semi-simple, satisfait a la condition minimale et tout diviseur

de © : S est une ombre.

Si a est réalisée, le treillis géométrique 7'(F) est de dimension finie,
puisqu'il satisfait & la condition maximale, et, d’aprés le théoréme 2.3, 5 est
somme (finie) de A-modules simples : on a donc p(5) = @ et T(5) est de
longueur finie. Notons que I'anneau 4'—=A/(® :5) est un anneau d’Artin

(?2) Alors A/(©®: M) est un anneau du type de Dedekind au sens de P. JAFFARD
(Théorie arithmétique des anneauzx du type de Dedekind, 11, Bull. Soc. math. Fr.,
t. 81, 1953, p. 41-61). Réciproquement un module non normal ncethérien sur un tel
anneau est un hypersocle. Un autre exemple d’hypersocle est donné par les modules de
type fini sur les anneaux semi-locaux complets (cf. [20]).
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semi-simple. L’'anneau A’ est donc la somme directe d’un nombre fini de
corps (cf. la thése de P. SamuEL, chap. I).

Montrons que si 'on a b, tout sous-module local W de 3 est simple et ¢
sera vérifiée. En effet, 5 étant de longueur finie, il existera, d’aprés la
section 10 des idéaux maximaux M; et des entiers «; (i =1, 2,..., p) tels
qu’on ait

O:UDO:SO2M%... M3p.

Alors on aura, d’aprés la section 6, par exemple ©@ : WC M, et donc

o :NEM, ey, OUENM,
et donc d’apres le lemme 1 de la section 5,
Ny-M N, N=MN=...=MN
et le théoréme 5.1 montre qu’on a

o(My=MM,.. MJMCMM,.. M;S3Cp(8)=0,
donc

Si la condition c est réalisée, S est un module de type fini sur 'anneau
d’Artin A'=A/(© : %), lui-méme somme directe d’anneaux d’Artin locaux
(SaMUEL, loc. cit.). Le théoréme 12.1 entraine que 5 est un hypersocle et
puisque par hypothése tout module local est simple, 5 est un socle, d’ailleurs
de longueur finie et a est réalisée. Enfin la proposition & de la section 8
montre, d’'une part que b entraine d et, d’autre part, que d entraine b.
L’équivalence des quatre conditions du théoréme est ainsi complétement
établie.

13. Conditions d’inter-irréductibilité, modules super-irréductibles. —
Le passage a 'anneau classique des quotients d’un anneau relativement a un
idéal premier (?*) raméne I'étude de Il'irréductibilité & celle de l'inter-irré-
ductibilité forte qu’'on donnera ici d’'une maniére générale dans les modules.
On obtiendra en particulier une caractérisation de l'irréductibilité ordinaire
établie sous une autre forme par GROBNER et LESIEUR (2*).

De plus, pour étendre aux modules I'étude de l'irréductibilité ordinaire
on est conduit & étendre & un module de type fini la notion classique
d’anneau des quotients.

Soit A un A-module de type fini et S un sous-demi-groupe ne compre-

(%3) Cf. [20], chap. 1.

(%*) Cf. [14] avec une bibliographie et [11], section 13. Le cas des anneaux est traité
en P. SaMuEL, Commutative Algebra, (Cornell. University, 1953), chap. 1V, le lemme |
se réduit au cas ou 'on a n =1.
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nant pas zéro de A, on désignera par M le quotient de ’ensemble des
couples (m, s), avec me M, s€ S, par la relation d’équivalence R :

(my, $;) = (m,, s;)modR = 3Js; €S, avec S$;(sym, —s;m,) = ©.

Si #1 = A on retrouve I'anneau Ay classique des quotients. On désignera
par /V le S-composant de (o) en A4 et par ¢ 'homomorphisme naturel
A—>A|N=A', par My le S-composant de ® en M, ¢ 'homomorphisme

naturel 31 — M/ Mq. Si M (resp. A) est ncethérien, Mg estl'intersection

des composants primaires de ® dont le radical ne coupe pas S (resp. compo-
sants de I'idéal nul). On voit simplement que $ls est un 4-module et méme un
Asmodule; ce dernier est de type fini si le module donné l'est (donc en
particulier ncethérien si S U'est, ainsi que 4). On a A4, ' = M.

On a, de plus, des plongements naturels

A':A/NSAS et W= iﬂﬂ/ﬁlos.ﬂﬂs

On désignera pour tout 1 C M par W* le module 45§ (W) engendré par ¢ (W)
en M et pour tout NC M par (W), le sous-module de engendré par
'ensemble des m € S dont I'image Y (m) est en W :

()= A¢—(1).

On voit comme en SanuEL (loc. cit., th. 1) qu'on a [(1),]* =10 (il suffit de
montrer que tout p € est dans le premier membre. Or p s'écrit (m/, §')
avec m'e W', s€S'=¢(S) et 'on a m'=s". pel, alors m'={(m),
avec me M et donc

pedsy(m)S[(M).]"

Démontrons alors le :

LemMe 1. — Si M est de type fini et WC M, on a W= M si et seulement
si 'ombre W: 3] coupe S.

L’égalité précédente a lieu si et seulement si pour tout systéme de généra-
teurs { w;} de 3 qui donne un systéme de générateurs | p; } de 34 sur 4’ on
a pour tout ¢ : p;€M*. Ceci s’écrit, en prenant un systétme d’antécé-
dents p; € 81 des p; selon ¢, un systéme de ;€W et des 5,€ S, avec

- Lp(xl)

i (?(Si) b) Ll/(xi—s,-p.i):®.
Alors il existe des o; en S avec
o (@ — ;5'1}1-1‘) =0, SOIt 0y ;= 08

d’ou une condition valable pour tous les i ({ =1, 2,..., r), En posant

T==0Cy.u.TpSy...Sn, il vient 7 #CI.
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Réciproquement, si I'on a un 7 en §, avec t I CW on aura pour tout i un
x; €W, avec x;— 74, et en multipliant par un 7; € S arbitraire (.S ne contient
pas nécessairement 1'unité dans nos hypothéses) on en déduit la proposition.

On aura besoin pour la suite de caractériser les correspondants des sous-
modules primaires non triviauz de $s. On les donnera au moyen du
théoréme suivant qui établit simultanément la propriété cherchée pour il
et pour Ag et qui se déduit aisément du lemme précédent :

TreoriMe 13.1. — Si M est de type fini sur A, il existe une corres-
pondance biunivoque I (M, S) entre les sous-modules primaires W;, stricte-
ment contenus en M5 et les sous-A-modules primaires Wy de 38 dont le

radical ne coupe pas S. De plus, les radicaux de W; et Wy, se correspondent
par (A4, S).

On voit d’abord que si W est p-primaire et WCIM, on a W= M
si et seulement si p ne coupe pas S : d’aprés le lemme 1, ceci équivaut &
M: MYNS =y et comme on a

p=i{a€d,a"eN: M)}
on en déduit la propriété et aussi que D My, noyau de ¢, car
te My, st=0eN, s¢p entrainent teM.
On montre facilement qu'on a :
a. W est A 5¢(p)-primaire;
b. Que (W), =MW et [45¢(p)i=p;

c. Tout W contenu strictement en $M, et primaire donne un (W), primaire
dont le radical p, coupe S.

Les modules caractérisés a la section 7 le seront ici plus particuliérement
au moyen du :

THeOREME 13.2. — Pour un sous-module W d’un A-module ncethé-
rien 34, il y a équivalence entre les conditions suivantes :

a. W est super-irréductible en M ;

b. W est primaire et 'on a W:rad W p-N;

c. West uniforme et 'on a (N : rad N) - W;

c'. W est irréductible et uniforme;

d. MW est de longueur finie et contient un sous-module simple unique.

Si I'on a a, W est primaire et aussi quasi uniforme, donc uniforme
(section 8, prop. 5), et, d’aprés le théoréme 2.2, on a b, sinon W serait



IRREDUCTIBILITE DANS LES MODULES. 489

recouvert par plusieurs modules dont l'intersection serait W. Si 'on a b,
on a ¢, car W est recouvert, donc quasi uniforme (section 2). Si l'on a ¢,
A/(W: Al) est un anneau d’Artin et comme W est recouvert par un module
unique on a d, et 'on a aussi ¢/, car si W était réductible il serait, d’apres le
théoréme de la décomposition primaire, intersection finie de W; primaires
donc uniformes (avec W, M) et contenant chacun W: rad®W, d’ou une
contradiction : on a ¢. Inversement ¢’ entraine que W est recouvert par un
seul élément et I'on a c. Enfin d entraine a, car alors tout sous-module non
nul de /N contient un sous-module simple et celui-ci étant unique, W/H
est super-irréductible en /1.

D’une maniére générale tout sous-module de I est intersection de sous-
modules super-irréductibles : c’est un résultat général de BIRKHOFF (2%), mais
cette intersection sera en général infinie (section 15) : d’aprés la condi-
tion ¢, 'intersection sera finie si et seulement si le sous-module en question
est quasi maximal au sens de la section 9. Enfin on voit sur des exemples
simples que la condition d’irréductibilité ordinaire est indépendante de la
propriété d'uniformité.

On va, par passage 4 un module ##, ramener Virréductibilité ordinaire a
la méme notion renforcée (2¢).

Soit alors W un sous-module p-primaire fixé de M. C’est alors l'inter-
section d’'un nombre r de sous-modules W; primaires et irréductibles. Si
aucun élément W; ne contient l'intersection des autres (intersection irré-
dontante) r est déterminé par 1 en M (Kurosu-ORe) et les W, sont néces-
sairement p-primaires. On aura donc r —1 si et seulement si M est inter-
irréductible dans l'inter-demi-treillis (complet) @ des modules p-primaires
W;, avec NCM;C M, lui-méme en correspondance biunivoque (isomor-
phisme de demi-treillis) avec I'inter-demi-treillis @ des sous-modules
p.Ap-uniformes MW;, avec W CM;CH, avec les notations du théoréme
13.1 dans lequel on prend : §S—=A4 — p, posant suivant une notation
classique 34, —= ;.

La condition est donc en @ qu’il y ait un élément primaire minimum
parmi ceux qui contiennent strictement 1* : le passage & T donne le :

TreoreME 13.3. — Un sous-module W du A-module ncethérien 3 est
irréductible en $4 si et seulement s'il est primaire pour un idéal premier p
et si les sous-modules p-primaires qui le contiennent strictement ont un
élément minimum W, (qui est W : p).

(») Cf. (2

(%%) Dans le cas des anneaux, L. LESIEUR (/loc. cit.) précise V'invariant de Kurosh-Ore
au moyen de la dimension d’un treillis géométrique : nous n’avons en vue ici que le cas
extréme r =1. Le A-module 8% /B* est de type fini sur 4 /pVA, si V est I'exposant
de M* (cf. section 16) et r dans le cas général nombre minimum de composants irré-
ductibles du sous-module ®*/R*.
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14. Modules définis par des conditions d’inter-irréductibilité. — On va
préciser dans ce qui suit ceux des socles dont le treillis (géométrique)
associé est une chaine, d’abord dans le cas général puis lorsqu’on impose
encore des conditions supplémentaires. Le cas ncethérien particularisera
les résultats de la section 12 et conduira aux anneaux A tels que tout
A-module soit somme directe de sous-modules monogénes.

On dira qu'un 4-module (unitaire) S est caténaire (ou que c’est un
c-module) si le treillis 77(#) de ses sous-modules est une chaine. Il sera
dit discret si en plus T satisfait a la condition maximale, fortement discret
s’il satisfait en plus  la condition d’étre de longueur finie.

Par exemple A, sans diviseur de O, considéré comme module sur lui-
méme sera un c-module si et seulement si ¢’ est un anneau de valuation de
KruLr (7). Ce sera en plus un anneau de valuation discréte s'il est ncethé-
rien, ce qui justifie la terminologie. Soit enfin un anneau quelconque qui est
sur A un c-module fortement discret (par exemple A4 est une image homo-
morphe propre B d'un anneau de valuation discréte). On appellera un
tel anneau un pseudo-corps; comme les corps il posséde un nombre fini
d’idéaux en chaine. D’aprés un lemme connu (¢f. Mc Coy [16], section 28)
un anneau d’intégrité avec un nombre fini d’idéaux est un corps. On en
déduit qu'un pseudo-corps est un corps si et seulement si c’est un anneau
d'intégrité. '

Enfin un sous-module W d’'un module M sera dit primitif (ou inter-
premier) si # 2 W,n... NN, entraine WD W, pour un i. Il sera dit forte-
ment primitif si cela est vrai d’une intersection infinie (2*).

ProrosiTioN 14.1. — Il y a équivalence pour le A-module unitaire 3
entre les propriétés :

a. M est un c-module;

b. Les sous-modules monogénes forment une chaine;

¢. Les-sous-modules sont tous irréductibles;

d. Les sous-modules sont tous primitifs.

En effet, a entraine . Inversement, si 'on a b, si I'on a les deux sous-
modules M, et W, avec W, PMN,, il n'existe en W, aucun z tel que AxONM,.
Donc 4 tout z€M, on peut faire correspondre au moins un y €W, tel que

AxzDAy: on aura alors Az C Ay, donc finalement on a W, CW, et 'on a a.
Ceci généralise la proposition citée de L. Fucas : un anneau d’intégrité est un

(**) Cf. [10]. Les anneaux de valuation discréte sont caractérisés autrement 2 la
section 23 (th. 23.2).
(28) Cette notion est due a L. Fuchs (Z'/ber arithmetische Ringen, Comm. Math.

Hely., t. 2, 1949, p. 344). Cette notion ne doit pas é&tre confondue avec celle d’idéal
primitif qui donne ici les seuls idéaux maximaux.
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anneau de valuation si et seulement si ses idéaux entiers sont tous irréduc-
tibles. L'équivalence de a et ¢ est immédiate. Si l'on a a, on a aussitét d.
Inversement, si 'on a d, on ac, car tout module primitif est inter-irré-
ductible. Notons que les conditions précédentes entrainent que tout sous-
module de type fini est monogéne : le cas dans lequel il sera local au sens
de la section 6 conduit a la

Prorosition 14.2. — 1l y a équivalence pour un A-module 38 entre les
conditions suivantes :

a. Tout sous-module est union et inter-irréductible;
b. M est un c-module neethérien (c-module discret);

c. Les sous-modules forment une chaine descendante dénombrable dans
laquelle chaque élément a un suivant déterminé;

d. 3 est local pour un idéal maximal M, les sous-modules étant
les M" M, et

e. M est un module monogéne sur I’anneau B— A/(© : M) qui est un
anneau de valuation discréte ou un pseudo-corps selon que 34 n’est pas ou
est fortement discret.

En effet, a entraine que tout sous-module est monogéne et I'on a b.
b entraine que tous les sous-modules sont monogénes et en chaine : la
somme de ceux qui sont strictement contenus en 'un d’eux M est la somme
d’un nombre fini d’entre eux et donc égal & 'un d’eux et W est local, et 'on
a c. Cette derniére condition entraine d, d’aprés la section 5. De plus, si d
est vérifiée, S est isomorphe en tant que A-module a I'anneau B de
I'énoncé : deux cas peuvent se produire. Si I'anneau ncethérien B est sans
diviseur de zéro, c’est un anneau de valuation discréte. S'il y a en B des
diviseurs de zéro, l'idéal nul est primaire et son radical contient une
puissance de M, donc est M lui-méme. Une puissance de M est nulleet il y
a un nombre fini d’'idéaux en chaine : donc e est vraie. Enfin, si 'on a e, la
propriété a est réalisée comme on le voit en considérant & nouveau 4/(® : ).

On voit facilement qu'un module discret S est fortement discret si et
seulement si tout sous-module de ¥ est super-irréductible (en particulier @)
ou bien si tout sous-module est totalement primitif (*°).

Ce qui précéde conduit & une formulation simple de la ‘caractérisation
connue des anneaux A4 tels que tout module unitaire sur A4 soit somme
directe de sous-modules monogénes; le résultat est dd & PrOFer et KOTHE
si 'on suppose a priori la condition minimale, et & COREN et KAPLANSKY
dans le cas général (*°) : la condition est que A soit un anneau d’ARTIN d

(%*) Les anneaux dans lesquels tout idéal irréductible est primitif sont les anneaux
arithmétiques (L. Fucss, loc. cit.).

(%) Cf. CoHEN et KAPLANSY, Rings for which every module is a direct sum of cyclic
modules (Math. Z., t. 54, 1951, p. 97).
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idéauz principauz. Etablissons-le :

LemMg. — Un anneau A est un anneau d’Artin & idéaux principauzx si
c'est la somme directe d’un nombre fini de pseudo-corps. Il a alors un
nombre fini d’idéauzx.

La réciproque résulte du fait que les idéaux d’'un pseudo-corps sont
tous principaux. La proposition directe se montre par induction sur la
longueur (finie) L(A) de I'anneau d’Artin donné 4. Si 'on a L(A4) =1,
A est un corps. Dans les autres cas soit

0)=0:n0:n...NOQ-

une décomposition primaire normale de l'idéal zéro, chaque Q; étant
primaire pour un idéal maximal #;. On a alors

A=A/Q:n...nA4/Q.

et I'on a pour tout i I'inégalité L (A4/Q;) < L(A). Il suffit donc de montrer
que dans le cas ou I'on a r—1 l'idéal nul est super-irréductible. Ceci
résulte de la section 13, car si 'on pose M, = M, (o) est primaire pour M
et (0) : M est principal et minimal d’aprés le théoréme 2.1, d’ot1 le lemme.

Le résultat de COREN-KAPLANSKY montre aussitt, compte tenu de ce qui
précéde, que pour tout anneau A il y a équivalence entre les conditions :

a. Tout A-module est une somme directe de sous-modules monogénes;
b. A a un nombre fini d’idéaux tous principaux;
c. A est un anneau d’Artin a idéaux principaux, et

d. A est une somme directe d’un nombre fini de pseudo-corps.

Ainsi que I'a montré KapLaNsky la méme condition imposée 4 tous les
sous-modules de Zype fini conduit & une classe plus générale et plus
complexe d’anneaux, comprenant en plus des anneaux principaux les anneauz
de valuation presque maximauz, c’est-a-dire les anneaux de valuation 4 qui
satisfont & la condition suivante. Si K est la corps des quotients de A,
{1} une famille non vide d’'idéaux fractionnaires d’intersection non nulle,
{ @~} un systéme de constantes de K tels que les congruences « = a, (mod 7,)
soient résolubles par couples, alors ces mémes congruences ont une solution
dans leur ensemble.

15. Application & des propriétés caractéristiques des domaines de
Dedekind et des anneaux locaux de rang fini. — Les notions d’irréduc-
tibilité pour l'intersection, caractérisées aux sections 13 et 14, donnent lieu
a la caractérisation suivante de la « condition minimale restreinte » qui
s'applique en particulier aux anneaux de Dedekind et aux anneaux de rang
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fini (3). On a les :

ProrosiTioN 1. — Un domaine d'intégrité satisfait a la condition mini-
male restreinte si et seulement si l'on a les conditions :

a. Tout idéal maximal a une base finie, et

b. Tout idéal non nul est intersection finie d'idéauz super-irréductibles.

Si la condition minimale restreinte est satisfaite par 4, 4 est ncethérien
et 'on a a. De plus, tout idéal 7 est intersection finie d’idéaux irréduc-
tibles U; qui sont en plus super-irréductibles dés qu’ils ne sont pas nuls (car
tout diviseur premier de l'un d’eux est maximal). La condition & est consé-
quence de la section 1%.

Inversement, si I'on a a et b, tout idéal premier P non nul est super-
irréductible donc maximal (section 7) et donc a, d’aprés 'hypothése, une
base finie. On en déduit, d’aprés I’énoncé connu de Coren (loc. cit.), suivant
lequel un anneau A4 pour lequel tout idéal premier a une base finie est
nethérien, que finalement toute image homomorphe propre de A est un
anneau d’Artin. La réciproque est établie.

Dans la terminologie de Birknorr et McCov la condition b équivaut i :

b'. Toute image homomorphe propre de A est union sous-directe finie
d’anneaux sous-directement irréductibles. Cette derniére forme ne fait
intervenir que le « treillis de structure » de A, c’est-a-dire le treillis des
congruences de 4, chaque congruence G de A (pris en tant qu’anneau) est
intersection finie de congruences G; chacune telle que G; n’est pas l'inter-
section de congruences G;; G;, la seule exception possible étant 1'éga-
lité G,. Enfin b entraine que tout idéal irréductible non nul est super-
irréductible. La réciproque est vraie dans le cas ncethérien car tout idéal
irréductible l'est fortement dés qu’il n’est pas nul et comme tout idéal est
intersection finie d’idéaux irréductibles, on a 4.

TheorkME 13.1. — Un domaine d’intégrité naethérien est un domaine de
Dedekind si et seulement si tout idéal primaire est irréductible.

Si A est un domaine de Dedekind, I'idéal nul est premier donc irréduc-
tible et tout autre idéal primaire est de de la forme M* (M maximal, n
entier : le critére de Grobner s’applique : on a M": M —=M"" etl'on
a Mr—1%= M. De plus, on voit que tout idéal primaire non nul est super-
irréductible, d’aprés la section 14.

Montrons que si inversement tout idéal primaire non nul est irréductible
on a pour tout idéal maximal M le recouvrement M $- M?, il s’ensuivra
(cf. Comen, [3] par exemple) que A4 a la propriété désirée. Or si I'on prend

(31) Cf. ConEx [3] et KruLL [13].
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une décomposition primaire normale de M?soit Q:NQ.,N...NQ;, les
Qi(i=1, 2, ..., [) sont primaires pour M, donc aussi leur intersection.
Alors le critére général de Grobner (ou le théoréme 13.3) montre qu’on
a M %= M?. On est alors conduit au résultat. On a enfin le :

Trekorkme 15.2. — Un domaine d’intégrité est un domaine de Dedekind
st et seulement si l’on a les deux conditions :

a. Tout idéal mazximal a une base finie;

b. Tout idéal primaire non nul est super-irréductible.

La proposition directe résulte de ce qui précéde. Si inversement @ et b
sont réalisées, tout idéal premier non nul sera uniforme d’aprés la section 7,
donc maximal et aura donc une base finie. Alors 4 est ncethérien et la
condition b entraine que tout idéal primaire est irréductible et le théoréme
précédent conduit au résultat. Enfin comme on sait que pour un anneau
local (loc. cit.) la condition minimale restreinte équivaut au fait que
tout idéal a une base finie d’au plus /¥ éléments, N étant un nombre fixe
(on dit que A est de rang fini), on ale :

CoROLLAIRE. — Un anneau d’intégrité avec un seul idéal maximal M est
de rang fini si et seulement si M a une base finie et si tout idéal irréduc-
tible non nul est super-irréductible.

Pour la réciproque, on voit que tout idéal premier non nul est M lui-
méme et A étant alors ncethérien, vérifie la condition b de la proposition 1.
Le rang introduit ici est & distinguer du rang défini par les chaines d’idéaux
premiers.

16. Application aux modules sur les anneaux principaux. Cas des
groupes abéliens. Calcul d’invariants. — Lorsque l'anneau des opéra-
teurs A est principal, les résultats des deux premiers chapitres peuvent se
compléter. En particulier, si I'on a 4 = Z (anneau des entiers ordinaires)
on aura des propriétés des groupes abéliens, écrits additivement (32).

On sait qu'on appelle « principal » un anneau d’intégrité A dont tout
idéal est principal : ce sont les anneaux d’intégrité ncethériens normaux
dont tous les idéaux premiers non nuls sont maximaux et principaux. En
particulier, ceux d’entre eux qui sont locaux sont les anneaux de valuation
discréte (cf. [20]).

Le théoréme 2.1 et le lemme 5.2 lient alors la notion de recouvrement
des modules et la notion de groupe indéfiniment divisible. 11 y a plus géné-

(*%) Cf. BourBAkl, Algeébre, chap. V et VI et KaPLANSKY, Infinite abelian groups,
Michigan University, 1954. On appellera « cyclique » un groupe (additif) avec un
générateur (sur Z).
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ralement équivalence pour un groupe additif G entre les conditions :

a. Il n’existe pas en G de sous-groupe maximal, et
b. On a pour tout n entier non nul G=naG.

Les conditions de super-irréductibilité (section 7) se simplifient du fait
que tout idéal premier non nul est maximal. On a la :

Prorosition 16.1. — Un groupe abélien additif G posséde un sous-
groupe non-nul minimum si et seulement si l'on a les deux conditions :

a. Pour tout n il existe un g non nul de G qui est d’ordre n s'il existe
un p premier fizé tel que n—o (p);

b. Les éléments d’ordre p de G forment un sous-groupe cyclique
non nul.

La notion de p-groupe (groupe dont tous les éléments ont un ordre fini,
puissance d’un nombre premier fixé p non nul : ¢f. section 1) donne tous
les Z-modules locaux au moyen de la proposition suivante, conséquence
immédiate des sections 6 et 1k :

ProrositioN 16.2. — Il y a équivalence entre les conditions :

a. G est un groupe cyclique avec un seul sous-groupe maximal;
b. G a un nombre fini de sous-groupes en chaine;

¢. G est un p-groupe cyclique.

Soit alors G un groupe de type fini sur Z (il y a un nombre fini de
générateurs). Il posséde des sous-groupes maximaux (contenant tout sous-
groupé donné) et n'est donc pas divisible. Le résultat suivant donne selon
la section 12 le cas ou G est hypersocle. En traduisant le fait que G est un
hypersocle de type fini sur Z au moyen des ombres premiéres il vient la :

ProrosiTioN 16.3. — Les hypersocles du type fini sur Z sont les groupes
de torsion d’ordre borné avec un nombre fini de générateurs.

Remarquons alors qu’un groupe G de type fini est de longueur finie si et
seulement si Z/(® : G) est un anneau d’Artin, c’est-a-dire si les ordres des
éléments de G sont tous bornés par un V€ Z. Onaalors @ : G=ZN, et
si ;= P%P% ... P%* on a, d’aprés le théoréme 5.1, p(G) = (P, ... P,)G.
Le théoréme 12.2 conduit alors a la :

ProrosiTioN 16.4. — Si G est de type fini il y a équivalence entre :

a. G est somme de sous-groupes simples;

b. Lesordres des g€ G sont bornés par un n minimum et st Py, ..., P,
sont les facteurs premiers den on a P,GNn...NP,G=©;
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c. G est de longueur finie et tout sous-groupe cyclique non simple
posséde deux sous-groupes mazximauzx au moins.

Cela détermine les socles ncethériens sur Z et de maniére semblable sur
tout anneau principal B.

Un autre exemple d’hypersocle est fourni par la considération du module
associé a un endomorphisme U fixé E sur un espace vectoriel U de dimen-
sion finie, sur un corps algébriquement clos K (cf. Boursakl, loc. cit.).
Par extension de Panneau d’opérateurs K de £ 3 B—=K[.X] [on prend
pour le produit F.a de F=F[.X]|€ B et a€ E I'image F(U).«] E devient
un module de type fini Ey sur 'anneau principal K[.X].

Alors si (¢(A)) est l'annulateur de Ey, ¢(X) étant le polynome
minimal correspondant, on aura la décomposition en facteurs irréduc-
tibles ¢ = ¢J:(X)...9% (X), les (¢;(X)) étant tous les diviseurs maximaux
de cet annulateur. Le sous-radical de £y est, d’aprés le théoréme 5.1,

p(Ey) = (1. ¢2... @) Eyp.

On en déduit que Ey est un hypersocle de longueur finie. Le théoréme
12.2 montre que ce sera un socle si et seulement si 'on a p(Ey) =0,
c’est-a-dire si les exposants ¢; valent 1, on ala :

ProrosiTioN 16.5. — Pour que le module associé a l'endomorphisme U
de Uespace de dimension finie E soit un socle, il faut et il suffit que le
polynome minimal de U soit sans facteur multiple.

Le cas dans lequel Ey est un B-module local est, d’aprés la section 6,
celui dans lequel £y est monogéne (sur B) et 7 =1. On a alors

o=(X—ea) (€K, n>x1)

et U s’écrit de maniére unique U=2a-+ /¥, @ étant 'homothétie z - ax et N
un endomorphisme nilpotent.

Enfin les invariants introduits dans la décomposition d’un idéal primaire
en idéaux irréductibles (cf. [11], [1%] et section 13) sont liés aux invariants
de certains hypersocles. Pour le montrer on utilisera les définitions
suivantes.

Soit A un anneau normal (au sens de Krull, ¢f. chap. IV) et 3 un
module de type fini sur 4. On dira en abrégé que # est un module
de Krull. Soit {P:}(7€T) la famille de ses idéaux premiers non nuls
minimaux et $¥; le module des quotients (défini a la section 13) de ¥
relativement 4 P;; c’est un module de type fini sur A.—= A, qui est
d’ailleurs un anneau de valuation discréte; on en désignera l'idéal maxi-
mal P A, par P;. Considérons pour tout n et tout 7, le A.-module

r‘r,nz (1HT/P:E m) @ . @ (Iﬂr/P’-",ﬁ’lr),
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c’est un module de longueur finie vy;,, car chacun des facteurs directs est
de type fini sur P'un des quotients A;/P%#, avec k=1, 2, ..

Ce dernier est un pseudo-corps au sens de la section 1%, on le notera X ;.
Les K., s'identifient au corps des quotients de I'anneau d’intégriié 4/P;
on les notera en abrégé par K.

LemMe. — Pour tout t fixé les y:,, déterminent les entiers
f(r, n) = dli(m(Pi,"-*ﬂlf/Pé"mr)

et inversement.

On a, en effet,

Yf,n:f(77 1) +[f(7, 1) +f(T7 2)] KRR

soit

Yon= Dy (n— j +1) £(5, ).

i=1

- Comme v, est la somme de f(7, n) et d'un polynéme & coefficients entiers
en f(t, 1), ..., f(r, n —1), la réciproque est immédiate.

Les invariants d’'irréductibilité introduits par Grunpy (cf. [11],
section 16) qu’on appellera ici « invariants de Loewy », par analogie avec
le cas des anneaux, seront alors définis par

ey = dim (P~ T,/ PY Ty ).
K‘t

On les met en évidence en formant, pour 7 et ¢ fixés les modules P/ ;. On
a P/T; ;= o pour jx [ et, pour { > j les relations

(1) Ry = (i —j +1) (5, )),
(2) Yeu= D heiy =X, (E = j + 1) £ (5, )
i=1 j=1

Examinons alors les relations entre les constantes y et f précédentes et les
invariants d’Ulm-Zippin du A-module

(3) r=(M/P-M)D... O (M /P M)D....
Tout élément de I'; est annulé par une puissance de P: et l'intersection

mpgnrr (n=1,2,...)

n

est nulle et donc V'ordinal ultime de I'* (32) est fini ou ¥, = w.

(*%) Cf. Mackey and KAPLANSKY, A generalization of Ulm’s theorem (Summa Bras.
Math., t. 2, 1947-1951) et KAPLANSKY (déja cité).
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En fait, on a une suite d’entiers finis ou égaux a w,

{alé agé. . .é CZT}

dans laquelle 7" ne dépend que de 7 et qui donne lieu, moyennant les
conventions P’ = A’ et P*=1(0), a I'isomorphisme sur 4.

@ R (AfPF) B @ (A:[P2T),
On a alors :
(5) Pf_n i’f[—ﬂ <P'Tmin(n,1,\/P':oc1) @ . @ <P’:min( n,lT)/P;aT),

(6) M ,= AL/ P" Moo~ (A Proes)) @ @ (AP,
(7) Plckirﬂ:,n’z (P:rmin(k,n,a,))/P'tmin(n,:xi\) EB B (P:rmm( k,ll,aT)/P'Tmin(n,uT)).

Alors le sous-module précédent est réduit a zéro si et seulement si les
exposants d’'un méme quotient sont tels que pour tout p =1, 2, ..., 7 on
ait k> min(n, a,) : pour n fixé P:* M, , est réduit & zéro si et seulement
sil'on a

k> max, [min(n, a,)].

Comme n est quelconque I'ordinal ultime de I‘T:Z W, est bien w, de

n
plus I'* est un module réduit.

Le sous-module U.; formé des éléments de P.*I'* qui sont annulés
par P: est la somme directe (pour n variable) des modules
T
(8) V‘r,k,n—_—_z P':o'(k,n,p)/P;:mlll(n,zes,

g=1

la somme précédente étant directe et o(k, n, p) désignant le nombre
entier
o(k, n, p) =max[min(k, n, a,), min(n, a;) —1)].

Alors le A'me invariant d’Ulm-Zippin est la dimension d;; sur le corps
résiduel K de 4; du quotient des A;-modules

E V:,k,n et 2 Vr,k+1,n~
n

n

On a donc
T

deg=X, W[o(k+1,n,p) —a(k, n, p)].

n=1p=1

On sait d’aprés le théoréme d’Ulm-Zippin, que pour 7 fixé les dr i (A =1,
2, ...) déterminent I'" & un A -isomophisme preés.
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Un calcul facile permet de retrouver ici ce fait directement.

En effet, si 'on a n <k, on a min(n, k) =min(n, k+1)=n et le
crochet est nul. Si I'on a n =4k -1, le crochet est nul si 'on a a, <k et
vaut 1 silona a;> k+1.

Enfin si 'on a nX k + 2, le crochet n’est pas nul et vaut 1 dans le seul
cas ol l'on a I'égalité ap—=4Fk + 1.

Les différences non nulles qui apparaissent donc dans dr ; sont celles qui
correspondent & 1'un des deux cas suivants :

n:k—i—léap et k+1:a9<k+2én

et valent alors 1. On en déduit que d; ; vaut  si et seulement si k est I'un
des entiers oy, — 1, 03— 1, ..., ap— 1 et coincide dans les autres cas avec le
nombre des a, (non tous distincts en général) qui sont strictement supé-
rieurs a k +1.
Les formules (5) montrent qu’on a
T

(9) Sz, n):z[min(n, @p) —min(n —1, )]

p=t

et I'on voit de la méme maniére que f(7, n) est le nombre des a, qui sont
supérieurs ou égaux a n.

Pour un 7 fixé, la suite des f(7, n) détermine de proche en proche les
oy, ..., ar et donc & un A isomorphisme prés les modules #; et I'*, donc
aussi les d(7, k), et d’aprés le lemme, les y; , eux-mémes.

Inversement, si I'on donne la suite des d(t, k), on en déduit, en considé-
rant les d égaux 4 w, I’ensemble des valeurs des a,, puis ces «, eux-mémes
en considérant les valeurs finies des d(t, k). On en déduit les f(z, n) et
aussi les vz, n.

En résumé, il est équivalent de donner pour t fixé l'une des suites
suivantes : Yz n, f(7, n), d(7, n) ou (a4, as, ..., ar). Ge qui précéde montre
alors qu'on a le :

TuroriME 16.1. — La donnée du A.-module I* détermine, a un
Ar-isomorphisme prés, celle du module .. La donnée pour chaque

valuation fizée des invariants d'inter-irréductibilité de Loewy ks, 4, ; déter-
mine les deux modules précédents & un A -isomorphisme prés.

CHAPITRE III1.
SUR DES EQUIVALENCES LIEES A LA RESIDUATION,

17. Sur une équivalence attachée & la notion de recouvrement. — La
caractérisation des chaines maximales dans un module ncethérien conduit
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simplement & une relation d'équivalence qui présente certaines analogies
avec I'équivalence d’Artin. Le chapitre présent est consacré aux équivalences
qui, plus généralement, peuvent s’obtenir par considération d’une topologie
sur I'anneau des opérateurs.

Soit T I’ensemble des sous-modules d'un A-module 3 ncethérien et 7"
Pensemble des idéaux de A4 dont les diviseurs premiers sont A et les idéaux
maximaux (idéaux presque maximaux) : 7" est un treillis multiplicatif,
résidué. Ceci résulte des relations

radU.V =radUnrad V et Uu.vau

et du fait que 7" est la réunion de chaines finissantes du gerbier des idéaux

entiers de 4. Il y a alors équivalence entre les deux conditions imposées 2
deux éléments Vet V' de T :

a. Les résiduels /V: V' et N': [V appartiennent & 7";
b. Le A-module V+ N'/NAN' est de longueur finie.

En effet, la condition a peut s’écrire
(N:N)n(N':N)eT'

et entraine que (/N + NV')/N et donc le A-module isomorphe NV'/(NnN')
sont de longueur finie d’aprés la section 10, il en est de méme de N/(Vn V')
et par passage au quotient de M par VN /V' de méme de NV + N'/(NnN').
On a b. _

Inversement, si I'on a b, le théoréme de Jordan-Hoélder montre que
N+ N'|N et N+ N'/N' sont de longueurs finies et 'on a a.

Les conditions a et & précédentes introduisent en 7" une équivalence R.
On voit facilement que R est réguliére pour la multiplication par un idéal
quelconque de A, réguliére pour I'addition en 7" et méme pour les additions
infinies, puisque toute somme de sous-modules de # est la somme d’une
sous-famille finie. On en déduit que toute classe de 7/R contient un élément
W maximum qui la détermine : ces éléments W* sont, d’aprés la section 10,
tous les sous-modules sans composant primaire uniforme, ou ce qui revient
au méme, d’aprés les sections 2 et 8, les sous-modules qui ne sont recouverts
que par eux-mémes.

Enfin, notons que si S est 'équivalence

N=N' (modS)=37 et I'de T, avec IN=I'N',

on a l'inclusion SCR puisque la derniére égalité entraine I'/V'=INCWN,
donc V: V'€ T', par exemple (*). Cette équivalence S est réguliére pour la

(%) Linclusion SCR est en général stricte, contrairement A une affirmation de la
note [CR,].
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multiplication par un élément de 7"’ (mais non par un élément arbitraire de
T si A n’est pas un anneau d’Artin et non réguliére pour 'addition en T en
général.

18. Correspondance de Galois entre une topologie et une équiva-
lence. — Dans 'équivalence de la section précédente et dans 1'équivalence
d’Artin classique (*°) on se trouve dans la situation suivante qui est suscep-
tible de s’appliquer aux groupes de diviseurs d'un anneau complétement
entier fermé.

Soit IT' un yU-demi-treillis muni d’un ensemble G d’opérateurs (sans
distinction de c6té) qui est un gerbier pour les lois U et ., les relations
suivantes étant satisfaites :

& & &€G: a, oy, ayel
entrainent
&1(&a) = (&1&2)a, gV ay) =ga;Uga,,
(81Ug)a =graUga.

Alors T est une structure algébrique a opérateurs, on désignera par W
son treillis de structure (3¢) ensemble (partiellement ordonné) des relations
d’équivalence £ sur I' qui sont réguliéres pour toutes les opérations (externes
et internes).

EXEMPLES :

1° T est 'ensemble des sous-modules d’'un 4-module S et G le gerbier
des idéaux (entiers) de 4. L’équivalence de la section 17 est un élément de.
W d’aprés les inclusions

(1) ININ'DN: N et (N+N")Y: (N +N)VIN: N
silonale G, NV, N', N"€T, et puisqu'un diviseur d'un idéal quasi maximal
est lui-méme quasi maximal.

2° T est ’ensemble des idéaux fractionnaires d'un anneau d’intégrité A4 et
G le gerbier des idéaux entiers. L’équivalence d’Artin est un élément A de
W car on a ici le plongement GCTI'. On a

oy, % €T, a0y =a,(mod A) =[aa; CAs<>aa, C As]
(a€eAdetsed—{@}).

3° Le cas dans lequel 'anneau précédent est complétement entier fermé
(on dira fermé dans la suite) conduit & 'exemple suivant. On prend pour T

(%) Cf. [4], [5] et plus loin section 21. Pour les correspondances de Galois, Cf. [6]
et [7].
() ¢f. (2]
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le groupe des diviseurs (il est réticulé et c’est méme un treillis distributif et
muni d’une multiplication interne : on le notera multiplicativement) et pour
G le gerbier entier des idéaux entiers : ceci est bien possible car si I'on
désigne par D(g) le diviseur de tout g€ G on a, en posant ga =D(g)a
(2, Bel)

g(auP)=D(g) (auP)=D(g)auD(g)p=gaugp

et méme ici g(anB)=gangpB. Alors I est un groupe multiplicatif & opéra-
teurs. Il se trouve de plus ici que W est modulaire (ce qui n’est pas vrai en
général dans les exemples 1° et 2°) et les éléments E) s'identifient & I’ensemble
des sous-groupes stables @, avec I'isomorphisme I'/Ey ~T'T},.

4° On prend G =T, treillis multiplicatif modulaire des idéaux d’un
anneau neethérien dont le radical est fixé.

Dans tous les cas le théoréme des représentations sous-directes de
Birkhoff montre que tout élément de W est lintersection d’une famille non
vide (infinie en général) d’éléments fortement inter-irréductibles en W.

De plus, on vérifie dans les quatre cas qu’on a une résiduation externe :
il existe un élément maximum (noté a,:a,) parmi les g€ G tels que ga, < a;.
Ceci est immédiat pour les cas 1°, 2° et 4° et résulte pour le cas 3° du fait
que I' étant réticulé est résidué (de maniére interne). On aura pour a, : a,
Pintersection (a,a3;')*N A si U* est I'élément maximum de la classe de tout
idéal fractionnaire donné U (modulo I'équivalence d’Artin). On posera dans
les trois cas

[ay aa]=(as: az)N(as: ay)

et 'élément de G ainsi défini s’appellera le double-résiduel de o, et as.,
Notons enfin que la régularité de tout £'€ W par rapport & 'union entraine
que les classes de I' modulo £ sont convexes

<< o< dy, o= a3 (mod £') entrainent o 4+ oy, = o + «,,
donc a = a, et aussi a = a;.

Fermeture de résiduation. — Dans le cas ou existe pour I' une résiduation
externe on met en évidence certains éléments de W au moyen d’une condi-
tion de fermeture de Galois déduite d’une condition (C) qui se trouve satis-
faite dans plusieurs cas usuels.

Pour tout £'€ W, soit E’ ’équivalence définie par

a=f (modE") («, B&T) =il existe des a, 5 ...; a, B
tels que
oy = By, cey ap=f3, (mod £')
et

[, B]2[as; Biln ... N[, Bl
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Lemme 1. — L’opération p(E— E') est une opération de fermeture de
Moore en W. '

En effet, on a d’abord £C £’ € W comme on le voit au moyen d’'inclusions
analogues aux inclusions (i) données plus haut. On voit aussi que (E')Y =E'
puisqu’une intersection finie d’intersections finies de doubles résiduels est
encore du méme type. Enfin Ilisotonie se vérifie immédiatement. Alors
I'ensemble V' des éléments de W qui sont fermés sont ceux des E qui
satisfont &

(C) [a, ﬁ]g[“h ﬁi]n"'n[“m ﬁp]’
avec pour i =1, ..., @,
,=03; (modFE) entraine a = (modFE).

Par exemple, I'égalité (dans les cas 1°, 2°, 3°) et I'équivalence absolue (dans
tous les cas) satisfont & (C) et il en est de méme de I'équivalence de la
section 17, car une intersection finie d’idéaux quasi maximaux est du méme
type. Il en est de méme de I'équivalence d’Artin (théoréme 21.1). On dira
que E'€ W est résiduellement fermée si la condition (C) est réalisée par E.

Lorsque G est le gerbier des idéaux entiers d’un anneau (cas 1°, 2° et 3°,
par exemple) la forme de (C) améne & introduire I'’ensemble & des topologies
7 définies sur 4 par un systéme fondamental d’idéaux {7,}. Si 'on ordonne
@ par la relation 7, << 7, si 7, est plus fine que 7,, on a le :

TrEeoRrEME 18.1. — V est un treillis complet avec élément nul et élément
universel, dans les cas 1°, 2° et 3°. Il est isomorphe & €. On peut définir E'
au moyen de la topologie t associée en T par

a=0 (mod(E") = [a, B] est un voisinage de zéro pour .

On vérifie, en effet, pour V les conditions de MOORE (37) qui sont ici
réalisées car l'intersection (en W qui est un treillis complet) d’une famille
non nécessairement finie d’éléments de W qui satisfont a4 la condition (C) y
satisfait aussi et de plus I’équivalence absolue est en V. L'union en V sera
alors définie par une intersection (en W) et différera de I'union en W. Ceci
est aussi conséquence du lemme 1.

Soit alors E'€ V et soit T(E") la topologie sur A dont un systéme fonda-
mental de voisinages de zéro est constitué par les intersections finies de double-
résiduels d’éléments de I' congrus respectivement modulo E. La condition (C),
satisfaite par E', montre que E' se définit comme dans 1’énoncé. Posons
w(E')=f(E").

Inversement, a toute topologie 7, définie par des {Z,} comme voisinages
fondamentaux [les 7, sont assujettis a la seule condition qu’une intersection

Jinie de I, (A€ L) contienne un 7,,] on associe par I'équivalence de I’énoncé

(*") Cf. (6], chap. L
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un élément £ de W qui est évidemment fermé (donc £=E'e V) d’aprés la
propriété caractéristique des /,. On posera E'=¢(r). Alors f et ¢ sont
isotones, on a EC¢ f(E) et la circonstance particuliére v = f ¢(t) pour
tous £, 7 (*®). La correspondance ¢ f s’identifie alors a4 la correspondance p
du lemme 1, d’ou le théoréme.

Dans les cas usuels (1° et 2°, par exemple) il y a en toute classe (modulo
un E'€ V) d'un « fixé de I un élément maximum. On voit alors que dans la
correspondance du théoréme précédent les topologies telles qu’il en soit
ainsi pour tout a sont celles qui satisfont & la condition :

(M) : Pour tout a de T il existe un élément mazximum parmi les 3 tels
que [a, 3] soit un voisinage pour <.

19. Sur une classe étendue d’équivalences. — Dans beaucoup de cas
usuels la topologie 7 utilisée dans la section précédente satisfait & la condition :

(P) : Le produit de deux idéaux voisinages est un voisinage.

Il en est ainsi pour la topologie quasi maximale (section 9), pour toute
topologie /-adique (section 20) et la topologie définie par la classe unité de
I’équivalence d’Artin (section 21 et chapitre IV).

L’ensemble S des idéaux-voisinages constitue alors un demi-groupe qui est
unitaire dans les cas suivants, c’est-a-dire satisfait a la condition :

(U):Sil.JeSetJeS, onaaussilesS.

11 en est, par exemple, ainsi dans les trois cas précédents dés qu'on suppose
A neethérien (car tout idéal primaire contient une puissance de son radical).

On peut alors associer a toute équivalence E résiduellement fermée et dont
la topologie associée v (définie & la section 18) satisfait aux conditions (P)
et (U) une équivalence E”, plus fine en général et donnée par

Ny=DN, (modE") =il existe I; et [, en S,
avec
IlNlEIQNgo

On a, en général, E £ E”. Au contraire, on a 1'égalité dans le cas de
P'équivalence d’Artin sous la forme générale étudiée au chapitre IV et cela
est vrai plus généralement dans les gerbiers complétement entiers fermés (si
I'on suppose toutefois la classe de I'élément unité entiere). E” est réguliére
pour la multiplication, mais non en général pour I'addition et en général
strictement plus fine que £ elle-méme.

20. Application aux anneaux noethériens. — Si dans I'exemple 1 de la
section précédente (cas des modules) on suppose en plus qu'on a I —A,
I' = G (gerbier des idéaux entiers de 'anneau A) la condition (M), relative

(3¢) Cette double correspondance (f, ¢) est la restriction & ¥ d’une correspondance
de Galois inversée entre W et @ : la théorie [6] chap. III donne aussi le résultat.
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a une topologie donnée 7, déterminée par le systéme {7/, }, se met sous la
forme suivante :

(M")r : Pour tout I de G il y a un élément mazximal parmi les résiduels
I:1,.

En effet, si t satisfait & (M),, tout élément J de la classe 7 sera caractérisé
par l'existence d’'un « tel qu’on ait

(L:I)n(J:1)21,,

I'élément maximum 7* de la classe de 7 contient 7 (régularité pour I'addition)
et est donc I'élément maximum de la forme 7: 7, et I'on a donc (HM')..

Inversement, si t vérifie (M'); et si I:1, et I:I, sont deux éléments
maximaux parmi les résiduels 7: I, ils sont égaux, car J; N1,, est un voisi-
nage et il existera un I, avec I, N1, 21, et donc

1:1,,CIl:(I,,n1,,)<I:1,, pour =1, 2
et donc
1. I,=1:(I,nl,)=1I:1,,.

En particulier, si 7 est la topologie discréte 6, (M'); devient :

(M) : Toute chaine de résiduels d’un I fizé quelconque est stationnaire
si I'on admet I'axiome du choix [pour -prouver I'implication (M,) — (M');].
Comme on est dans le cas 1°, le théoréme 18.1 s’applique. On a le :

THeorENME 20.1. — Si un anneau A satisfait a (M,) (par exemple s'il est
neethérien), il ¥ a correspondance biunivoque entre les topologies t définies
par un systémes d’idéaux { I} et les équivalences € régulieres pour I addi-
tion et la multiplication qui satisfont d

TAUEIFANAT ) AU AN
Ii=J; pour A=1, ..., p=>I=J.

Alors en toute classe d’un idéal modulo une € il y a un élément mazximum.

Par exemple, si I'on prend pour 7 la topologie I-adique sur A supposé
neethérien, I'équivalence E'(7) correspondante est caractérisée par
Jingi—‘E J1 :In: Jg :Ill

pour n grand ou encore
Tin=Pury

alors les deux membres de la précédente égalité coincident avec 1’élément
maximum de la classe (commune) de J; et J;. Comme pour P'équivalence de
la section 17, toute classe est déterminée par son élément maximum.

REMARQUE. — La condition (M,) donnée plus haut entraine que tout idéal J



506 JEAN GUERINDON.

irréductible est primaire comme on le voit en appliquant le raisonnement
classique a la chaine (J: 45") pour tout be A4.

21. Sur une définition de 1’équivalence d’Artin. — Si I'on reprend
I'exemple 2° de la section 18 dans le cas ou A est un anneau d’intégrité
complétement intégralement clos on voit que I'équivalence d’Artin X est
r¢siduellement fermée (th. 1) et la réciproque est d’ailleurs vraie. Le procédé
conduit aussi a la notion de S-normalité dans un anneau quelconque
(chap. IV).

On sait (%?) qu’il est équivalent pour I'anneau d’intégrité donné A de satis-
faire a I'une ou & l'autre des deux conditions :

a\" .
a. A <;> €A pourtous n et A, @, s€A— {0} (A est complétement inté-

a
gralement clos) entraine n €d;

8. Le demi-groupe quotient I'/A est un groupe (A est complétement entier
fermé).

THtorkME 21.1. — Pour que les conditions a et 3 précédentes soient véri-
JSiées, il faut et il suffit que Uéquivalence d’ Artin soit résiduellement fermée.
La topologie associée est alors définie au moyen de la classe unité de
U’équivalence X.

Dans ce qui suit la résiduation est prise en I', et la résiduation externe
(définie & la section 18) lui est reliée par la relation

(U, V]=U:V)n(V:U)nA.

Si I'on suppose donc 3 vérifiée et I, JET', alors I=J entraine [/, J] = A
puisque X est réguliére pour l'intersection. De plus, la classe unité définit
une topologie T sur A pour la méme raison et 'on a donc ACE(T) et
P'inclusion inverse est vraie car si /= Jmod E(T), il existe un voisinage V'
tel que 712JV et J21V et de A : V= A on déduit

A I=A:JV=(A:V):J=A4:J

et en permutant 7 et J, on a /=Jmod X qui est bien fermée au sens de la
section 18.
Si, inversement, A est fermée et si 'on a /= Jmod 3, si 'on pose

L=I:)n(J:I)nA,

(%) Cf. [5], livre II, p. 162-165 et 240-247 : le treillis (multiplicatif résidué) I' est
caractérisé par y : Y = A pour tout yE€I. Cf. aussi [22]: VAN DER WAERDEN emploie le
terme « integrally closed » que nous réservons ici a la condition (moins forte) de ferme-
ture intégrale. Le cas des anneaux avec diviseurs de zéro sera examiné au chapitre IV.
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on a
(L, A]l=(L:A)n(A:LynA=(L:A)nADL

et donc [L, A]2[Z, J] et donc enfin L = 4 mod A et, par convexité, on a
aussi AN (Z:J)= A. En particulier, on a pour tout /T

An(I—: )= A.

Posons alors 7./~*—=R; ona RCA et donc [R, A] =R et aussi, d’aprés
la définition des double-résiduels,

R=An(A:R)=An(I:I);

on a donc pour tout /€T, 7./-*= A, mod X et I'on a donc 3.
Le raisonnement fait montre plus généralement que dans tout gerbier
quasi entier complétement entier-fermé I'équivalence d’Artin se définit par

I=JmodA = (I:)n(J:I)nA=A.

On voit, de plus, pour la suite (section 22) que cela équivaut a
L:hHnJJ: )= A4,

puisque la classe d’'un élément entier est entiére et puisque pour tous U,
VelTonaU:V=U.V"'modA.

22. Caractérisation des anneaux complétement intégralement clos. —
Une caractérisation des groupes due & G. THIErRIN (Thése, Paris, 1954, th. 85)
va donner d’autres formes de la condition « ou 3 de la précédente section et
cela donnera, par exemple, une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
anneau d’intégrité ncethérien soit intégralement clos. Dans le cas abélien on
a I'énoncé : un demi-groupe abélien est un groupe si et seulement si toute
équivalence réguliére est simplifiable (*).

TrtoreME 22.1. — Un anneau d’intégrité A est complétement intégrale-
ment clos dans son corps des quotients si et seulement si I'une des conditions
équivalentes suivantes est réalisée :

a. L'équivalence d’ Artin est résiduellement fermée;

(%) G. THIERRIN, Contribution a la théorie des équivalences dans les demi-groupes
(Bull. Soc math. Fr., t. 83, 1955, p. 103-159 : Thése Sc. math., Paris, 1954 ), théoréme 83
et P. DuBREIL, Contribution & la théorie des demi-groupes (Rend. Matem. Roma,
5¢ série, t. 10, 1951, fasc. 1, 2) : une équivalence principale est attachée a un complexe
Hde D:

a=a'=onaareH=axeH,;

elle est réguliére pour la multiplication.
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b. Toute équivalence réguliére pour la multiplication et moins fine que
A est simplifiable ;

c. Toute équivalence principale qui contient X est simplifiable.

D’apreés le théoréme 21.1, il suffit de montrer que b et ¢ sont équivalentes
a la condition 3 donnée précédemment et selon laquelle I'/X est un groupe.
Or ceci résulte immédiatement du fait qu’il y a correspondance biunivoque
entre les équivalences réguliéres en D et les équivalences en I' qui contiennent
A et sont réguliéres pour la multiplication. De plus, toute équivalence
réguliére en un demi-groupe étant intersection d’équivalences principales on
en déduit le résultat.

CHAPITRE 1V.

THEORIE MULTIPLICATIVE DES IDEAUX.

23. Définitions de la S-normalité d’un anneau. — Le procédé de défi-
nition de certaines équivalences  partir de topologies va permettre de géné-
raliser, en un sens précisé, 4 un anneau commutatif quelconque A la théorie
multiplicative classique (*!).

On sait que l'absence de factorisation des éléments eux-mémes d’un
anneau 4 (supposé d’abord sans diviseur de zéro pour simplifier) conduit &
introduire les idéaux et les domaines d’intégrité D dans lesquels tout idéal
non nul est produit unique d’idéaux maximaux.

Conen a publié (*2) une démonstration simplifiée d’un résultat de Matusita
suivant lequel on obtient un tel domaine D en supposant seulement la facto-
risation de tout idéal non nul en produit d’idéaux premiers p,. Ces idéaux p;
sont alors a posteriori maximaux en 4 et déterminés a I'ordre prés.

En fait, la théorie a été étendue au cas ou A est ncethérien et intégralement
fermé dans son anneau total des quotients, mais la factorisation n’est valable
qu’a une équivalence prés. L’étude d’une équivalence satisfaisant a certaines
conditions (en fait plus précises que les conditions introduites au chapitre
précédent) a conduit a étendre la théorie classique d’Artin-Priifer a des ger-
biers généraux : c’est le point de vue qu’'on adopté M.-L. DUBREIN.-JACOTIN et
P. DusreiL dans I'étude des variétés arithmétiquement normales (*?).

Toutefois, dans les théories précédentes, la condition de chaine ascen-
dante est supposée et les propriétés de factorisation sont alors obtenues
a posteriori. La construction axiomatique qui suit prend la factorisation
comme point de départ.

(*1) Cf. [4], [5] et [22].
(*2) Cf. [3], th. 6.
(*3) Cf. [4] et [20] et pour S la section 4 et la remarque précédant le théoréme 23.2.

En fait, S est souvent ’ensemble des éléments non reliés & un idéal fixé.
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Soit alors 4 un anneau, commutatif, muni d’'un élément unité non nul
(avec d’éventuels diviseurs de zéro) et S un sous-demi-groupe de 4 ne con-
tenant pas zéro et tel que

z€A— S et a€Ad=axé¢S.

Soit ¥ =N (S) le S-composantde (o), 9 ’homomorphisme naturel de A sur
A/N=A', §' I'image ¢(S) et A5 I'anneau classique A%. On voit que S' ne
contient aucun diviseur de zéro de A'.

Soit aussi 7'(S) le treillis, multiplicatif, muni d’une résiduation interne
des idéaux fractionnaires réguliers de A4, c’est-a-dire des sous-4-modules
de As qui ont en S’ un dénominateur commun et contiennent chacun un

élément de la forme :—:,i (s et s, € S') appelé régulier. On désignera par A (S)
2

I'équivalence d’Artin dans le gerbier (quasi entier) G(.S) des idéaux régu-
liers précédents. Posons alors la :

Derinirion. — On dit que U'anneau A est S-normal si tout idéal entier
régulier I' de A' est congru modulo A(S) a un produit d'idéaux
entiers réguliers premiers p; de A'.

ExeMpLES. — a. Si A4 est un anneau d’intégrité normal (au sens de KruLv)
il est S-normal avec S—=4A — {o} (**). La réciproque sera établie avec le
théoréme 25.1, ce qui justifie la terminologie employée.

b. Si A est un domaine d’intégrité nceethérien et si 7'(S) est entier fermé
(il revient au méme ici de dire que A est intégralement clos ¢n son anneau
des quotients As), alors A est S-normal (**) et réciproquement. Cette réci-
proque est fausse dans le cas général. En particulier, un anneau m-adique
de Zariski est S-normal si 'on prend § =1+ m.

c. La S-normalité peut aller de pair avec un anneau Ag normal (c'est le
cas si A estun anneau ncethérien intégralement clos) et avec un anneau 4snon
normal (prendre 4 non normal et pour S1’ensemble des éléments inversibles).

On réservera dans la suite I'expression intégralement clos (complétement
ou non) aux éléments eux-mémes et I'expression « fermé » au treillis 7°(S) :
les deux notions ne coincident pas si A n’est pas neethérien.

On a alors le résultat fondamental suivant :

TreoriME 23.1. — Si 4 est S-normal, T(S) est complétement entier
Jermé et les idéaux premiers p; attachés a I' et incongrus a A’ sont déter-
minés @ l'ordre prés et sont les idéaux premiers minimaux de I' qui sont

(%) Cf. W. KRruLL [13], section 43, et aussi SAMUEL, Commutative Algebra, Cornell
University, 1953.

(%) Cf. [5], livre II, chap. VI, théoréme 15. Le résultat n’est plus valable si 4 a des
diviseurs de o (cf. section 27).
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incongrus a A'. Pour I' variable, la famille E de tous les idéaux p, coin-
cide avec :

E, : Ensemble des éléments minimaux de ’ensemble des idéaux premiers
qui coupent S';
E, : Ensemble des idéauzx premiers réguliers minimaux ;

E; : Ensemble des idéaux premiers réguliers p' tels que p' incongru a
A et p'cJ CA entraine J'=A'.

On peut supposer qu’on a S=.5' et alors que S ne contient aucun diviseur
de o. Tout 7 satisfait mod A(S) & /= p,p,...p, etil suffit de voir, par
exemple, que p,—p est A(S)-inversible, car les classes d’équivalence
d’idéaux réguliers formeront un groupe. Or p contient un €S et l'on a
mod A (S), Az =gqq,... q, et comme on a Ax = (Az)*, p contient ¢ par
exemple. Alors comme ¢ est A (S)-inversible, il suffit de montrer qu’'on a
pP=q.

Si I'on avait p £ ¢, on va voir qu'on aurait p =4 contrairement & 'hypo-
thése. En effet, gp—! est régulier et entier d’aprés gp—1C pp—1CA et I'on a

gpri=u,...u et PP i=01900. 0. 04
Or on voit par convexité qu'on a gg—!= A et donc

PP Ti=uiuy .. U P = Geivs. .. Vs,
Ugllg oo W pGgt=(qq1)0102...vs=00s...9;,C A4

et comme la classe d’un élément entier est entiére on a
ity ... up(g9)<q.

Or g ne contient pas p et non plus gg—* (par convexité on aurait g =4 en
cas contraire), donc on a ¢*2 (gp—)* et donc

A= (99 ) =(g"q ') 2[(gp~*)' ']

et donc (p~—1)*C A, donc p—tC A, ce qui est impossible.

On en déduit que T'(S) est complétement entier fermé et que tous les p;
attachés & un I’ fixé sont A(S)-inversible, et si I'on se borne & considérer
ceux qui sont incongrus & A’ ils sont chacun maximaux dans leur classe
(cf. [B], livre II, p. 245), donc contiennent chacun I'=1 : 'unicité des p;
en résulte alors par récurrence sur 7. De plus, si I'on a 7CJC A, les inclu-
sions étant larges, I'unicité de la décomposition de I'idéal entier JJ—* donne
la loi @ : tout composant premier de J incongru & A4, qui figure dans la
décomposition de J avec un exposant égal au moins a & figure dans celle de
I avec un exposant &’ tel qu'on ait A’ k. De plus, chaque p; est premier
minimal pour / d’aprés la loi @, car p; Dp' DI’ entrainerait p'= A, donc
p'=p", donc pour un ; différent de i, p; 2 p/;, ce qui est impossible.
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Inversement, tout idéal premier minimal p’ qui est en plus incongru a 4
est 'un des p; précédents d’aprés la relation p — p*. La loi ® montre encore
quon a £E—=E,= F,.

Pour voir qu’on a £;2 F on remarque que tout p € E; contient un s€ S
tel que As=W,W,... W, et 'on a p2As—=(As)*, donc, par exemple,
p2 W, qui est en £ —=F}. 1l reste a voir que les relations p € E; et les inclu-
sions strictes A > p>m>D (o) sont incompatibles pour tout idéal premier m
qui coupe S et enfin que p coupe S lui-méme.

Or m est régulier et comme par convexité ona m = A, on a m =m*et p
contiendrait un des composants de m, d’ou une contradiction. Enfin on a

pEE,, donc p~1£ A4 [sinon p =p*—=(p.p~t)*=A] et il existe un a€ 4 et
un s€ S, avec ?pSA et -? & A et donc (4s: p) N A contiendrait strictement

As : la loi @ montre que s€p.

Naxavama a montré qu'il existe des anneaux complétement intégralement
clos en leur corps des quotients qui ne sont pas intersection d’anneaux de
valuation discréte, donc ne sont pas des anneaux normaux au sens de ce
chapitre (**). Ceci montre que la notion de S-normalité est strictement plus
forte que la notion d’anneau complétement entier fermé (section 21).

Extension des définitions. — On a supposé dans ce qui précéde 4 — S
multiplicativement stable en A, c’est-a-dire aussi que S contient ses diviseurs
en A*= A — (0). Alors un idéal fractionnaire est S-régulier si et seulement

’

. . .8 .
s’il coupe §', car tout I' qui contient S—,‘ (s, s, €8') contient s.
2

Si A est la fermeture qui associe & tout sous-demi-groupe S de A* le demi-~
groupe S* de ses diviseurs en A*, on a /N(S)=/(S*), 'homomorphisme

9:A —q;A/]V(S) = A/N(S*) et l'identité de 45 et As. On voit facilement
que 7'(S) et T'(S*) coincident, donc que 7(S) est résidué. On pourra donc
dans la suite parler indifféremment de S-normalité ou de S*-normalité.

Le résultat classique de MaTusiTA-CoHEN (cf. [3] : un domaine d’intégrité
dont tout I'idéal est produit d’idéaux premiers est un anneau de Dedekind)
est un cas particulier de I'implication ¢ — @ du résultat plus général suivant,
valable en présence de diviseurs de o :

TutorEME 23.2. — Si A est S-normal et si E désigne l'ensemble des
idéaux premiers réguliers minimaux, il y a équivalence entre les trois
conditions suivantes :

a. Tout idéal premier S-régulier appartient a E;

b. L'équivalence d’Artin en T'(S) est I'égalité;

(%8) Proc. Imp. Acad. Tokyo, t. 18, 1942.
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c. Tout idéal régulier entier est égal a un produit d’idéauzx entiers
premiers (réguliers).

Si I'on suppose a vérifiée, tout U congru a4 A est entier. S'il était contenu
en un idéal premier maximal M de 4 on aurait M€ E et donc, d’aprés le
théoréme précédent, on aurait U incongru & A : on a alors pour tous 7, J de
T(S) congrus modA(S) I:J=1IJ"'=A, donc IDJ et aussi J21I, d'ou
I—=Jetlonab.

La définition de la S-normalité montre que la condition & entraine la
condition c.

Supposons ¢ vérifiée, et soit p un idéal premier S-régulier : il contient
d’aprés le corollaire précédent un s€ S (on peut supposer S =.') et comme
As est maximum dans sa classe mod A (S), elle-méme réguliére pour 'inter-
section, on a 'égalité

As=pHnp¢in...ap2

si p!®) désigne I'élément maximum de la classe de p*. Or, par hypothése, As
est égal & un produit d’idéaux premiers (nécessairement réguliers) m;, soit
ndi... b et comme on a (4s)(As)~'=A, on a pour tout j, m;n;' =A.
On a, d’autre part, la congruence

As=puph... p* et As=(As)'Cp.np.-n...Np,,

chaque p; contient un des 7; et coincide avec lui. On aura par exemple
(d’aprés l'unicité) : As=7%... n>3}, donc

Asdmd. .. dn. . wdy
d’ou égalité
3. P =t wdn.

Comme les 7; sont A-inversibles, on a A —=o. Finalement on a l'identité
(pour les idéaux As) entre la factorisation et la quasi-factorisation : on peut
alors terminer comme en COHEN (*') : Si 'on avait p non en £ on aurait
p DT, par exemple et I'on posera m —m,, 7 étant alors A-inversible. Il exis-
terait z € p — m et 'on aurait, d’aprés I'hypothése, deux décompositions

T+ Ar=uu,... et T+ Axt=v0,...9,

et en passant & A'=A/m, on voit qu'on a (T + Az)*=n+ Ax?, dou
finalement
n(n+Ax)=m et T+ Axr=A,

d’ou une contradiction.

On remarque enfin que la condition @ s’exprime aussi (en 4 S-normal) de
la maniére suivante : tout idéal premier (entier) est mazximalen A. De méme
pour ¢ : pour tout idéal entier I régulier A/I est un anneau d’Artin : c’est
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la condition minimale restreinte pour I’ensemble des idéaux entiers réguliers.
La loi @ et la condition 5 montrent qu’on a la condition maximale pour les
idéaux entiers réguliers.

La question se poserait de trouver des conditions générales sur S telles
que cette condition minimale restreinte entraine cette condition maximale.

Le cas dans lequel I'ensemble £ du théoréme précédent se réduit a un
élément unique constitue une généralisation assez naturelle au cas des
anneaux avec des diviseurs de zéro, de la notion d’anneau de valuation
discréte (anneau local régulier de dimension 1). Lorsqu’il en est ainsi les seuls
idéaux réguliers entiers sont les puissances p, p®, ... d'un idéal premier
déterminé.

Les théorémes 23.1 et 23.2 montrent facilement qu’un anneau d'intégrité
est un anneau de valuation discréte si et seulement si les idéaux entiers non
triviaux sont les puissances d’'un idéal premier p fixé. On appellera donc
plus généralement anneau de valuation discréte tout anneau A tel que les
idéaux 7/ qui ne contiennent pas que des diviseurs de zéro sont des puissances
d’un idéal premier p déterminé.

2. Propriétés générales des équivalences A (S). — L’étude précédente
de la normalité relative & un demi-groupe unitaire donné S conduit alors,
dans le cas général & une équivalence A(S) qu'on peut déduire d’une topo-
logie sur A comme dans le cas de 1'équivalence d’Artin classique.

Avec les notations des sections 18 et 23 on prendra pour I' I'ensemble des
idéaux fractionnaires S-réguliers, et pour ensemble des résiduels externes le
gerbier G des idéaux entiers réguliers de 4.

On voit alors, comme aux sections 21 et 22, que si 4 est S-normal, A(S)
est résiduellement fermé et que la topologie 7°(S) associée peut se définir
avec pour voisinages fondamentaux de zéro ceux des idéaux entiers de 4 qui
coupent S et ne sont contenus en aucun idéal premier régulier minimal p
[peE(S)].

Alors le groupe L des classes peut s’écrire additivement comme la somme
directe (discréte) de e copies de 'anneau Z des entiers ordinaires, ¢ désignant
la puissance cardinale de £'(S). Ecrit multiplicativement, ce groupe est libre,
engendré par les éléments de £'(S). Aux équivalences réguliéres &, contenant
A (S) correspondent les sous-groupes de L. Aux sommes de sous-groupes
super-irréductibles de Z en L (cf. section T) sont associées les équivalences
super-irréductibles parmi les @, et chacune d’elles est principale, puisque
toute équivalence régulidre est intersection d’équivalences principales
(THiERRIN [21]).

Ce procédé permet d'étendre & tout idéal fractionnaire (régulier ou non)
I’équivalence A (S) en B(S) : deux idéaux seront dits congrus modulo 8(S)
si leur double résiduel est un voisinage pour 7'(S).

25. Caractérisation des anneaux normaux généraux. — La théorie de
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la section 23 redonne dans le cas d'un anneau d’intégrité 4 et S—=A4— {o}
celle des anneaux normaux de (Krull), c’est-a-dire des anneaux qui sont
intersection d’anneaux de valuation discréte 4; tels que tout 2 € S soit inver-
sible en tout A4;, sauf pour un nombre fini d’entre eux (*7). Ceci caractérisera
en particulier les anneaux neethériens intégralement clos.

TukoriME 25.1. — Un anneau d’intégrité est un anneau normal de Krull
si et seulement si tout idéal entier non nul est quasi égal d un produit
d’idéaux premiers non nuls de A.

En effet, si 4 est normal la théorie des diviseurs montre qu’on a la propriété
en question. Les composants premiers sont alors déterminés si 1’on se limite
a ceux qui sont incongrus 4 A : ce sont les idéaux premiers-non-nuls
minimaux.

Le théoréme 23.1 permet de démontrer la réciproque sans la v-factorisation
ni hypothése d'unicité a priori. On va construire les valuations essentielles
v; attachées aux idéaux premiers p; de 'ensemble E(=E,) de ce méme théo-
réme. Pour tout # de S —=A — { 0} on définit les ¢;(2) comme les exposénts
(presque toujours nuls) de A« dans sa quasi-factorisation. La propriété d’uni-
cité montre qu’on a pour tous x, y de S la relation : v;(zy) = v;(x) + v:(¥)
pour tout { et cela s’étend & tout élément non nul du corps K des quotients
de A. La loi ® montre alors que si 'on a en plus -y 340, on a pour tout ¢

vi(z +y)>min[v;(x), ¢i(y)]

et cela s’étend (au moyen de la formule du produit) & des éléments
quelconques de K.

Enfin si 'on a u€ K et pour tout i, v;(u) > 0, alors on a Au = I Ip;’i“‘) et

I3

comme la classe d'un élément entier est entiére on a Au—=(Au"C)A4.

CoRoLLAIRES a. — Un domaine d’intégrité est un anneau de Dedekind si
et seulement s’il est normal et 'équivalence d’ Artin se réduit a U'égalité.

Cela est une conséquence de la section 23. On peut aussi dire : A est nor-
mal et I'équivalence d’Artin est réguliére pour les intersections infinies. En
effet, si A est un domaine de Dedekind, il satisfait & la condition minimale
restreinte et toute intersection est égale & une sous-intersection finie. Comme 4
est fermé A (S) est réguliére pour les intersections finies et 'on a la propo-
sition directe.

Si inversement on a cette régularité infinie, désignons par p un idéal pre-

(%7) Cf. [13]. La terminologie est celle de SAMUEL (c¢f. |20]), par exemple. NAGATA
appelle ces anneaux « anneaux de KRULL » et appelle « normaux » les anneaux intégra-
lement clos. -
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mier avec p € E. Si p n’était pas maximal, il ne serait pas super-irréductible
d’apreés la section T et serait donc l'intersection d’une famille U; de diviseurs
stricts, donc tous congrus 4 4; il en serait de méme de p, ce qui contredit
le théoréme 23.1. '

B. Un domaine d’intégrité est a factorisation unique si et seulement st
tout idéal entier est quasi égal a un produit fini d’idéauzx p; chacun prin-
cipal et premier.

Il revient au méme de dire que les idéaux premiers principaux engendrent
multiplicativement les classes de '’équivalence d’Artin.

En effet, si 4 est un domaine A factorisation unique, il est normal et les
éléments de I'ensemble E associé sont principaux, d’ou la proposition directe.

Pour la réciproque on voit, d’aprés la section 23, que A4 est normal; alors
tout idéal minimal p est maximum dans sa classe et comme il est par hypo-
thése quasi égal & un idéal principal Au, lui-méme maximum dans sa classe,
Iidéal p est principal et la proposition est démontrée.

26. Cas des anneaux avec diviseurs de zéro : normalité forte (*¢). — Si
I'on veut étudier les demi-groupes S rendant un anneau 4 donné S-normal
au sens de la section 23, on est conduit, par généralisation du cas ou l'on a
un anneau d’intégrité D i une notion de normalité renforcée. Le cas de
I'anneau D est moins général que celui des hypothéses du :

LemMe. — Soit S un sous-demi-groupe de A. Pour que les noyauzx atta-
chés a tous les sous-demi-groupes 2 de S soient les mémes, il faut et il
suffit qu’on ait, désignant par N(S) le S-composant de (o)

(F) SCrad[(0) : V(S)].

En effet, la condition cherchée revient & écrire que pour tous les sous-
demi-groupes cycliques I de S, on a /V(S)CN(I'), c’est-a-dire que, pour
tout z€ A4, [(0) : Az] coupe I' dés qu'il coupe S. Ceci revient a dire que

pour tout z€ N (S) et tout s€S on a pour un n, s*€(o) : Az ou encore
SCrad[ (o) : Az]. Finalement, la condition est qu’on ait

Sc nrad[(o) Az,
xr€N

d’oui le lemme. Il revient aussi au méme de dire (lorsque A est ncethérien)
que S est contenu en tout idéal premier minimal de (o) qui le coupe,
comme on le voit en prenant une décomposition primaire de (o).

(48) Dans cette section les demi-groupes S sont des demi-groupes quelconques, conte-
nus en A*=A4—{o}.
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ExeMpLE. — Soit B un anneau de Dedekind et 7 un idéal non nul avec la
décomposition /= P3P%...Pf et h 2 (c'est-a-dire que 4 = B/l n’est
pas un pseudo-corps au sens de la section 1%). On sait qu'il existe au moins
un s avec S€EP,,y, ..., s€P; et avec s¢P,, ..., s¢P.. Prenons alors
pour § le sous-ensemble de A constitué par les classes des puissances de s :
le demi-groupe S est contenu dans les idéaux premiers qui le coupent, savoir
les images homomorphes de P,.,, ..., P;: donc S satisfait & la condition du
lemme. On voit aussi, puisque tout idéal de A est produit d’idéaux premiers,
que A4 est S-normal. On est méme dans le cas d’application du théoréme 23.2.

DerviTiON. — On dit qu'un anneau A est fortement S-normal s'il est
S-normal et si S satisfait a la condition (F).

Alors si I'on désigne par G () le groupe des classes mod A (S) pour tout §
rendant 4 S-normal, on a le :

TueoreMe 26.1. — Si l’anneau A est fortement Si-normal, il Uest éga-
lement pour tout S, contenu en S, et l'on a G(S,)CG(S)).

En effet, si I'on désigne par /¥ le noyau commun a §; et §,, par A’
I'image A/N, par T, et T, les treillis correspondants d’idéaux réguliers
(pour S, et S, respectivement), on a T, C 7. Soit alors 7’ un élément entier
de T : c’est un élément entier de 7', et 'on a mod A (S,), I'=P¥...P%.
Or, d’aprés la section 23, chaque P’ contient /’, donc est S,-régulier : on a donc
la méme congruence modulo la restriction a4 7, de A(S;) donc mod A (S,).
Finalement, A4’ est S;-normal et l'inclusion des groupes correspondants
résulte immédiatement de la section 2k.

La famille des S rendant 4 fortement normal est alors caractérisée au
moyen du :

THEOREME 26.2. — Pour tout anneau A il existe des sous-demi-groupes-
mazimauzx rendant A fortement normal et les autres sont les demi-groupes
qui sont contenus en 'un d'euzx.

Soit, en effet, I' I'ensemble des S qui rendent 4 fortement S-normal. Il
n’est pas vide car l'ensemble S, des éléments inversibles est en I'. Il suffit,
compte tenu du théoréme précédent et moyennant I’axiome du choiz, de
montrer que I'ensemble est inductif pour la relation d'inclusion : le théoréme
de Zorn conduira au théoréme.

Soit alors { S} une chaine (non vide) contenue en I', S1'union ensembliste
des Sk : c'est un sous-demi-groupe ne comprenant pas zéro. Désignons par T}
et 7 les treillis correspondants, par /Vle noyau (évidemment fixe) qui corres-
pond aux S; et & S, par 4’ 'anneau A4//V. De plus, d’aprés I'argument du
théoréme 26.1, I’ensemble des 7% est totalement ordonné et 'on a T=v T}.
Soient S}, et §' les images correspondantes.

Si I’ est S'-régulier, il contient un s'€ §' et, d’aprés la condition d’'ordre
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total, on peut enlever ceux des S qui ne contiennent pas s’ et alors la défi-
nition de la S-normalité donne le résultat.

Alors la fermeture introduite dans la section 23, S — S* respectant la nor-
malité, on en déduit que les S,, du théoréme précédent ont des compléments
multiplicativement permis.

27. Cas des anneaux noethériens. — Lorsque 'anneau A considéré dans
ce chapitre est ncethérien on peut préciser les énoncés en tenant compte des
propriétés des idéaux irréductibles (section 13) et établir que la S-normalité
équivaut au fait que A'—= A/N(S) est intégralement clos en 45 (et méme
complétement) au sens des éléments eux-mémes avec toutefois une restriction
de la condition aux éléments réguliers. En particulier, un anneau d'inté-
grité ncethérien est intégralement clos en sgn corps des quotients (**) si et
seulement si les idéaux premiers engendrent multiplicativement les classes de
I'équivalence d’Artin. Si la méme propriété est vraie avec les idéaux maxi-
maux, A4 est un domaine de Dedekind. L'Hauptidealsatz de KruLL se généra-
lise aussitdt suivant le :

Lemne 1. — Si A est neethérien S-normal, il y a équivalence pour tout
idéal p' premier S-régulier entre les conditions :

a. p' appartient aux ensembles E du théoréme 23.1;

b. p' est premier essentiel d’un idéal A's' (s'€ S, A's'ZA").

On suppose évidemment que le demi-groupe S n’est pas réduit aux seuls
éléments inversibles de A. Si donc p’ est régulier minimal, il contient un
s'€ 8 tel que 4's' 52 A’ et sera essentiel minimal pour 4's’.

Supposons qu’on ait . On a alors

A's'=qg&...q(A(S)).

Comme chaque composant (incongru & A') est primaire fort et maximum dans
sa classe, c’est une puissance symbolique p;/*) et comme A (S) est réguliére
pour les intersections et 4's’ maximum dans sa classe on a

A's =pi*n... npEw.

Enfin p’ contient 'un des p; et coincide avec lui, et I'on a a, d’aprés le
théoréme 23.1.

S. Mori, YosHipa et SAKUMA ont étudié le cas dans lequel S est I’ensemble
des éléments non diviseurs de zéro de 4 (°). On établit de maniére ana-
logue le :

(%?) C’est a-dire normal au sens de NAGATA (Some basic theorems on commutative
rings, Mem. Coll. Sc. Kyoto, 1955, p. 59).
(%0) Cf. [23), lemmes 3 et 4, la régularité devenant ici la S-régularité.
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LemMe 2. — Si A4 est neethérien et S-normal et si p' est premier essentiel
minimal d'un idéal A's'(s'€S’, A's'# A'), le p'-composant de (o) est un
idéal premier U’ et Ay, est un anneau de valuation discréte. On a alors le :

TutoreMe 27.1. — Pour tout anneau ncethérien A et tout demi-groupe
unitaire S il y a équivalence entre les conditions :

a. A est S-normal;

b. Tout idéal premier essentiel p' d’un idéal A's' (s € S', A's' £ A") est
S'-minimal, tout idéal p'-primaire est irréductible et A, est un anneau de
valuation discréte;

c. A est intégralement clos en Agsau sens des éléments S-réguliers [c’est-

I\n » /

. s s
a-dire que ¥ <—,> € A’ pour tout n, avec X, s, '€ §', entraine = eA’].

o c

Si a est réalisée, on peut, pour montrer que b I'est, supposer qu'on a
N(S)=(0),donc A —=A" et S= 8" et aussi p = p'. Tout idéal p-primaire
est incongru a A4 et si a est son exposant on @ ¢ = p!¥, donc g = p® et le
critére de GROBNER s’applique. On a, en effet, ¢ : p = p*—, donc ¢ : p = p*—¥
et, d’aprés ce qui précéde, il n’y a aucun idéal p-primaire entre g et g : p, ce
qui entraine que ¢ est irréductible. Le reste de la condition & résulte du
lemme 2 rappelé.

. Ry s tonlian S
Si 'on suppose que b est vérifiée, prenons un élément S-régulier — de A tel
s
. . . St n
qu’il existe un ¢ € S, avec pour tout entier n, ¢ ( ;) € A et montrons qu’on

s . o g
a ;1 €A : on dira en abrégé que A est intégralement clos en As au sens des

éléments S-réguliers. Prenons alors une décomposition primaire normale
de 4,
As=qng.n... Nngq, avec p—radq

et désignons par U le p-composant de (0). La condition c sera établie si I'on
prouve qu'on a s; € As et il suffit de montrer, par exemple, qu'on a s, €gq.
On suppose encore /V(S) = (o).

Soit ¢ 'homomorphisme naturel 4'= A4 — A = A/U, ¥ 'image ¢(¢) de
tout ¢ en A. On a g2 U et U est premier (lemme 2). Alors, A, étant un
anneau de valuation discréte, est intégralement clos dans le corps des quo-
tients de 4 et 'on a 5, € A,5. On en déduit facilement qu'on a s, € 4.

Enfin si ¢ est réalisée, on voit comme dans le cas classique ([22], sec-
tion 103) que si / est S-régulier on a /7= A. Alors T'(S) est complétement
entier fermé et, d’aprés la section 23, A4 est S-normal. Le théoréme est établi.
Dans le cas général, les conditions a, b, ¢ précédentes ne coincident pas avec
la condition de cléture intégrale de A’ en Ag au sens ordinaire.
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APPENDICE.

Parmi les problémes qui se posent, signalons les suivants :

a. A quelles conditions un module super-irréductible est-il primaire dans
le cas général ?

b. Etudier le corollaire du théoréme 15.2 dans le cas des anneaux non
nécessairement locaux.

c. Etudier les structures algébriques dont le treillis de structure @ est
géométrique. Méme probléme pour @ supposé modulaire.

d. Etendre les calculs d’invariants de la section 16 4 des modules qui sont
des hypersocles quelconques. En outre, la donnée de tous les entiers y; ,
(7 et n variables) détermine-t-elle le 4-module M lui-méme ?

e. Comparer pour tout anneau local A4, les grovpes de S-normalité atta-
chés 4 A et a son complété.

J. Caractériser les équivalences principales introduites dans le théo-
réme 22.1.

&- Identifier pour un anneau ncethérien 4 les demi-groupes de normalité
forte maximaux. Caractériser les 4 qui n’en possédent qu'un nombre fini.
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