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APPLICATION DES METHODES DE HILBERT
A L’ETUDE DES TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES
D'UNE VARIETE DIFFERENTIABLE;

Par

M™e JacoueLine LELONG-FERRAND.

1. Introduction. — La donnée d’un champ de vecteurs §, sur une
variété différentiable V2, pose, entre autres, les problémes suivants :

ProBLiME 1. — A quelles conditions doit satisfaire le champ £ pour que la
transformation infinitésimale /I’g:if»d;i, définie par ce champ, corres-

ponde a un groupe global de transformations de V*?

La réponse est simple et connue quand la variété V" est compacte, tout
champ ¢ suffisamment régulier définissant alors un groupe global. D’autre
part nous avons déja étudié le probléme général par une méthode directe,
dans [5] et [T] et nous avons établi alors une condition nécessaire et suffi-
sante trés générale, de nature géométrique. Les méthodes de I'analyse fonc-
tionnelle nous permettront de donner ici une autre réponse (théoréme 9a);
et par retour a des considérations géométriques, nous retrouverons la
condition établie dans [T].

Prosrive 2. — A quelles conditions doit satisfaire le champ £ pour que
la transformation infinitésimale associée Xy définisse un groupe compact
a un parameétre?
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Ici encore nous établirons une condition nécessaire et suffisante fondée
sur les propriétés de 'opérateur I (théoréme 13 a).

I est & remarquer que l'algébre de Lie { ¥, |} définie par un groupe de Lie
compact a4 un nombre quelconque de dimensions,: opérant sur V*, satisfait a
une condition analogue; mais cette question ne sera pas étudiée ici ().
Nous verrons, par contre, que le probléme 2 est étroitement lié a un
probléme de décomposition orthogonale, qui sera formulé de facon précise
plus loin, mais qu’on peut, en gros, énoncer sous la forme suivante :

ProBLiME 3. — A quelles conditions doit satisfaire le champ % pour que
Uopérateur associé Xy donne lieu a une décomposition « forte » [analogue

a celle de Kodaira] de l'espace des fonctions, ou, plus généralement, des
tenseurs, de carré sommable sur V= ?

Les méthodes employées seront essentiellement des méthodes d’analyse
fonctionnelle, fondées sur les propriétés des opérateurs adjoints dans un
espace de Hilbert. On connait le succés de ces méthodes pour I'étude des
opérateurs d et 0 attachés 4 une variété riemannienne; il est donc assez
naturel de les appliquer aux opérateurs X';. Cependant, comme on le verra,
les résultats obtenus seront d’une nature assez différente.

Il est a remarquer enfin que la résolution du probléeme 3 donne, impli-
citement, la solution globale de certains systémes particuliers d’équations
linéaires aux dérivées partielles : des méthodes analogues ont été appliquées
par K. O. Frieoricus () a une étude générale de ces systémes.

Les résultats principaux ont été énoncés dans [6].

Dermvitions. — Une fonction f(z!, ..., x*), définie dans un ouvert de R",
sera dite de classe C%¥(k>.0) si elle est pourvue de dérivées d’ordre £,
satisfaisant, en tout point, & une condition de Lipschitz.

Par extension, une variété différentiable V» sera dite de classe C* si les
fonctions qui définissent les changements de coordonnées admissibles sont
de classe C*%.

Dans tout ce qui suit, V* désignera une variété différentiable ouverte,
connexe, non nécessairement orientable, de classe C}, pourvue d’une structure
uniforme compatible avec sa topologie. Si V" n’est pas compléte, nous
supposerons qu’elle admet un bord régulier dF™*, c’est-a-dire qu’elle peut
étre complétée par adjonction d'un bord J V'™, localement défini par "= o
dans un systéme de coordonnées admissibles, et nous poserons Va=F2yd V=
(fermeture de V%) ().

Par le procédé devenu classique (*) de « doublement » des variétés a bord,

(1) Certains résultats, relatifs & cette question, ont été énoncés dans [4].

(2) Conférence & la Société mathématique de France, 31 mai 1957, non publiée.
(3) Pour une définition plus précise du bord, voir [7].

(#) Voir, par exemple, P. E. CoNNER [1].
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le cas d’une variété a bord régulier se raméne &a celui d'une variété
compléte sans bord. Mais il est & remarquer que, méme si V7" est de
classe C%, avec k> 1, la variété compléte double n’est, en général, que de
classe C}.

La variété V7 est finie si la variété compléte double est compacte.

2. Les opérateurs .f:. — On sait que, sur une variété différentiable
paracompacte de classe C%, il est possible de définir une métrique rieman-
nienne ds*==g;; dxidz/, de classe C¥~', et, partant, un élément de
volume dr==\/gdx')\ ... )\ dz". Dans la plus grande partie de cette étude,
nous supposerons seulement qu’on a pu définir sur V7 un élément de
volume dr=—=vdz'\ ...\ dz", ou v est une densité de classe C}. Cette
condition est réalisée en particulier sur la variété constituée par un groupe
localement euclidien quelconque.

Sur une variété V» de classe C}, on peut définir des champs de tenseurs
de classe CY, et des fonctions de classe C}. A tout champ de vecteurs £, de
classe (], nous ferons correspondre la transformation infinitésimale 1%,
c'est-a-dire l'opérateur différentiel du premier ordre agissant sur les

. v A 9 e oaas
fonctions [ de classe ] selon la loi X% f==F ()f, ou f! désignent les

composantes de £ dans le systtme de coordonnées locales 2i. Le trans-
formé Y:f d’une fonction f de classe C{ est une fonction définie presque
partout et mesurable; si fest de classe C} alors X¢ f est de classe Cf.

Plus généralement, X opére sur les champs de tenseurs de classe C9
selon la loi

' 9 o ,
Y- fg — E E 1h—1"/h+1~~~/
/I/é T - lz— E’ d r + 01/”‘ 11 IA—A’U(+1 dxy ll lp f]’

h=1

le transformé X7 du tenseur 7" étant un tenseur de méme variance,
défini presque partout et mesurable.

En particulier, 1 agit sur les formes différentielles de classe Cj, consi-
dérées comme liées a des tenseurs covariants antisymétriques, en conservant
leur degré. Et I'on a alors

Xro=dizg + i dg,

ou d désigne I'opérateur de différentiation extérieure, et ou i est 'opérateur
« produit intérieur » par le vecteur ¢, défini par

Q=@ AZU N\ o N\ dlr,
D’autre part la formule de dérivation d’un produit se généralise ici en

Xe(o NY)=Xro A+ A Xed.
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s

En appliquant ces régles & 1'élément du volume dr =ydz'A ... A dz", on
obtient
Xe dv—=— ot dr,

avec

0f = — ; dxl (veh [divergence du vecteur £].

3. Espaces fonctionnels. — V7 étant une variété différentiable de
classe C} sur laquelle on a défini un élément de volume dr, nous désignerons
par € P'espace de Hilbert constitué par les fonctions réelles ou complexes,
de carré sommable sur 7%, avec le produit scalaire

= rgas

Si V* est une variété riemannienne de classe C}, portant la métrique
ds*=— g;;dx' dx’/, nous désignerons par 3€7 I'’espace de Hilbert constitué par
7] ) o] P P P P
les tenseurs p fois covariants et ¢ fois contravariants, de carré sommable
sur V', avec le produit scalaire
S, TH=| (S, T)dx,
o
ou 'on a posé
ad _ i . / (S )
(S 7 — 011” 'gll’lpg/r‘\ D/q qS [’ 7 l ',

Le sous-espace de 3¢, constitué par les tenseurs p fois covariants antisy-

métriques sera désigné par 4¢,; il s’identifie & I'espace des formes différen-
tielles ¢ de degré p et de carré sommable sur ¥, muni du produit scalaire

<o, ¢>= Vnﬂo /\*;

k. Formules fondamentales. — ¢ étant une forme différentielle de degré n,
ona X9 =diz@; d’ou, si V' est une variété finie a bord régulier :
Ao :f lg@=—=(—1)! f o ndxt \ ... N\ dz !,
Jn 0 'n o n

en désignant par {2’} un systéme de coordonnées locales canoniques (telles
que d V™ soit caractérisé localement par #"=o0). Plus généralement, si le
bord de V' est localement défini par r(z)=R, ou r(x) est une fonction
de classe C}, on pourra poser z"=—r(x) — R, dou "= Xt r, et

(1) xo=[ xr(5) o)

yn

w = <%) étant la forme différentielle définie par dr A\ w = o.

(®) A partir de maintenant, quand aucune confusion ne sera possible, nous laisserons
tomber lindice § et écrirons X" au licu de [X;.
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Si nous appliquons cette formule a la forme ¢ = fg dr, ou f, g€ 3¢, nous
obtenons

(XS 8>+, Xg>— Vnaifgdi': fé_r/l’,%

orn

Si donc nous introduisons le nouvel opérateur X défini par
(2) Xf=0if—Xf,

la différence < X f, > —{f, X g> sexprime par une intégrale étendue au
bord de V7, soit

(3) CXf gy S Fgd f /z

Si, ¥» étant une variété riemannienne, nous appliquons la formule (&, 1)
do=(S, T)dr, ou S et T désignent deux tenseurs de méme variance, nous
obtenons la formule plus générale

(4) (XS, TS, XT)>—=| (S, T)/I’ri%»
()l/"

Popérateur A" étant défini par

(5) X1 "I+ /I’Tf""’fq::c?? Ty

/4

r . AR /h—~1’/h+1 l
+Z,t R I Zt 7

k=1 he=1
avec
=X gy—=t;+E et =gt
(ce qui entraine 2 0F — — #).
En particulier, si ¢ et { sont deux formes différentielles de méme degré p,
nous avons

6) (X, 4> <o, TY>= X,‘P/\@, avec A= — X*Y.

orn

5. Cas des variétés finies. — Les formules précédentes vont nous
permettre de traduire en langage d’analyse fonctionnelle la condition pour
que le champ £ définisse un groupe global de transformations sur une
variété finie V™.

Cette condition, qui sera désignée par (G!), est facile a déterminer en se
référant au cas compact, et elle a été établie dans [7]. Nous nous bornerons
ici & Iénoncer :

LenMe Ba. — Pour que le champ £, de classe C{ sur la fermeture Vr
d’une variété finie, a bord régulier, de classe C}, détermine un groupe
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continu & un paramétre d’homéomorphismes, il faut et il suffit que le
champ 7 soit tangent a 0V" en tout point x tel que t(x)% o (ce qu'on
peut encore exprimer en disant que la composante « normale » de £ s’annule

sur d V7).

En revenant & la formule (&, 3), on en déduit immédiatement :

LemyMe 5b. — Pour que le champ £ définisse un groupe global de trans-
Sormations sur une variété finie a bord régulier V", i faut et il suffit
qu'on ait

(1) (Xefyg>={{f, Arg), V[, geCl.

Cette nouvelle condition sera désignée par (C2).

Nous transformerons ce dernier énoncé en introduisant les fermetures
respectives (extensions fortes) des opérateurs A~ et X, soient Xe et T
L’opérateur X + X étant borné [il correspond i une simple multiplication
par la fonction 0% (x)], A* et A ont méme domaine @ (). Utilisant une
terminologie classique (°), nous dirons que l'adjoint To— (X de X[ resp.
Padjoint A= (%) de A<] constitue lextension faible de X [resp. X ].

La formule (5.1) prouve que le domaine commun de A™ et I est
constitué par les fonctions fe€ 3¢ telles que la fonction " fsoit définie presque
partout et appartienne elle-méme a ¢; on voit de plus facilement que ce
domaine coincide avec @“(%Z), ce qui entraine l'identité de A avec A" et
de ¢ avec I Inversement, si .1 et ¢ sont adjoints 'un de l'autre, la
formule (5, 1) vaut en particulier pour f, g de classe Cj, ce qui nous
permet d’énoncer : '

TREOREME 5 c. — Pour qu'un champ de vecteurs - de classe C] sur lu
fermeture N d'une variété finie, o bord régulier, de classe C!, définisse
un groupe global de transformations, il faut et il suffit que les fermetures
des opérateurs Xy et X, associés a ce champ, et considérés comme
opérant dans l'espace 3¢ défini par la donnée d’un élément de volume dz
sur V*, constituent des opérateurs adjoints l'un de I'autre [ou encore
que les extensions faible et forte de X coincident].

Ce résultat va nous servir de guide pour la suite.

6. Cas des variétés infinies — Dans le cas d’une variété infinie, nous
savons que la condition (CG'), exprimée dans le lemme 5, reste nécessaire;
cela nous permet de nous ramener toujours, par le procédé de « doublement »,
au cas d’une variété compléte (sans bord). Mais cette condition n’est plus

(%) Voir, K. O. FriEpRICHS [2].
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équivalente a (C?), ni suffisante, ainsi que le prouveront des exemples
ultérieurs.

Nous allons montrer, par contre, que la condition (C?), exprimée dans le
théoréme 5S¢, reste nécessaire et suffisante, si I'on suppose | oz | borné, et si
I'on définit convenablement le domaine « naturel » de .X". Ce résultat, dont la
démonstration se fera en plusieurs étapes, fera Pobjet du théoréme 9a. 1l
nous restera ensuite a rechercher les conditions géométriques que doit
remplir le champ % pour que (C3) soit vérifiée : ce sera I'objet du
théoréme 11 .

Nous considérerons désormais A% et A comme agissant dans I'espace €

)

des fonctions de classe C! & support compact contenu dans V7; cet espace
est dense dans 4C. Le domaine @¢(%) de X est constitué par les éléments f
de € auxquels on peut associer une suite f, d’éléments de €!, convergeant
fortement vers f, telle que 1"f, ait aussi une limite forte désignée par X f.

On définirait de méme la fermeture ¥ de /T’, dont le domaine coincide
avec M () si |0%] est borné; et le domaine @™ (£) de 'opérateur X' sera
constitué par les éléments f de € auxquels on peut associer un élément
de 3¢, désigné par A f, satisfaisant

{fy Xegyr=—=C XV f, g5,  Vgeor

Ceci étant, supposons que le champ £ définisse un groupe global a un
paramétre de transformations de V7, soit (¢, ) —>¢(¢, x); et désignons
par S, V'opérateur défini par

J(@)=>fuz)==fle(t, )]

Nous allons montrer d’abord que si | 6f | est borné, S, est un opérateur borné
de 3¢. Nous pouvons poser, en effet

d=[o (¢, z)]==0(¢, x)dr(x).

et I'on aura
p(s—+t, @)==p(t, z)p[s, (¢, x)],
d’out

[p (4, @)= L[e(¢, @)],

SN

I
0
ce qui prouve que | p (¢, ) | est majoré par efl, ot k == sup | 5& |, dott
(VA= A

D’autre part, si fe¢', la fonction

of, .. &,
R AT B

est elle-méme continue, et converge uniformément vers X f quand ¢—o.
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. 1
II en résulte que si fec!, 7 (S.f — f) converge fortement vers X" f quand ¢
tend vers zéro.

On démontrerait de méme que si S; désigne I'adjoint de S,, %(S[*f—f)

converge fortement vers _f f, quand ¢ tend vers zéro, ¥ fe€'. Or, pour
que fe€ @, il faut et il suffit qu'il existe un élément de 4¢, désigné par A™f,
tel que

</I"p./>g>:<f’ ./f'g>, vgec'.
Mais

<f! /f§>— <f Sig—go>=lim- S f—f g>

. LI .. .
Donc fe @™ si et seulement si 7 (S:f — f) a une limite faible quand ¢ — o,
cette limite étant X f; et de méme, fwg peut étre défini comme limite

faible de ; (S;g—2). Doncsi f, g€ ®*, on a

(A frgy=lim 2 (Sof— [, g>=Nim {f, Sig —g> =<7, Lvg).

(>0 ¢

Ceci prouve que l'adjoint de .X*, qui coincide avec .1, est contenu
dans X*; comme on a toujours XA°C. X", on en déduit <= X", et, de

méme, Fe—= I, prouvant que la condition (C?) est nécessaire.

7. Suite. — Inversement, supposons qu’on ait X“— X®. L’opérateur

X¢4- Feétant borné, nous pouvons poser alors
Xe=B+id, X =B-—id,

B étant borné et A autoadjoint.
Nous allons d’abord prouver l'existence d’un groupe continu d’opé-
rateurs S, de @ satisfaisant formellement &

(1) %:XS,:S,/I’,
ce qui signifie que Y f€ @¢, on peut définir S, f€ ®¢ de telle maniére que

d .
ZZ—;(S,f):/I/S,f: S, Xf.

Pour construire 'opérateur S;, nous utiliserons la décomposition spectrale

de A, soit A ::f)\ dFE, et, a chaque f€4¢, nous ferons correspondre les
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deux suites f,(¢) et h,(¢) d’éléments de #¢, définis par les relations de
récurrence :

G=[ e 8L hao)=1;
S = [ede)\(hn)’ So=1.

L’opérateur U,:fede)\, étant unitaire, %, et fn,q sont bien déter-

minés par la connaissance de f;, et satisfont &

I frvr—Sull = I n— hear ],
=Bfa— Br | Zklfu—furll s k=|B].

dt dt

” dh,  dh,_,

Les conditions initiales entrainant
Wfi—=Sll =+ kle)IF],
on en déduit, par récurrence

”/n+1_/‘"”ékn[2]t|"+ /\-lt!’l—i—i ]”f”

nl (n+1)!

Ces inégalités prouvent immédiatement 'que les suites f;, %,

dh,
dt
gent fortement, ¢ étant fixé. Soient f;, A, et h/ leurs limites respectives.

. . , . d N .
On voit facilement que &, — 7i (%), et l'on a, par passage a la limite :

A :fewdex(Bfl); f,:fei“dEx(/z,).
Si A f, est défini, ou, ce qui revient au méme, si f,€ @, on a donc
df! fz)\el)\‘dE)(h)~|—fe’“dF,(h' ),
ce qui peut encore s’écrire
(2) Y4 )t Bf= XS,
Il semble donc que l'opérateur S;: f— f;, défini pour toute f€ € et tout ¢
réel, soit la solution du probléme posé. Il reste cependant a établir que la

famille {S,} satisfait aux conditions voulues, et qu’elle est la seule a y
satisfaire.

8. Suite. — Nous démontrons maintenant que le probléme posé ne peut
admettre d’autre solution que S,; et méme, plus généralement, nous allons
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voir que toute famille /7, & un paramétre, d’éléments de @, définie sur un
intervalle fermé #,<t_t,, contenant I'origine, et satisfaisant & F,==f,
%(F,):: X¢F, coincide nécessairement, sur lintervalle (7,, ¢,), avec

Ji==8./. On voit en effet facilement que la fonction

H[:: [e‘i)‘[ d,E)\([”,)

admet une dérivée ;—Zt(ll,) satisfaisant a
d P —ihl i
;E(H,):: e~ iNdly (BF)).

De plus, #,= [ entraine H,=~ f; et 'on établit, par récurrence, les inégalités

L full ol ot [ = kS P

n!

ou k, f, et h, ont la méme signification que plus haut. Ces inégalités
prouvent que f,— F,, autrement dit, que /7, coincide avec f; sur (&, ).

En fait, nous remarquerons que la famille d’opérateurs .S, est entiérement
caractérisée par les relations

(3) Sof= f; di/: f e AR (S, f) == [ e M dBy (BSf)

D

valables pour toute f€ dC.
Appliquant & chacun des deux membres de la deuxiéme de ces relations

I'opérateur .»’::fe*m dlh, et remplacant f par f,=— S, /, nous obtenons

la relation
ad oo — . .
[ e v amy (S.8,p) = / ¢t s (B S, S f)
qui prouve l'identité de S,S, avec S ..
Nous avons ainsi établi que les opérateurs .S, constituent un groupe a un
paramétre de transformations de €. Ces opérateurs sont bornés, car les
relations de récurrence précédemment écrites entrainent

i Fll = (24 k2] e /1]
d’ou ’on déduit
IS < [3+ k|e]]etn

Et nous remarquerons aussi, bien que ceci ne découle pas des inégalités
précédentes, que S,f converge fortement vers f, quand ¢— o, quelle que
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soit f€d€; on a en effet

S,f—f:j M dIg, (hy— f) + [(6’i7"—— 1) dlb; f,

[ J

et il est facile de voir que chacun des termes du deuxiéme membre tend
vers zéro (la convergence de /;, vers f—=1/, résulte de I'existence de la
dérivée hy=Bf).

Enfin, la fonction X*S,f (si elle est définie et appartient & I¢) apparait
comme la limite forte, pour « — o, de

d’ou

l.l.a

IS f =Sl e —fll+2

L Suan 81 = 5,

Su/ f]

d’ou, puisque S, est borné, la formule de permutabilité :
/I’L'S[f; S//I,u_/..

Cette formule prouve que f€®° entraine S, f€®"; la formule (7, 2) est
par conséquent applicable a toute fe @, de sorte que 'opérateur S, satisfait
bien & toutes les conditions voulues.

9. Suite. — Il reste maintenant a établir que le groupe S,, de transfor-
mations de ¢ correspond a un groupe global 2 — o (¢, #) de transformations
de V7, prolongeant le groupe local défini par le champ £. A chaque point z,
de V7 on peut en effet faire correspondre un voisinage U, de z, et un
nombre 7 >o0 tels que ¢(f, x) soit défini pour ze€ U, et |¢|<<m, les
coordonnées locales du point ¢ (¢, x) satisfaisant au systéme différentiel

dgit )
(1) W) g )

avec les conditions initiales qui se déduisent de ¢ (o, ) = 2. Plus géné-
ralement, si A est un compact quelconque, on peut, au moyen d’un recou-
vrement de K, définir un intervalle ouvert /, contenant l'origine, tel
que ©(¢, x) soit défini pour tout x€ K et tel. Nous désignerons par
Ig= )¢, ¢, ( intervalle / maximal.

Pour les fonctions f de classe ('} a support dans A, et pour telg, ona
nécessairement

Slo(t, @)]= S, f(2),

car f[ @ (¢, x)] satisfait au systéme

Sl (o, 2)]= f(2); :))tj[c,a(z @)= X flo(t, x))

qui, nous I'avons vu, caractérise S, f dans I'intervalle 7.
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L’opérateur §,, défini quel que soit ¢, permet de prolonger
Ji(x)=[fle(t, ®)]  pour >t ou LA,

donc aussi, semble-t-il, de définir o(t, x) pour toute valeur réelle de ¢ et
tout x€ K. Ce dernier point cependant n’est pas absolument évident car les
fonctions S, f, considérées ici comme des éléments de ¢, ne sont définies
qu'a un ensemble de mesure nulle prés. Pour I’établir, nous remarquerons

d’abord que si fe ®c, alors %(S,f)eék’, ce qui permet de prouver que,

« étant fixé, S,f(x) est fonction continue de ¢, excepté au plus pour un
ensemble de mesure nulle de valeurs de z (la mesure utilisée étant dr);
K étant un compact quelconque, nous désignerons par J(K) la fermeture

de la réunion U 9(t, K); J(K) étant une réunion dénombrable de
=

compacts, on peut déterminer une famille dénombrable {f,} de fonctions
continues a supports compacts, séparant les points de J (K). A cette famille
{fu} correspond un ensemble L, de mesure nulle, tel que si z&ZF,
S, fn soit continue en ¢ quel que soit n. Le point z€ A étant fixé, nous
désignerons par y l'une des valeurs d’adhérence de ¢ (¢, «) au point ¢
(¥ pouvant éventuellement étre a l'infini). Les fonctions f, étant continues
a l'infini, et le point y appartenant & J(K), f,(y) est 'une des valeurs
d’adhérence de S, f,(x) au point ¢;; et si ¢ [, la continuité de S, f,(x)
par rapport a ¢ entraine l'unicité de cette limite. Si donc )’ désigne une
autre valeur d’adhérence de ¢ (¢, ) au point ¢, on doit avoir f,(¥)=f.(y"),
Vn, ce qui entraine ) ==3)’, pourvu que xd&/l. Autrement dit, si x&F,
¢(t, x) a une limite y, bien déterminée (éventuellement & linfini)
quant ¢ — ¢, par valeurs inférieures, Nous allons voir, de plus, que ’ensemble
F des z € K tels que y. soit a l'infini, est de mesure nulle. Sinon, en effet,
la fonction caractéristique f de F satisferait &

Ifl#o e JimSfe)=o, V.

La convergence de ¢ vers #; entrainant la convergence forte de S, f vers S, f,
on devrait avoir S, f= o presque partout sur V%, donc || .S, f|| = o contrai-

(A
TS /T

Or, si le point yx:}gl}‘cp(t, ) est a distance finie, nous pouvons

rement au fait que le rapport est borné par || S_,, ||.

définir ¢ (¢, z) dans un voisinage convenable de y, et pour | ¢| suffisamment
petit, donc prolonger ¢ (¢, ) pour ¢>¢, dans un voisinage convenable
de 2; et I'ensemble des points 2 de K ou ce prolongement n’est pas possible,
est de mesure nulle.

D’autre part, nous pouvons toujours déterminer un compact K’ contenant
K, tel quele complémentaire dans K’ d'un ensemble de mesure nulle,
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soit dense dans A’. En appliquant le résultat précédent & K, on voit que le
prolongement de ¢ (¢, x) est possible pour tout 2 € K’, et pour des valeurs
de ¢ constituant un intervalle contenant strictement /., contrairement &
I'hypothése que l'intervalle /4, est maximal. Il en résulte que /i est 'inter-
valle ) —o, 4o (, autrement dit, que ¢ (#, «) peut étre défini quels que
soient ¢, réel, et x € K, et ceci, de telle maniére qu'on ait .S, f,= f.[ ¢ (¢, x)|
quel que soit n. L'identité S,( fg) = S, f.S.g, valable quelles que soient les
fonctions bornées f, ge€d¢, et le théoréme d’approximation de Stone-
Weierstrass permettent de démontrer 1'égalité S, f=— flo (¢, )] pour toute
f continue & support dans K; K étant quelconque, on en déduit que o (¢, x)
peut étre prolongé pour tout ¢ réel et tout z € V', sans cesser de satisfaire
au systeme différentiel (9, 1).

La démonstration étant ainsi achevée, nous pouvons revenir au cas d’'une
variété a bord et énoncer :

TaEOREME 9a. — Soit V" une variété différentiable de classe C}, a bord
régulier, sur laquelle on a défini un élément de volume

dr=vydx' \... \ dz

Pour qu'un champ de vecteurs %, de classe C) sur V", et a divergence
bornée, définisse un groupe global de transformations de V", il faut et il
suffit que les ecxtensions faible et forte de l'opérateur infinitésimal
associé Xy, considéré comme opérant dans #, coincident.

Cas particulier. Cas des variétés riemanniennes. — Le théoréme 9a
s’applique en particulier aux champs de vecteurs & divergence nulle, c’est-
a-dire aux transformations infinitésimales conservant 1’élément de volume dx.
L’opérateur I est alors antisymétrique (c'est-a-dire que A =—_1 ou
que X est symétrique) et la condition trouvée équivaut a dire que i.X* est
autoadjoint. La deuxiéme partie de la démonstration précédente (§7 et 8)
se simplifie alors notablement, car .1 admet alors une décomposition

spectrale de la forme
e :fi)\ dE),

et Popérateur S, est défini simplement par S, :f eM dE, . Nous énoncerons :

TutorkMe 10a. — Soit V" une variété de classe C; a bord régulier sur
laquelle on a défini un élément de volume dr. Pour qu'une transfor-
mation infinitésimale X définisse un groupe global de transformations
de V", conservant les volumes, il faut et il suffit que l'opérateur i X¢,
considéré comme opérant dans 3¢, soit autoadjoint.

Exrtensiox. — Nous avons vu (§3), que, si V" est une variété rieman-

P
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'

nienne, on peut considérer A" comme opérant dans 'espace ¢/, des tenseurs
de variance (p, ¢) et de carré sommable. Cette extension de X" conduit a
un théoréme analogue a 9a, que nous n’énoncerons pas, I'analogue de 10a
nous paraissant plus intéressant.

Un simple examen de la formule (%, 5) nous montre en effet, que 1 ne

constitue un opérateur symétrique de #e9 que dans les cas suivants :

a. ou bien ¢;;-—= X g;;—=o0, Vi, j (cas d’'une isométrie infinitésimale);
b. ou bien ¢;;—= X g;;==4g;;, 1 étant un scalaire (cas d’une transformation
infinitésimale conforme), avec n=12(p — ¢).

On en déduit facilement le résultat suivant :

TutoriMe 106. — 8¢ le champ de vecteurs t définit un groupe global
d’isomélries de V", Uopérateur i X¢, considéré comme opérant dans l'un
quelconque des espaces 8¢}, est autoadjoint.

Réciproquement, si, considéré comme opérant dans un espace 3] tel

n A -
que p —qF#~ >’ lopérateur (X% est autoadjoint, alors le champ de

vecteurs t définit un groupe global d’isométries de V.
. . n S -
Le cas singulier p — ¢ = — conduit & 'énoncé suivant :
) 7 1=

TuroriME 10c. — Pour que le champ ;, a divergence bornée définisse un
groupe global de transformations conformes d’une variété riemannienne
Vr de dimension n paire, il faut et il suffit que Uopérateur i X¢, considéré
comme opérant dans 'un quelconque des espaces {4CZ+,L soit autoadjoint.

REMARQUE. — Les théoremes 104 et 10c¢ restent vrais si 'on remplace 3¢
par 'espace 3¢, des formes différentielles de carré sommable, en posant g—o.

11. Critére géométrique. — Pour que le théoréme 9a puisse servir a la
détermination effective des groupes de transformations de ¥V*, il nous faut
avoir un critére géométrique permetlant de reconnaitre si les extensions
faible et forte de .1t coincident, autrement dit, si I'extension faible A
de X satisfait &

</I)gvfa £> = <f7 /?é"g‘>, V/,gem".

Ce critére nous sera fourni par le théoréme suivant :

TutoriME 11 @. — Soit V* une variété compleéte de classe C} sur laquelle
on a pu définir une fonction positive r(x), de classe C}, telle que l'en-
semble y—={ x; r(x) L R} soit compact quel que soit R. Posons

O(R)= sup |AXer(z)|,
xe()ER
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ou 0Ey désigne la frontiéere de Ey et Xt la transformation infinitésimale
associée a un champ de vecteurs t, de classe C sur V».

Pour que les extensions faible et forte de 'opérateur X, considéré
comme opérant dans Uespace des fonctions de carré sommable sur V",

. . . .y ® du ..
coincident, il suffit que l'intégrale f T() soit divergente quel que
R
soit R > o.
* du
0(w)
f,g€®@”. La variété V* étant la réunion des compacts £y, on a

<XtVf,g>:RLir_'l_1wa X fgdr; <f, /fwg>:11}>ir—+r~‘w/; f/f’gdf,
R R

DEMONSTRATION. —  Supposons =+ ow, YR>o0, et solent

d’ou par application de (&, 3) :
(A, g>—<f, Krg>=lim o(R),
_ dr
o)== | f&8Xr-

OEp

avec

Or cette fonction ¢ (R) satisfait &

fﬂmW(u)l%éj];wdujd‘Eu]fgljzéfmlfgidf’

la deuxiéme inégalité résultant du fait que chaque point de ' appartient &
un seul ensemble JF, au plus. La derniére intégrale étant majorée par

I f1l-l&ll, Vintégrale f @ (u)] 6% est convergente; et la divergence &
R

P du . . .
Pinfini de f entraine l'existence d'une suite R,, tendant vers - oo,

0(u)
telle que ¢ (R,) —>o0. On en déduit I'égalité

(Xof,e>=Lf, Xvgd, Vf gea
C. Q. F. D.

En rapprochant ce résultat du théoréme 9a, on obtiendrait immédia-
tement une condition géométrique suffisante pour que le champ définisse un
groupe global, cette condition étant d’ailleurs indépendante du choix de
I'élément de volume dr. Nous ne I'énoncerons pas, car elle coincide avec
celle qui a été établie par un procédé plus direct dans [7], sans 'hypothése
| 0f | borné, et en supposant seulement 7(z) de classe Cj.

12. Exemple. — Pour terminer cette premiére partie de notre étude,
nous allons donner l'exemple d’'un champ de vecteurs, a divergence nulle,



16 J. LELONG-FERRAND.

qui ne définit pas un groupe global de transformations; et nous vérifierons
que les extensions faible et forte de I'opérateur associé X ne coincident pas.
Soit A" la transformation infinitésimale de R? définie par

2

xd —+ {22 }’2 ()

Cette transformation conserve I'élément d’aire dv — da dy; mais la solution
du systéme différentiel

de o dy .,
(1) w3 m*<“+'§“>

est donnée, sous forme paramétrique, par

X =

-1 L “
x=Fk(14u?) *; y=lu(1+uw) *; t:if —dv—?_
Yug (14 92)°

u, et k désignant des constantes qui dépendent des conditions initiales. [l
vésulte de ces formules que |y |——-o00 pour une valeur finie de ¢, et que
le transformé o (¢, x,, »,) du point (z,, y,) ne peut étre défini quel que
soit ¢, donc que A" ne correspond pas a un groupe global de transformations
de R*.

Nous allons voir en effet que les extensions faible et forte de X ne
coincident pas; pour simplifier, nous nous limiterons au sous-domaine Dy
de R? défini par @ (2~ y*) > k*(k>o0); la frontiere de Dy, qui est une
courbe intégrale de (1), est tangente au champ Z. Nous pouvons donc appli-
quer notre théorie a D;. Or il est facile de voir, par un changement de
variables et un calcul fondé sur l'inégalité de Schwarz, que toute fonction f,
de classe C}, a support compact contenu dans D, satisfait &

a + % d()
=50 f) avee a= [ .

== (1+49¢?)

Par extension, toute fonction de ¢ devra satisfaire a la méme inégalité : il
en résulte qu’il n’existe pas de fonction f, autre que la fonction zéro,
satisfaisant & X*f—= o.

Or si nous désignons par ¢ (z) une fonction quelconque, de classe Ci,
de la variable réelle z, nulle en dehors de l'intervalle « =z <b(a > k),
la fonction f(x, y)={¢[x(ax>+ y?)] est elleméme de classe C}, et
satisfait en tout point & X f—o; d’autre part l'aire comprise entre les
trajectoires & (2 + y?) = @, x(x*+ y*) = b® (qui limitent le support de f)
étant finie, f est de carré sommable; donc fe @* et satisfait a I f—o, ce
qui prouve que les opérateurs X et X¢ ne coincident pas; nous avons
méme démontré que l'espace des fonctions faiblement invariantes (satis-
faisant & X* f—o0) ne coincide pas avec I’espace des fonctions fortement
invariantes (satisfaisant & X¢f—=o).



TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES, 17

II.

13. Deuxiéme probléeme. — Nous abordons maintenant le problé¢me 2 :
a quelle condition le champ de vecteurs . définit-il un groupe compact, a
un paramétre, de transformations de V* ?

Nous remarquerons d’abord que si le champ % définit un groupe
compact (, sur une variété paracompacte, on peut, par le choix d'une
métrique riemannienne appropriée, supposer qu’il s’agit d’un groupe
d’isométries. Car si I'on part d’'une métrique riemannienne arbitraire, on
peut, par un procédé d’intégration, en déduire une métrique invariante
par G. Nous pouvons donc nous borner ici a 'étude des champs de vecteurs
de Killing.

Norarions. — £ désignant un champ de vecteurs quelconque, de classe CY,
sur une variété de classe ('}, nous désignerons par 3¢’ (£) I'espace des fonc-
tions faiblement invariantes pour la transformation infinitésimale asso-
ciée X%, c’est-a-dire le sous-espace fermé de IC constitué par les fonctions f
satisfaisant a {f, Fegd—o0, Yoen; I'espace complétement orthogonal
a d¢' (%) sera désigné par 3" (%); quand aucune confusion ne sera possible,
ces deux espaces seront désignés simplement par 4¢’ et J¢".

Ceci étant posé, nous allons établir le résultat suivant :

TutoreME 13 . — Pour qu'un champ de vecteurs &, de classe C}, sur
une variété riemannienne de classe C}, définisse un groupe compact
d’isométries a un paramétre, il faut et il suffit que lopérateur inverse Xz'
associé, considéré comme opérant dans 3" (%), soit borné.

a. La condition est nécessaire. — Supposons que & définisse un groupe
global compact, a un paramétre, d’isométries de V. Ce groupe étant global.
Popérateur associé X*, considéré comme opérant dans 3¢, est opposé a son

adjoint. Et si 'on pose
v f 0.dE;,

S, = e’xzfe“l‘dE)\,

on sait que I'opérateur

coincide avec celui que définissent les opérations du groupe, soit
J—=Jfle(t, 2)] (voir §8 et 9). Le groupe G étant compact, S, définit un
groupe compact & un paramétre de transformations de V7, d’ou il résulte,
par application du théoréme de Stone, que sa décomposition spectrale est

de la forme
+

<
S,:Z(?‘”w‘En,

—

BULL. SOC. MATH. — T. 86, FASC. I. 2
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[, désignant un systéme complet de projections. On en déduit :
—+
A= (,)2 in k.

L’espace 4¢' des fonctions faiblement invariantes est donc constitué par
les fe€de satisfaisant & [7, f = o pour n == o, tandis que 3¢’ est constitué par
les fe #¢ satisfaisant & £, f = o; d’ou il résulte que si f€8" Nn®", on a

IS =0l f].
Inversement, si g€ d¢”, il existe un élément et un seul de 4" N @™, soit

1 1 s . .
= — E — I, g, satisfaisant a g = 4" f, et 'on a
. {0 &md 2

nzo
, . I
[fi=1A"sll= gl
C. Q. F. D.
B. La condition est suffisante. — Cette réciproque sera démontrée en

trois temps. Nous établirons d’abord (lemme 1ka) que, si X%' est borné
dans #¢", alors le champ £ définit un groupe global. Puis nous établirons
(lemme 14b) que les orbites de ce groupe sont fermées ; ces deux propositions
n’utiliseront pas toutes les hypothéses, et seront valables pour un champ £
quelconque a divergence nulle. Enfin nous démontrerons (lemme 15a) qu’un
groupe d’isométries a4 un paramétre, dont les orbites sont fermées, est

nécessairement compact.

1%. Lemye 1ha. — Soit £ un champ de vecteurs, a divergence nulle
sur Vr, tel que U'opérateur inverse associé X! soit borné dans 3¢"; alors
le champ & définit un groupe global de transformations de V.

On voit immédiatement en effet, que 'opérateur /. X!, étant symétrique et
borné dans €', est autoadjoint; son inverse — i X* est donc autoadjoint
dans 5¢", et, par extension, dans 4C; d’ou le résultat annoncé, par application
du théoréme 10a.

Lemye 146, — Soit ; un champ de vecteurs a divergence nulle sur Vr,
tel que Uopérateur inverse associé X—' soit borné dans d¢". Alors le
groupe G défini par - a toutes ses orbites fermées, et les périodes corres-
pondantes sont bornées.

DEMONSTRATION. — Supposons que G admette une orbite non fermée, ou,
que, toutes les orbites étant fermées, les périodes correspondantes ne soient
pas bornées. Quel que soit le nombre 7> o, on pourrait alors déterminer
un arc Cy, sans point double, image continue et biunivoque du seg-
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ment |¢| << 7 dans une transformation de la forme ¢— o (¢, x,), ou =z,
désigne un point de V7. L’arc Cy, réguliérement plongé dans V', admettrait
un voisinage U homéomorphe & un pavé 2 <71 de R, Q désignant un
pavé || <a(i=1,2,..., n—1) de R*' et [ un intervalle |2"| << f3
de R [a>o0, B>o0]; et 'on pourrait choisir U de maniére que dans le
systtme de coordonnées défini par cet homéomorphisme, on ait f=—o
pouri=—r1,2,...,n—71;"=1.

Soit % (¢) la fonction de classe C¢, nulle pour | ¢| > 7', linéaire dans chacun

des intervalles [-T,——g], [——g, —|—§]; [—Zj, T], et satisfaisant

ay r — £, © I — Z Un calcul simple nous donne
2 2

) 2
+7 +7 Ts +7

y(t)dt =o; f 2 (t) dt = —; f () dt=2T.
-7 —T 6 —T

Désignant par ¢ (z', ..., 2" 1) une fonction quelconque, de classe (7,
non identiquement nulle et & support dans £, nous définirions une fonction f
a support dans U et de classe C{, en posant

flxt, ..., 2ty =y (2") o(2t, ..., 2" 1).

D’autre part I'élément de volume dr, étant invariant dans G, serait
nécessairement, dans U, de la forme

dr=xy(x', .... 2" )dz' \ ... )\ dz™.

It nons aurions

iw:fuifwr
1agir= |34

dx
d’ou

+T
—f Xf(t)a’tfk‘ﬂ(x', vy, Y vdxt N\ Lo\ dan Tt
— Q

) +T
dr :f 22 (t) dt /‘L})z (2. .., Y ydzt \ .. \Ndxt
-7 7 Q

T
1= o |1
Jis
Or il est facile de voir que la fonction f ainsi déterminée appartient a J¢";
car si g désigne une fonction invariante de classe C], on a néces-

. 0o .
sairement 1 g — ()"’” —o dans U; d’ou
> x

+T
ffgf(h':f 7(t) (ltfg(x',...,x”*‘)kp(x‘,...,x”—l)*"clx‘/\.../\clx"":o.
U -7 Q
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Il existerait donc une fonction fe #¢" telle que le rapport M = ——soit
IS Vi
aussi grand qu’on le veut, contrairement a ’hypothése.
€. Q. F. D.

15. LemMe 15 a. — Soit V" une variété riemannienne compléte, admettant
un groupe global d’isométries G a un parameétre. Si toutes les orbites
de G sont fermées, le groupe est compact.

Soit, en effet, G un groupe d’isométries a un paramétre dont toutes les
orbites soient fermées; & chaque point « de V' est associé un nombre positif
minimal 7'(2) [ période de 'orbite correspondante ] tel que les transformations
du groupe satisfassent a ¢[¢ + 7' (), x| =0 (¢, ), V.

G élant un groupe d’isométries, la distance géodésique d(z, ,,) d'un point
quelconque « a chacun des points 2z, = ¢[mT (x), z,] est, quel que soit
xy€ V", et quel que soit I'entier m, égale & d(z, 2,). Supposons que 'orbite C,
de x, ne soit pas réduite & un point; on peut alors la considérer comme image

2T
nous désignerons par o la distance du point x, a 'arc y, de C,, qui correspond
i3

. N . . s J
a o T'(x), @,] =y, 0 est non nul. Si le point « satisfait & d(x, x,) << 5

. .. . ; ., 0 07 (xy)
continue et biunivoque de la circonférence-unité par e’ — ¢ ————= 2 |;
a

<0<77ZT; T(x,) étant le plus petit nombre positif satisfaisant

les points «,, satisferont & d(x,, 2,) << d el ne pourront, par conséquent,

A . . . T(x
appartenir a I'arc y,. Leurs images réciproques ), = exp [umn T(( )) sur
J Zo

s
4
soit I'entier m, ce qui exige que les points y,, soient tous confondus avec ).
Autrement dit, les points z,, sont tous confondus avec z,, ce qui exige que
T(x) soit un multiple de 7’(«,). Nous avons donc ainsi établi que chaque
point x, de V7%, dont l'orbite ne se réduit pas & un point, admet un
voisinage U, en chaque point duquel 7'(x) est un multiple entier de 7'(,).
Or nous pouvons supposer U, assez petit pour que chaque point 2 de U,
puisse étre joint a x, par une seule géodésique; chaque point de U, est
alors déterminé par ses coordonnées normales; et la donnée des trans-
formés o[ T'(x,), «;] de n points 2; de U, convenablement choisis suffit
a déterminer l'isométrie & — ¢[ T (xy), ] qui laisse x, invariant : il suffit
que les points «; soient situés sur n géodésiques distinctes issues de a,. Si
nous posons 7'(x;) = p; T'(x,) [ p; entier] et si nous désignons par p le plus
petit commum multiple des nombres p;, le nombre 7"—=p T'(x,) satisfait
8 o(T, ;)= [{=o, 1, ..., n] dou il résulte qu'on a ¢(7, 2) =,
Vze V" douenfin [t + T, 2] =¢(¢, ) quels que soient ¢ et 2. Il suffit
donc de partir d'un point z,, dont 'orbite ne se réduit pas & un point, pour

la circonférence-unité devront appartenir & I'arc défini par

0] <y quel que
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déterminer un nombre 7', période commune a toutes les orbites, ce qui
prouve que le groupe (& est compact. C. Q. F. D.

16. Exempre. — Considérons le sous-groupe a un paramétre du tore 77

po . 9d ‘ . ) ap
défini par X' =% - + . =, ot .z, ) sont des coordonnées sur 77, définies

Jd.x @

3 -

. , . LA « . .
modulo 27. Si le rapport u est rationnel, soit v = - [a, b, entiers premiers

b
entre eux], on peut déterminer deux entiers ¢, d, satisfaisanth ad—bc =1, et
le changement de variables @ =awu + ¢¢, ¥ =bu + d¢, nous raméne a

, ) Y S/ . . . . )
I'étude de I'opérateur .I"= — — . Toute fonction f, de carré sommable sur 77,
«wu

admettant un développement en série de Fourier de la forme

+»

+»
f(u’ v) = }:‘ Z Cry ei:]lqu/v),

on a

el espace d¢” est constitué par les fonctions f dont tous les coefficients ¢,

A

sont nuls. Si fe€a’, on a donc | A f|} > |]fH prouvant que 1" engendre

un groupe compact, conformément aux resultats connus.

. A . . . . .
Si le rapport 0 est irrationnel, nous pouvons déterminer une fraction
1.
{

. . « . . .
irréductible -, de dénominateur & aussi grand qu’on le veut, telle que

b
Ao
I — 3 la fonction f(z, y) = edt*—«) satisfait a || f|| = 2,
w b b
WAS =om|2b— pa), WAXf | =om|db— pal?

d’ou, en posant g = X f:

I dgll M
= b —pa <|E
el = PSP

ce qui prouve l'existence d’une fonction g€ 4" telle que le rapport ——=—

l I o"

& H

soit aussi petit qu’on le veut; et nous retrouvons le fait connu que le groupe

Ao .
engendré par X' =7 —— + . —, avec o irrationnel, n’est pas compact.
{ .

dx d}
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17. — Au cours de I'étude qui précéde, nous avons, en fait, établi le
résultat suivant : si le champ £ est a divergence nulle, et si I'opérateur
inverse associé .I—! est borné dans 4¢" (%), alors £ définit un groupe global G;
toutes les orbites de G sont fermées, et les périodes correspondantes sont
bornées. Nous allons maintenant établir la proposition inverse, qui nous
sera utile par la suite.

Soit donc G un groupe a un paramétre de transformations de ¥, conservant
les volumes, et dont toutes les orbites soient fermées. Nous désignerons
toujours par 7'(x) la période de I'orbite du point z, définie en tout point =
tel que £(x) 7 o. Et, pour abréger, nous dirons qu’une propriété a lieu sur
presque toute orbite si 'ensemble des orbites sur lesquelles elle n’est pas
vérifiée constitue un ensemble de mesure nulle sur V=, Ceci étant, on voit
que J¢' est constitué par les fonctions f de 4€ qui sont presque partout égales
a une fonction constante sur chaque orbite, tandis que J¢” est constitué par
les fonctions g de 3¢ qui sont sommables et satisfont a

T ()
f glo(t, z)]dt=o

0

sur presque toute orbite C.

Si ge€#’, nous lui ferons correspondre la fonction f définie sur ces
orbites C,, par les conditions

flo(o, @)1 — flo(u, x)J:f glo(t, )] de;

et
T \x)
(1) f Flo(t, 2)]di=o.

dont on voit facilement qu’elles déterminent une fonction et une seule.

Aux points tels que - (x) — o, nous poserons f(x) —o.

La fonction f est ainsi déterminée presque partout et satisfait a X f=—g.
Nous allons montrer que, si les périodes 7'(«) sont bornées par un méme
nombre k, alors f& JC et satisfait a

(2) Ifll=k]gll

Il résultera alors de (1) que f appartient a 4¢”, et nous aurons établi que
I'opérateur X' : g — f est borné dans 4¢".

Pour établir (2) nous remarquerons qu'on a, par application de l'inégalité
de Schwartz,

T(x)
|f[<9<v,x)]—f[cp(u,xWéT(x)f 8le(t z)] de,
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d’ott 'on déduit, en tenant compte de I'hypothése faite sur 7'(z),

.

cette inégalité étant valable sur presque toute orbite C,. Or, on a

T(x)

] T\x)
| [0 (6, @) |2 de =& f g[o(t, 2 dt,

. . \ . Tix) ,dtdr(x)
lel= [ lg@paz@r= [ [ lglet @) T

a cause de l'invariance de 1’élément de volume d7. On en déduit immédiate-
ment le résultat annoncé. Nous énoncerons :

TrEOREME 1Ta. — Soit V" une variété de classe C} sur laquelle on a
défini un élément de volume dt. Pour que l'opérateur inverse X' associé @
un champ de vecteurs % @ divergence nulle, soit borné dans Uespace 3¢’ (%)
correspondant, il faut et il suffit que le champ ¥, définisse un groupe a un
paramétre de transformations de V", dont toutes les orbites soient fermées,
les périodes correspondantes étant bornées.

ReMarQUE. — Il est & noter que les conditions du théoréme précédent
peuvent étre vérifiées par un groupe non compact. Par exemple, le groupe a
un parametre, défini sur la sphére S? en coordonnées sphériques 0, o, par

0,=0, 9= @ + (1+ cos20)¢,

conserve I'élément d’aire dv=:sinl 40 d¢; les orbites sont fermées, et les
périodes correspondantes bornées par A=—1, mais ce groupe n’est pas
compact.

18. Problémes de décomposition orthogonale. — Soit toujours V' une
variété de classe C! sur laquelle on a défini un élément de volume d<; a tout
champ de vecteurs £, de classe C} sur V*, nous avons fait correspondre (§ 13)
une décomposition orthogonale 3¢ = 3¢/ (E) @ 4¢" (£) de I'espace des fonctions
de carré sommable sur V' [cette décomposition résultant immédiatement de
la définition de 3¢'(%) et de 4¢" (%), et du fait que 3¢ (%) est fermé]. Nous
allons étudier les problémes soulevés par cette décomposition.

Nous remarquerons d’abord que I'espace 4¢'(Z) peut se réduire au seul
élément zéro (par exemple si £ définit un groupe de translations dans R*),

tandis que 2¢"(%) contient tous les éléments de la forme A% g, ou g€ @< (%),
lesquels constituent un sous-ensemble dense de #¢”(£). Nous avons donc,
dans tous les cas, la

Formule de décomposition faible. — Tout élément fde € peut se mettre,
d’une maniére et d’une seule, sous la forme f—f'+ f’, ou f'€dt'(%) et

ol f" est limite forte, pour 7 —>, d’une suite X% g, ou g€ ®°(%).
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Cette formule étant établie, il est naturel de se demander s’il existe un
élément g de @ (%), tel quon ait "= I3 g; or des exemples simples
montrent qu'un tel élément g n’existe pas toujours : c’est le cas de la fonc-
tion f définie, sur la droite numérique R, par f(z)=—o pour |z|>1
et f(z)=1 pour | x| < 1, pour le groupe des translations de R; car ici,
8¢ (Z) est réduit a I'élément zéro, donc f€ 3¢’ (7), et il n’existe d’autre part

do

aucune fonction g€ 4¢ telle que f—= -2

dr’

Pour avoir une « formule de décomposition forte » f—=/h + A"g,
ou hedt' (%) et g€ @ (£), valable pour toute feae, il faut et il suffit que

la transformation (/[/”'>; soit partout définie dans a¢"(%) [l’unicité de

Fo) ' 6 . - .. . .
(L":(/I/”l étant assurée, si 'on veut, par la condition supplémentaire

Q€ fré”(i), ol ITC”(E) est I'espace complétement orthogonal a

@ = r=oll.

Cette condition s’interpréte simplement dans le cas ou Z est a divergence

nulle, car alors 3¢/ = J¢’, et (/l‘;‘">_‘ = (A")"1 peut étre considéré comme
une transformation linéaire de 3¢’ dans lui-méme, partout définie et fermée :
‘un tel opérateur est nécessairement borné; et réciproquement, si A" est
borné dans 2¢", sa fermeture (.1¢)' est partout définie. Or nous avons
trouvé précédemment la condition pour ¢ue -1 soit borné dans 4¢". Nous
pouvons donc énoncer :

THeoREME 18 . — Soit A’z une transformation infinitésimale conservant
un élément de volume dt défini sur une variété V* de classe C\. Pour que
tout élément f de 3¢ admette une décomposition de la forme f—h + A"g,
ouhedl'(£) et ge@v (), il faut et il suffit que Xy corresponde « un
groupe global G, d un paramétre, de transformations de V", que les
orbites de G dans V" soient fermées, et que les périodes correspondantes
soient bornées par un méme nombre.

ReMARQUE. — Dans le cas ou 1" est une isométrie infinitésimale sur une
variété riemannienne, l'énoncé se simplifie et la condition obtenue peut étre
remplacée par « il faut et il suffit que -t définisse un groupe compact & un
paramétre de transformations de F” ». Mais, dans ce cas, on obtient une
formule de décomposition spectrale compléte, soit

+77:
J=X B,

ou { I/, | désigne I'ensemble complet de projections défini au paragraphe 13.
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. e e o 27T (N . L.
Nous remarquerons que f, = I7, f satisfait & A" f, = —T—f,,, ou 7 désigne

la période du groupe.
On a d’ailleurs une formule analogue pour chacun des espaces 3¢ définis
au paragraphe 3, et 'on en déduit, si I'on veut, une « formule de décompo-
sition forte ». '
Une étude directe des espaces ¢/

7, analogue a celle qui a été faite
pour 3¢, nous permet d’énoncer :

Tueorime 18 6. — Soit V" une variété riemannienne compléite de
classe C} sur laquelle on a défini un champ de vecteurs de Killing, de
classe C\. Nous considérons l'opérateur Xy associé comme opérant dans
U'un des espaces 30}, et désignons par 3¢,/ Uespace des tenseurs « faiblement
invariants » de type p, q, par ] Uespace compléetement orthogonal

@ 3T, Alors les trois hypotheses suivantes sont équivalentes :

a. ¢ définit un groupe compact a un parameétre d’isométrie de V*;
b. Lopérateur Xz' est borné dans 4] ;
c. Tout tenseur T de 3¢} admet une décomposition de la forme

Tr=U~+ ¢S, ou Uewxn).

Le théoreme 18 a reste vrai si 'on remplace €7 par l'espace d¢, des
formes différentielles de degré p et de carré sommable sur V.

19. Interprétation de certains résultats. — Il est & remarquer que
I'étude précédente contient, en fait la solution globale de certaines équations
(ou de certains systémes d’équations) aux dérivées partielles du premier
ordre.

Tout d’abord la « formule de décomposition forte » du paragraphe
précédent nous permet d’étudier I'équation

(1) Xf=s

olt g€ I est donné, et ou I est un opérateur différentiel « antisymétrique »
du premier ordre. Nous voyons ainsi que (1) ne peut admettre une
solution f€dC que si g appartient a J€"(Z) [ c’est-a-dire si g est orthogonale
a toutes les solutions de l'équation homogéne correspondante]; et pour
(que (1) admette une solution f€JC quelle que soit g€ d¢" il faut et il suffit
que A" définisse un groupe global, dont toutes les orbites soient fermées, les
périodes correspondantes étant bornées.

Nous obtiendrons de méme la solution des systémes d’équations aux déri-
vées partielles, trés particuliers, représentés symboliquement par A" 7"=S,
ou X est une isométrie infinitésimale, 7" un tenseur inconnu et S un
tenseur donné.

7

D’autre part les paragraphes 7 et 8 contiennent une étude, sur la variété-
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produit F? < R, de 1I'équation X f— g—{, ou X désigne un opérateur

différentiel du premier ordre, défini sur ¥, et assujetti & la seule condi-
tion |0F| borné; cette équation présente une certaine analogie avec celle de
la chaleur; et il résulte de notre étude qu’elle ne peut admettre de
solution f(¢, «), définie pour toute valeur de ¢, et prenant des valeurs
arbitraires données pour Z=o, que si .I' définit un groupe global de
transformations de V™.

On obtiendrait de méme la solution du systéme représenté symboliquement

) as . co .o .
par A'S = — ou .S désigne un tenseur, sur une variété riemannienne.

Jt
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