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PROPRIÉTÉS ET EXISTENCE DES SOLUTIONS
DE CERTAINES CLASSES D'ÉQUATIONS DU TYPE ELLIPTIQUE;

PAR

PAUL P. GILLIS.

1. Introduction. — Au cours de ces dernières années, on a beaucoup
étudié les équations aux dérivées partielles du type elliptique. Parmi les
travaux récents, il convient de signaler ceux qui concernent l'extension de la
théorie des équations du second ordre aux équations d'ordre supérieur et
aux systèmes d'équations. On a obtenu des résultats assez complets pour les
équations linéaires; il n'en est pas de même pour les équations non linéaires
qui jouent un rôle important dans les applications.

Aujourd'hui, dans l'étude des problèmes aux limites pour les équations
linéaires, on utilise fréquemment la méthode variationnelle ou la méthode
basée sur la théorie des opérateurs dans un espace de Hilbert. A titre
d'exemple, considérons l'équation linéaire du second ordre

( i ) L u EEE — dij Di Dj u -4- di Di u -4- au == /,

en la fonction inconnue ^(c^i, x^ . . . , x^). Nous désignons par Di la

dérivée .— ; on applique la convention de sommation ; les coefficients a^-y, a^

a et f dépendent seulement des variables indépendantes (^i, x^ . . ., Xn)'
Soit CD un domaine borné de l'espace euclidien T?^, cO sa frontière, CD son
adhérence. Supposons qu'il existe des constantes positives M et m telles que

(2) [ dij [, ] ai |, \a\^M^ dans cP,
(3) ^i/Ci^^mlf',

la condition (3) exprime que l'équation est du type elliptique. Considérons
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le problème aux limites homogène de Dirichlet : déterminer une solution
de (i) qui s'annule sur (D. Nous savons que la solution est unique si q^o;
dans le cas contraire, nous avons le théorème de l'alternative. Au problème
de Dirichlet pour (i) , on peut faire correspondre un problème variationnel
ou une équation fonctionnelle dans un espace de Hilbert de manière telle que :

a. toute solution du problème de Dirichlet est solution du problème
variationnel ou de l'équation fonctionnelle ;

b. toute solution du problème variationnel ou de l'équation fonctionnelle
qui est suffisamment régulière dans d?, est solution du problème de Dirichlet.

D'une manière générale, la fonction qu'on obtient en résolvant le problème
variationnel ou l'équation fonctionnelle n'est pas suffisamment régulière; on
peut la considérer comme une solution faible ou généralisée du problème
aux limites. Il faut montrer ensuite que cette solution faible est différentiable
un certain nombre de fois; par exemple, dans le cas de l'équation (i),
qu'elle possède des dérivées secondes au sens classique et pas seulement au
sens de la théorie des distributions de L. SCHWARTZ.

Signalons, en passant, qu'on peut affaiblir les hypothèses de régularité
imposées aux solutions « classiques » en remplaçant l'équation par sa forme
intégrale; ce procécé a été utilisé par plusieurs auteurs (c/., par exemple,
P. P. GILLIS [28], G. B. MORREY [53]).

En ce qui concerne les propriétés de régularité des solutions, il faut
étudier le comportement des solutions au voisinage des points intérieurs et
des points frontières de d?; nous y reviendrons ci-dessous.

Parmi les travaux récents, mentionnons aussi ceux relatifs au caractère
analytique des solutions d'équations analytiques et ceux concernant le prolon-
gement unique des solutions. On sait que les solutions des équations du type
elliptique analytiques, sont analytiques. On peut trouver une démonstration
de cette propriété et des références bibliographiques dans le livre de
F. JOHN [M] (cf. aussi C. B. MOKREY-L.NIRENBERG [57]).

La propriété de prolongement unique pour une équation du type elliptique
homogène, soit Lu = o, s'énonce comme suit : la seule solution de l'équation
dans un certain domaine (ensemble ouvert connexe) qui a un zéro d'ordre
infini en un point du domaine, est u{x) ̂  o. Pour une équation à coeffi-
cients analytiques, la propriété résulte du fait que toute solution est analy-
tique. Il est probable que cette propriété importante subsiste pour les
solutions d'équations ou systèmes d'équations non analytiques. Elle a été
démontrée dans un certain nombre de cas particuliers. Pour une équation
linéaire du second ordre à deux variables indépendantes, dont les coefficients
admettent des dérivées premières continues hôldériennes, elle résulte d'un
théorème de T. CARLEMAN [16]. Elle a encore été établie pour une telle
équation à coefficients mesurables et uniformément bornés {cf. L. BERS-
L. NIRENBERG [6], [7]). Ces résultats ont été étendus par G. MULLER [58]
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E. HEINZ [36] et P. HARTMAM-A. WINTNER [35], au cas des équations linéaires
du second ordre, à un nombre quelconque de variables indépendantes, dont
la partie principale — c'est-à-dire l'ensemble des ternies du second ordre —
est le laplacien. P. D. LAX [43] a donné une autre démonstration de ce
résultat et a montré que les solutions d'une équation du type elliptique jouis-
sent de la propriété du prolongement unique si, et seulement si, elles
possèdent la propriété de Runge. Ce fait a été observé indépendamment par
B. MALGRANGE [48] et étendu au cas des domaines non compacts. N. ARON-
SAJN [3] a établi la propriété pour l'équation linéaire générale du second
ordre, à coefficients variables; il suppose que les coefficients admettent des
dérivées continues du quatrième ordre.

S'il n'existe pas de zéros d'ordre infini, le problème de Cauchypour l'équa-
tion elliptique considérée ne peut avoir plus d'une solution; la réciproque
n'a pas été démontrée.

Pour des systèmes elliptiques à deux variables indépendantes et à un
nombre pair de fonctions inconnues, on sait que la solution du problème
de Cauchy est unique ( cf. T. CARLEMAN [17], A. DOUGLIS [2l], P. HARTMAN-
A. WINTNER [34]; pour des équations à coefficients analytiques, cf. F. JOHN [38]).

On peut formuler la propriété du prolongement unique sous une forme
plus faible, à savoir : une solution d'une équation elliptique homogène dans
un domaine, qui s'annule sur un sous-ensemble ouvert, s'annule identi-
quement. On voit aisément que cette assertion est équivalente à la propriété
d'unicité pour le problème de Cauchy. L. NIRENBERG [64] a démontré l'uni-
cité de la solution du problème de Cauchy pour certaines classes d'équations
d'ordre quelconque ; on connaît aussi des exemples pour lesquels il n'y a pas
unicité (cf. A. PLIS [66] et E. de GIORGI [20]).

On a étudié le comportement asymptotique des solutions au voisinage
d'un zéro qui n'est pas infini et quelques autres propriétés des solutions
(cf. L. BERS [4] et L. NIRENBERG [63]).

Signalons encore certains travaux récents concernant le problème de
Neumann (cf. L. BERS-L.NIRENBERG [6], [7]), le problème de la dérivée
oblique (cf. J. L. LIONS [45]), les problèmes mixtes au sens de Hadamard
(cf. J. L. LIONS [46], F. E. BROWDER [11]).

Les résultats que nous énoncerons ici ne concernent que le problème de
Dirichlet pour certains opérateurs elliptiques.

2. Équations du second ordre. — La méthode variationnelle ou la
méthode des opérateurs linéaires dans l'espace de Hilbert, utilisée dans
l'étude des équations elliptiques, est basée essentiellement sur l'obtention de
limitations a priori pour les solutions et leurs dérivées. Nous nous proposons
de rappeler, dans ce paragraphe, quelques-unes de ces limitations et les
théorèmes d'existence qui en résultent.

Soit CD un domaine borné de l'espace euclidien à n dimensions, CD sa fron-
BULL. SOC. MATH. — T. 86, FASC. 4. 19
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tière, d? son adhérence. Nous posons

^=D,u (<=i, 2, ...,n);

D< a représente une dérivée quelconque, d'ordrey, de u.
Une fonction/est dite hôldérienne, d'exposant a (o^ a < i) et de cons-

tante M^ si pour tout couple de points -P, Ç, de son domaine de définition,
on a

1/(^)-/(Ç) ^M\P-Q\-.

où | P — Q \ est la distance de P à Q.
Nous désignons par C^ la classe des fonctions ayant des dérivées continues

jusqu'à l'ordre j (entier non négatif) dans dL, par Cf^^ la classe des fonctions
ayant des dérivées continues hôldériennes, d'exposant a, jusqu'à l'ordre j
dans (fl. Pour les fonctions uç. C ^ , on considère la norme

, 1.1 i i i n- i \D/u(P)-D^'u(Ç}\^ ^ = = m a x ^ + . . . + m a x 2 ) ^ + sup - ^———-———^ v v / l ;
^a ^ cl P,QGK p — Y

les max et sup sont pris par rapport à toutes les dérivées jusqu'à l'ordre y.
Avec cette norme, C^ est un espace de Banach.

On considère aussi des normes intégrales, dérivant de produits scalaires,
du type

7 r
\\^= 2 j \Diu\'dx

(;==o a

qui permettent de définir des espaces de Hilbert. On désigne par H^ et H^
respectivement l'espace des fonctions C^ et l'espace des fonctions CJ' s'annu-
lant dans un voisinage de CX, complétés suivant cette norme. On pose

I I ^ = I ï j et H^=Hj.

On dit qu'une fonction uç.Hj possède des dérivées généralisées (dérivées
fortes) jusqu'à l'ordrey(c/. S. L. SOBOLEV [7l], K. FRIEDRICHS [23]) et que
les dérivées jusqu'à l'ordre j — i d'une fonction uç.Hj s'annulent (en un
sens généralisé) sur la frontière CO.

On a montré qu'il existait des relations entre les limitations ponctuelles
d'une fonction (\ u [ a ) et des limitations intégrales pour ses dérivées (cf. par
exemple, S. L. SOBOLEV [7l], L. HÔRMANDER [37], L. NIRENBERG [63]); ces
relations jouent un rôle important dans certaines démonstrations.
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Limitations et théorèmes d'existence. — a. LIMITATION DÉDUITE DU PRIN-
CIPE DU MAXIMUM. — Nous considérons l'équation ( i ) ; nous supposons les
conditions (2) et (3) remplies et a^o. La solution du problème de Dirichlet
homogène (u =z o sur (b) satisfait à l'inégalité

(4) [^ |^Cte .max[ / [ ,

où la constante dépend seulement de m et M. Cette limitation résulte du
principe du maximum (cf. par exemple, G. MIRANDA [52]).

b. LIMITATION DU TYPE CARRÉ SCALAIRE. THÉORÈMES D'EXISTENCE. — Supposons

que les fonctions a;y(^i, ^2, . . ., Xn) soient de classe Ci. En désignant par u
une fonction qui s'annule dans un voisinage de d?, en multipliant (i) par H et
en intégrant par parties, on obtient l'inégalité

(5) f ~ùLu dx^, Cte |[ u \\[ — Cte ] [ u [ | ^ ,
J (Q

où les constantes (positives) dépendent seulement de m, M et d'une borne
pour les dérivées des a^-.

De cette inégalité on déduit aisément, en utilisant la méthode variationnelle
(cf. par exemple, R. COURANT-D. HILBERT [19], chap. VII) ou le théorème
de projection dans l'espace de Hilbert (cf. par exemple. H. WEYL [79]), l'exis-
tence d'une solution faible, dans 77i, du problème de Dirichlet. On peut
montrer que cette solution faible est une solution régulière (cf. §3, e); nous
obtenons ainsi un théorème d'existence au sens classique.

C. LIMITATIONS DE SCHAUDER. THÉORÈMES D'EXISTENCE. — SuppOSOUS que les

coefficients et/de ( i) soient des fonctions Ca(o^a<:i). J. SCHAUDER [68], [69]
a obtenu des limitations ponctuelles intérieures et à la frontière.

Limitations intérieures. — Si uç, Cs+a est solution de (i), pour tout sous-
domaine compact 0. de ^0, on a

(6) M^a^Ctea/la+Mo),

où la constante dépend du diamètre de û), de la distance de €L à d?, de m et
du maximum des normes | [a des coefficients de (i).

Limitations à la frontière. — Si î/çCa+a est solution de (i) et s'annule
sur la frontière du domaine (^ supposé suffisamment régulier (domaine de
classe Zs+a : cf. L. NIRENBERG [63]), on a

(7) M^a<Cte(]/]a-}-Mo),

où la constante dépend seulement de û?, de m et du max des normes | [a
des coefficients de (i).
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De ces limitations, on déduit aisément la propriété de compacité pour les
solutions de l'équation.

En supposant d? de classe T^+a» les coefficients et fç. Cy, et â^^o, le
théorème d'existence peut s'établir comme suit : on considère des suites
indéfiniment différentiables avec des normes [a uniformément bornées,
convergeant vers les coefficients et /; on résout les équations approchées en
appliquant, par exemple, la méthode rappelée précédemment; de la propriété
de compacité, il résulte qu'il existe une sous-suite qui converge vers la
solution de (i).

Il existe d'autres méthodes permettant de démontrer le théorème d'exis-
tence ; par exemple, la méthode de continuité, utilisée par J. SCHAUDER [68].
On considère un opérateur dépendant d'un paramètre ^,

Lt=tL-^ ( i — ^ ) A (o^^i),

où A est le laplacien. Pour ^== o, on sait que le problème admet une solu-
tion. De la propriété de compacité, on déduit qu'il en est de même pour t :== i.

d. AUTRES LIMITATIONS POUR LE CAS H == 2. THÉORÈMES D'EXISTENCE. — Pour

l'étude des équations non linéaires, il faut des limitations a priori p\us fines,
qui dépendent seulement de m et M^ pour les équations linéaires. On a
obtenu de telles limitations pour les équations à deux dimensions. A titre
d'exemple, citons le résultat suivant (cf. L. BERS-L. NIRENBERG [5], [6], [7]) :
la solution du problème de Dirichlet pour (i) (n == 2), dans le cercle unité û?,
satisfait à la relation

j_

(8) | u |i+a + sup 1 f | P — Q |-21 D2 u (Ç) |2 dÇ V ̂  Â:(max | u \ 4- max [ / [ )
Pç.(Q{J(Q )

(o << a << i, K= constante positive).

Celte limitation permet de démontrer un théorème d'existence pour (i),
en supposant seulement les coefficients bornés et mesurables. Cependant
l'intérêt principal d'une telle limitation réside dans le fait qu'elle permet
d'obtenir un théorème d'existence pour certaines équations non linéaires,
par exemple pour l'équation semi-linéaire

—a;y(^i, ^2, u^ D^u^ D^u) DiDjU + ̂ -(^i, ^25 ^5 D^u^ D.^u) D^u
=/(^i, x^ u, D^u, D^u),

<© étant le cercle unité et u == o sur 6!). Si l'on suppose les a;y, a^ e t f , unifor-
mément bornés et satisfaisant à une condition de Hôlder par rapport à tous
leurs arguments, on peut démontrer l'existence de la solution en utilisant la
méthode de J. LERAY-J. SCHAUDER [U] ou la méthode de L. NIRENBERG [60].

Pour obtenir des limitations qui dépendent seulement de m et M, on
utilise certaines propriétés de la théorie des fonctions et des transformations
quasi conformes; de ce fait, on doit se limiter au cas n = 2.
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€. ÉQUATION SEMI-LINÉAIRE A UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES INDÉPEN-

DANTES. THÉORÈME D'EXISTENCE. — Considérons l'intégrale /î-uple du calcul des
variations

r _ , , / au . \
l F(Ui)dx [ Ui=z ——; î=i, 2, . . ., n .

J(D \ axi /

Nous supposons que F est une fonction de classe C^ et que le problème
est régulier, c'est-à-dire qu'il existe une constante positive m telle que

Fn^^m^ (^=^.)-

Le domaine cO est supposé convexe et les valeurs données pour u sur d?
satisfont à la condition des n 4- i points. Cette dernière hypothèse est une
généralisation de la condition classique des trois points. Elle peut s'énoncer
comme suit : la pente de tout hyperplan contenant au moins n + i points de
la courbe u=u(Xi)^ ^-çd?, de l'espace (^-, ^), est inférieure à une cons-
tante A.

Dans ces conditions, nous avons montré {cf. P. GILLIS [29]) qu'il existait
une et une seule fonction réalisant l'extremum de l'intégrale, par rapport à
la classe des fonctions continues et lipschitziennes admissible '(le cas n=.i
a été traité par A. HAAR [33]). A cet effet, on démontre d'abord la propriété
de semi-continuité pour l'intégrale et ensuite que la solution éventuelle du
problème est une fonction lipschitzienne, de constante A. Cette dernière
proposition est une généralisation du résultat classique de T. RADO [67]
(cf. aussi J. von NEUMANN [78]) pour n = 2.

Il en résulte que le problème de Dirichlet pour l'équation du type ellip-
tique

-̂ ,=0,
dxi

<P étant convexe et les données satisfaisant à la condition des n -L- i points,
admet une solution faible (fonction lipschitzienne). C. B. MORREY (cf. par
exemple [5^]) a montré que si la solution est de classe Ci elle est aussi de
classe €2; d'un résultat récent obtenu par J. NASH [59], on déduit que la
solution lipschitzienne est aussi de classe €2.

A notre connaissance, c'est le seul théorème d'existence qu'on possède
pour les équations elliptiques non linéaires à un nombre quelconque de
variables indépendantes.

3. Équations (Tordre supérieur et systèmes adéquations. — Dans ce
paragraphe, nous énoncerons quelques propriétés et théorèmes d'existence
pour les équations d'ordre quelconque et les systèmes d'équations du type
elliptique et linéaires.

Le problème de Dirichlet, pour de telles équations, a été étudié par plusieurs
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mathématiciens {cf. par exemple, M. I. VISHIK [77], F. E. BROWDER [12],
L. GARDING [27], G. B. MORREY [54], A. DOUGLIS-L. NIRENBERG [22], L. NIREN-
BERG [62], [63], P. D. LAX [4-2], J. L. LIONS [46]).

Les méthodes utilisées dans le cas d'une seule équation s'étendent au cas
des systèmes d'équations fortement elliptiques. De tels systèmes ont été
considérés en premier lieu par M. I. VISHIK [76] ; des systèmes plus généraux
ont été introduits par A. DOUGLIS et L. NIRENBERG [22], [63].

D'une manière générale, on ne sait pas s'il existe une limitation analogue
à (4) pour une équation d'ordre supérieur à 2. C. MIRANDA [50] a obtenu
cependant une telle limitation pour l'opérateur biharmonique et en a déduit
un théorème d'existence.

a. LA THÉORIE D'EXISTENCE Z2. — La seule méthode qui a conduit à une
théorie générale pour les équations linéaires à coefficients variables d'ordre
supérieur à 2, est la méthode des espaces de Hilbert (7/2). Elle est basée sur
une inégalité qui constitue une généralisation de la formule (5). Pour des
équations à coefficients variables, cette inégalité a été obtenue par L. GAR-
DING [27]; elle s'étend immédiatement aux systèmes fortement elliptiques au
sens de Vishik. Signalons que pour des systèmes du second ordre à coefficients
constants, elle avait été démontrée précédemment par L. VAN HOVE [72], [73]
qui l'a utilisée dans son travail concernant l'extension de la condition de
Legendre du calcul des variations aux intégrales multiples à plusieurs fonc-
tions inconnues.

Les constantes qui figurent dans l'inégalité de Gârding dépendent des
bornes des coefficients principaux de l'équation, de leur module de conti-
nuité, de la constante in figurant dans la relation qui exprime que l'équation
est du type elliptique et du diamètre du domaine CD.

La méthode (L2) permet de démontrer que le problème de Dirichlet admet
une solution faible. On montre ensuite, les coefficients de l'équation étant
supposés suffisamment réguliers, que la solution faible est une solution
ordinaire (cf. §3, e).

b. LIMITATION DU TYPE DE SCHAUDER. — Au cours de ces dernières années, on
a démontré d'une manière plus simple les résultats de J. SCHAUDER relatifs aux
équations du second ordre(c/. G. MIRANDA [52], chap. IV) ; G. B. MORREY [54]
a obtenu de telles limitations pour les systèmes du second ordre; A. DOUGLIS
et L. NIRENBERG [22] ont étendu les limitations intérieures au cas des systèmes
elliptiques au sens de Nirenberg. Il en résulte la propriété de compacité pour
les solutions dans tout sous-domaine compact de C0; on peut en déduire aussi
des théorèmes de différentiabilité pour les solutions d'équations linéaires ou
non linéaires et pour les solutions de problèmes réguliers du calcul des
variations.

Des limitations analogues à la frontière permettent de démontrer des
théorèmes d'existence pour les systèmes fortement elliptiques, sous des
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conditions très générales imposées aux coefficients. Il suffit de considérer des
suites indéfiniment différentiables convergeant vers les coefficients, de
résoudre les équations approchées et d'appliquer la propriété de compacité.

c. LIMITATIONS PLUS FINES POUR n > 2. — Pour n >> 2, on ne connaît pas des
limitations du type (8) qui dépendent seulement des bornes des coefficients
de l'équation ; celles qu'on a obtenues font intervenir une constante K qui
dépend aussi des modules de continuité des coefficients {cf. L. NIRENBERG [61]
et G. MIRANDA [51]). C. B. MORREY [5^] a établi de telles limitations pour
des systèmes elliptiques de second ordre.

Grâce à un résultat de A. I. CALDERON et A. ZYGMUND [15], on peut encore
obtenir de telles limitations pour les solutions de systèmes elliptiques
quelconques, dans des sous-domaines compacts de (D (cf. N. VEKUA [7^]).

Ces limitations, du fait que les constantes qui y figurent dépendent
des modules de continuité des coefficients, ne sont pas suffisamment
fortes pour fournir des théorèmes d'existence pour les équations non
linéaires, sauf pour des équations semi-linéaires du second ordre très parti-
culières (cf. H. 0. CORDES [18] et L. NIRENBERG [6^]).

d. AUTRE MÉTHODE POUR L'ÉTUDE DE PROBLÈMES AUX LIMITES. — S. AGMON [1] a

généralisé la méthode classique de Neumann-Fredholm qui consiste à
représenter la solution sous forme d'un potentiel de double couche et à
ramener le problème à la résolution d'une équation intégrale du type de
Fredholm. L'auteur a considéré des équations d'ordre quelconque, à deux
dimensions, n'ayant qu'une partie principale, et à coefficients constants. La
méthode permet de retrouver les limitations intérieures et à la frontière du
type de Schauder. Signalons que la réduction du problème de Dirichlet,
pour des équations d'ordre supérieur à 2, à la résolution d'équations inté-
grales a été envisagée aussi par A. PLEIJEL [65] et Y. B. LOPATINSKII [V7].

e. DIFFÉRENTIABILITÉ DES SOLUTIONS. — A plusieurs reprises, nous avons
signalé que certaines méthodes permettaient d'obtenir des solutions faibles
et qu'il fallait montrer ensuite, que ces solutions faibles étaient des solutions
ordinaires, c'est-à-dire que les dérivées des solutions figurant dans l'équation
ou dans le système existaient.

L'étude de la difïerentiabilité des solutions faibles peut se faire de
plusieurs manières différentes.

On peut utiliser la singularité fondamentale de l'équation considérée.
Cette méthode a été appliquée par H. WEYL [79] à propos de l'équation du
potentiel. Elle a été étendue à l'équation du type elliptique la plus générale
par F. E. BROWDER [8], [9], [10], [11], L. GARDING [26], L. SCHWARTZ [70],
M. I. VISHIK [75]; la solution fondamentale pour une telle équation a été
construite notamment par F. JOHN [39].

Une deuxième méthode est celle de F. JOHN [^0] qui fait appel à la notion
de moyenne sphérique.
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Une troisième méthode est celle de K. FRIEDRICHS [25] (c/. aussi
F. E. BROWDER [12]). Au lieu d'utiliser des opérateurs intégraux qui sont
spécifiquement adaptés à l'équation — c'est le cas lorsqu'on emploie la solu-
tion fondamentale — on peut utiliser des opérateurs non spécifiques régula-
risants qui ont été considérés par SOBOLEV [71] et K. FRIEDRICHS [23], [24].
La considération de ces opérateurs, appelés « mollifiers », et l'inégalité
de Gârding permettent de démontrer, sous des conditions très générales, que
les solutions faibles sont des solutions au sens strict.

L'emploi des « mollifiers » peut être remplacé par une opération de diffé-
rence-quotient appliquée à l'équation, comme l'a montré L. NIRENBERG [62].
On démontre non seulement que la solution faible est régulière à l'intérieur
du domaine, mais encore qu'elle est régulière dans le domaine fermé, si la
frontière est régulière, et qu'elle prend les valeurs données sur la frontière
au sens classique.

Plusieurs auteurs ont utilisé des variantes de ces méthodes; par exemple,
P. LAX [43] n'emploie que l'inégalité de Gârding; F. E. BROWDER [14] montre
que la solution est différentiable à la frontière en utilisant une inégalité
obtenue par N. ARONSAJN [2].

Précédemment, la régularité à la frontière avait été établie pour des
équations du second ordre, par R. COURANT et D. HILBERT [19], et pour des
systèmes du second ordre par G. B. MORREY [54], C. B. MORREY et
L. NIRENBERG [57] ont démontré l'analyticité à la frontière, des solutions du
problème de Dirichlet des systèmes analytiques fortement elliptiques, pour
un domaine à frontière analytique. Leur méthode permet encore de démontrer
l'analyticité en les points intérieurs.

Signalons aussi les travaux de L. NIRENBERG [62], F. E. BROWDER [13],
0. V. GUSEVA [32], G. B. MORREY-J. BELLS [56], G. B. MORREY [55] et de
A. MILGRAM-P. G. ROSENBLOOM [49] qui dans le cas de certaines équations
simples utilisent la solution fondamentale de l'équation de la chaleur.

4. Équations particulières du second ordre, non linéaires. — Nous avons
considéré des équations du second ordre non linéaires, à un nombre pair de
variables indépendantes, qu'on peut obtenir de la manière suivante {cf.
P. P. GILLIS [30], [31]).

Soit u{x^^ x^ . . . . x^n) une fonction de classe Ça. Considérons la forme
de PfafT

co^ == — Uz dx^ 4- ̂ i dx.)_ — u^ dx-^ -h u?, dx^ —... — u^ri dx^ri—\ + ̂ 2/î—i dx^

( àu\
Ui== -3— h\ à X i )

et la différentielle extérieure de cette forme, soit d^[. Posons

—, (6/ûi)^)^^ L(u) dxy dx^... dx^n-
7Ï .
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Les équations que nous avons étudiées sont du type

L(u) =/(^lî •^2, . • - , ^în)-

Ainsi, pour n == 2, l'équation s'écrit

L(U) =EE (MH 4- U^) (^33+^44) —— (^13+ ^24)2—— (^14-4- ^23)2=/(^l, ^2»^3, ^4)

/ ^ \

\l}~ Ô X i Ô X j )

Cette équation est du type elliptique dans un domaine de l'espace euclidien
à quatre dimensions, si

(^H+^22) (^33+ ^44) >0, (/>0).

Pour de telles équations, du type elliptique, la méthode variationnelle
classique permet de démontrer que si n est impair et supérieur à i, le
problème de Dirichtel admet tout au plus une solution ; si n == i ou pair, le
problème de Dirichlet admet tout au plus deux solutions. On peut donner
des exemples pour lesquels les deux solutions existent.

Un travail qui paraîtra prochainement sera consacré aux théorèmes
d'existence pour de telles équations.
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