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LES ALGEBRES CYLINDRIQUES;
PAR

Mirc KRASNER (1).

( Paris).

Contrairement a ce que M. L’ABBE semble penser, les algébristes se sont
occupés d’algébres cylindriques dés 1938 ([1], [3]), du moins dans le cas
particulier, ou l'algébre de Boole sous-jacente est compléte. 1l s’agissait,
d’ailleurs, surtout d’algébres cylindriques concrétes, quoique (du moins dans
le travail cité [1] de 1938) I'algébre abstraite correspondante ait été envisagée
sans étre définie explicitement. Ces études n’ont par été motivées par des
préoccupations logiques, mais avaient comme but principal une trés large
généralisation abstraite de la théorie de Galois.

Voici le résumé des idées essentielles du travail cité [1], sous une forme
légérement modifiée qu’on trouve dans [2] : Soit £ un ensemble et soit U
un ensemble auxiliaire, dit 'ensemble des noms des coordonnées. Les
éléments P de EU (c’est-a-dire les fonctions définies sur U et a valeurs
dans E) sont dits les U-points de I (ou simplement des points si U et E
sont connus sans confusion possible). Des sous-ensembles 7 de £Y sont dits
des U-relations de E (ou simplement relations si la confusion n’est pas
a craindre) et 'on dira que P satisfait a r si Per.

On définit, dans l'ensemble R des U-relations de £, les opérations
ensemblistes suivantes :

1° L'opposition r —7,ou 7 est le complémentaire de r dans EV.
2° Pour tout UC U, la U-cylindrification (que j’ai appelée U-projection)

() Le texte ci-aprés développe lintervention faite par Marc KRASNER & la suite de la
conférence de Maurice L’ABBE.
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r—rg, ou ry est Uensemble de tous les points P tels que leur restriction

a U coincide avec celle de quelque P’ € r.

<Une relation r est dite identique sur le complément [}Zf de U dans U

si rp=r. )
3° Pour toute application biunivoque ¢ d'un UC U quelconque dans U, le
changement r—r des noms des variables. Cette opération est définie

seulement pour les relations r identiques sur le complémentaire [}U de U et

son résultat 7 est la relation identique sur le complémentaire GE"- du trans-

formé U de U par ¢, complétement définie par la condition que Per® si,
et seulement s'il existe un P’ € r tel que, pour tout u€ U, on ait P'.u=P.ut.

4° L'intersection [appelée le plus grand commun diviseur (p.g.c.d.)
dans le travail] N R de tout ensemble RCR de relations.

En plus, on envisage une classe parliculiére de relations, les relations
diagonales D, ,,, ou u,, u, sont des éléments arbitraires de U et ou D, ,, est
I’ensemble de tous les points P tels que P.uy—=P.u,.

Les opérations précédentes sont dites les opérations fondamentales. Un
ensemble RC de relations est dit logiquement fermé s'il 'est par rapport
a toutes les opérations fondamentales qu’on peut effectuer sur les 7€ R ou
ou les RC R et contient une relation diagonale. R étant un ensemble quel-
conque de relations, le couple S = (F, R) est dit une U-structure dans E
(ou simplement une structure dans E si U est fixé; cette notion de structure,
antérieure a celle de Bourbaki, est moins générale que cette derniére du
point de vue de I’échelle des ensembles employée). On montre que la famille
des sur-ensembles logiquement fermés R’ de R contient leur intersection R/,
qui est, ainsi, le plus petit sur-ensemble logiquement fermé de R, dit sa
Jfermeture logique. Deux U-structures

S=(FE, R) et S'=(E, R)

dans E sont dites équivalentes si les fermetures logiques R, et R, des R
et R’ respectivement coincident. On appelle le corps abstrait K(S) défini
par S I'ensemble de toutes les structures équivalentes & S. Si U est fini et
si R € R est logiquement fermé, il est clair que R est une algébre cylindrique
concréte si 'on y restreint Popération R—> N R(RCR) aux RCR finis.
Inversement, on peut montrer que toute algébre cylindrique concréte
4 I'ensemble des variables U et a support £, qui est, en plus, compléte en
tant qu’algébre de Boole, est de la forme précédente.

Soit & un ensemble de symboles x. On regarde d’'une maniére purement
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abstraite les € & comme des variables représentant, pour un U fixé, les
U-relations (dans un ensemble fixé, mais indéterminé £) et ’on considére des
expressions f(..., &z, ...) (X4 € &) obtenues a partir des x, € X et des
relations diagonales par des itérations multiples ayant un sens (de telles
itérations sont facilement caractérisables & l'aide de certains schémas
arborescents infinis) des opérations fondamentales

Yy=>¥,  Y=>yg;p Y=y Y—-ntr.

Ces expressions f=f(..., &y, ...) sont dites fonctions logiques. Si I'on
donne a toute z, € & une valeur r, prise dans un ensemble donné R de
U-relations d’un ensemble K, et si I'on applique (« concrétement ») aux ry
I'itération multiple des opérations fondamentales, qui est appliquée aux z,

correspondants dans P'expression de f(..., @y, ...), on obtient une U-rela-
tion f(..., rq, ...) dans E, qui est dite la valeurde f(..., x4, ...)
pour les valeurs ..., z,=ry, ... de ses arguments x,. f(..., &4, ...)
et g(..., &y, ...) étant deux fonctions logiques, on a, ou bien

Sl ray o )=g(. ..y rgy ..),

ou bien

SOy ray ) Z8(e Ty o)

auquel cas on dit qu’on a respeclivement, pour x,= rq, l'identité ou la non-
identité logique des f(...,ry, ...) et §(..., ry, ...). Il est clair que si U
est fini, si 'on considére seules les fonctions logiques qui sont des itérations
multiples finies, autrement dit ou l'opération ¥ —> N Y est appliquée aux
seuls ensembles finis ¥, et si x,—> ry est une application biunivoque de &
sur un ensemble logiquement fermé R de relations, de telles f(..., rq, ...)
ne sont autre chose que l'’ensemble des formules de l'algébre cylindrique
abstraite correspondant a 'algebre cylindrique concréte R, et les identités et
non-identités logiques correspondantes constituent ’ensemble des relations
de cette algébre cylindrique abstraite.

Toutefois le cas, qui donne une bonne « théorie de Galois abstraite »
n’est pas, sauf si £ est fini, celui de U fini, mais celui ou la puissance pU

de U est > pk. Voici l'essentiel des résultats qu'on obtient sous cette
hypothese :

o étant une permutation (une application biunivoque sur soi-méme) de £
(ou, plus généralement, . étant une application biunivoque de £ sur un
autre ensemble £’), on note G.P (respectivement p.P), ou P est un
U-point de &, le U-point de £ (respectivement de £) tel que, pour toutu € U,
on ait (¢.P).u=c.(P.u) [respectivement (pn.P).u=p.(P.u)]; et sir
est une relation dans E, on note ¢.r respectivement p..7 'ensemble des o. P
respectivement .. P, ou P parcourt 7. On dit que ¢ préserve rsigc.r=r.

8§ = (£, R) étant une structure dans %, on appelle groupe de Galois de E

BULL. SOC. MATH. — T. 86, FASC. 4. 21
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par rapport a S l'ensemble (qui est un groupe de permutations de E') gr/s
des permutations ¢ de £, qui préservent toute 7 € R.
P qut p

On démontre :

1° Lot p’EQUIVALENCE. — Deux structures S = (E, R) et §'=(E, R') sont
équivalentes si et seulement si gg/s—= grys-

2° Lor D’EXISTENCE. — Quel que soit le groupe de permutations g de E, il
existe de structures S — (F, R) telles que gpis— g-

(La démonstration de la loi d’existence est triviale, mais non celle de la loi
d’équilavence.)

La loi d’équivalence répond a la question suivante : Etant donné un
ensemble R de relations dans I, quelles sont toutes les relations r de I/
préservées par toutes les permutalions ¢ de E qui préservent toute
relation € R? La réponse est : Ce sont les valeurs des fonctions logiques
pour les valeurs de leurs arguments appartenant ¢ R. On peut montrer,
d’ailleurs, qu’on peut, dans cet énoncé, se limiter & une classe assez restreinte
de fonctions logiques, au lieu de les employer toutes.

K étant un corps abstrait dans £, toutes les structures S telles que A (S) = K
ont, en vertu de la loi d’équivalence, un méme groupe ggz/s, qui sera noté gk
et, en vertu de la méme loi et de celle d’existence, on a le

TnkoREME DE GaLOis. — K —> gy est une application biunivoque de
U'ensemble des corps abstraits de E sur celut des groupes de permutations
de I.

Soient S=(F, R) et S'= (L', R') deux U-structures dans deux
ensembles £, £’ qui peuvent étre distincts (mais, naturellement, sont tels
que pEZpUetpl’~ZpU). Alors on a la

Lor p’1soMORPHISME. — S7 ¢ est une application biunivoque de R sur R,
qui est un isomorphisme par rapport aux opérations fondamentales
[autrement dit est telle que pour toutes fonctions logiques f(. .., za, . ..),
Sy Loy o ve)e

Sl rg o) =8( ey ray-..)
et
SO era, o) =g( .., €.rg ...)

s'impliquent mutuellement], E et E' ont une méme puissance et il existe
une application biunivoque 1. de E sur E' telle que, pour tout r € R, on
ait e.r = pe.r. Cette théorie jette une lumiére sur I'origine profonde de la
théorie de Galois, et, en analysant les caractéres de la théorie de Galois
ordinaire, qui y permettent le remplacement des opérations fondamentales
ensemblistes par les opérations rationnelles, elle permet de caractériser une
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classe de structures (structures éliminatives) qui ont, dans une certaine
mesure, les mémes caractéres.

Le travail de M. Siuva [3] joue le méme role par rapport au systéme des
Principia Mathematica de RusseL que le mien par rapport au calcul pro-
positionnel du 1°" ordre. M. SiLva peut, toutefois, se borner au cas, ou U
est fini. Par contre, en plus des opérations fondamentales précédentes (mais
concernant les U finis; par contre, N se rapporte toujours aux ensembles
quelconques de relations), il introduit 'opération

R(x))) = xp (2)) [mng(i):"],
i

ou z, est une variable propositionnelle de type j(i) = n, R une identité
logique entre toutes ces variables x‘jgi) (en nombre fini) et z,,, est une
« relation » & laquelle satisfont les valeurs des 2, de type correspondant
quand elles satisfont & l'identité R et dans ce cas seulement. Ceci posé, on
obtient la théorie de Galois de méme forme. La théorie analogue, mais
ou pU. pL, peut se déduire de la mienne grace a la loi d’isomorphisme,
mais ce n’est pas le cas pour la théorie ou U est fini. Par contre, si U est
fini, il faut, en général, pour avoir toutes les relations préservées par les
permutations de E préservant toutes les relations € R, employer les valeurs
que prennent sur R toutes les fonctions logiques de la théorie de Silva, et
non une classe particuliére de ces fonctions. On voit ainsi que les deux
théories sont analogues, mais chacune permet d’aller plus loin que l'autre
dans une certaine direction.

La théorie de M. SiLva peut étre considérée comme une théorie des algébres
concréetes généralisant, pour les calculs propositionnels d’ordre quelconque,
les algébres cylindriques complétes du point de vue booléen, et o N est
étendue a toutes les familles de relations.
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