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SU ALCUNI ASPETTI DELLA TEORIA
DELLE EQUAZIONI ELLITTICHE;

CONFERENZA DI

Carco MIRANDA.

Nel corso degli ultimi venti anni la teoria delle equazioni ellittiche ha
compiuto dei notevoli progressi, sviluppandosi secondo nuovi indirizzi che
differiscono profondamente da quelli classici.

Secondo il punto di vista classico risolvere un problema al contorno signi-
fica determinare una o piu funzioni incognite che verifichino puntualmente
certe equazioni differenziali e certe condizioni al contorno. Secondo I'indi-
rizzo moderno invece si suole sostituire alla considerazione delle equazioni
puntuali quella di certe condizioni di carattere globale, espresse di regola
sotto forma integrale. Le funzioni che soddisfano tali condizioni sono dette
soluzioni deboli del problema. La questione di stabilire fino a che punto e
sotto quali condizioni tali soluzioni deboli sono anche soluzioni nel senso
classico costituisce il cosiddetto problema della regolarizzazione delle solu-
zioni deboli.

Questo indirizzo trae indubbiamente la sua origine dalle ricerche varia-
zionali di Courant, FrikpRicHS, SOBOLEV, ma si ¢ sviluppato soprattutto, utiliz-
zando 1 metodi dell’analisi funzionale lineare, sotto I'influsso di una classica
memoria di WEYL, ed ha ricevato nuovo impulso dalla teoria delle distribu-
zioni di SCHWARTZ.

Esso ha il suo maggior pregio nella relativa facilita con cui, utilizzando la
teoria degli operatori negli spazi hilbertiani, si arriva a dimostrare i teoremi
di esistenza o di alternativa per le soluzioni deboli, in ipotesi assai generali
sul dominio in cui si vuol determinare la soluzione e sui termini noti delle
equazioni e delle condizioni al contorno.

Non & men vero perd che questi procedimenti presentano anche degli
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inconvenienti. Uno di questi & per esempio il fatto che alla grande genera-
lita delle ipotesi relative ai termini noti fa riscontro purtroppo la necessita
di introdurre ipotesi piuttosto restrittive sui coefficienti delle equazioni.

Un secondo inconveniente, forse pilu grave, si riscontra poi nella grande
difficolta che presentano le questioni di regolarizzazione, gran parte delle
quali sono tuttora aperte. Avviene sovente, infatti, che sia piu facile dimo-
strare direttamente I’esistenza di una soluzione nel senso classico di un dato
problema piuttosto che dedurla dalla regolarizzazione di una soluzione debole.

Di piu le soluzioni deboli che si studiano con i metodi moderni sono, in
generale, funzioni a integrale di Dirichlet finito, laddove & ben noto, secondo
una famosa osservazione di HapaMarp, che le soluzioni in senso classico dei
problemi al contorno non hanno necessariamente tale proprieta.

Vengo ora allo scopo di questa mia conferenza che & quello di esporre in
sintesi i conlributi apportati a questa teoria dalla Scuola Italiana durante gli
ultimi dieci o quindici anni.

Dird subito che queste ricerche si sono sviluppate in Italia secondo un
indirizzo autonomo e indipendente da quello della produzione scientifica di
altri paesi. Queste ricerche infatti iniziate subito dopo la guerra, in un
periodo in cul le possibilita di informazione bibliografica erano assai limi-
tate, sono state poco o nulla influenzate dai lavori di Courant, FRIEDRICHS,
SoBoLEY ¢ WEYL, mentre costituiscono invece, almeno in parte, la naturale
continuazione di alcune memorie di Picoxg, CacciorroLt e CiumiNo, publi-
cate fra il 1934 e il 1940, memorie che, pur essendo rimaste poco note fuori
d’Italia, segnano non pertanto una tappa importante nello sviluppo della
teoria delle equazioni ellittiche.

E davvero singolare che, malgrado questa sua particolare origine, I'atti-
vita scientifica italiana in questo campo abbia progredito su binari paralleli a
quelli seguiti in altri paesi. Analoghi infatti sono i metodi di analisi funzio-
nale adoperati, mentre il cosiddetto lemma di WEYL si trova gia utilizzato in
alcuni lavori di Caccioprort e CimmiNo, di qualche anno anteriori alla memoria
di WEyL.

Questo parallelismo di indirizzi & perd solo parziale perché notevoli diffe-
renze si riscontrano sovente nel modo di impostare i vari problemi. E ci6 ha
fatto si che i risultati da noi ottenuti siano spesso complementari di quelli
ottenuti in altri paesi.

Una caratteristica delle nostre ricerche & per esempio quella di rivolgersi
allo studio di problemi generalizzati, non molto discosti dai problemi clas-
sici. E gli stessi problemi classici sono stati oggetto di nuove interessanti
ricerche. Scarse invece le ricerche dedicate esclusivamente allo studio delle
soluzioni deboli. Da rilevare anche il fatto che particolari modalita nell’appli-
cazione dei metodi dell’analisi funzionale lineare hanno permesso lo studio
di problemi la cui soluzione non ha necessariamente integrale di Dirichlet
finito.

Accanto alle ricerche basate sui metodi dell’analisi funzionale lineare sono
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poi da ricordare quelle di carattare variazionale, in parte ispirate dai metodi
del ToNELLI.

E in un altro importante gruppo di ricerche ci si & valsi di quei procedi-
menti, basati sulla maggiorazione a priori delle soluzioni, che traggono la
loro lontana origine dalle celebri memorie di S. BERNSTEIN e che, venticinque
o trenta anni fa, ricevettero nuovo impulso dai lavori di ScHAUDER, LERAY e
CACCIOPPOLI.

Non mancano infine alcune ricerche basate sul metodo classico della tra-
duzione dei problemi al contorno in equazioni integrali.

Esporre in dettaglio, nel corso di una sola conferenza, tutto quanto si &
fatto in Italia, nell’ultimo decennio, nell’ambito della teoria delle equazioni
ellittiche, sarebbe del tutto impossibile, trattandosi di riferire su oltre cento
lavori.

Mi limiterd a parlare, percid, dei risultati ottenuti nello studio del cosid-
detto problema misto. E poiché tutti o quasi i metodi di cui ho discorso in
generale sono stati applicati allo studio di questo problema, spero di riuscire
in tal modo a dare un’idea abbastanza chiara degli indirizzi di ricerca seguiti
in Italia.

Per quanto riguarda invece tutti i problemi di altro tipo mi limitero a
qualche citazione bibliografica, che si estendera per6 anche ai lavori concer-
nenti le equazioni paraboliche in vista del fatto che la maggior parte dei
metodi indicati hanno trovato larghe applicazioni anche nello studio di queste
ultime equazioni.

¥ ¥

Consideriamo 'equazione ellittica in m variabili

m

(1) oMu = 2

ik

m

1...
anpir+ 2 bipi+cu—=f

e supponiamo che i coefficienti @, b; ¢ siano definiti in un insieme aperto C
e ivi rispettivamente di classe C2:%), ClL0 | CO0.2) (1),

Sia -D un dominio regolare (?) contenuto in C la cui frontiera § D sia
la somma di due insiemi privi di punti comuni F,.D e &,D il primo aperto
su & D, il secondo chiuso. Supponiamo anche che lafrontiera comune di 5, D
ed 7,D su 5 D sia una varieta regolare a m — 2 dimensioni, che indiche-
remo con V.

(1) Una funzione si dira di classe C(® se dotata di derivate n-esime continue, di
classe C»M se dotata di derivate n-esime holderiane con esponente A.

(*) Secondo l'uso italiano per dominio si intende l'involucro (o chiusura) di un
insieme aperto. Per il significato dell’aggettivo regolare, che potra variare da caso a
caso, rimandiamo alle memorie dei vari autori.

BULL. SOC. MATH. — T. 86, FASC. 4. 22
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Se a et 3 sono due funzioni definite rispettivamente su F,D e F,D dicesi
problema misto il problema al contorno che consiste nel ricercare una solu-
zione della (1) che verifichi le condizioni al contorno

(2) u—=oa sudF,D, %:ﬁ su F,D,

v designando I'asse conormale alla frontiera di D, rivolto verso l'interno
di D e du/dv designando per convenzione l'operatore

1...m
du
@ = Z aik/ripk’
ik

dove X; sono 1 coseni direttori della normale interna a & D.

Se la varieta V' & vuota il problema misto non presenta difficolta diverse
da quelle dei problemi di Dirichlet e Neumann ed ¢ stato ampiamente trat-
tato da G. Giraup (?). Nel seguito pertanto noi supporremo sempre che V
sia non vuota. Un problema di questo tipo, relativo all’equazione di Laplace
in due variabili, era stato considerato fin dal 1882 da Vito VoLTERRA. E per
quanto riguarda l'equazione di Laplace la letteratura in proposito & ricca
di nomi anche celebri, Rimandando per le relative indicazioni bibliografiche
alle memorie [3] e [T] di E. MagenEs, ricorderemo soltanto che, per quanto
riguarda invece il caso di un’equazione ellittica generale, I'unico risultato
importante, contenuto nella letteratura meno recente, si deve ancora a
G. Giraup (*).

Nel 1933 infatti il GiraUD riusci a dimostrare che per il problema misto
inteso nel senso classico (*) vale il teorema dell’alternativa di Fredholm,
anche quando la varieta ¥ non & vuota.

Il metodo adoperato dal Giraup, che consisteva nel trasformare il problema
misto in un problema di Neumann considerato su di una conveniente varieta
riemanniana e nel tradurre quest’'ultimo problema in un sistema di equazioni
integrali, conduceva inevitabilmente a imporre delle ipotesi assai restrittive
sia alla varieta V che ai dati al contorno « e 3. Piu precisamente il GIrauD
aveva bisogno di suppore che lungo la varieta ¥ I'ipersuperficie 7,0 risul-
tasse trasversale a 7, D, che cioe la normale a &, D risultasse ortogonale alla
conormale a &,.D. Di pit a, (3 e leloro derivate dovevano verificare lungo V
certe condizioni di raccordo.

(®) Vedi G. GIRAUD, Sur certains problémes non linéaires de Neumann et sur cer-
tains problémes non linéaires mixtes (Ann. scient. Ec. Normale Sup., t. 49, 1932,
p. 1-105 e 245-308).

(*) Vedi G. GIrAUD, Problémes miztes et problémes sur des variétés closes, relati-
vement aux équations linéaires du type elliptique (Ann. Soc. Polon. Math., t. 12,
1933, p. 35-54).

(®) 1l significato esatto di questa locuzione sara precisato piu avanti.
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Lo studio di questo problema meritava percié di essere ripreso con altri
metodi allo scopo di ottenere un risultato del tutto generale.

*
X ¥
Un primo contributo alla questione fu portato nel 1949 da G. Ficuera [7].
Questi si pone nelle seguenti condizioni : 'operatore Ot & supposto auto-
aggiunto, la funzione ¢ negativa (o anche non positiva), le funzioni « ed f
nulle, la 8 di quadrato sommabile su F,D. Le equazioni del problema si
scrivono perci’ :

3) Mu=o inD—5FD,

4) u=—o sud,D,

(5) @ i r@ su 57:11)
dv

e la soluzione viene ricercata nella classe I' delle funzioni « che godono delle
seguenti proprieta :

@. w & continua in D — 7, D, ammette derivate prime e seconde continue
in D — FD e verificale (3) e (4);
b. per x, quasi ovunque su F, D esistono i limiti :

(6) -1'+aloi(rgmw)u(w):P“<x0)7
. du
(7) «'l‘>a‘11(lsrlll Va,) % — B (xﬂ)v

le funzioni 1. e (3 risultando di quadrato sommabile su 7,0 ;
c. detto D' un dominio regolare contenuto in C e contenente D, tale che
sia FD'NnFD =7, D valgono per u le formule di Green :
dG(z, y
w)= [ o) — 50 6, ) |y
(8) F,D avy i
per z€D—5D,

@ o= [ [p0 T —50) G2 |ds per weD-D,
. ¥

F,

avendo designato con G(x, y) la funzione di Green dell’'operatore J1 rela-
tiva al dominio 0. Fondamentale ai fini della trattazione del Fichera ¢ il
seguente teorema d'inversione della formula di Green :

Se p. e 3 sono due funszioni di quadrato integrabile su 5, D, per le quali
st verifica la (9), la funzione u definita dalla (8) appartiene alla classeT.

Segue da tale teorema che per risolvere nella classe I' il problema
misto (3), (4), (5), basta risolvere ’equazione integrale di prima specie (g),
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considerando in tale equazione la 3 come una funzione nota e la 1 come
incognita.

A tale scopo si consideri un sistema di funzioni {¢x(«)} hilbertiana-
mente completo in ' — D e, perx € D, si ponga

(@)= [ Gle,y) el dy.
D—D
La (g) & allora equivalente al sistema di equazioni di Fischer-Riesz :

(k)
(10) H-‘Z—v da:f Belhde,

F,D F,D

Per risolvere il sistema (ro) si osservi che é sempre possibile scegliere
le ¢; in modo che il sistema della ¢4 risulti ortogonale e normale in D
rispetto al prodotto scalare

1...m
g (h) (4)
((’(h), V(k)) = 2 Qa;; g(_)_. dL J— cp(/l)(y(k) dx.
D dz; Ox;
ij

Poiché si pud dimostrare che la serie

[ s o ds )
D )

Fy

1...»

2

h

¢ convergente, ne segue che la serie

— :v(m( )
zoe),

Iy

Byt da
D

converge in media in D verso una funzione u(x) di quadrato sommabile
in D insieme con le sue derivate prime, per la quale si ha :

(u, o) = — f B etk dg.

F,D

Si prova poi che u(x) & una soluzione della (3) di classe ) in D — 7 D,
per la quale il limite (6) esiste quasi ovunque su D, la funzione p. risul-
tando quasi ovunque nulla su &, D e di quadrato sommabile su &,D. Dalla
formula di Green, la cui applicazione pud essere opportunamente
si trae allora :

glustificata

dg(")

(u, 90y =— P do.
D

F,

E tale formula, insieme con la precedente, prova che p. & soluzione delle (10).
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Questo risultato del FicnErA va inquadrato in un vasto gruppo di ricerche a
cui hanno collaborato numerosi autori. In ordine di tempo : M. Picoxe [1, 2,
3,4,5], L. Auerio (1,2, 4,5,6], G. Ficuera [1, ..., 4;6, ..., 10],
A. Gmzzermi (1, 2, 3, 4], M. Picone e G. Ficuera [1], R. B. Ancora [1],
S. Ausertont [1, 2], E. Maeexes [5], G. Propr [5], S. Campanaro [1, 2],
D. Greco [5], B. Perrizeo |1, 2, 3],

All’origine di queste ricerche stanno alcuni lavori di M. Picone [ 1, 2] nei
quali questo Autore, nel periodo che va dal 1934 al 1940, proponeva lo
studio di certi metodi di calcolo delle soluzioni dei problemi al contorno,
consistenti nel tradurre tali problemi, a mezzo della formula di Green, in
sistemi equivalenti di equazioni di FiscHER-Riesz. La questione proposta da
PiconE fu studiata in modo esauriente da AmERrIO [4], il quale fu il primo a
studiare classi funzionali del tipo della I', a dimostrare un teorema di inver-
sione della formula di Green dello stesso genere di quello utilizzato poi da
Ficnera e a servisi di sistemi di funzioni del tipo delle {4,

Spetta invece a Ficnera il merito di aver mostrato che gli strumenti ana-
litici adoperati da AMERIO per lo studio del metodo di calcolo di PicoNE pote-
vano, se opportunamente integrati da altre considerazioni, rendere utilissimi
servigi anche in ricerche di carattere esistenziale.

Non & qui possibile elencare tutti i risultati ottenuti in questo ordine di idee
sia dal punto di vista dell’esistenza che del calcolo delle soluzioni dei pro-
blemi al contorno. Mi limiterd perci6é a ricordare che il procedimento ado-
perato da Ficnera per lo studio del problema misto ¢ stato da lui esteso allo
studio di analoghi problemi relativi a certi sistemi di equazioni del secondo
ordine. Tra Plaltro egli & anche riuscito, credo per la prima volta, a dimo-
strare un teorema di esistenza per il problema misto relativo all’equilibrio
di un corpo elastico, consistente nell’assegnare su una porzione della fron-
tiera gli spostamenti e sulla rimanente parte gli sforzi.

Questi stessi procedimenti sono poi stati applicati da L. AMgrio [3] e da
E. Macenes [1, 2] allo studio dei problemi al contorno per I'equazione del
calore.

*
X ¥

Ritornando per il momento alla considerazione del problema misto stu-
diato da Ficnrra aggiungeremo alcune osservazioni.

Innanzitutto rileviamo che la soluzione del problema misto trovata da
Ficnera é ad integrale di Dirichlet finito, e che anzi per essa vale la formula

1...m

(11) f 2(6ikp[pk—01tz dx:—f p-Bds.
D F,D

Lk 2

La stessa formula vale anche per ogni funzione della classe I' che abbia
integrale di Dirichlet finito. Cio prova che nella classe I' il problema misto
ammette un’unica soluzione ad integrale di Dirichlet finito.
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Tutto quanto si & fin qui detto circa il problema misto mostra poi che i
ragionamenti adoperati sono molto affini a quelli di cui ci si serve nelle appli-
cazioni del metodo delle proiezioni ortogonali. Rimandando ad una confe-
renza di E. MaGenes [10] per un piu approfondito confronto frai due metodi,
osserveremo soltanto che nel lavoro di Ficnera I'impostazione del problema
& tale che la dimostrazione dell’esistenza di una soluzione debole e la sua
successiva regolarizzazione risultano fuse in un unico procedimento. Con cid
si perde forse il vantaggio di affrontare in tempi successivi le difficoltd ine-
renti alle due diverse questioni, ma si riesce perd ad approfondire meglio, e
piu rapidamente, il senso in cui va inteso il verificarsi delle condizioni al
contorno.

Un altro fatto da rilevare & che questi metodi, al pari di quelli di proie-
zione ortogonale, si prestano assai bene a mettere in Juce le proprieta di
minimo delle soluzioni dei problemi al contorno. A questo proposito ricor-
deremo la nota [11] di G. FicHERA in cui si da un’elegante dimostrazione di
un teorema di esistenza per il problema di Lauricella relativo all’equa-
zione A, u=—o, provando anche una proprieta di minimo di questa soluzione. In
questa nota, che si ricollega ad un’altra [5 ] del FicuEra sullo stesso argomento,
il metodo seguito nello studio del problema misto viene rielaborato e sem-
plificato con modalita che sono poi state applicate da diversi altri autori (°)
per lo studio di vari problemi.

*
¥ ¥

Vogliamo ora accennare ad alcuni risultati ottenuti da G. Stampacceia [2, &,
5, 6] mediante 'uso dei metodi diretti del calcolo delle variazioni. Il proce-
dimento seguito da Stampacchia ha un notevole interesse, soprattuto perché
esso si presta anche allo studio di problemi al contorno relativi ad equazioni
e condizioni ai limiti non lineari anche di ordine superiore. Fra l'altro egli
ha ritrovato il risultato di Ficngra relativo al problema misto, estendendolo
al caso di un’equazione non lineare. Noi perd per semplicita ci limiteremo
ad esporre il procedimento seguito da StampaccHiA [ 4, 5] nel caso del problema
misto per una equazione lineare autoaggiunta.

Si consideri la classe A, delle funzioni u(x,, @,, ..., 2,) definite in D
che sono assolutamente continue rispetto ad ogni variabile x; per quasi tutte
le (m —1)-uple (zy, 25, ..., Ziy, Zir1, ..., Tm) € che hanno derivate prime

di quadrato sommabile in D. Ogni funzione di 4, ammette su F.D una
traccia, nel senso che, per quasi tutti i punti di D, essa ammette limite
lungo la normale e tale limite & wuna funzione di quadrato sommabile
suFD (7).

(°) Vedi T. VioLa [1], B. Pmn1 [7], M. L. PrivcivaLur [1, 2] e ancora il n° 7 della
memoria [16] di FIcHERA.

(") Limitatamente al caso delle funzioni di 4, che sono anche di classe C®® in D — gD,
questo teorema era stato precedentemente dimostrato da FicHERA [8].
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Si consideri allora il problema di minimizzare il funzionale

1..m

J(u):;f Zu,-pipk—aﬂ dx—l—f uPdo
D Lk FyD

nella sottoclasse A, delle funzioni di 4, che hanno traccia nulla su 7, D.

Data una successione {u;} di funzioni di ‘A,, si dird che essa & Pin—1-quasi
uniformemente convergente in D se, per ogni g, & possibile costruire un
insieme /., avente proiezioni sugli iperpiani coordinati di misura minore di ¢,
tale che in D—1/; la { u;} converga uniformemente. Ora rispetto a questo tipo
di convergenza il funzionale J (x) & semicontinuo inferiormente ed ogni succes-

\

sione minimizzante J () in A, & compalta, le sue funzioni limiti apparte-
nendo ancora ad A,. Il funzionale & («) ammette pertanto un minimo in A,.
Si dimostra poi che la funzione minimizzante & unica ed appartiene alla
classe I'; essa & percio soluzione del problema misto.

Un'’interessante conseguenza di questo risultato di Stampacchia & I'osserva-
zione che, agli effetti della validita del teorema di unicita per il problema
misto, la condizione ¢ della definizione della classe I' pud essere sostituita
dall’altra che la funzione « renda minimo il funzionale J (u).

In classi piu estese invece il teorema di unicita pué mancare. Come risulta
da un esempio di E. Dk Giora1[1] cid avviene, per esempio, se alla u, invece
di richiedere di rendere minimo il funzionale & («), si richiede soltanto di
avere integrale di Dirichlet finito ().

Aggiungiamo aacora che questo metodo & applicabile anche nel caso a 3o,
E modificando I'espressione di & («) anche nel caso f3* 0. Bisogna pero, in
questi casi piu generali, supporre che esista almeno una funzione di A4, che
abbia traccia eguale ad a su &, D. Ad una limitazione analoga andrebbe
soggetto il metodo di Fichera ove lo si volesse estendere al caso a = o.

x
¥ ¥

Passiamo ora ad esaminare un terzo gruppo di ricerche condotte con un
metodo che permette anche di considerare soluzioni ad integrale di Dirichlet
non finito e che si applica anche ad equazioni non autoaggiunte (°).

Tali ricerche traggono la loro origine da una nota [1], di R. Caccioppori del
1934, rielaborata poi [2], nel 1937 concernente i teoremi di esistenza di
Riemann su di una superficie chiusa. In queste note il CaccioPPOLI mostrava
come si potesse arrivare assai agevolmente alla dimostrazione di questi

(®) In proposito ved:i anche L. MYRBERG, Ueber die vermischte Randwertaufgabe der
harmonischen funktionen (Ann. Acad. scient. Fennica Series A, 1. Math. Phys.,
1951, n° 103).

(°) Per un confronto fra questo metodo e quello basato sulle formule di Green vedi
G. Ficuera [12]; per una formulazione generale del metodo vedi G. CimmiNo [4].



340 C. MIRANDA.

teoremi applicando opportunamente il teorema di Hahn-Banach sul prolun-
gamento dei funzionali lineari e servendosi poi di quel lemma che & oggi
noto sotto il nome di lemma di Weyl. Altre applicazioni di questo metodo,
sempre a problemi considerati su di una superficie chiusa, si devono a
G. Cmmvo [1] per quanto riguarda le equazioni ellittiche generali, a
G. Zwirner [1] per certe equazioni del quarto ordine, a B. Pint [5, 10] per
le equazioni di ordine superiore e per i sistemi di equazioni del secondo
ordine, a G. Ficuera [17] per le forme differenziali armoniche.

Succesivamente ai lavori di CaccloppoLl, e precisamente nel 1938, G. CimyiNo
[2] mostrd come il procedimento di CacciorpoLr permettesse di studiare
anche i problemi relativi a domini dotati di frontiera, a condizione di consi-
derare le condizioni al contorno in un senso opportunamente generalizzato.
Questo modo di considerare le condizioni al contorno ¢ affine a quello intro-
dotto da SoBoLEv nella sua memoria sulle funzioni poliarmoniche, che pre-
cede di poco il lavoro di CimmiNo (1°). La trattazione di CIMMINO consente
pero, a differenza di quella di SosoLEv, di pervenire al teorema di esistenza
anche quando la soluzione non ha integrale di Dirichlet finito.

Illustreremo questo metodo riassumendo l'applicazione fattane da E.
Magenes [3, 7, 8] al problema misto, limitandoci per semplicita al caso di
due variabili.

Supposte di quadrato sommabile le funzioni (f, «, 3) e la prima anche
holderiana in ogni dominio interno a D), diremo che « & una soluzione di
classe Q del problema misto (1), (2), se « gode delle seguenti proprieta :

A. u & continua con le sue derivate prime e seconde in D — F D e soddisfa
la (1);

B. Detto {v,} un sistema di curve regolari contenute in D, con gli estremi
su F, D ed ivi trasversali a &, D, e convergenti a &, D per r — o, riferite sia
1D che v, ad uno stesso parametro ¢ (¢, =t - t,), si abbia :

ts
111_1;(1) [u|y, — a]*dt =o.
ly
C. Preso un qualunque sottoarco proprio = di 5,0 e considerato il sistema
{t.} delle curve ad esso parallele, si abbia :

4 du

lim —

r>J, dv
1

— ﬁ]zdt: 0.

‘r

Cio premesso vediamo come si perviene al teorema di esistenza nellipotesi
che, sia per il problema dato che per il suo aggiunto, valga il teorema di
unicita. Consideriamo lo spazio hilbertiano X che ha come elemento la terna

(1) Su questo modo di considerare le condizioni al contorno nel caso del problema
di Dirichlet vedi anche E. MAGENEs [4] e B. Pint [12].
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(f, @, B), di cui si sia definita la norma ponendo :

1, av@)ll:[)fzdx+[;Da?ds+£Dﬁzds

. Y . .. " du
e sia X, la varieta lineare di X costituita dalle terne <chu, u

\
y 5 al
5D dv g,D)
variare di « nell’insieme delle funzioni di classe C? in D. Dico che l'invo-

lucro 3, di 3, coincide con I :
(12) 3 =23

Invero, se la (12) non fosse verificata esisterebbe, per il teorema di
Hahn-Banach, un funzionale lineare nullo in X, e non identicamente nullo
in X ; esisterebbe cioé un elemento (¢, @, ¢) di X tale da risultare :

fv.’mudx—i—f cpuds—l—f ‘.IJ————dS'_‘O

qualunque sia la funzione « di classe C? in D. Il lemma di Weyl e ragiona-
menti analoghi (1) permetterebbero allora di concludere che ¢ ¢ una solu-
zione del problema aggiunto omogeneo e che :

dy

con :

Avendo presupposto che per il problema aggiunto valga il teorema di
unicita si ha ¢ = o0 e quindi anche ¢ == o, =0, da cui la (12). Dalla (12)
segue che ad ogni terna (f, o, 3) si pud associare almeno una successione
{u,} di funzioni di classe C®® in D, tale da risultare :

,!@L%L[Jllun—f]zdx —I—fth[ n— a? ds—l—f ‘du" ] ds}:o.

Ora un teorema di compattezza stabilito da, Magenes prova che, se gh
integrali

(13) fu,"; dx
D

sono equilimitati, dalla successione {u,} se ne pud estrarre un’altra’ che

(1) Si potrebbe ricorrere, per esempio, ai risultati ottenuti da L. AMERIO [ 4] come
conseguenza del suo teorema di inversione della formula di Green.
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converge in media verso una funzione u soluzione di classe & del problema
misto. [l caso che gli integrali (13) non siano equilimitati si esclude percheé
applicando lo stesso teorema di compattezza alla successione

un[fu};dx]
)

si perverrebbe, contro l'ipotesi, a costruire una soluzione non nulla del
problema omogeneo,

Nel caso che non si presupponga valido il teorema di unicita per il pro-
blema dato e per il suo aggiunto, lo stesso procedimento conduce a dimos-
trare il teorema dell’ alternativa. In particolare se & ¢ << o vale un teorema
di unicita e perciod, di conseguenza, anche il teorema di esistenza.

Il metodo infine & ancora valido se la condizione su 7,0 si scrive piu
generalmente nella forma

1
2

du

o ru=5,
essendo y una funzione continua ed / un arbitrario asse non tangente a &, D.
Aggiungeremo ancora che dal verificarsi delle condizioni al contorno nel
senso precisato dalle B e C segue che le stesse condizioni al contorno sono
soddisfatte anche puntualmente quasi ovunque su 0. Come gia si & osser-
vato a proposito dei problemi studiati da FicHEra e Stampaccuis, anche qui
non & perd vero il viceversa. Non ¢& lecito cioé nella definizione di £ di
sostituire alle proprieta di convergenza in media espresse dalle B e C la sola
proprieta di convergenza quasi ovunque. E presumibile, invero, che cid
possa farsi solo imponendo all’insieme eccezionale, in cui tale convergenza
non ha luogo, la proprieta di avere non solo misura nulla ma anche capacita
nulla. In proposito perd si hanno solo risultati parziali e relativi ad equazioni
particolari (12).

Ricorderemo infine che un procedimento di questo genere ¢ stato applicato
da Macenes [8] anche allo studio del problema misto per I'equazione del
calore in m variabili, problema questo per il quale non esistono trattazioni
anteriori a quella di Magenes. Altri risultati assal interessanti relativi ad
equazioni sia ellittiche che paraboliche ed anche a equazioni di ordine supe-
riore e a sistemi di equazioni si devono a B. Pt [1, 3, &, 5, 8,9, 10, 12,
13, 14, 16, 17].

x
x ¥

Passiamo ora a far vedere come questi procedimenti si prestino assai bene

anche per la dimostrazione dei teoremi di esistenza nel senso classico.

('?) Vedi E. MAGENES [8]. Alla stessa nota rimandiamo anche per diverse possibili
definizioni della classe Q.
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A questo proposito mi sia permesso di rilevare che credo di essere stato il
primo a mettere in luce questa possibilita del metodo, dando, in questo
ordine di idee, una dimostrazione molto semplice dei teoremi di esistenza
per il problema di Dirichlet relativo all’equazione di Laplace [1, 2] e per il
problema di Lauricella relativo alle funzioni biarmoniche [3] (13).

Qui esporrd in sintesi il procedimento con cui G. Ficugra [16] & pervenuto
alla dimostrazione di un teorema di esistenza per il problema misto inteso
nel senso classico. Questo risultato del FicHERA pud invero, per certi aspetti,
ricollegarsi all’indirizzo di ricerche di cui stiamo parlando.

Precisiamo intanto che per problema misto nel senso classico deve inten-
dersi la ricerca di una funzione u continua in D, per la quale le (1) e (2)
risultano puntualmente verificate ovunque, la seconda delle (2) nel senso che

. e . . du .
esiste ovunque su F, D — Vil limite di 7 lungo la conormale ed ¢ uguale
v

a 3. Se si suppone la f holderianain D ele « e {3 continue rispettivamente su

F,D e su F,D, non si lede la generalita supponendo f—=o, 3 =o0. Noi

faremo appunto tale ipotesi sotto la quale potremo richiedere alla u di

essere di classe CV in D — (&, D + V). Supporremo di piu che sia ¢ < o.
In tali ipotesi sia per il problema misto che per il suo aggiunto :

INy—o0 inD—5D
(14) p—=a* su J, D,
dy

— —bv—=o0 sud,D,

dv

sussiste il teorema di unicitd, in conseguenza del fatto che per le eventuali
soluzioni di questi problemi valgono le formule di maggiorazione :

(15) max | #|—= max |a],
D F,D+V
(16) max |¢| Z K max |a*| ().
D F D+ V

Se ora indichiamo con 2 lo spazio di Banach delle funzioni continue su
F,D+ V e con X, l'insieme delle funzioni « di 2 per le quali il problema
misto & risolubile, si pu” facilmente provare che, in conseguenza della (15),
3, & una varietd lineare chiusa di 2. Parimenti chiusa risulta la varieta
lineare X} delle funzioni a* per cui & risolubile il problema aggiunto.

Per dimostrare il teorema di esistenza per il problema misto dobbiamo

(1%) Per un’applicazione all’equazione del calore vedi C. CiuiBErto 1] e per il pro-
blema di Dirichlet relativo a un’ equazione ellittica generale : B. Pi~1 [2].

(1*) La prima di tali formule segue immediatamente da note proprieta delle soluzioni
delle equazioni ellitiche; la seconda potrebbe essere facilmente dimostrata, per un
conveniente valore di K, servendosi di un teorema di M. Prcone ([1], p. 705).



344 C. MIRANDA.

ora provare che

(17) EIEE.

E per questo, in forza del teorema di Hahn-Banach, bastera far vedere che &
nulla ogni funzione completamente additiva d’'insieme p, definita sui boreliani
di 5, D + V tale da risultare

f adp=o
F D+V
per ogni a € X,.

A tale scopo consideriamo un dominio 7" contenuto in C, contenente D,
e tale che sia # DNJ T'=F, D. Supponiamo anche che da ogni punto di V'
esca un segmento contenuto in 77— D e non tangente a F,; D. Detta N (z, y)
la funzione di Neumann relativa all’operatore Ol e al dominio 7', si ha che
per ogni ye T — D la N(x, y) considerata al variare di x su &,D appar-
tiene a X,, da cui :

(18) f N(z, y)dyp—=o.

F D+V

La (18) varra poi per continuita anche per y €, D ed ¢ intuitivo che, se
si fa vedere che essa sussiste anche per y€ D — 7, D, gli ordinari procedi-
menti della teoria del potenziale permetteranno di concludere, come volevasi,
che p=o.

Fissata ora una funzione ¢ continua in D l'integrale

fcpv dx
D

considerato al variare di¢ nella classe delle soluzioni del problema aggiunto,
risulta, per la (16), un funzionale F'(«*) lineare e continuo per a*€ 2. Per
il teorema di Hahn-Banach e per il teorema di Riesz esiste dunque una fun-
zione completamente additiva ¢ = %(¢), definita sui boreliani di 7, D+ V,
tale da risultare per ogni «*€ 2] :

(19) F(a*) :fcpvdx:f a*d.
D F D+V

In particolare, per la proprieta della funzione di Neumann di essere come
funzione di y soluzione dell’equazione aggiunta, segue dalla (19), per,
xeT—D:

(20) fN(x,y)CP(y)dy:f N(z,y) dz.
D F

D+V

Supposta ora holderiana in D la. funzione ¢, si pué dimostrare che ¢ &
assolutamente continua. Per continuitd ne segue allora che la (20) & valida
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anche per z€ 5, D + V e dalla validita della (18) per y € 7, D si trae :

f@(y) dyf N(x,y)dxp:f d_,.qu N(z, y)dyp.=o.
b F,D+V FD+V

F . D+7V

Di qui per Darbitrarieta di ¢ si conclude che la (18) vale anche per

zx€eD —FD.
>¢*»<

La dimostrazione da noi piu sopra riassunta coincide con quella di Ficnera
salvo che in un punto : noi abbiamo fatto appello esclusivamente al teorema
di Hahn-Banach mentre il FicHERA, per dimostrare l'esistenza della funzione
completamente additiva ¢ — & (¢), si richiama a un teorema di analisi fun-
zionale, da lui dimostrato [16] che pud enunciarsi al modo seguente :

Sia W un insieme astratto lineare rispetto al corpo reale (complesso) e
siano X, e 2, due spazi di Banach reali (complessi). In W siano definite
due trasformazioni My (w) e M,(w) entrambe lineari, le quali facciano
corrispondere ad ogni elemento w di W un elemento rispettivamente di %,
e di X,. Sia ® un funzionale lineare e continuo definito in X,. Condizione
necessaria e sufficiente affinché esista un funzionale W lineare e continuo,
definito in 2,, tale da risultare per ogni w di W :

(21) (M, (w)) =" (M (w))
é che esista una costante K per la quale riesca
(22) | Mi(w) | Z K[| M () |-

Soddisfatta la (22) esiste una soluzione W della (21) verificante la dise-
guaglianza

(23) [W=K| ]|

e ogni altra soluzione si ottiene aggiungendo ad essa un funzionale orto-
gonale al codominio di M,.

Di tale teorema il FicnEra ha dato numerose applicazioni sia allo studio
dei problemi al contorno per le equazioni ellittiche e per I'equazione del
calore [16], che alla dimostrazione di teoremi di esistenza per le soluzioni
deboli dei problemi al contorno relativi alle equazioni paraboliche di tipo
generale [19, 20] e alle equazioni di ordine superiore [21].

Il Ficnera [18] ha anche osservato che questo teorema, sfruttando il fatto
che la (22) si presenta come conseguenza della (21), puo essere utilizzato
per dedurre da formule di maggiorazione a priori relative alle soluzioni di
un dato problema, formule analoghe relative a un altro problema duale del
primo.

*
¥ ¥
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Siamo stati cosi condotti a parlare di un altro argomento della nostra con-
ferenza : la ricerca di formule maggiorazione a priori delle soluzioni dei
problemi al contorno. La conoscenza di tali formule & utilizzata piu o meno
in tutti i metodi di cui abbiamo finora parlato. Essa diventa perd essenziale
quando si voglia conseguire la dimostrazione dei teoremi di esistenza
mediante il metodo di prolungamento per continuita. Con quest’ultima locu-
ziane intendiamo indicare sia i procedimenti che si basano sul teorema di
Brouwer o sulla nozione di grado topologico di una trasformazione funzio-
nale introdotta da J. LERAY e J. ScHAUDER, sia i procedimenti di inversione
delle corrispondenze funzionali formulati da R. CaccloppoLr.

Le formule di maggiorazione @ priori, la cui conoscenza ¢ necessaria per
I'applicazione di questo metodo, sono in generale piuttosto difficili da otte-
nere, giacché esse devono fornire delle limitazioni non solo per le eventuali
soluzioni dei problemi al contorno, ma anche per le loro derivate.

In generale si trattera di limitare convenientemente i massimi moduli e 1
coefficienti di Holder di tali derivate oppure certe loro norme integrali.

Difficolta dello stesso genere si incontrano anche in qualche applicazione
del metodo di PERRON nonché in alcune questioni di regolarizzazione di solu-
zioni deboli.

In questo ordine di idee & innanzitutto da ricordare la memoria [3] di
R. CaccioppoLl in cui & risolto, in ipotesi molto generali e senza far ricorso al
teorema di Lichtenstein-Friedrichs, il problema della maggiorazione in L
delle derivate seconde delle soluzioni delle equazioni ellittiche. I risultati di
Caccioppoli hanno trovato larghe applicazioni nei lavori di G. Stampacchia [1,
2, 3, k, 6], 'estensione da L a L7) & stata di recente conseguita da D. Greco
[1, 2] valendosi del teorema di Zygmund-Cameron.

Ricordero anche una mia memoria [4] sui sistemi ellittici del primo ordine
in m variabili, alcuni risultati di B. Pzt [11, 15] sulle funzioni biarmoniche,
un lavoro di G. Propi [6] sul problema di Dirichlet per un’equazione con
secondo membro singolare, una recente memoria di S. CampaNaTo [3] su un
problema di M. PicosE relativo alle equazioni dell’ elasticita e un notevole
complesso di risultati relativi alle equazioni paraboliche, sia lineari che
non lineari, dovuti a C. CiuBerro [2, ..., 7], E. Gacrisroo [1, 2, 3, k], e
G. Proni [1, 2, 3, &].

A questo tipo di ricerche puo poi ricollegarsi anche una memoria di
F. StoppeLLi [1] su un teorema di esistenza in piccolo per le equazioni della
elasticita non lineare.

Per restare nel tema di questa conferenza dird ora qualche parola su una
mia memoria [6] relativa al problema misto in cui ho applicato questo
metodo per lo studio del problema inteso nel senso classico.

Nel caso specifico tale metodo non si discosta nelle sue linee generali da
quello seguito da ScHAuDER e CaccioppoLi per lo studio del problema di
Dirichlet. In sostanza si tratta di stabilire delle formule di maggiorazione
a priori delle eventuali soluzioni del problema, dapprima per un’equazione
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a coefficienti costanti e poi, con l'artificio di Korn, per un’equazione gene-
rale. Pitt precisamente si riesce a far vedere che, in opportune ipotesi per i
dati del problema, & possibile maggiorare con una funzione lineare di
max |« | sia il coefficiente di Hélder |« [£ della u relativo al dominio D e ad
un conveniente esponente , sia, per ogni dominio 7" che abbia dalla varieta V'
una distanza positiva 0, la quantita

Stabilite queste formule di maggiorazione si perviene al teorema di esi-
stenza e di unicita nell’ipotesi ¢ o, collegando mediante l'introduzione
di un parametro le equazioni del problema dato con quelle del problema
analogo relativo alle funzioni armoniche e applicando il principio di prolun-
gamento per continuita.

Nel caso generale si perviene facilmente al teorema dell’alternativa trasfor-
mando il problema in un’ equazione funzionale a cui & applicabile la teoria
di Riesz.

Seil metodo, nei suoi fondamenti di analisi funzionale, non ha assolutamente
nulla di nuovo, vice versa le modalita tecniche par la dimostrazione delle
formule di maggiorazione sono assai delicale e non mi & percid possibile di
riassumerle. Mi limitero , pertanto a confrontare i miei risultati con quelli
ottenuti con altri metodi.

Comincerd con l'osservare che il vantaggio sostanziale di questi procedi-
menti ¢ di consentire la trattazione del problema in ipotesi assai generali per
quanto riguarda i coefficienti a;. b;, ¢, f. Invero, mentre le a; sono supposte
soltanto holderiane con le loro derivate prime in D per le b;, ¢, f basta
I'ipotesi di holderianita in ogni dominio contenuto in D — V/, le stesse fun-
zioni potendo anche divenire infinite su ¥ ma di un ordine non troppo
elevato.

E" anche da rilevare che, almeno per il momento, ¢ solo con questo metodo
che si & riusciti a dimostrare il teorema dell’alternativa per il problema inteso
nel senso classico.

Piu restrittive, per esempio rispetto al risultato di Ficuera, sono invece
le ipotesi relative alle funzioni « e 3 e al dominio D. Le a e 3 invero, pur
potendo diventare infinite di un certo ordine su F, vanno supposte local-
mente holderiane, la o con le sue derivate seconde, la 3 con le sue derivate
prime. Soltante nel caso ¢ o basta per la « la sola ipotesi di continuita.

Quanto al dominio D, oltre alle solite ipotesi di regolarita per §D — V,
bisogna supporre verificate altre due condizioni. La prima, che perd potra
probabilmente essere rimossa, & la seguente : occorre che D si possa mettere
in corrispondenza biunivoca, mediante una trasformazione sufficientemente
regolare, con un dominio 7, in modo che la porzione 5,7 di & T, corri-
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spondente a &, D), sia contenuta in un iperpiano che non abbia altri punti in
comune con 77 (13).

La seconda condizione & la seguente : occorre che lungo la varieta V le
ipersuperficie 5,0 e 5, D formino un angolo ¢ diverso da o e da .

Detti ¢, (>0) e @,(<C 7) rispettivamente il minimo e il massimo di 9, si
dimostra che si pud determinare un 2,(¢, ¢,) tale che ogni soluzione del
problema risulta holderiana in D con esponente 2 <2,. Appare percid
presumibile che non si possa rinunciare a questa ipotesi fintantocché si
ricerchino soluzioni hélderiane del problema. 1l fatto che il FicHErA non
abbia bisogno, nella sua trattazione, di questa ipotesi & percid da ascrivere,
probabilmente, alla circostanza che egli studia soluzioni del problema che
sono soltanto continue, e non holderiane, in D.

Ritengo comunque che i risultati da me ottenuti possano riuscire utili
per lo studio dei problemi misti relativi a equazioni non lineari.

*
X x

Per terminare la mia esposizione ricorderd ancora alcuni lavori in cui si
fa ricorso al classico metodo della traduzione dei problemi in equazioni
integrali di seconda specie, sia di Fredholm che singolari.

A questo proposito ricorderd una mia memoria [5] sui problemi al con-
torno per le forme differenziali esterne e alcuni lavori di B. PeTTiNEO [4] €
D. Greco [3, 4] relativi al problema di derivata obliqua, concernenti rispet-
tivamente il caso di una sola equazione e quello di certi di sistemi di equazioni
in due variabili. Il lavaro [3] di Greco & particolarmente interessante per la
caratterizzazione del problema aggiunto, conseguita anche nel caso non
regolare. Alla teoria delle equazioni integrali si fa infine ricorso anche in
alcuni lavori di B. Pixt [6], M. L. Princivarut [1], S. Campanato [ 2], relativi
il primo ad un’equazione del quarto ordine, gli altri due a problemi di teoria
dell’elasticita.
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[3] Sul problema di M. Picone relativo all’equilibrio di un corpo elastico inca-
strato ( Ricerche di Mat. Napoli, t. 6, 1957, p. 125-149).

CiuiBerTo (C.) :

[1] Sul problema di Holmgren-Levi per [’equazione del calore (Giorn. Mat.
Battaglini, t. 80, 1950-1951, p. 1-13).

[2] Su un problema al contorno per una equazione non lineare di tipo parabolico
in due variabili ( Ricerche di Mat. Napoli, t. 1, 1952, p. 55-77).

[3] Su un problema al contorno per l'equazione u,zu = f(2,¥, u, u,)(Ricerche
di Mat. Napoli, t. 1, 1952, p. 2,5-316).

[4] Formule di maggiorazione e teoremi di esistenza per le soluzioni delle
equazioni paraboliche in due variabili (Ricerche di Mat. Napoli, t. 3,
1954, p. 40-75).

[5] Sulle equazioni non lineari di tipo parabolico in due variabili (Ricerche di
Mat. Napoli, t. 3, 1954, p. 129-164).

[6] Nuovi contributi alla teoria dei problemi al contorno per le equazioni para-
boliche non lineari in due wvariabili (Ricerche di Mat. Napoli, t. 5, 1956,
p. 206-225).

[7] Sulle equazioni quasi-lineari di tipo parabolico in due variabili ( Ricerche
di Mat. Napoli, t. 5, 1956, p. 97-125).

CimmiNo (G.) :

[1] Sulle equazioni alle derivate parziali del secondo ordine di tipo ellittico su
di una superficie chiusa (Ann. Scuola norm. sup. Pisa, t. 7, 1938, p. 73-96).
[2] Nuovo tipo di condizione al contorno e nuovo metodo di trattazione per il
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problema generalizzato di Dirichlet ( Rend. Circ. mat. Palermo, t. 61. 1938,
p. 177-221).

(3] Sul problema generalizzato di Dirichlet per l’equazione di Poisson (Rend.
Sem. mat. Padova, t. 11, 1940, p. 28-89).

[4] Inversione delle corrispondenze funzionali lineari ed equazioni differenziali
( Rivista Mat. Univ. Parma, t. 1, 1950, p. 105-116).

[5] Sulle equazioni lineari alle derivate parziali di tipo ellittico (Rend. Sem.
mat. Milano, t. 23, 1952, p. 255-286).

[6] Spazi hilbertiani di funzioni armoniche e questioni connesse (Atti Cono.
intern. Eq. lin. alle derivate parsz., 1954, Trieste). — Roma, Ed. Cremonese,
1955, p. 76-85.

DE Giorar (E.) :

[1] Osservazioni relative ai teoremi di unicita per le equaszioni differenziali a
derivate parziali di tipo ellittico con condizioni al contorno di tipo mist o
(Ricerche di Mat. Napoli, t. 2, 1953, p. 183-191).

FicHERA (G.) :

[1] Teoremi di completezza connessi all’integrazione dell’equazione A,u = f
( Giorn. Mat. Battaglini, t. 77, 1947-1948, p. 184-199).

[2] Teoremi di completezza sulla frontiera di un dominio per taluni sistemi di
Sfunzioni (Ann. Mat. pura e appl., t. 27, 1948, p. 1-28).

[3) Sullequazione di un corpo elastico isotropo e omogeneo (Rend. Sem. mat.
Padova, t. 17, 1948, p. 9-28).

[4] Applicazione della teoria del potenziale di superficie ad alcuni problemi di
analisi funzionale lineare ( Giorn. Mat. Battaglini, t. 18, 1948-1949, p. 71-80).

[6] Teorema di esistenza per il problema bi-iperarmonico (Rend. Acc. Lincei,
t. 5, 1948, p. 319-324).

[6] Sui problemi analitici dellelasticita piana (Rend. Sem. mat. Cagliari, t. 18,
1948, p. 1-22).

[7] Analisi esistenziale per le soluzioni dei problemi al contorno misti relativi
alle equaszioni e ai sistemi di equazioni del secondo ordine di tipo ellittico
autoaggiunti (Ann. Scuola. norm. sup. Pisa, t. 1, 1947, p. 75-100).

[8] Sullesistenza e sul calcolo delle soluzioni dei problemi al contorno relativi
allequilibrio di un corpo elastico (Ann. Scuola. norm. sup. Pisa, t. 4,
1950, p. 35-99.

[9] On some general integration methods employed in connection with linear
differential equations (J. of Math. and Phys., t. 29, 1950, p. 59-68).

[10] Risultati concernenti la risolusione delle equaszioni funzionali lineari dovuti
alll. N. A. C. (Mem. Acc. Lincei, t. 3, 1950, p. 1-80).

[11] Esistenza del minimo in un classico problema di calcolo delle variazioni
(Rend. Acc. Lincei, t. 11, 1951, p. 34-39).

[12] Interpretaszione ed estensione funzionale di recenti metodi di integrazione
delle equazioni differensziali lineari (Atti IV Congresso Un. mat. It., 1951,
Taormina) — Roma, Ed. Cremonese, 1953 ; p. 45-67.

[13] Swlla « Kernel function » (Boll. Un. mat. It., t. 7, 1952, p. 4-15).

[14] Sul problema della derivata obliqua e sul problema misto per l’equazione di
Laplace (Boll. Un. mat. It., t. 7, 1952, p. 367-377).

115] Condizioni perché sia compatibile il problema principale della statica elastica
(Rend. Acc. Lincei, t. 14, 1953, p. 397-400).

[16] Alcuni recenti sviluppi della teoria dei problemi al contorno per le equazioni
alle derivate parziali lineari ( Atti Cony. intern. Eq. lin. alle deriv. parz.,
1954, Trieste). — Roma, Ed. Cremonese, 1955, p. 174-227.
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[17] Sull’esistenza delle forme differenziali armoniche ( Rend. Sem. mat. Padova,
t. 24, 1955, p. 523-545).

[18] Su un principio di dualita per talune formule di maggiorazione relative alle
equazioni differenziali (Rend. Acc. Lincei, t. 19, 1955, p. 411-418).

[19] Sulle equaszioni alle derivate parziali del secondo ordine ellittico-paraboliche
(Rend. Sem. mat. Torino, t. 15, 1955-1956, p. 27-47).

[20] Sulle equazioni differenziali lineari ellittico-paraboliche del secondo ordine
(Mem. Acc. Lincei, t. 5, 1956, p. 3-30).

[21] Sulla teoria generale dei problemi al contorno per le equazioni differenziali
lineari (Rend. Acc. Lincei, t. 21, 1956, p. 46-55 e 1-7).

GacLiArDO (E.) :

[1] Formule di maggiorazione integrale per le soluzioni dell’equazione del calore
non omogenea ( Ricerche di Mat. Napoli, t. 3, 1954, p. 202-219).

[2] Problema al contorno generalizzato per l’equazione del calore ( Ricerche di
Mat. Napoli, t. 4, 1955, p. 74-94).

[3] Problema al contorno per equasioni differenziali lineari di tipo parabolico
in n variabili (Ricerche di Mat. Napoli, t. 5, 1956, p. 169-205).

[4] Teoremi di esistenza e di unicita per problemi al contorno relativi ad equazioni
paraboliche lineari e quasi lineari in n variabili ( Ricerche di Mat. Napoli,
t. 5, 1956, p. 239-257).

GHIZZETTI (A.) :

[1] Sul metodo della trasformata parziale di Laplace a intervallo d’integrazione
Jfinito (Rend. Mat. Roma, t. 6, 1947, p. 1-47).

[2] Applicazione del metodo della trasformata parziale di Laplace per l’equa-
zione A,u— 32w =F in n variabili (Rend. Sem. mat. Padova, t. 17, 1948,
p- 39-74).

[3] Sw un particolare problema misto per una equazione di tipo ellittico a
coefficienti costanti (Rend. Acc. Lincei, t. 5, 1948, p. 344-348).

[4] Flow in a not homogeneous and anisotropic medium ( Ann. Soc. Polon. Math.,

t, 22, 1949, p. 195-200).
Greco (D.) :

[1] Nuove formule integrali di maggiorazione per le soluzioni di un’equazione
lineare di tipo ellittico ed applicazioni alla teoria del potenziale (Ricerche
di Mat. Napoli, t. 5, 1956, p. 126-149).

[2] Un teorema di esistenza per il problema di Dirichlet relativo ad un’equazione
lineare ellittica in m variabili ( Ricerche di Mat. Napoli, t. 5, 1956, p. 150-158 ).

(3] Il problema di derivata obliqua per certi sistemi di equazioni a derivate
parziali di tipo ellittico in due variabili (Ann. Mat. pura e appl., t. 42,
1956, p. 1-24).

(4] Sul problema di Lauricella per una particolare equazione di quarto ordine
(Boll. Un. mat. It., t. 11, 1956, p. 394-4o1).

[5] Unosservazione sul problema di Dirichlet (Rend. Acc. Sc. fis. mat. Napoli,
t. 23, 1956, p. 73-80).

Magenes (E.) :

[1] Sull’equazione del calore : Teoremi di unicite e teoremi di completezza
connessi col metodo di integrazione di M. Picone (Rend. Sem. mat. Padova,
t. 21, 1952, p. 9g-123 € 136-170).

[] Problemi al contorno misti per l’equazione del calore (Rend. Sem. mat.
Padova, t. 24, 1955, p. 1-28).
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[3] Swi problemi al contorno misti per le equaszioni lineari del secondo ordine di
tipo misto (Ann. Scuola norm. Sup. Pisa, t. 8, 1954, p. 93-120).

[4] Problema generalizzato di Dirichlet e teoria del potenziale (Rend. Sem. mat.
Padova, t. 24, 1955, p. 220-229).

[5] Sui problemi di derivata obliqua regolare per le equaszioni lineari del secondo
ordine di tipo ellittico (Ann. Mat. pura e appl., t. 40, 1955, p. 143-160).

(61 Sulla teoria del potenziale (Rend. Sem. mat. Padova, t. 24, 1955, p. 510-522).

[7] Sul teorema dellalternativa nei problemi misti per le equazioni lineari
ellittiche del secondo ordine (Ann. Scuola norm. sup. Pisa, t. 9,1955,
p. 161-200).

[8] Osservazioni su alcuni teoremi di completezza connessi con i problemi misti
per le equazioni lineari ellittiche (Boll. Un. mat. It., t. 10, 1955, p. 452-459).

[9] Su alcune recenti impostazioni dei problemi al contorno, in particolare misti,
per le equaszioni lineari ellittiche del secondo ordine (Ann. Scuola norm.
sup. Pisa, t. 10, 1956, p. 75-84).

[10] Recenti sviluppi nella teoria dei problemi misti per le equaszioni lineari
ellittiche (Rend. Sem. mat. Milano, t. 27, 1955, 1956, p. 75-95).

Miranpa (C.) :

[1] Sul principio di Dirichlet per le funzioni armoniche (Rend. Acc. Lincei,
t. 3, 1947, p. 55-59).

[2] Sullapprossimazione delle funzioni armoniche (Rend. Acc. Lincei, t. 5, 1948,
P- 530-533).

[3] Formule di maggiorazione e teorema di esistenza per le funzioni biarmo-
niche di due variabili (Giorn. Mat. Battaglini, t. 18, 1948-1949, p. 97-118).

[4] Sui sistemi di tipo ellittico lineari a derivate parziali del primo ordine in n
variabili indipendenti (Mem. Acc. Lincei, t. 3, 1952, p. 85-121).

[5] Sullintegrazione delle forme differenziali esterne (Ricerche di Mat. Napoli,
t. 2, 1953, p. 151-182).

[6] Sui problemi misti per le equaszioni lineari ellittiche (Ann. Mat. pura e appl.,
t. 39, 1955, p. 279-303).

[7] Equazioni alle derivate parziali di tipo ellittico. — Berlin, Springer, 1955
(Ergebnisse der Mathematik, neue Folge, 2).

PETTINEO (B.) :

[1] Trattazione funzionale dei problemi al contorno relativi alle equaszioni e ai
sistemi di equaszioni lineari alle derivate parziali (Rend. Circ. mat.
Palermo, t. 5, 1956, p. 101-116).

[R] Sulla funzione di Green pel problema di Dirichlet relativo alle equaszioni
lineari ellittiche (Rend. Acc. Lincei, t. 20, 1956, p. 306-311).

[3] Sulla funzione di Green pel problema di Dirichlet relativo alle equasioni
lineari ellittiche (Atti Acc. Sc. Palermo, t. 16, 1955-1956, p. 65-68).

[4] Sul problema di derivata obliqua per le equazioni lineari a derivate parziali
del secondo ordine di tipo ellittico in due variabili (Atti Acc. Sc. Palermo,
t. 16, 1955-1956, p. 5-26).

PicoNE (M.) :

[1] Appunti di Analisi superiore. — Napoli Ed. Rondinella, rgfo.

[2] Nuovi metodi risolutivi per i problemi di integrazione delle equazioni lineari
‘a derivate parziali e nuova applicazione della trasformata multipla di
Laplace nel caso delle equazioni a coefficienti costanti. ( Atti Acc. Sc. Torino,
t. 75, 1939-1940, p. 413-426).

[3] Sulla traduzione in equazione integrale lineare di prima specie dei problemi
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al contorno concernenti i sistemi di equazioni lineari a derivate parziali
(Rend. Acc. Lincei, t. 2, 1947, p. 365-371, 485-492 e 717-725).

[4] Esistenza e calcolo della soluzione di un certo problema al contorno per il
sistema di equazioni dell’elasticita ( Rend. Acc. Lincei, t. 3, 1947, p. 427-435).

[51 Exzposition d’une méthode d’integration numérique des systémes d’équations
linéaires aux dérivées partielles ( Colloque sur les Machines a calculer et
la pensée humaine, 1951, Paris). — Paris, C. N. R. S., 1953 ( Coll. intern. du
C.N.R.S., 37), p. 239-264).

Pint (B.): 4

(11 Sulle equazioni a derivate parziali lineari del secondo ordine in due variabili
di tipo parabolico (Ann. Mat. pura e appl., t. 32, 1951, p. 179-204).

[2] Sul problema di Dirichlet per le equazioni a derivate parziali del secondo
ordine di tipo ellittico (Rend. Acc. Lincei, t. 11, 1951, p. 325-333).

[3] Sul primo problema di valori al contorno della teoria dell’elasticita ( Rend.
Sem. mat. Padova, t. 21, 1952, p. 345-369).

[4] Sul problema di Dirichlet per le equaxzioni lineari del secondo ordine di
tipo ellittico nei domini non limitati (Rend. Acc. Sc. fis. mat. Napoli,
t. 19, 1952, p. 157-170).

15] Sulle equaszioni lineari a derivate parziali d’ordine 2n di tipo ellittico e sui
sistemi ellittici di equazioni lineari del secondo ordine sopra una superficie
chiusa (Rend. Mat. Univ. Roma, \. 11, 1952, p. 176-195).

[6] Traduzione in equazioni integrali di un problema analogo al problema
biarmonico fondamentale ( Rend. Sem. mat. Padova, t. 22, 1953, p. 192-206).

4 2
[7] Un problema di valori al contorno per l’equaszione ru_ -d——il' =o (Rend.
P q Jx* oy*

Acc. Lincei, t. 14, 1953, p. 609-615 e 746-749).

[8] Sui sistemi di equazioni lineari a derivate parziali del secondo ordine dei
tipi ellittico e parabolico ( Rend. Sem. mat. Padova, t. 22, 1953, p. 265-280).

[9] Osservazioni sulle soluzioni dei sistemi di equazioni a derivate parziali lineari
di tipo ellittico (Rend. Sem. mat. Padova, t. 22, 1953, p. 366-379).

[10] Precisazioni a un ragionamento contenuto in una mia nota sulle equazioni
a derivate parziali di tipo ellittico (Ricerche di Mat. Napoli, t. 3, 1954, p. 3-12).

[11] Sulle funzioni sub e super-biarmoniche (Rend. Acc. Lincei, t. 16, 1954,
p- 702-707).

[12] Osservaszioni sopra un problema generalizzato di Dirichlet per le equazioni
lineari del secondo ordine ellittiche e paraboliche (Rend. Acc. Lincei,
t. 19, 1955, p. 237-246).

[13] Una generalizzazione del problema biarmonico fondamentale (Rend. Sem.
mat. Padova, t. 25, 1956, p. 196-213).

[14) Su una generalizzazione del problema fondamentale di valori al contorno
per Uequazione del calore iterata (Rend. Sem. Fac. Sc. Cagliari, t. 26,
1956, p. 30-57).

[15] Sul comportamento alla frontiera delle derivate delle soluzioni dei problemi
Jfondamentali armonico e biarmonico in due variabili (Rend. Sem. Fac.
Sc. Cagliari, t. 26, 1956, p. 7-29).

[16] Sul problema di Dirichlet per le equazioni a derivate parsziali lineari
ellittiche in due variabili (Rend. Sem. mat. Padova, t. 26, 1956, p. 177-200).

[17) Sullunicita della soluzione del problema di Dirichlet per le equazioni lineari
ellittiche in due variabili (Rend. Sem. Mat. Padova, t. 26, 1956, p. 223-231).

PriNcivaLLr (M. L.) :

[1] Sul sistema di equazioni lineari alle derivate parziali, relativo allequilibrio
delle volte cilindriche (Ann. Scuola. norm. sup. Pisa, t. 8, 1954, p. 157-291).
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[2] Su un teorema di unicita per un problema al contorno relativo all’equilibrio
delle volte cilindriche ( Ann. Scuola. norm. sup. Pisa, t. 9, 1955, p. 235-245).

PropI (G.) :

[1] Questioni di stabilita per equazsioni non lineari alle derivate parziali di tipo
parabolico (Rend. Acc. Lincei, t. 10, 1951, p. 365-370).

[2] Soluzioni periodiche di equaszioni alle derivate parziali di tipo parabolico non
linear:i ( Riv. di Mat. Univ. Parma., t. 3, 1952, p. 265-290).

[3] Teoremi di esistenza per equasioni alle derivate parziali non lineari di tipo
parabolico (Rend. Ist. Lombardo, t. 86, 1953, p. 3-26 e 27-47).

[4] Problemi al contorno non lineari per equazioni di tipo parabolico non lineari
in due variabili. Soluzioni periodiche ( Rend. Sem. mat. Padova, t. 23, 1954,
p. 25-85).

[5] Sull’equivalenza fra la seconda formula di Green e la corrispondente
equazione di Fredholm per l’equazione A,u + hu =o (Rend. Sem. mat.
Padova, t. 24, 1955, p. 103-122).

[6] Sul primo problema al contorno per equazioni a derivate parziali ellittiche
o paraboliche, con secondo membro illimitato sulla frontiera (Rend. Ist.
Lombardo, t. 90, 1956, p. 189-208).

StaMPAccHIA (G.) @

[1] Problema di Dirichlet e proprieta qualitative della soluzione ( Giorn. Mat.
Battaglini, t. 80, 1950-1951, p. 226-237).

[2] Problemi al contorno per equazioni di tipo ellittico a derivate parziali
e questioni di calcolo delle variazioni connesse (Ann. Mat. pura e appl.,
t. 33, 1952, p. 211-238).

[3] Sistemi di tipo ellittico a derivate parziali del primo ordine e proprieta delle
estremali degli integrali multipli (Ricerche di Mat. Napoli, t. 1, 1952,
P. 200-226).

[4] Problemi al contorno misti per equazioni del calcolo delle variazioni (Ann.
Mat. pura e appl., t. 40, 1955, p. 193-209).

[5] Osservaszioni sull’esistenza e sull’unicita della soluzione dei problemi al
contorno misti per equaszioni a derivate parziali del secondo ordine di tipo
ellittico (Rend. Acc. Sc. fis. mat. Napoli, t. 22, 1955, p. 144-148).

[6] Su un problema relativo alle equaszioni di tipo ellittico del secondo ordine
Ricerche di Mat. Napoli, t. 5, 1956, p. 3-24).

StoppELLI (F.) :
[1] Un teorema di esistenza ed unicita relativo alle equazioni dell’elastostatica
isoterma per deformasioni finite (Ricerche di Mat. Napoli, t. 3, 1954,
p- 247-267).

Viora (T.)

[1] Sull’esistenza del minimo assoluto di taluni integrali multipli, connessi con
i problemi al contorno per le funzioni iperarmoniche ( Ann. Scuola norm.
sup. Pisa, t. 6, 1952, p. 109-145).

ZWIRNER (G.) :

[1] Su una particolare classe di equaszioni alle derivate parziali del quarto
ordine sopra una superficie chiusa (Rend. Sem. mat. Padova, t. 17, 1948,
p. 139-159).

Carlo MIRANDA,
Via Francesco Crispi, 31,
Napoli (Italie).



