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SUITES UNIFORMEMENT DENSES, MOYENNES TRIGONOMETRIQUES,
FONCTIONS PSEUDO-ALEATOIRES;

PAR

Jean BASS.
(Paris).

I. — Résultats généraux.

1. Introduction. — Dans un précédent travail [3], j’ai montré qu’il
pouvait étre intéressant d’étudier, en vue de leurs applications physiques,
certaines classes de fonctions d’un usage courant, el que je nommerai dans
ce qui suit des fonctions pseudo-aléatoires. Je ne reviendrai pas ici sur leur
origine physique, ni sur celles de leurs propriétés formelles qui ont été déja
établies. Je n’essaierai pas non plus de construire une théorie générale des
fonctions pseudo-aléatoires. Je me propose seulement de montrer comment,
a partir de certains théorémes qui se trouvent aux limites de Parithmétique
et de I'analyse, il est possible de former diverses classes de fonctions pseudo-
aléatoires élémentaires, que les opérations de I’'analyse permettent ensuite de
généraliser et de régulariser.

Il semble que N. WienEr [11] soit le premier a avoir signalé D'existence
mathématique de fonctions pseudo-aléatoires. Il a étudié sommairement
celles qui prennent les valeurs 1 et — 1, les points de discontinuité ayant des
abscisses entieres. Il a donné & leur sujet un théoréme d’existence, qui sera
discuté a la section III. L’exemple de WIENER a été repris par J. Kamps
pE Ferier [8], en vue d’une application possible au probléme de la turbu-
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2 J. BASS.

lence. Mais les travaux de WIENER se sont orientés ensuite vers le calcul des
probabilités. Or la théorie des fonctions pseado-aléatoires est essentiellement
non probabiliste.

Elle repose sur des bases arithmétiques. Elle prend comme point de départ
la notion de suite uniformément dense sur un segment. A I'aide de théorémes
fondamentaux d’H. WevL [10], je montreral comment, & certaines suites
uniformément denses, on peut associer des fonctions pseudo-aléatoires
ayant pour ensemble des valeurs un ensemble dense, et aussi des fonctions
pseudo-aléatoires ayant un nombre fini de valeurs. Certaines de ces derniéres
fonctions fournissent des exemples de fonctions du type étudié par WIENER.
Toutes ces fonctions sont, comme celles de Wiener, associées & une suite de
points en progression arithmétique sur 'axe des abscisses, et il sera intéressant
d’examiner en détail I'effet d’'un changement de pas de cette progression.

Bien qu’il s’agisse d’une théorie d’analyse pure, elle présente bien des
analogies avec les théories probabilistes. Une suite uniformément dense sur
le segment (o, 1) peut en effet étre considérée comme une suite dénombrable
d’épreuves sur une variable aléatoire uniformément distribuée. Le théoréme
de H. Weyl donne une forme précise a celte remarque, qui conduirait a
considérer toute fonction pseudo-aléatoire comme le résultat d’une épreuve
sur une fonction aléatoire convenablement choisie, et a traiter le cas général
des fonctions pseudo-aléatoires comme WIENER a été conduit a le faire dans
un cas particulier. On obtiendrait ainsi des théorémes d’existence trés géné-
raux, mais d'un emploi peu commode. La théorie des fonctions pseudo-
aléatoires fournit des théorémes qui, s’ils sont peut-étre moins généraux, ont
Pavantage d’étre constructifs et de ne pas laisser d’incertitude sur les cas
d’exception. L’analogie probabiliste n’en reste pas moins utile. On verra en
particulier (section V) comment on peut construire des fonctions pseudo-
aléatoires dont les points de discontinuité soient distribués d’une facon
largement arbitraire. L’analogie des méthodes « pseudo-aléatoires » et proba-
bilistes se retrouve d’ailleurs dans l'usage qui sera fait du théoréme de
Bochner sur les fonctions de type positif pour démontrer d’une fagon simple
un théoréme de Vax per Coreutr [9] dont le réle sera fondamental.

Dans la section I, on trouvera des théorémes généraux sur les fonclions
pseudo-aléatoires et sur les suites uniformément denses.

La section II est consacrée a I'étude d'une classe de fonctions pseudo-
aléatoires 4 base uniforme ayant un ensemble de valeurs denses, et la
section III & celle de fonctions pseudo-aléatoires a base uniforme ayant un
ensemble fini de valeurs.

Dans la section IV, jétudie le produit de fonctions pseudo-aléatoires
définies sur deux bases uniformes d’échelles différentes.

Dans la section V, des cas plus généraux sont examinés (fonctions pseudo-
aléatoires a4 base non uniforme).

Enfin les principaux types de fonctions pseudo-aléatoires connus sont
rassemblés dans la section VI, qui constitue un résumé et une conclusion.
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J'ai recu de diverses personnes des conseils et d'utiles références. Je désire
remercier MM. FAVRE et GAVIGLIO, qui m’ont signalé les défauts de la représen-
tation des grandeurs turbulentes par des fonctions presque périodiques,
M. Riss, qui a attiré mon attention sur les suites de Weyl, MM. Giraurr,
MARTINOT-LAGARDE, Pisor, TORTRAT, qui m’ont donné d’intéressantes indica-
tions. Je dois aussi remercier MM. Beravcue, BerTranDIAS, CHAMBADAL et
KRriEg, avec qui j’ai eu des discussions fréquentes et profitables. La collabora-
tion de M. BERTRANDIAS a é1¢ particulierement efficace, et les principales idées
de la section V lui sont essentiellement dues. Je suis enfin reconnaissant &
M. GuirrLoup de l'aide qu’il m’a apportée en appliquant les méthodes modernes
de calcul numérique a la construction d’exemples de fonctions pseudo-
aléatoires et a diverses vérifications expérimentales de résultals théoriques.

2. Définitions. — Soit f(¢) une fonction complexe de la variable réelle ¢,
bornée, nulle pour ¢ < o.
Soit M V'opérateur de valeur moyenne, défini par

r
. T
M( )= Jim Tfo ( ).
On SHPPOSC que les moyennes
Mf(t)y, v(h)y=Mf(t)f(t+h)

existent. La seconde s’appelle fonction de corrélation de f(t). On vérifie
facilement qu’elle est prolongeable aux valeurs négatives de ¢, et que

v(—h) =7 (h).

Ceci posé, on dit que f(¢) est une fonction pseudo-aléatoire siles conditions
suivantes sont vérifiées :

Mf(t) =o;
v () est une fonction continue de /;
t(0)#o, (w)=o.

On peut démontrer que, d’apres cette définition, f(¢) n’est pas la transformée
de Fourier-Stieltjes d’une fonction a variation bornée. Si en particulier
cette fonction était continue, % (0) serait nul. Si ¢’était une fonction de sauts,
v (o) ne serait pas nul, et f(¢) serait presque périodique.

Dans ce qui suit, nous étudierons exclusivement des fonctions pseudo-
aléatoires en escalier, prenant des valeurs de module 1. Elles appartiendront
aux divers types que voici :

a. f(t)=exp[2img(n)],sin<<t<<n-+r1, o(t) fonction réelle donnée;
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b. f(t)=exp{2in/m [partie enticre de 9(n)]}, si n<<t<n-r,
m donné entier; :

c. f(t)y=exp[2imo(n)], si t,<<t<t,., la suite ¢, étant convenable-
ment choisie. .

Nous examinerons aussi les propriétés du produit f(¢)g(at~+3), ou f

et g sont des fonctions du type a, et ou o et 3 sont deux nombres réels
donnés.

Pour simplifier les notations, nous désignerons par :

{la partie entiére de ¢;
l=t— rla partie décimale de ¢ (1).

Avec ces notations, les fonctions a ont pour expression

Sty =exp[2im¢(7)]

et les fonctions b

f(t)Zexp[(ZiW/m)@]-

Les transformées par convolution de ces fonctions discontinues ont été
étudiées en [3] et il n'y sera pas fait allusion, sauf dans la conclusion.
Rappelons seulement qu’elles fournissent des fonctions pseudo-aléatoires
continues, et éventuellement dérivables ou analytiques.

3. Fonction admettant un carré moyen. — Considérons l'ensemble £
des fonctions complexes f (), bornées, nulles, pour £ << o, et telles que

T
fim g [ 10 e

existe. Nous allons montrer que ces fonctions ne constituent pas un espace
vectoriel.

Il y a donc des différences essentielles entre les fonctions de carré som-
mable, et les fonctions de carré moyen sommable.

Pour le voir, montrons que, si f(¢t)€l, g(t)eE, f(t) + g(t) peut ne pas
appartenir & /7. Il revient au méme de montrer que

T
7 [ s

peut ne pas avoir de limite lorsque 7" —>oo.
La fonction g(¢) =1 appartient & £. Il suffit donc de trouver une fonction

(1) Les signes —"> et ~~_~" seront dans certains cas, pour des raisons typogra-
phiques, remplacés par N\ et T\ .
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f(t)e E dont la moyenne

r
L
1]1_>mw Tfo Sf)de

n’existe pas. Choisissons
Jf() = (—1)= sl an<C ¢ < 2ntl,

Comme | f(¢)| =1, f(¢)appartient & £. Calculons

T
lT/ ft)de

en prenant pour 7" un entier de la forme 2V. On cherche la limile, pour
N> 0, de

;T,[——I +2—224 .+ (—1)VoN ] = %<— zizv + (—-—I)N>'
On voit que cette quantité oscille indéfiniment sans avoir de limite.

Les fonctions f(¢) et g(¢) =1 appartiennent donc a [, et leur somme
f(¢) + 1 n’admet pas de carré moyen.

Prenons, en particulier, pour g(¢) la fonction f(¢ 4+ A), qui a méme carré
moyen que f(¢). Nous allons vérifier que si f(¢)€F, c’est-d-dire si y(0)
existe, il n’en résulte pas forcément que y (k) = M f(¢) f(¢ + h) existe.

Examinons pour cela un exemple. Supposons que f(¢) soit une fonction
en escalier, prenant la valeur constante ¢,—= == 1 dans I'intervalle n <<t <<n -+ 1.

Soit v, la valeur, dans le méme intervalle, de la fonction qui a été étudiée
au début de ce paragraphe et qui est égale a (— 1)**! dans lintervalle
ok <t <C 2%+1, Essayons de calculer les ¢, de telle facon que

Cn Cnpr = Yn-

Prenons, par exemple, ¢,—=1, d’ou

71 YoY2

01:“’0, Cy— —) Co—= —» Cp = ——
~ ” Yo7z

Les v, étant égaux & —=1, les ¢, sont aussi égaux a =1 et définissent une

fonction f(¢); f(¢ - 1) prend, dansVintervalle n << ¢ << n —+ 1, la valeur ¢, 5

v(1) est donc égal a la moyenne des ¢,¢p.1, c'est-d-dire des v,. On a vu que

cette moyenne n’existe pas.

L’existence de v (%) ne résulte donc pas de celle de v (0). C’est une hypo-

1} ]

thése a faire, qui ne peut pas étre beaucoup simplifiée.

. Théorémes généraux sur les fonctions pseudo-aléatoires.

TurorkME 1. — Si v (k) existe et est continue, il existe une fonction ¢ (w)
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non décroissante, a variation totale bornée, telle que
v(h) :f exp(imh) do(w).

D’aprés le théoréme de Bochner, il suffit de montrer que (/%) est du type
positif. Soient :

Ziy -+, £n n nombres complexes arbitraires, non tous nuls;

lyy ..., h, n nombres réels arbitraires.
On considére la forme hermitique
H’J:ZEI\'EZ ‘\"(/lk— /l[)

et I'on veut vérifier qu’elle est non négative. Or

L!J %w Tf 22/(*[ f l)f(t-—{-—]l/\—h[) dt.

Dans chaque intégrale, on pose t — /;=—1¢', d’otl

¢ = Jim NEE S (4 ha) f(E+ f) dt

On ne modifie pas la limite en remplacant, dans chaque intégrale, la borne
inférieure — /; par o. On a donc

T—1ny

~. T—n 1 ) ——
1, — r—"%s_ * L. ’ ) E 7 '
Y= Jim — f B f (4 ) B0+ T e

>

T>o T

SN ]im—l—f 5 f (04 he) BT (0 Ty dt
0

th(t )| ar.

= lim
77

Cette quantité est visiblement non négative.

Ce théoréme montre I'existence d'une fonction spectrale énergétique o ()
associée 4 f(¢). 1l n’entraine naturellement pas que f(¢) puisse étre repré-
sentée par une intégrale de Fourier-Stieltjes. Il n’existe pas de fonction
spectrale locale.

TaroreME 2. — S¢ y(h) et M f(t) existent, y(h) a une moyenne par
rapport a h, qui est égale a la discontinuité de la fonction spectrale o(w)
a lorigine.
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DemonsTraTION. — 11 s’agit de calculer

H -
_MY'(/z)_ hm ——f Y(/l)d/l_ hm [f dhf exp(iwh)do(w).

On peut permuter les intégrations et écrire

- b4
M')'(h):};i_;nw %f a’a(o))f exp(imh) dh

:zywa exp ({w i/ )M[a_)

Supposons d’abord que o(w) soit continue & l'origine. ¢ étant donné, on peut
trouver 0, indépendant de H, tel que

f do(w) < :.

———0

Par suite,

}f exp(iwH/2 )sul(m7/2 do(w)

J=l 0
—» -5 Yw|>3

La seconde intégrale est inférieure en module a

/ do(w) < e.

Or

2 ‘ZV
—/Tg(/l;)l\ada(w) e ]1—65

ou V est la variation totale de g(w). On peut choisir / assez grand pour
que
2V
s <

Finalement, étant donné &, on peut trouver / assez grand pour que

| My (h)| <.
Donc

M~y (h)=o.
Si maintenant o(®) admet une discontinuité o, a 'origine, on pose
g(w) =0 (w)+ 0 (w),

o1 (w) étant continue & l'origine, et ¢,(w) étant nulle pour w <o, et égale
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a g, pour ® > o. L’intégrale relative & o, (») est nulle. On a finalement
W H nw®

My (h) = hm 77 d/z] exp(inh) do,(») = o,
0 —®

ce qui démontre le théoréme.

TueorREME 3. — Si y(h) et M f(t) existent, My (h) est un nombre réel
non négatif qui satisfait a l'inégalité

My(hy>|Mf()]2 (V).
En effet, d’aprés le théoréme 2, M+ (%) existe et a pour valeur le nombre

non négaltif o,. Donc My () est réel et non négatif.
Posons

Mf(t)=m, f@)y=m—+ f'(1)
et désignons par v/ (/) la fonction de corrélation de f'. On a
SO ft+h)y=|mP+mf(t)+mf (t+h)+f () f (t+h).
Comme f'(¢) et f/(t+ h) ont une moyenne nulle,
Y(h) =|m [+ (%)
D’aprés le théoréme 2, M y'(2) > 0. Donc
My (h)=]|m].

CoROLLAIRE 1. — Si My (L) = o et si M f(t) existe, alors M f () =o.
Ce corollaire sera constamment utilisé dans la suite, sous la forme
suivante :

COROLLAIRE 2. — Si vy (h) s'annule pour tout h supérieur a un nombre
h > o donné, et si M f(t) existe, alors M f(t) = o.

En effet, M+ (%) est nul.
On peut d’ailleurs un peu améliorer 1'énoncé du corollaire 1, de maniére
a ne pas faire d’hypothéses inutiles sur V'existence de M f(¢).

THEOREME . — SP < (h) existe et tend vers o avec 1/h, alors My(h) = o,
M f(t) existe et est nul.

(1) On peut démontrer ce théoréme (ou du moins uu théoréme analogue ayant les
mémes applications) d’une facon élémentaire, sans faire appel au théoréme de Bochner.
11 suffit d’introduire la fonction

T
v(hy—h,)= lim if u(t-+hy)u(t+ hy)dt
r>=1.J,

et d’en prendre la moyenne dans le carré o << i;<< A, 0 << h,<< A, ou A est d’abord fini.
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On voit d’abord facilement que si y(A2) — o avec 1/h, My (k) =o.
Si maintenant A est une borne supérieure de f, on a

T
7 ) S| <a

L’ensemble —f f(t) dt, étant borné, a des points d’accumulation compris

entre — A4 et A. Soit m 'un d’eux. Il existe une suite 7'y, 7%, ..., T}, ...
telle que

D’autre part, puisque v (/%) existe, on a en particulier

Jim ifo<z>f<t+h>dt—~<h>
Tu>w T
On pose
Sy =m -+ f(0),
ft4-h)y=m - f'(t+ P).
On voit que

T,
.1 , -
Tl};an,“fo J(t)dt —=o.

De méme,

1 T, I i I 0 I T 1 Tp+n
X ’t—l—hdt:—f ’tdt:—f+__f +_f :
7,), JSUTRhd=g | SOd=g | g )T,

La premiére intégrale tend vers zéro. La troisiéme, majorée par

Tp+ N
1 " Ah
7 fT Adi= "

tend aussi vers zéro. La seconde tend vers zéro par définition de f.
Le premier membre tend vers zéro. On a donc

Tn
rh_r}anL F@f@+hyde=|mp+ lim _f T f (L + R) dt.

La limite du second membre existe et représente la fonction de corrélation
Y (R) de f/'(t) :
Y(h)=[m[+7'(h).

Le raisonnement du théoréme 3 montre donc que m = o. Tous les points
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T
. Lo - .
d’accumulation de la suite Tf S(¢)dt sont nuls. La limite existe et est
0

nulle.

5. Propriétés des suites uniformément denses. — Soit 9 (¢) une fonc-
tion réelle. A tout entier 7, associons la partie décimale

x,=q(n)
~

de la suite ¢(n). Nous obtenons une suite dénombrable de points sur le
segment (o, 1).
Supposons que cette suite soit dense. Considérons les /V premiers points
L1y Ty ceey LN

Soit L un segment de longueur / intérieur au segment (o, 1). /V' des
N points &, ..., xy appartiennent a L.

DeriNiTiON. — On dit que la suite x, est uniformément dense sur (o, 1)
[ow équirépartie dans (o, 1)] si, pour tout segment L, le rapport N'/N
tend, lorsque N —>o0, vers une limite égale a la longueur ! du segment.

Pour démontrer qu'une suite z, est uniformément dense sur (o, 1), on dis-
pose d’un théoréme trés simple dd a H. WeyL [10]. En voici 'énoncé. On
pourra en trouver la démonstration dans le livre de Cassers [7].

Tntorime b (de H. WEyYL). — Pour que la suite x, soit uniformément
dense sur (o, 1), il faut et il suffit que, quelle que soit la fonction p.(x),
intégrable sur (o, 1), on ait

N 1
.o
\11_1)11;o WZp(x,l):fo p(z) dx.

n=0

Ce théoréme exprime que la moyenne arithmétique de la suite dénombrable
w(x,) est égale & la moyenne stochastique de la fonction (), ot 2 est une
variable aléatoire uniformément répartie avec une densité de probabilité
égale & 1.

Lorsque

p(z) =exp(2inix) (I entier 7 0),

I'intégrale du second membre est nulle, et aussi la moyenne du second
membre. Ce résultat admet une réciproque, due 2 H. WEYL, et qui constitue
le :

TutorknE 6 (de H. WevL). — Pour que la suite z, soit uniformément dense
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sur le segment (o, 1), il faut et il suffit que, quel que soit Uentier l non nul,

N
I!,,i_.{nm 7\]—, 2 exp(2imwiz,) =o.

n=o0

Ces définitions et ces résultats s’étendent facilement & des suites de points
a plusieurs dimensions, par exemple dans le plan.

DEFNITION. — Soit (2, ¥,) une suite de points apparlenant au carré
Clo<<x<<1,0<<y<C1). Soit D un domaine quarrable arbitraire d’aire S
intérieur a C.

Supposons que, parmi les /V premiers points de la suite, /V' appartiennent
a D. La suite est dite uniformément dense dans C si, lorsque V —o0,
N[N tend vers une limite égale a S.

TukorEME 5 bis. — Pour que la suite (x,, y,) soit uniformément dense
dans C, 1l faut et il suffit que, quelle que soit la fonction p.(x, y), intégrable
dans C, on ait

N
. IO
1\1"1—I>na N‘ZP’('Z‘M Yn) = ﬂ‘“(xv y)dzdy.
n=o0 v C
En particulier :
THEOREME 6 bis. — Pour que la suite (x,, y,) soit uniformément dense

dans C, il faut et il suffit que, quels que soient les entiers [, et [, non
simultanément nuls,
N

]11_;11’ -I—Nz exp|2in (i x,~+ Ly,)] =o.
n—o
En d’autres termes, pour que la suite (x,, ¥,) soit uniformément dense
daus C, il faut et il suffit, quels que soient les entiers /;, , non simultané-
ment nuls, la suite & une dimension /,x,+ Ly, soit uniformément dense
sur (o, I).

ExempLE. — Pour que la suite

x,— An
A4

soit uniformément dense sur (o, 1), il faut et il suffit que A soit irrationnel.
En effet, si A est irrationnel,

N

I . \_«exp[ziﬁlA(zN-Jl—I)]——exp(——iTrZA)‘
W,Zexp(wrrlAn)n_ 2iNsinnlA

n=>0

Cette quantité tend bien vers zéro avec 1//V.
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Si A est rationnel, la suite An n’est pas dense. Elle prend un nombre fini

N N

. 1y . ,
de valeurs. Bien entendu, la moyenne NZexp(zlnlAn) n’est alors pas

n=o

nulle quel que soit /.
Ce résultat peut se généraliser & deux dimensions.

TneoriME 7. — Pour que la suite

L= f{/n, Y= li}l

soit uniformément dense dans le carré C, il faut et il suffit qu’'entre les
nombres A, B, 1, il n’existe aucune relation linéaire d coefficients entiers [
non simultanément nuls, de la forme

LA+ LB+ L=o.
En effet,
N N
+ Dexp[2im(Lidp+ bBp)| == ¥ exp[2in (LA + LB)n].

n=—=~0 n=o

La suite (,4 + [, B)n est uniformément dense sur (o, 1) st LA+ LB
n’est pas entier, et dans ce cas seulement.

On peut de ces théorémes déduire une conséquence simple qui servira
plus loin.

TutorkME 8. — Considérons une suite (x,, y,) uniformément dense dans
le carré C. Quel que soit le nombre 1, la suite

U !
Ty =&y, V=MV
%

est uniformément dense dans C.
Considérons en effet la fonction

(o, y)=explein(lix + L)y)].
Puisque la suite (x,, y,) est uniformément dense, on a

N
L1 . R I .
1\11;1301—\/, E exp[2im({x,+ 12/\)',1)]:‘”Cexp[2”:([1.95—+— LAy dx dy

n=o

1 1
:f exp (207l .x) (ch exp (2inlyy) dy.
[ 0

La seconde intégrale du second membre n’est pas nulle en général, mais la
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premiére l'est. Le premier membre est nul. On a donc aussi
~

Jim 5 ¥ exp[ 20 (Lt Lhy,) | =0

n—o
et la suite x,, Ay, est uniformément dense dans C.
N
Par exemple, dans les conditions du théoréme 7, la suite

An, ABn (modr)
N/

est uniformément dense dans C, quel que soit 7.

1

Fig. 1.

Voici enfini un théoréme relatif aux suites partielles extraites de suites
uniformément denses :

TutoriMe 9. — Soit x,= o (n), y,=4¢(n) une suite uniformément
~~ ~~

dense dans le carré C (o < x <1, o <y <1). Soit L unintervalle intérieur
a (o, 1). Soit E Uensemble des n tels que Y (n)€ L. La suite ), = ¢ (n),
S~ ~_

étendue aux valeurs de n € E, est uniformément dense sur (o, 1), et si Ex
désigne l'ensemble des n€ E pour lesquels n ~ N, on a

31}11;% 2 exp[2im9(n)]=o.

nel N

Par une transformation linéaire convenable y'=ay + b, on applique le
segment L sur (o, 1). Soit R le rectangle de base (o, 1), de hauteur L ( fig. 1).

A deux domaines d’aires égales D, et D, contenus dans R, la transfor-
mation

!

=, y=ay+2b

fait correspondre deux domaines d’aires égales D et D), contenus dans C.
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Or D, et D, contiennent la méme proportion de points de la suite
r,=0(n), Yo=Y (n)
~ ~
(il est donc inutile de préciser ici que n€ ££). Donc D' et D', contiennent
la méme proportion de points de la suite
x,=q(n), Yo—=al(n)+b, nek.
\/ \//

Cette suite est uniformément dense dans C. Il en résulte que, quel que
soit le couple non nul d’entiers /; et £,

Jim o N expl2in(hal+ by, =o,

n€l

V' désignant le nombre de valeurs de n contenues dans £y. En faisant /,—o,
on voit que la suite ¢(n), n € £, est uniformément dense sur (o, 1).
~_

Or, la suite ©(n) étant uniformément dense dans le segment (o, 1), le
AN

rapport V'//V tend, lorsque /V—o0, vers une limite égale & la longueur du
segment L. On peut donc remplacer dans la relation ci-dessus /V' par V.
Pour /,=—= o, on trouve que

Iim ?

1 .

_ exp[2inlo(n)]=o
Non [V sed p|: ]'\(/>:l ?
izeE'_\~

ce (ui achéve de démontrer le théoréme.

II. — Fonctions pseudo-aléatoires de la forme (!)
f)= exp[zin q(?)]

6. Fonctions pseudo-aléatoires et suites uniformément denses. —
Soit f(¢) une fonction nulle pour ¢<Co, et prenant, dans chaque inter-
valle n << ¢ < n 41, une valeur constante de module 1. Cette fonction peut
se représenter par

J(t)=exp[2imo(2)]-

Soit (&) la fonction de corrélation de f(¢). On peut démontrer un théo-
réme remarquable, qui a été utilis¢é par Wieser [11] dans un cas parti-
culier, et qui précise la structure de v(£) :

TutoreMe 10. — f(t) ayant la forme qui vient d’étre précisée, siy(h)

(') Références : J. Bass [3], J. Bass et J.-P. BERTRANDIAS [4].
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existe pour toule valeur de l entiére non négative, v (h) existe pour tout h.
C’est une fonction continue, qui varie linéairement dans chaque inter-
valle n =~ h = n —+1.

DEmMONSTRATION. — On peut évidemment se limiter & un intervalle 7°
entier. On cherche donc si

ﬁfN explain ¢ ((5 %) — o (D]} ar
]

a une limite quand /N —2. On écrit

‘/\ N
0

Dans chaque intégrale, on fait le changement de variable

N—1
n-+1
oyl

n=~0

t—=n-+¢f (o <<E<<1).
On remarque que

P
n4+t=n
et que
T P A a .
n+:i+h=n+:+h=n+h si t<<1—h,
:Z/—F\£+7L+1:11+7z+1 si Ex1— /.
On a donc a étudier
,‘14\"——-1 o
%—j 2 exp{Qin'[cp(n—Pg—i—lz)—cp(/z)} } dx
0
1 1_0,1\:1 A :
:va M explainfo(n+R)—o(n)]}dz
’ 0 n=—o
g V-1
I i N .
—i——f expl2in[o(n 4+ +1) — o(n)]}d:
N =l ngo {
Noi
::(1—/1,)-1— exp{2in] 9(n+7) —o(n)]]
¢ Pt
n=—o
N1

by X esplainlo(r i) —g(n]}

n=o

Les deux sommes ci-dessus ont, par hypothése, des limites égale a v(/)
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et "{(?l—i—l). Donc y(4) existe et satisfait & la formule d’interpolation
linéaire )
1) = (1= 4)y(R) + fy(h+ ).

Lorsque / — o, 7(%) tend vers y(%). Lorsque -1, y(%) tend vers v(%).
Donc (%) est bien une fonction continue de 4.
La représentation graphique de % est donnée par la figure 2.

Yy

s /
A4 3

[an]
P\ S
N f—-—-——

Fig. 2.

Si l'on prend ¢(¢) n’importe comment, f(¢) n’est naturellement pas
pseudo-aléatoire. Mais nous allons voir que, & 1’aide des suites uniformé-
ment denses, on peut facilement construire des fonctions pseudo-aléatoires
du type considéré. Nous avons besoin pour cela d’un théoréme, di initia-
lement & J. G. Vax per Coreur [9], et dont la démonstration résulte trés
simplement des propriétés des fonctions de corrélation.

Y
!

o

1 h
Fig. 3.

TutoriMe 11. — Soit v(h) la fonction de corrélation de la fonc-

tion f(t) :exp[ziﬂ cp(?)] Si y(p)=o0 pour tout entier p>>1, f(t) est
pseudo-aléatoire. v (h) est égale a 1 —hsioZh1,ao0si h>1.

En effet, d’aprés le théoréme 10, v (%) existe et est nulle pour tout 2> 1.
D’aprés le corollaire 2 (§%), M f(¢) =o; f(t) est donc pseudo-aléatoire.
La forme de y (/%) est représentée sur la figure 3.

On peut énoncer le théoréme 11 sous une forme qui ne fasse pas inter-
venir la notion de fonction pseudo-aléatoire, et qui corresponde a ’énoncé
original de Van peEr Corpur. C’est une simple question de langage et
d’écriture.
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TutorimEk 11 bis (Van pEr Coreur). — Si, pour tout entier p .1,
N

. I . .
Jim £ ¥ exp{ainfo(n+p) —o(n)]} =o,
n=~0

alors
N

dim Y exp[2ino(n)]=o.

n=~0

En remplacant ¢(n) par {@(n) ou [ est un entier arbitraire, et en appli-
quant le théoréme 6, on transforme facilement I’énoncé précédent, et 1'on
obtient un résultat sur les suites uniformément denses :

CoroLLAIRE 3. — Si, pour tout entier p 1, la suite 9(n+p) — ¢ (n) est
uniformément dense sur (o, 1), il en est de méme de la suite ¢ (n).

7. Polynomes de H. Weyl et fonctions pseudo-aléatoires associées. —
Prenons pour ¢(¢) un polynome de degré v>» 2 et supposons que le coef-
ficient 4 de ¢” soit irrationnel. Nous allons démontrer que :

TutoriMe 12. — Dans les conditions qui viennent d’étre indiquées, la
Jfonction

J(t)y=expl2ino(7)]
est pseudo-aléatoire. Sa fonction de corrélation y(h) est nulle pour h 1,

égale a 1— h pour o Zh 1.

Il suffit pour cela de démontrer que y(p)=o pour tout entier p>1,
et d'appliquer le théoréme 11.
Pour montrer que y(p) = o, on procéde par récurrence.

1° Cas d’un polynome du premier degré ¢ (t) = At.
La moyenne de f(¢) est alors égale a
N

.1 .
Alg_;l}o WZ exp(2imAn)=o.

n=o0

Pour p entier, la fonction de corrélation a pour valeur
N
.o . T .
1*(1)):]\11;1151—‘/2exp(zmAp):exp(zmAp) (p entier).

n=0

Lorsque 7 est compris entre p et p -1, elle s’interpole linéairement.

BULL. SOC. MATH. — T. 87, FAscC. I. 2
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Formons la moyenne de y(%). A étant un entier, on a

e IH—1 Pt
T[f T(h)dk:HZf Y (h)dh
0 pP=0 e

H—1
= 2;112 [exp(2imAp) + exp(2imA(p +1))]
p=0
(formules des trapézes)

H—1
__I+exp(2imdHd) 1 .
i -+ HZexp(zmnA).

n=1

Le premier terme tend vers zéro avec 1//. Le second est une progression
géométrique classique, que nous avons déja rencontrée. 4 étant irra-
tionnel, la limite est nulle.

En conclusion, f(¢) = exp(2im.At) n’est pas une fonction pseudo-aléatoire,
car y(p) ne s’annule pas, si grand que soit I'entier p. Mais My (/) = o et,
par suite, M f(¢) = o, ce que nous avons d’ailleurs vérifié directement.

2° Cas d’un polynome du deuxiéme degré. — 1l faut donc faire partir
la récurrence d’un polynome de degré v — 2, soit

o(t)y=At>+ Bt + C.
On a alors
(P(n_'"p)_(P(”)ZQA”[’-)‘A[)"’—I—B[;.

A un facteur prés, la fonction de corrélation y(p) est égale 4 la moyenne

] =

exp (4imApn).

n==~0

LI
im —
Nyw= [V

Donc y(p)=o0, M~y (h) =0, M f(t) = o. La fonction
f(t)=exp|2in(42 + BT+ C)| (A irrationnel)

est pseudo-aléatoire.

30 Cas général. — Supposons que, pour tout polynome de degré > v —1
satisfaisant aux hypothéses, la moyenne
~
. .
\l/l;llw NZ exp[2imq(n)]
n=0
soit nulle.
Soit maintenant ¢(¢) un polynome de degré v. La fonction de corrélation
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de exp[zirr cp(?)] est égale, pour &+ = p enlier 1, &
N
N I .
1(p)= Jim = ¥ expl2in[o(n—+p) — ¢ (n)]}.
n=0
C’est la moyenne attachée a un polynome ¢ (¢ + p) — ¢(¢) de degré v —1,
et le coefficient de ¢~ a pour coefficient vp A, nombre irrationnel. Par
hypothése, y(p)=o. D’aprés le théoréme 11, M f(¢t)=o0 et f(¢) est
pseudo-aléatoire.
On peut énoncer ce théoréme avec la terminologie des suites de Weyl.

Appelons polynome W un polynome de degré v tel que le coefficient A
de t’ soit irrationnel.

TrEOREME 12 bis. — Si o (t) est un polynome W, la suite ©(n) est uni-
~

formément dense sur (o, 1).

On remarquera que ¢ (¢) peut étre du premier degré, mais que exp| 277 cp(?)]
n’est pseudo-aléatoire que si le degré de ¢ est au moins égal & 2.

ExempLE. — Si A est irrationnel, la fonction exp[ 2in A(?)Q] est pseudo-

aléatoire. La suite 4 n? est uniformément dense sur (o, 1), et 'on a
~
N

.o . )
lim WE exp(2imAn®) =o.

N>w
N=0

8. Extension des polynomes . Polynomes W'. — Soit

() =Ag+ At +...+ At

un polynome de degré v.
Si tous les coeficients de ce polynome (sauf peut-étre 4,) sont rationnels,
la fonction

J(t)y=exp[2imo(7)]

n’est pas pseudo-aléatoire, mais périodique. Soit, en effet, M le plus petit

commun multiple des dénominateurs des fractions 4,, ..., 4y. On peut
poser ’
Ap=— A A’ i
k=7 (A’ entier)
et

G(n) = Ayt o (Ayn et A ),

k k
M r (mod1).

k— pt —
(n+Mk=n* (modM) 7 =7
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On a donc
o(n+ M)=o¢(n)—+ entier
et
exp[2img(n+ M) =exp[2imo(n)]:
f(¢) est périodique de période M.
Supposons maintenant que 'un des coefficients A; soit irrationnel.

Depinimion. —  Soit o(t)=d,+ At +...+ A" un polynome de
degré v>>~a. Si l'un au moins des coefficients Ay, k> 2, est irrationnel,
nous dirons que ¢ (t) est un polynome W".

Tugorime 13. — Si o (¢) est un polynome W', la fonction
Sy =esp[2izo(i)]
est pseudo-aléatoire

Ce théoréme est connu pour A —v. Si £ << v, on peut convenir d’appeler &
) P PP

le plus grand entier tel que Ay soit irrationnel, et que Ay, ..., A, soient
rationnels.
Posons
0, () = Ay +...+ Atk Qs () = Apg F1 L+ A0,

et désignons par M le plus petit dénominateur commun des nombres
rationnels Ay, ..., 4,.
Si y(h) est la fonction de corrélation de f(¢), on a, pour p entier,
N
.o .
Y(p) = Jim & ¥ exp{2in[oi(n-+p) — i (n)]]
n=o0

X exp{2in[Qy(n—+p)—9,(n)]j.
Posons
n=Mr-—+s

et faisons prendre &4 r toutes les valeurs entiéres a partir de o, a s toutes
les valeurs entiéres de o & M —1. Sans restreindre la généralité, nous
pouvons poser N = MR — 1, et écrire

N M—1R—1
2=22
Tl
n=0  s=0 r=0

Considérons pour chacune des valeurs de s, les sommes

R—1
T &P {20761 (n+p) — @i(n)] exp| 2in[92(n 4+ p) — 92(n) ]|
r=0 Rt
R I QO . N . )
= A R exp{2in[o(Mr+s-+p)— o (Mr—+s)])
r—o

X exp{2in[gs(Mr—+s+p)— o (Mr—+s)]}.
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@2(Mr+s—+p)— o:(Mr—+s) est un polynome en r dont tous les
coefficients sont des fractions de dénominateur M. Sauf peut-étre le terme
constant, tous ses termes sont des entiers, et

exp{ 2im[ Qs (Mr—+s—+p) — o:(Mr—+s)]}

est un nombre indépendant de r. A un facteur prés, on a donc a étudier

R—1
1%22‘}{2%}){ 20 [ 9 (Mr—+s+p)— o, (Mr+s)]}.
r=0

Si ¢, est un polynome de degré 2 au moins, 'exposant est un polynome W,
et la limite est nulle; f(¢) est donc pseudo-aléatoire. Si ¢, est du premier
degré, c’est-a-dire si A,, ..., A, sont tous rationnels, I'exposant ne dépend
pas de r, et la limite n’est pas nulle, que A, soit ou non irrationnel.

CoRrOLLAIRE 4. — Soit ¢(t)=A¢+ At +...+ A,t un polynome de
degré v>- 2.
Pour que la fonction

f(t)=exp[2im9(7)]

sott pseudo-aléatoire, il faut et il suffit que l'un au moins des coeffi-
cients A., ..., A, soit irrationel.

9. Fonctions pseudo-aléatoires et fonctions périodiques. — Si tous les
coefficients du polynome o¢(¢)=A,+ A,¢+...+ A, sont ralionnels
(sauf peut-étre A4,), la fonction f(¢) :exp[ziﬂ 9(?)] est périodique. Elle
a pour période le plus petit commun multiple M des dénominateurs des
fractions irréductibles 4,, ..., 4,.

La fonction de corrélation de f(¢) est égale & 1 pour h=o0, M, 2 M, ....
Elle est nulle pour toute autre valeur entiére de &, d’ou sa forme ( fig. 4).

Fig. 4.

Si A; est irrationnel, A4, ..., A, élant rationnels, on pose
0, () = Ay+. ..+ Atk (k> 2),
C?1(t) = Ak_‘_ltk_‘_i ...+ A‘lvtv,
F(0) = expl 27 ()] explaim a0

@,(t) est un polynome W, et f(t) est le produit d’une fonction pseudo-
aléatoire par une fonction périodique.



29 J. BASS.

Ces fonctions ne sont d’ailleurs pas quelconques. La premiére est attachée
a un polynome . La seconde est une fonction périodique en escalier, dont
la série de Fourier converge lentement.

La fonction de corrélation de f(¢) est identique & celle du facteur pseudo-
aléatoire. Elle n'est pas influencée par le facteur périodique.

On peut d’ailleurs généraliser ce résultat. Si ¢(¢) est un polynome W7,
et si Y (¢) est un polynome & coefficients rationnels, la fonction

S =exp[2ing(7)]explaimy ()]

produit d’une fonction pseudo-aléatoire par une fonction périodique, est
pseudo-aléatoire. Sa fonction de corrélation est la méme que celle du
facteur pseudo-aléatoire.

P

ExeweLe. — A exp|ain @(?)] associons une fonction f(¢) égale &

exp[2i7rcp(?)] si on<<t<<a2n-—1,
—exp[ziwcp(?)] si en+1<<t<<aon-+ 2.

Cette fonction prend la valeur

exp[2imo(n)]exp[inn]
dans l'intervalle
n<t<<n-—+i.
Elle est égale &

exp[airo(1)] exp[mez)].

C'est le produit de exp[ziﬁ @(2)] par la fonction périodique de période 2
égale & 1si o<<t<{1, & —1 si 1<Ct<C2. Elle est bien pseudo-aléatoire

car, si ¢ (¢) est un polynome W7, il en est de méme de ¢ (¢) + ;t.

I1 est intéressant d’examiner le comportement du produit d'une fonction
pseudo-aléatoire par une fonction périodique, ou presque périodique, conti-
nue. On peut & ce sujet énoncer le :

TutorkMe 1. — Soit ¢ (t) un polynome de degré v > 3, dont au moins
un coefficient A; est irrationnel (k>2). Soit g(t) une fonction admettant
un développement en série trigonométrique absolument convergente

g(t):Eckexp(ﬂﬁmkt) Z[ck|<oo.

k

Si les différences o, — wi (k1) ne sont jamais entiéres, le produit f(t)
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de la fonction pseudo-aléatoire exp|aim cp(?)] par la fonction presque
périodique ou périodique g(t) est pseudo-aléatoire. Sa fonction de
corrélation yy(h) est le produit de la fonction de corrélation v (h)
de exp|2in cp(t)] par la fonction de corrélation v, (h) de g(t).

Pour démontrer ce théoréme, on va d’abord former la moyenne de

exp [Qiﬂ' cp(t/—%—\hﬂ exp[— 21T cp(?)] exp(2imwt),

ou » est un nombre réel quelconque. Il s’agit de la quantité
N P "o
p—};}m Nf exp{ 20T [cp(t -+ h) — cp(t)—i— mt} } dt.
0

Par un raisonnement déja utilisé (§6) lorsque w — o, on voit que

p=lim — f Zexpmm[ <n+g+h> cp(n/-l—\a)—l—wn}exp(zinmz)dg

n=o0
1—n

= 151%1_1; jLVZ exp { gln[cp(n -+ h) —o(n)+ con]}f vexp(zinmi) de

0

N 1
im — % exp { 2in|g(n +h+ 1) — q)(n)—|—wn]}f exp (2 inwt)d:
= IV eed ‘ 1—n

n—o v

Si Ax1, les deux sommes trigonométriques ci-dessus ont pour exposants
des polynomes W’. Elles tendent vers zéro et . = o.

Si o h1,laseconde tend vers zéro, et il reste

— e (2imwE) dt
po= 1%1;1010 Zexp(zmwn)f exp Twg) dt.
n=o0
Donc :
p- =0 si w n’est pas entier;
1=

——f exp(2imwi) df si @ est un entier non nul, et en particulier :

p=1—"h sion=o.

Considérons maintenant le produit

ft)y= exp[ziﬂ' cp(’f)]g(t) :Z crexpl2im cp(?)] exp(2imwl)
k
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Sa fonction de corrélation est représentée par la série

vr(h)= Z crerexp(2inwh)
K
T

P 71&11 },f exp{ zin[cp (t—l—/\h> — cp(?):l } exp[2im(w— wr)¢] dt.

0

Elle est nulle si/A>1. Si A=1, il subsiste tous les termes pour
lesquels & =/, qui donnent

Y(lz)z [ex Pexp (2imorh) =y (h)ys(h).
£

Par hypothése, &;— oy n'est jamais un entier. Les autres termes sont donc
nuls, et Pon obtient bien

Tf(/z):y(h)w"g(/z)::(I—h)Z]ckPexp(zimokh) si oZhn1,
'
=o0 si A1

Le résultat est en particulier valable si g(¢) est une jfonction périodique
de période non entiére.

Si, pour certaines valeurs de & et {, v;— w; est entier, la formule précé-
dente n’est plus exacte. On doit ajouter au produit ¥ (%) v, (/) les termes

1—n

Z‘kclexp(giﬂmgh)f exp[2im(w;— wp)f] dE (w;— o) entier).
0

C’est ce qui ce passe lorsque g (¢) est périodique, la période M étant entiére.
On a, en particulier, le théoréme suivant :

TuroriME 15. — Si g(¢) est une fonction périodique de période 1, déve-
8 p q p
loppable en série de Fourier absolument convergente, et si o (t) est un
PP 1 ¢
polynome de degré v>>3 dont au moins un coefficient Ay est irration-
nel (k> 2), le produit

J(t)=explaino(i)]g(¢)

est pseudo-aléatoire. Sa fonction de corrélation est nulle pour h>r,
égale a
1—-1

[ Emecemas s ozhzr

0

On a, en effet,

2(t) :2 crexp(2imht),

k
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et, d’aprés la méthode employée pour démontrer le théoréme 14,

Yr(h) ZEEW exp(2imlh)

kil

T il
s im g [ esploin[o#0) — o] explaim— 0]
0
Al—DN

:Zﬁkcl exp(2i7rlll)j explain(l— k)i]dz
Kl 0

1—h

_—_f chexp(zinki)Zczexp[zinl(};—k—lz)]di
A ,
k

l

1—nh
:f F() g (i + h) d.

REMARQUE. — Les théorémes 1% et 15, établis pour des fonctions g(t)
continues, ne sont pas cependant incompatibles avec les considérations du
début de ce paragraphe. Reprenons 'exemple de la fonction g (¢), périodique
de période 2, égale & 1 si o <<t <<1, & —1 s1 —1<C¢<C2. Cette fonction
admet un développement en série de Fourier de la forme

2(2) :2 crexp (imkt).
3
Mais la propriété
glt+n)=—g(t)

entraine que les ¢; sont nuls pour les valeurs paires de &

Nl

{'

On a donc

2(t) :2 Coprr eXplim(2hk 4+ 1)t).

k

Appliquons formellement, sans nous préoccuper de vérifier la conver-
gence, la méthode du théoréme 14, avec w; = (24 —+1)/2. Les différences

W) — W= l—k
sont toujours entiéres.



26 J. BASS.

On a donc
A—h

vr(R) :Z Copt Copg €XpIm (2l + I)/l]] exp|2in({—A)E]d:

0

1—h

2
= Escrma oz,

Comme, dans l'intervalle (o0, 1), g(%) est égal & 1, il reste bien

1—n
”x’f(ll):f di=1—h=x(h).
0

Le facteur g(¢) n’a pas dans ce cas d’influence sur la fonction de corrélation

du produit (1).

III. — Fonctions pseudo-aléatoires de la forme (2)

expl (ai/m) 5 (D).

10. Propriétés générales. — Dans les paragraphes qui précédent, on a
montré que, sous certaines conditions, la fonction

exp[2im ¢()]
est pseudo-aléatoire. Les valeurs prises par cette fonction sont les nombres
complexes exp[2im ¢(n)], qui sont denses sur le cercle unité. Nous allons
maintenant étudier une classe de fonctions pseudo-aléatoires dont les valeurs,
au lieu d’étre denses, sont en nombre fini. Leur existence est cependant
toujours liée & celle de suites uniformément denses, d’aprés le

THEOREME 16. — ST 0 (¢) est un polynome W', la fonction

[in/m) 2]

f(t) =exp|(2im/m) @(t)

est pseudo-aléatoire pour tout entier m> 2. Iflle prend les m valeurs
exp(2iml/m) (l=o0,1,...,m—1).

DimonsTRATION. — D’aprés le corollaire 2, il suffit de prouver que la fonc-
tion de corrélation y (%) de f(¢) est nulle pour tout entier p >.1.

(1) Suivant une remarque de M. CHaMBADAL, le théoréme 15 reste valable si l'on
suppose seulement que g(¢) est de période 1 et appartient & L*(o, 1). Il suffit de
reprendre le début de la démonstration du théoréme 14, en y remplacant exp(2i=wt)
par g(t)g(t+ k), sans utiliser la représentation de g(¢) par une série de Fourier.

(?) Références : J. Bass [2].
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Montrons d’abord que la suite
x,=9(n), p= @ (n+p

est uniformément dense dans le carré Co <<z <1, o <<y <1).
Il suffit de prouver que, quel que soit le couple /;, /, non identiquement
nul d’entiers, la suite

Y(n)=bo(n)+Lo(n+p)
>~ T~

est uniformément dense sur (o, 1). Il suffit pour cela que

Y()=ho(t) +bLo(t+p)
soit un polynome W'.
Par hypothése, le coefficient A; de ¢* dans ¢(¢) est irrationnel (kX 2),
et Az, y, ..., Ay sont rationnels. Cherchons le coefficient de ¢* dans {(2).
Sili+ 6,20, clest

(L4 L) A+ LA Ch oy p—~+. oA Oy  py=£,

Le premier terme est irrationnel. Tous les autres sont rationnels. La somme
est donc irrationnelle, et U (¢) est un polynome W'.
Sily—=— 4, t*" a pour coefficient

LIACip—+. ..+ A, Cy— " pv—hk+i] (k—1>01).
C’est stirement un nombre irrationnel. Dans ce cas, Y (f) a au moins un
coefficient irrationnel autre que le coefficient constant, et Y (n) est uniformé-
~

ment dense sur (o, 1).

La suite [cp(n), 9 (n -+ p):l est donc uniformément dense dans le carré C.

La suite

1 1
Zn=—-9(n),  Yu=-9(n-+p)

9(2)

-7 a les mémes
m

est aussi uniformément dense dans C, car le polynome

propriétés que @ (¢).
La suite

I o
x,,__m%cp(n), y,l__17z77—l<p(n—|—p)

est donc uniformément dense dans le carré o < <<m, o <y << m (fig. 6).
Tous les carrés

A<ax<<h+i, p<<y<<p—+r1

contiennent a la limite la méme proportion de points (z,, y,). Les parties
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entiéres des points contenus dans le carré hachuré sont rassemblées au
point (2, w).

Les m?* points (4, p), pour A=o, ..., m—1, p.=o0, ..., m—1I,
contiennent donc a la limite la méme proportion de points

_/\ —_— T T —
x,l__m ¢(n), y,l:m,—;(p(n -+ p)
T~ — T~
Or
I U
1 . I _/\ d
m%q)(n)_m';cp(n)_.cp(n) (modm).
T~
Les points

SN — T
x,= ¢ (n), Yn=0(n+p)
occupent donc mod m les m? positions (2, p), avec la méme fréquence 1/m?.

m

0 AN+ m

Formons maintenant
N

T(p)= hm—zexp (2im/m) [cp(n—i—p)——q)(n)—]

n=0
L 1 n’int t d t écrir
e couple q)\(/) (\ ﬁ) intervenant que modm, on peut écrire
m—1 2
2 plaim(h—p)/m]= pon Ze\p(mn}/m) = o.
"

A=0

o
] m.’
Pour que le théoréme soit démontré, il reste & prouver que, pour kA =o
et k=1, f(¢) n’est pas pseudo-aléatoire.

Si tous les coefficients de ¢ (¢) sont rationnels, on voit d’abord que f(¢)
est périodique, et non pseudo-aléaloire.

Supposons enfin que
9ty =At + 9,(t),

on 0,(¢)=A,t>+...4+ A, 1" est un polynome A coefficients rationnels et
¢ poly
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ou A, est irrationnel. Soit v (%) la fonction de corrélation de f(¢). Calcu-
lons y(qgmM), q entier,

~
v(gmM) = 1\]]1;13c %Zexp(gin/m) >

n=o

B - —_— T
LA1(n +~gmM) + o,(n+gmM) — A, n + cp.z(n)]

Mais
9y (n 4+ gmM) = q,(n) + gme (e entier).
Il reste donc
N
S — T T T~
Y(gmM) = \11;1; % Z exp(2im/m) [A1 (n—+gmM)+@,(n) — Ayn—+ %(n)J.

n=o

Or la quantité A, (n + gm M) + ¢, (n) prend la valeur :

I T
Ain+9y(n) + jlqu
si
Ain+oy,(n)<<t—AygmM,

et la valeur :

o~
Ain + 0y (n) + AygmM +-1
sl

Ain+¢(n)>1— A, qmM.
TTT~—— T~

A, étant irrationnel, la suite
Zn—=An + ¢,(n)
T~

est uniformément dense sur (o, 1). Parmi les /V premiers points de cette
suite, il y en a /¥ qui vérifient 'inégalité

x,<<1— A gmM
\/

et V'/N tend, lorsque N — o0, vers 1 — A, qgm M.
\/

Or on peut écrire
L1 2T i/ T,
v (gmM):Ah_;x}cN{ 21exp <-nT Alqu> —|—22exp[7<Alqu—|—l)] },

% N ’ ’ .
les sommes Z et 24 étant étendues respectivement aux valeurs de n Z /N
1 2

telles que z,<<1— A, qgmM et z,>1— A, qmM. 2 est le produit
\/ \/ 1
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20T o \ . o
par exp( — A, gm M | de /V' termes égaux & 1, /V' étant asymptotiquement
m
g

égal a /V(x ~—w> Résultats analogues pourz . Finalement, pour
. 2

tout entier g1,

20T 2im
v(gmM)=-exp| — A, gqmM I—Alqan+exp<———A1qu>
m - ~ m -~

:exp<2—'lnEA1qu> [1—<1—exp<%>>w].

Il existe des valeurs h=—gmM aussi grandes qu'on le désire pour
lesquelles y(&) Z 0. y(k) ne tend pas vers o avec 1/A et f(Z) n’est pas
pseudo-aléatoire. Ce résultat achéve la démonstration.

ExewpLe. — Supposons pour fixer les idées que ¢,(¢)=o. Etudions
directement la fonction
SN
f(t)_—_exp<%_lf A1t>~
m
On a
N
o1 foim[—">~— 7
T(P)“‘zé;n}ew expz—m—[Al(n—l—p)—Aln }
n=90
Or
T~ .
A(n+p)y=An+ Ap si Ain<<i— Ap
~ ~
e N .
—=Ain+ Ap+1 st Ayin>1— A p.
~~— ~
On a donc

TN D O
y(p):(l——@)exp(z—;ﬁAd))+@exp[%<A1p+l>]

2o (705 o
() - (- on(5)) ]

Le résultat auquel on est arrivé ci-dessus correspond a M =1, p = mgq.
Mais ici, on obtient 'expression générale de v(p), qui entraine celle de y (%)
par interpolation linéaire.

11. Relation avec certains résultats de N. Wiener. — N. Wiexner [11]
semble avoir été le premier i introduire des fonctions appartenant a la
classe générale des fonctions pseudo-aléatoires. Celles qu'il a étudiées
prennent seulement les deux valeurs 1 et — 1. 1l est alors possible d’établir
une correspondance entre 'ensemble des fonctions de Wiener et 'ensemble
des nombres p compris entre o et 1. Il suffit de représenter p par son déve-
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loppement binaire
& Pr —
9_2 + oo+ 2n+"" pp—=0 ou I,
et de poser
Jf(t)y=12p,—1 si n<<t<<n—+1.

WIiENER a démontré que, si l'on choisit p au hasard entre o et 1, il ¥y a une
probabilité 1 pour que f(t) soit pseudo-aléatoire.

L’ensemble des p qui ne conviennent pas est donc de mesure de Lebesgue
nulle, mais il n’est pas spécifié par I’énoncé, et I'on n’en connait pas la
structure.

Or, si 'on choisit m = 2, les fonctions

s =espline(@)]

prennent bien les valeurs 1 et — 1, suivant que ©(%) est pair ou impair.
Mais I'énoncé du théoréme du paragraphe 10 est trés différent de celui de
‘WiEener. 11 affirme que, si ¢ (¢) est un polynome de la forme

Ay+ At +...+ A0 (v 2),

f(t) n’est pas pseudo-aléatoire si A,, ..., A, sont rationnels, et est pseudo-
aléatoire lorsque I'un au moins des coefficients A4,, ..., A, est irrationnel.
Ce n’est donc pas un théoréme d’existence presque stre. C’est un théoréme
précis et en méme temps constructif. 1l présente cependant I'inconvénient
de ne pas fournir une représentation de toutes les fonctions pseudo-aléa-
toires prenant les valeurs 1 ou — 1.

IV. — Problémes de changements d’échelle et de translations (*).

12. Position du probléme. — Les fonctions pseudo-aléatoires qui ont été
étudiées dans les paragraphes précédents sont des fonctions en escalier dont
les points de discontinuité ont pour abscisses les entiers successifs. Un chan-
gement d’échelle ne modifie pas leurs propriétés. Mais il est intéressant
d’examiner 'effet de la superposition de deux divisions différentes de 'axe
des ¢. Donnons-nous deux fonctions pseudo-aléatoires f(¢) et g(¢), et pro-
posons-nous de chercher sous quelles conditions le produit

u(t) =f(t)g(at+p5)

est pseudo-aléatoire, « et 3 étant deux nombres réels donnés, a > o.

(3) Références : J. Bass et P. KrEE [5].
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Nous supposerons que f et g sont de la forme

f(ey=explaing ()] g(0) =exp[2im 4 (7)]

¢ et ¢ étant des fonctions réelles au sujet desquelles nous ne faisons pour le
moment aucune hypothése.

L’étude de «(¢) va naturellement résulter de celle de sa fonction de corré-
lation v (/%). On peut écrire

Yoy N A
v(h) = \lj\m j—;—f exp'l 21'7:[(9([4— /z) —o(7)
N-e N )
-!—'Jg(azl—i— ah Jf") —g&(zt+ Sﬂf(dt
(V entier).
On transforme y (/) en remplacant

N N—1

AL n—+1
W
ar .
Jom XS
n=~0
n—+1
Dans l’intégralef , on pose £ = n + . On obtient
n
N1
. —
\‘,(/z):\l_l_;n f \Zexp 20T n—+: —!—/z)——c?(n)
n=~0

—l—dg(a'n -+ oz + az/t—l—@)

T
— 4@ aiTE) ]
On remarque ensuite que

T~ T .
ntidh=n+Li+h=n+h si z<<1— 4

=n+4+h+1 si Zx1— /.

On peut, par suite, mettre y (/%) sous la forme

1—h N_—l
ym=Jim [ “,ivéew{2,~n[¢(n+z)_@<n)
+&!J(alz—l—ai—¥>¢h+5)
) — @78 | e
N—1

1
. 1 'ﬁ
+¢\l/’1—£ll\/1‘_ ¥ E expgzl. (lz+/z+1> 9(n)

T
—!—LfJ(an +of +ah+ p)

— q,(&?:fai\—kﬁﬂ } di,'
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Cette expression de v (/) permet d’énoncer le lemme suivant :
Lemye 1. — S7, pour tout entier [ >~ 1 et pour tout . compris enire o el 1,
N—1

Jim JLVE exp{ 21'7T[cp(n + ) —o(n)+ kP(an +al+ah—+ ,6)

n—o

—o(FmravB) | =o,

u(t) est pseudo-aléatoire. Sa fonction de corrélation (L) est nulle
pour h>1, égale «
p V—1
(lz)_]nn ]\f exp"mz’ﬁ[n}:(an—i—af +oz/z—|—5>

n=—~o

sio<<h<1.
Si en effet 2 > 1, on voit que y(/) est la somme de deux intégrales de la
forme

N
/ .
A»y [ \ e\p:2lr[o(n—6—/ —o(n)—l—u}z(o'n—f—a» 5—\—a/L>
n—=o

— (s sE)]la

)

~

étendues & un intervalle intérieur a (o, 1), et ou / désigne un entier égal a 2
N—1
ou & i+ 1. La quantité — N 2’ constitue une suite de fonctions inférieures a 1
n=u ’
en module, et intégrables. Si la limite de cette suite est o, I'intégrale a une
limite, qui est aussi o. v (/) est alors égal a o.
Il y a exception si A==o0, soit o =& < 1. La premiére intégrale subsiste
et fournit I'expression indiquée de v (4).
v(h) étant nulle pour 2> 1, on sait (théoréme &) que w«(¢) est pseudo-
aléatoire.
Une nouvelle réduction peut étre faite maintenant. On a, en effet,

an+al+ah+B=an+ai+ 53+ ah si an+al+p<<i—ah
’ T~ N
—_ T A\ . .
—on+of+ B4 ak+1 si an+ai+B>1—akl.
i T~ N

On est conduit A introduire I’ensemble .S des n tels que

an—+ oz + B <<1—ah,
T Th~—— N

et son complément S’ sur (o0, 1). On désigne par Sy, Sy les parties de ces

BULL. SOC. MATIl. — T. 87, FASC. I. 3
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ensembles correspondant a n == /V —1, par Sk 'ensemble des n tels que

an—+af+pel, nZN—r1,
R Y ;

L étant un intervalle quelconque intérieur a (o, 1). On transforme alors le
lemme 1 en :

Lewmve 2. — Si, quel que soit le couple non identiquement nul
d’entiers 1, l,, U'ensemble S défini ci-dessus, et le nombre £ compris
entre o et 1, la condition

lim /ivzexp{ pin] o(n+1)—o(n)+ W@t TB+1)

N>
S
—y(amraz5E) ]l =0
est vérifiée. alors u(t) est pseudo-aléatoire. Sa fonction de corrélation est

. 1 , .
nulle pour h > min (1, »&>; elle est égale dans le cas contraire a
1—h
ym=[" red
0

r (%) désignant la proportion limite de valeurs de n pour lesquelles
an—+ o +p<<1—ah
En effet, le lemme 2 entraine le lemme 1, et par suite y (%) = o, dans les

deux circonstances suivantes :

(a) ah>1; (o) ah<<i, h>r1.

AV N
En d’autres termes,
. 1
s1 a>1, ¥ (%) est nul pour & > 2
s1 a<<I, v (%) est nul pour & >1.
. . 1

Dans les deux cas, on peut dire que y (/%) = o pour /> min <1, &) .

. . . T . ,
St maintenant /z<mm<1,;>, I'expression donnée pour y (/) dans

I’énoncé du lemme 1 se précise. La quantité en exposant est nulle, et la
sommation se limite aux valeurs de n € Sy, c’est-a-dire telles que

on—+ai+B<<1—ah (nZN).
T~ N
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Si V(%) est le nombre de ces valeurs, on a

V—h ny e 1—/h
T(h):Al/i;\:cf ”/\(F)dz_:f r(5) di,
0 b 0

V(=
ou r(%) :l\h_;ur J\A(f')

est la proportion limite de valeurs de ne€Sy

lorsque /V— .

13. Cas ou a est irrationnel. — Pour pouvoir aboutir 4 un théoréme
précis, il est maintenant nécessaire de faire sur ¢ el J des hypothéses parti-
culiéres. Mais la forme des résultats difféere suivant que « est ou non irra-
tionnel. Les deux cas doivent étre examinés séparément.

Si o est irrationnel, la suite an —+ af “‘r’ est uniformément dense
\/

sur (0, 1). Le nombre r(£) du lemme 2 est donc égal & 1 — a/, ou plutdt
N

a 1— ah, puisque a/ < r1. 1l ne dépend pas de Z. Dans la mesure ou les

hypothéses du lemme 2 sont vérifiées, on a alors

/
v(h) = (1—DN)(1—ah) sl /z<min(1,g(—>,

. . 1
=o0 st /fi>min(1,— |-
a

Ce résultat est valable si, pour tout couple (/,, /,) non identiquement nul
d’entiers, on a

(.
i\l]l}l_l; WZBXP ] 217:[(9(11, + 1) —o(n)
S

T )] .

x
+ an —+ at +3+/)—u(an+a +B
S’y étant défini par
an+al+pele(o, ) (n=N—1).
2T
Or il résulte du théoréme 9 (fin du §3) que cette condition est vérifiée si la
suite

o~ -
z,=q@(n—+1)—qo(n) +.f)(y/1{|— af+ 5 -‘:—/) y(an ~+ Ot'i_\—i——@>,
Ypy—=oan-+af+ 3

est uniformément dense (mod 1) dans le carré € (o << x <1, 0 <y <1).
Avant d’énoncer le théoréme auquel nous voulons aboutir, nous allons
établir un dernier lemme.

Lemye 3. — St la suite

T~ o~
wu=o(n+0) — g () + (T + o T+ 1) — o (T 2 7 B),
Yn=an—+oaf + 3
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est uniformément dense (mod 1) dans le carré C pour tout couple d’entiers
iy &y non simultanément nuls, et pour deux polynomes W arbitraires v,
b de degré v — 1, elle Uest pour tout couple de polynomes W de degré v.
On veut en effet établir que
N

(1) lun—2‘exp[gzﬂ'zm.ch(n—l—l}—o(n

n=0
—_— T
—|-'l,z<an+a‘g+_f,+12)
— T
— (@ )]
—+ m,(an + o +5)(] - 0.
On pose
o(n)=o(n-+14)—9(n),
——/\__ /\
,‘V(an+a£+@)::4/(alt+ai+{3+/:) J)(ouz—{— B )
(1) s’écrit :
N
(2) ,\]-L"L J-,ve\pl/zzrgm,[o (u)—i—nb’(a,ﬁyz ﬁg)]

{
n=1u

- {
—+ m,(an + 27+ 3) ;] —= 0.
Cette moyenne est nulle si la fonction de corrélation correspondante est
nulle, c’est a-dire si, pour tout entier p > 1,
N

S o .
im 7‘—7.2 exp! 217:/71.[(9’(11 +p)—9'(n)

]
N>
— N — O~
-+ \b”(an oz 354 ocp>m z[/(om + o 4 3)}: 0

i

(3)

n=0

(les termes en m, sont constants et n’interviennent plus).
Ceci s'écrit

&) hm - ?exp 2T m,[q (n—+p)—9' (n)
Sy
e N —_— 2\
—I—h]/(ail—l— of B ap) Y (orn 4 ar -}—Q)J
-+, lun ——Zexp zmm,[c@ (n+p)—9'(n)
Sh

(@t i Berap—1) (i) ).

Si ¢ et ¢ sont des polynomes W (polynomes dont le terme de plus haut
degré a un coefficient irrationnel), il en est de méme de o' et J'.
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Si o et Y sont de degré v, ¢’ et |/ sont de degré v — 1
Or les deux limites intervenant dans (4) sont nulles, comme conséquence
¢ (1 : >

des hypothéses et du théoréme 9. L’inégalité (1) en résulte et exprime la
gré v.

validité du théoréme pour des polynomes de degré v
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme définitif que nous avions

en vue :

17. — Si o(¢t) et Y(t) sont des polynomes de degré v >. 2, si
les coefficients A et B det sont irrationnels, et si, entre A, B et le nombre «,

TaeoreMe 17
il W'existe pas de relation linéaire a coefficients entiers de la forme

o+, A+2,Ba—+1,—o,

| -

le produit w(t) des fonctions exp|2in o(2)] et exp [217&,)(0(1‘—}—{3] est

)

pseudo-aléatoire. Sa fonction de corrélation est égale
. . 1

si /> min (1, —>-
= a

()= (1— h) (1t —ah) sl /z<m1n<1,

-0

DenMoNsTRATION. — Nous avons déja vu que, si «(¢) est pseudo-aléatoire,
v(h) ala forme annoncée. Il reste a prouver que, dans les conditions indi-

|
quées, w(t) est bien pseudo-aléatoire
Or les conditions du lemme 2 seront vérifiées si, conformément au
— Py >
Lo+ 5 )

lemme 3, la suite -
\
z”ﬁo(n—ﬁ—/)~u(n)—|—y(cxn—|—a +r)+l> U
Y= an—+ o+ 3
est uniformément dense (mod 1) pour tout couple de polynomes du second

degré.
Posons donc, sans écrire les termes constants,
o(t)y=At+ At b(t)=Be*+ B't.

Il s’agit de prouver la relation

v
Zexp Qm{o;nlllA/H—zmllBan—raz —+B +m, (an—+oz+ 13)]

Jin

=0
ou

N
. I . )
\h;nf 7\-,2 exp | 2[7'[[(27)1.1/”-1 G omylya B+ m,a)n
—oaoml,Ban + af + ﬁ} | =0
1)

n=0

Yy
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Cette relation doit étre vérifiée par tous les couples d’entiers (my, m,) et
(4, 1,) non identiquement nuls.
Si d’abord m, l,— o, il reste

N

\ll_)l]; 2 exp|2im (am, i A+ m,a)n|=o,

n—o

ceci, pour tout couple d’entiers 2m,/; et m, non simultanément nuls. Car si
m; =0, m,2 o, et si m,# o, /, doit étre nul, et /, ne I'est donc pas.

Cette relation est vérifiée s’il n'existe entre A, o et 1 awcune relation
linéaire a coefficients entiers. En particulier, 4 et « sont irrationnels.

Si maintenant m,/,7 o, le coefficient 2m,/, B de an + aZ + 3 n'est pas

AR

nul (4 moins que B —=o, ce que 'énoncé a exclu).

D’aprés le théoréme 8, la condition cherchée est vérifiee si, quels que
soient les deux couples d’entiers (m,, m,), ({,, [,) satisfaisant &

[mi [ ma | Fo, (4l +|LlF0,  milo,
la suite
xpy=(2m, ;) A 4+ (2m, l,)a B+ m,a,

——

'CD/

== AN 4 oz -
—\\/

est uniformément dense dans le carré C. Pour que cela ait lieu, il faut et il
suffit qu’il n’existe pas d’entiers ,, |4, |43 non tous nuls tels que

apgmy i A+ 2p,mylya B~ (pymy—+ ) o + py=o.

Si = o, il reste pya -+ ;= 0. Comme « est irrationnel, cette relation ne
peut pas étre vérifiée par des entiers {4, 1, non nuls. Supposons enfin que

P17 0.

Le coefficient de o /B n’est alors pas nul.
La relation’qui ne doit pas étre vérifiée entre

a, A, Ba, 1

est donc dans ce cas une relation a coefficients entiers non tous nuls.

Finalement, si 'on suppose d’une facon générale qu’une relation de cette
sorte ne peut étre vérifiée, on satisfait aux diverses conditions rencontrées
dans les cas successifs, ce qui démontre le théoréme.

RevarQue 1. — Le lemme 3 reste encore valable si, au lieu de prendre
pour 9 (¢) = At’+-..., U(¢) = B’ +... un couple de polynomes W arbitraires
de degré v, on suppose que ¢ (¢) est un polynome 71", et que entre A et B
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existe une relation linéaire a coefficients entiers non tous nuls de la forme
riA—+nr,B+r,—o.

A étant irrationnel, 7, ne peut d’ailleurs ére nul. Mais 7, peut étre nul.

B est alors rationnel, et au besoin nul.
Or la démonstration du théoréme 17 n’est pas modifiée. On arrive ainsi au

COROLLAIRE 5. — L’énoncé du théoréme 17 reste valable avec les hypo-
théses suivantes .

1° A est irrationnel;

2° Il n’y a pas relation linéaire « coefficients entiers non tous nuls entre
A et B; .

3° A n'est pas une fonction homographique a coefjicients entiers de .

REMARQUE 2. — Supposons que ¢ et § soient de méme degré v et que A
et B soient irrationnels. Partons du produit

exp[2iz o(D)]expl2im a7 +3) .

Faisons le changement de variable
al +p =2,

qui ne modifie pas essentiellement la structure des fonctions considérées.
Nous sommes ramené & étudier

- ()

Cette fonction est pseudo-aléatoire si, entre les nombres

il n’existe pas de relation linéaire a coefficients entiers.
On vérifie que cette condition est identique a la condition primitive, qui
introduisait une relation linéaire entre

_ a, A, Ba, 1,
ou plutdt
1, Ba, A, o.

Si, plus symétriquement, on considére

exp | 2iﬂ[i@<m) + ¢ (ﬁ})] f
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on voit qu’il ne doit pas exister de relation linéaire et homogéne de la forme

Pt oo 4+ s Ao 4 gy Ba' = o.

14, Cas ou « est rationnel. — D’aprés le lemme 1, la fonction

~ T
u(t)={expainl o)+ 4(arp)]]
est pseudo-aléatoire si

N—1

Lo 0o
\h}flm/_\/E exp | 217r[cp(n +1)—o9(n)

n=—o

A >\
—!—4)(111—&—0(5—4—,34—0:/1) —u})(dn-kdi—%@)}f:(»
pour tout entier /> 1.

Supposons que o soit de la forme p/¢, o p et ¢ sont deux entiers pre-
miers entre eux.

Classons d’autre part les valeurs de n suivant la formule

n=—rq—+s (s=o0,1, ..., g—1).
On a
oan = pr-+as,

de sorte que ¢r sort du signe des parties entiéres.

On peut se limiter & des valeurs de /V de la forme R+ ¢ — 1. On doit
alors donner & s les valeurs o, 1, ..., ¢ —1 et & r, indépendamment, les
valeurs o, 1, ..., R. On a donc & considérer I'expression

q—1 R .
N lim o 2 X ’21’7‘{@ r s+l —ao(rg—+s
i R s PRI 0 (rq + ) —¢(rg+s)

sS=0 r=o

o proaiToiah )
—4(pr+ L ETE)] N

Si donc on a, pour A >1,

R

. (.
Iggriil?Eexpt zzn[qo(rq—ks—i—l)—cp(rq—i—s)

r=0

+up(pr+as+az+a/z+ﬁ)

— LIJ(]J/' + as +/a>—T~T3)} } —=o,

la fonction w«(¢t) est pseudo-aléatoire.
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Ceci peut s’écrire

R
L1 o .
I!l_;ll 7{Z‘exp{ 2T [0 (rqg+s+1)—o(rqg+s)+ Y(pr-+1)—V(pr+ 1)},
=0

s, {, 1,, [, étant des entiers, s> 0, {>.1.

Supposons que ¢ et ¢} soient des polynomes de degré v, les termes en ¢’
ayant respectivement pour coefficients 4 et B. L’exposant est un polynome
de degré v en r, dont le terme en 77 a pour coefficient

Avig ="+ By(l,— ,) p»—! ({ entier non nul).

S'il n’existe entre A et B aucune relation lindaire & coefficients entiers, ce
coefficient est irrationnel, et la fonction «(¢) est pseudo-aléatoire. Le résultat
reste encore valable si A est irrationnel et si /3 ne I’est pas, et en particulier
si B—o0. Ainsi :

TaEOREME I18. — Si o est un nombre rationnel, et st
o(t)y=At +. .., (&) =Bt'+. ..
sont deux polynomes de degré v, la fonction

w(t) ::expg 21’7r[cp(2) + l@(at/—k\ﬁ):lz

est pseudo-aléatoire dans les deux cas suivants :

a. A et B sont deux nombres irrationnels entre lesquels il n’existe
aucune relation linéaire a coefficients entiers non tous nuls;
b. A est irrationnel, B est rationnel, et en particulier B—= o.

15. Cas ou « est rationnel (suite). Calcul de la fonction de corrélation.
— D’apreés le lemme 1, on a

1
. I
Y(/‘L) :J\III;nx E.[

Or

— N

2 exp‘g 21'7r‘! U] <am+oz{—>(3—|—a/z>

n=~0

~¢(Wf£4—:ﬁ)]§di (0 <h <1).

T — A . .
an -+ aE+alh+p=an-+ral+ 5+ ah si (an—f—a; @)<1—1/¢
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v(k) est donc somme de deux intégrales ou figurent des limites de la forme

hy
Yim 2N exploin[ 4 (@ £+ 1) — o (@ 2FE) |
= (! entier > 0).

Si le polynome ¢ est un polynome W de degré .2, et si / est >.1, ces
limites sont nulles. En effet, en posant n = r¢ +s. on a comme exposant

Wor 555 7B+ ) — 4 (pr+ 757 27)

A\
etle théoréme de Weyl s’applique. v (/) estdoncnul si o> 1. Sio<<a <1,
ona
1—h

wn:f r(2) d,

ou r (%) représente la proportion limite de valeurs de n telles que

an—+ o+ 38 <<i1—ah,
~_— N

c’est-a-dire la limite, lorsque /¥ —>o0, du quotient par /{' du nombre de ces
valeurs -~ /V. Cette formule est valable si 0 < 2 < min <1, —é—) .

¢ étant un nombre donné compris entre o et 1, on cherche donc le nombre
de valeurs de 7 telles que
an—+ar+ B <<1—ah.
—~

Posons .
oaf + B =1, 1—oah=p (o< p<C1)

et étudions l'inégalité

£n+7\<y¢.

~

Les valeurs de n sont évidemment définies mod ¢. Or, p et ¢ étant pre-
miers entre eux, les points des suites n et pn sont les mémes modq. On ne
modifie donc pas le résultat en remplacant pn par n et en prenant pour 2 un
ensemble de ¢ valeurs consécutives, telles que

n n
—+l=—=—+1
q q
~_
On est ramené & I'inégalité

n
0<< = + A<
q
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Elle s’écrit
o< n—+hg<<pgq
ou

N AN
—hg<n—+Arqg<pq-+ (p.q- )q).
N N N

Les valeurs extrémes possibles de 'entier n sont donc
N A A .
—Ag et pg—1Lig si pg—Aig>o,
N (7

—5.\(] et @Mf)]—l si pg—hqg<<o.
/

NS N\

Le nombre cherché est finalement égal a

N\ . N

g+ st |Lqg — Ahq >0,
N %

N\

rq si pg—hqg<<o.
N \Z
On en conclut que
r(E) =" (ml> st pi+qB >qg—ph
) — — —_— c b B
; q 1'\/ ~_—
I —_/\_ . .,
:'(7“1’11“"1) si pi+4qB < qg—ph
7 — N

0
On peut écrire

(> o,
r(¢) =—-\g—ph)+—-1r1(),
(2) q(l ph) e

avec
M =1 s pigB<q—ph
T~ ~_
=o sl pi+q3>q—ph.
On a donc

1— A

Y(h) =

<(//—*.\DL> + i-\"
! g
ou ' est la mesure de I'ensemble des = tels que
pi+qB _q—ph (o<<i<<i—nh).
Posons
Pi+ql3=ux, qb =1,
qg—ph=c (o<c<i1), qB+p—ph=p.
\/
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" est le quotienl par p de la mesure +” de I’ensemble des .r tels que
r<e, K<<
2 est compris entre ket A ¢, ou A est un entier non encore précisé. Si I'on
pose

PN N
ho= /4 —+1, /.‘IZIJ.—C,

les segments (A, Ay—+¢), (ko+1, hy+c—+1), ..., (h, kA —c¢) sont inté-
rieurs & (4, ) et fournissent a y” une contribution

c(hy— ko+1).

Les extrémités du segment (7, ) fournissent d’autre part des contributions

B

Q

.
r

—y---—

>’——.—.......
~

By P

Fig. 7.

qui dépendent des valeurs relatives de 2, . et ¢. Elles ont pour valeurs

C— 1 si A1 <ec,
\/

~_
0 sl A1 >c¢,
\/
et .
p—c—(1—c) sl p—ec>1—¢,
>~ ~_
o si p—c<<i—ec.
~

On remarque enfin que
c—t+1=c—}=c—qp,
A4

~—
p—c—(1—c)=q3+p—ph—q—ph—(1—c)=q5— (1—c),
- o~ Y%
e~
T~ <N N
M—hk+1=p—c—hi+1+1=p—ph.
On a done )
/ suivant que ¢ — ¢ {3 est positif ou
N
o~ \ c— ’/@ ouo négatif;
Y= p—ph)—}—

Y
qB —(1—¢)ouo  suivantquegS —(1—c)est positif
N4 N

ou négatif;

C
I . . . .
o~ Z}’ ? suivant les positions relatives de c,
:C(\I"‘[’“[’h)— 1_(/(3’ 1—c, (Iﬁvl—qﬁ'
5 s N/ N
[—¢ |
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On voit facilement que le résultat peut s’écrire
P 3
Y= (~<1 “+p ——ph) - mm((', 1—c, qB, 1—¢gB ):
‘ N N
11 faut diviser maintenant v" par pq, et ajoater
! h(]#-p/z, 1 h (q—ph—c)y—=(t—nh)y(v—ah)— r(/)—plz)
rd
On trouve finalement
vy == ) (1—ah) + —p—~ph(1 —p ——ph)
P9 ~_ ~_
— L min (p —ph,v—p—ph, g3, 1— (]3)
rv ~ ~ A\
Tugoreme 19. — Soit « un nombre rationnel, égal « une fraction irré-

ductible p/q. Soient o (t) et Y(¢t) deux polynomes de degré v 2 tels que
les coefficients A et B de t’ ne soient liés par aucune relation linéaire «
coefficients entiers non tous nuls. La fonction

w(t) :exp'f 20T [q(?)—t— q;(at-»— J)J

est pseudo-aléatoire. Sa fonction de corrélution est nulle s k> min <[, —> N
a
égale a

(h)y=(1—Nh)(1—ah —|——— —ph(1—p—ph
I T ()

ﬁiémln(p—plz, L—p lez, /]5 [—((B/)

dans le cas contraire.

16. Discussion et exemple. — Lorsque 3 ~——o, le troisiéme terme de +' (/)
est nul, et il reste

vy =(1—/ — )+ —p—ph(1—p — pl
(hy=(—h)(1—oakl) 1(/1} 1)L(1 7 11)

\/
VAR
[0 <h< mm(l, &>]-

Lorsque le dénominateur ¢ de la fraction o augmente indéfiniment, les
deux derniers termes de v (/) tendent vers zéro. Si p augmente en méme
temps, de telle sorte que p/q tende vers une limite irrationnelle, on trouve a
la limite

v(h)y=(1--Nh)(1— ah).
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C’est la formule qui a été établie directement au paragraphe 13.
Si p reste borné, « tend vers zéro, et il reste

v(h)y=1— 1 (o << h <1).
On a, dans ce cas,

w(t) = exp{ 21'7?[9(/1\‘,) -+ LMS)]} =exp| 2im9(7)] x constante.

On retrouve a la limite les résultats élémentairves du paragraphe 7.
Sip=—=¢g=1, 2=1, on trouve

(h)y=(1—h)2P+Nh(1—N)— min(l— fe, Iy, B, 1 — 5) (o <<h <)
=1 —h—min(t— N, h, B, 1 — ;3)

En particulier, pour 3 =o, on retrouve
v(h)y=1—h.

Mais ce passage a la limite, effectué sur des fonctions de corrélation, ne
prouve pas que, pour =1, la fonction étudiée soit pseudo-aléatoire. Le cas
o =1 a, en effet, été écarté de la discussion, car on a supposé d’abord que
o était irrationnel, puis que a=p/y 1. Ce cas sera examiné au para-
graphe 17.
On remarque que, lorsque 3-—o, 7 (h) est représentée par une ligne brisée
inscrite dans la parabole (1 — 4) (1 — a2). En effet, le terme
L oh (1 D h
pgl (et
est de la forme
1
g
—=— a/l>~+ termes du 1°" degré.

(A —ph)y (1 — A+ ph) (A entier)

v (h) varie donc linéairement par sections. Les points anguleux sont ceux
out p — ph prend I'une des valeurs o ou 1. lls sont bien sur le parabole.

. .. 2 .
ExempLe. — Choisissons o= =, 5'=—=0,6 et construisons =~ (/X our
3 =y ) i
3
0</z<1<£~
On a ict
p =2, q=3, ¢p=1,8=0,8, 1—gB=—o,2,

p—ph—=2—2h—=
— T~

2—2a2h si ;</L<I.
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La somme des deux premiers termes de v (/%) vaut donc
/
. 1
— 2 s o<<h<< -,
3 )
2 L1
= h st~ << h<<r.
3 2
Le terme complémentaire & retrancher vaut

.
-min{2 —2h, 1—2—2h, 0, 2
() bl b 9 bl

-~ —
soit
. . i
6mln(1~2/z, 0, 2, 0, 2) s o<<lh<<>H
1. LT
me(z-—glz,zh—l,o,Q) s —<<h<1.
6 2

Le tableau suivant donne ses valeurs, puis celles de v (%), en fonction des
valeurs de 7 :

Boviiiiiiii. 0 0,1 0,4 0,5 0.6. 0,9 I
Terme complé- ﬁ 1 T 1 1—2h o2h—1 Rl 1 11— h o
mentaire....| © 3 30 30 30 6 6 30 30 30 3
Sp 204, 2 0 92, 11
v(h)....... [—-3-/L 3—0_§h (_S—h 6—/1 30 3/1 3 h
Y

=
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On notera que la parabole (1 — £) <1 — g /l) est tangente aux points 4 = o

et =1 & la ligne brisée représentative de Y(h) (fig. 8).

17. Etude particuliére des translations sans changement d’échelle. —
Considérons un polynome (¢) de degré v>. 3, dont le coefficient A de ¢
soit irrationnel. Proposons-nous d’examiner la nature de la fonction

u == exp { 2i7r[§9<t/+\@> - ?(b]f

produit de la fonction pseudo-aléatoire exp|2ir 9(2)] par la translatée
de exp[2in q(?)] d’une quantité 3 > o.

Cette fonction n’est pas pseudo-aléatoire si o < 8 <1, car sa moyenne
n’est pas nulle.

Le calcul de sa fonction de corrélation Y(/e) est un peu long, mais ne
présente pas de difficultés. Voici seulement les résultats :

Si o< <1, y(h) prend les mémes valeurs aux points
h=1h+k (k entier arbitraire > 1).

Enfin les diverses valeurs de y(/) sont rassemblées dans le tableau
ci-dessous.

B
2
B-h-1 0
1-2h 0 0 0
/(\'X\'
N 2-B-h 0
1~k
1
B-~
VS 0
Y/
-2k h-8 | 2-B-h h-B-1
Q Col T
N i-2h 1-2 B
1
0 ] 2 h

La figure g indique la forme de y(%) pour quatre valeurs de 8, comprises
respectivement dans les intervalles

3 3
o<,3<é, <p<, <B<l  S<p<a
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| B=025 1 3=075

h 025 015

0 025 075 1

De ces résultats on déduit le

TutoriMe 20. — Si ¢ (¢) est un polynome W de degré v>x3, et si 3 est
un nombre au moins égal a 1, la fonction

w(ty=expl2inlo({5 B) — o(D)]!

est pseudo-aléatoire. Sa fonction de corrélation est nulle pour h>1, et
égale pour o < h <1 a

v(h)=1 —h-—min(h, L—1N, B, 1= ().

V. — Fonctions pseudo-aléatoires définies
sur une base non uniforme (*).

18. Introduction. — Les fonctions pseudo-aléatoires qui ont été étudiées
jusqu’ici étaient des fonctions en escalier dont les points de discontinuité
constituaient des progressions arithmétiques. Nous dirons qu’elles étaient
définies sur une base uniforme. A la section 1V, nous avons construit des
fonctions pseudo-aléatoires définies sur une base qui est la réunion de deux
bases uniformes d’échelles différentes. Nous nous proposons maintenant de

(*) Références : J.-P. BERTRANDIAS [6].

-~

BULL. SOC. MATH. —~ T. 87, FASC. 1.
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traiter un probléme plus général, et de construire des fonctions pseudo-
aléatoires sur des bases largement arbitraires.

Soit ¢, t5, ..., t, ... une suite infinie croissante de nombres positifs.
Désignons par f(¢) la fonction qui est égale a

exp [2im ¢ (n)] st 8, <<t <ty

Comment faut-il choisir la suite ¢, pour que f(¢) soit pseudo-aléatoire ?

Soit r () une fonction bornée, intégrable au sens de Riemann, non néga-
tive, définie sur lintervalle (o, 1). Soit x, une suite uniformément dense
sur (o, 1).

Posons

On="tp1— ta=r(xn).

La suite 4, est bornée. D’autre part, d’aprés le théoréme de H. Weyl,

Al

% 'Iv["(%)—{*---—*-"(xzv)]:]o r(x)dx=R.

Comme ¢{y=—=0; + ...+ 0y, On voit que ¢y//NV tend vers une limite R
lorsque /N —. La suite ¢, est donc indéfiniment croissante avec V.
La fonction de corrélation de f(¢) a pour expression

. I T—
y(h):};n}ono FOOf(t+ k) dt.

Comme les 0, sont bornés, on peut remplacer 7" par un nombre ¢\ et
écrire

~'(/z)_~hm——f ¥i0) f(t+h)dt~1nn ——f j(/)f(t—%h
[Nﬁ
:}%]\li_;lm /vao F) f(t+ h)dt.

Désignons par £, I'ensemble des ¢ < ¢y tels que les intervalles de la
suite 0, contenant respectivement ¢ et ¢ +- /2 soient séparés par au moins p
intervalles. Nous allons montrer d’abord que, ¢ étant donné, on peut trouver
un nombre p, indépendant de /V tel que, si p > p,,

% ayant une valeur fixée, ce résuliat est évident lorsque r(x) admet une
borne inférieure & positive.
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Dans le cas contraire, le module de I'intégrale ci-dessus est inférieur a

1
= | dt,
N fEP

ou l'intégrale représente la mesure de U'ensemble des te F),.

Soit ¢, la plus petite valeur de ¢ telle que ¢, € I7,. Soit ¢, la plus petite
valeur de ¢, 4 droite de ¢, + £, telle que £, € I,,. On construit, par itération
de ce procédé, une suite de A intervalles

(L 6o+ h), (G b+ h), ooy (G, G+ h), 4 Ry,
qui recouvrent I, ( fig. 10).
\ .
0 t; tj+h t; ty+h ti ty thn

Fig. ro.

Chacun de ces intervalles contient au moins p intervalles de la suite d,.
Il 'y a donc au moins (k—1)p de ces intervalles entre o et ¢y, de sorte que

(h—1)p <N, /«'<;—V+1.

/
La longueur totale de ces intervalles est < /L(%V -+ I>? et

ifdt<é—\—£
./V EII p /V

Choisissons a priori des valeurs de /V telles que

h

7\—7<t’

| ™

b

D

choisissons ensuite p tel que

h 3 2N
— < - p>—-
P ) €
Alors

! J“ dt < ¢
N E,

L’étude de la fonclion de corrélation v (/) est donc ramenée a celle de

Jim (70
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I'intégrale étant étendue aux valeurs de ¢ << ¢y telles que ¢ et ¢ + /i soient
séparées par moins de p, intervalles, ou p, est un nombre fini et fixé,
dépendant seulement de ¢ (et de ).

19. Le théoreme fondamental. — On peut écrire sans aucune restriction

N—1

n-1

N tar
R«;(k):&i&%[ F(0) S0+ Ry de = Jim Z%f’ Fie) (e h)d.

n==o

Soit ., la mesure de 'ensemble des €9, tels que # 4+~ €d,.,. L'intégrale
ci-dessus devient
» N—1
. I . ;
Ry(h)= lim ¥ ¥ wesp{aim[o(n-+p)—o(m]} .

pP=0 n=0

Mais, d'aprés le résultat qui a été démontré a la fin du paragraphe précédent,
on fait une erreur arbitrairement petite sur y(A) en ne prenant qu'un
nombre fini de valeurs de p. On peut alors permuter les limites et écrire

Po N—1

Ry(h)= Alli—;l;'c % 2 expi2im[o(n—+p)—o(n)] .
p=0 n=o0

Nous allons montrer que, pour tout p -1, et dans des conditions qui seront
précisées,
N—1 .
R ¢ oo . : -
1\1/1;1; W 2 expi{2in[o(n—+p)—9(n)|im,=o0
n—u

el que, par suite,

N—1
. RN
R \.)(h) - _%1_9}& N z Mno-
‘ n=—=~o
4 h t+h
S, d‘n+p
Fig. 11.
On voit d’abord facilement que
Pnp =0 SI << Ouiit.oot Opipoi (p2),
ou /l>6,, . .+6n+/l
Ponp =m0 (0, Oypy On—t v Opyp— Ny M — Opey — .. — 00 ppiy)

dans le cas contraire.
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Or on a posé 0,== r(x,).
Pup est donc une fonction de &y, Xuii,y ..., Zpip et, si l'on considére

Zpy ...y Xnyp comme des variables indépendantes, c’est une fonction
intégrable de ces variables.
Supposons que .r,=—= ¢ (n) soit un polynome en n de degré v 1. Les
polynomes
'JH(”» L!)(t"“"l)a ceey Ll}(t—l—‘J——I)

sont linéairement indépendants. D’autre part, la théorie des différences
montre que

b4+ v)=Cod(t+v—1)— C3b(t+v—2) ...+ (— 1) 1d(t) + C,

ou C est indépendant de ¢. Par suite, si p > v, & (2 + p) est une combi-
naison linéaire a coefficients entiers de U (n), b(n-+1), ..., d(n-+v —1),
a une constante additive prés C.

Etablissons d’abord le

Lemyve b. — Si ¢(n), Y(n) sont deux polynomes W, ¢(n) étant de

degré > et U(n) de degré 1, et si la suite de points ¢(n), Y(n) est
uniformément dense mod 1 dans le carré C, la suite

o(n+p)—o(n), ':p\(nz, M—i—/l/), Ceey l.!}(i—{—/]))

est, pour p =_v — 1, uniformément dense dans I’hypercube fondamental
Cp.» de Uespace @ p + 2 dimensions.

1l suffit de vérifier que, quels que soient les entiers /,, ..., /,,. non tous
nuls,
hY
lim — Y exp[2in{/[o(n+p)—o(n)]+Lin)+...
N>= N Q |

n=—o

+ lad(n+ p)l]=o.

Si ¢(t) est de degré > v + 2, le résultat est évident. Dans le cas contraire,
le degré de o(n + p) — ¢(n) est au plus égal au degré v de J(n). Le
terme de plus haut degré de 'exposant a pour coefficient

(Lb+ ...+ )B4+ 1LAp(v+1) si degré g =v +1,
(b4 ...+ 1)B st degré ¢ <<v 1.

Il est irrationnel si /,~...+/,.,=# 0. Dans le cas contraire, on voit
facilement que l'exposant de I'exponentielle reste un polynome W, de degré
inférieur & v.
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I1 en résulte que, si p Zv —1,

N—1
Lo . ,
1%}1_& W 2 expi{ain[o(n—+p)—9(n)]}pgp=o.
n=0

En effet, la somme trigonométrique du premier membre est égale, d'apres
le théoréeme de Weyl, a une intégrale multiple étendue & I'hypercube C,_,
d’un espace a p -+ 2 dimensions, de la forme

f exp(2iTm&o) Pup (X1, ooy Xpuy) dagday ... day.,.
¢

p+z2

Elle se décompose en un produit de deux intégrales dont la premiére
W1
j exp(2ima,)dx,
0

est nulle. Le produit est donc nul, d’ou le résultat.
Si maintenant p>xv, p,, est une fonction de Y(n), ¢(n—+1), .
N~ T

Y(n+v—1), Y(n-+v), ..., ¥(n+p). Mais la théorie des différences
~— ~ ~

montre que Y(n-+v), ..., ¢(n—+p) sont des combinaisons linéaires
a coefficients entiers a;. de Y (n), ..., b(n+ v —1), soit
-
¥ .
¢(n+k>:2a,@(n+ﬁ+bk (k> v).
j=0

On a donc

v—1 V—1

s b= Faph et )+ b= B (o)) + b

j=0 =0
\ \_/
La fonction
v—1
fl‘,lJr/{:Z T e by
j=0
—

est une fonction intégrable de x,, #p. 1y - .., X4ey—1. Done
v—1 v —1
Y -l .
Ynp | Xns Tngrs oo oy Xnev—y 2 ajvxn+/+ bw 2 LjpXpej bp

=0 j=0

est une fonction intégrable

P(Zpy + vy Taay1).
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On est finalement ramené & des conditions tout a fait analogues & celles
o
qu’on a rencontrées pour p <~ v — 1; par suite, quel que soit p 1,

N—1

1
N>=»

n=1

im ﬁ Y exp {2inlo(n+p) — 9 (n)]jpuy=o.

Il reste & calculer la valeur exacte de y(%), qui résulte du seul terme

relatifa p —o :

N—1
. I
Ry(h) = 1\]/1;"” N 2 Pno s

n=0

[ ]

t t t+h t

n nt!

Fig. 12.

Mo €st la mesure de I'ensemble des ¢ tels que ¢ et £+ A appartiennent au

méme intervalle 9, n 2V,

Png == O s1 0,— h <o,
=d,— h si 0,—A>o.

Si donc on introduit la fonction intégrable p.(2) telle que

p(x)y=o si r(z)—h<o,
=r(x)—nh si r(x)—h>o,
on a
N—1
.1 !
Ry () = Jim, 5 ¥ wlr(en)] = [ u[r(x)]dx::fw /
n=>~0 i=h
r

N

ey

[r(x) — h] dx.
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On arrive au théoréme fondamental :

Tokoring 21. — Soient ¢(t), Y(¢t) deux polynomes W de degrés respec-
tivement supérieurs a 2 et d 1. On suppose que la suite de points ¢(n),
d(n) est uniformément dense (mod 1) dans le carré C(o <<z <1, o <<y <1).
On se donne dautre part une fonction r(x) bornée, intégrable et non
négative sur (o, 1) et unesuite t,, ts, ..., t,, ..., tellequet, , — tn:fl:(.!J (n)].

~~—

Alors la fonction égale a f(t)=—=exp[2im¢(n)] lorsque t,<t<{l,., est
pseudo-aléatoire. Sa fonction de corrélation est égale a

‘(h):%f [r(z) —h]dx si h<<supr(z),
ri)—n>o0

=o0 st h>supr(z),
avec

R= [lr(x) dax.

v

ReMarQue 1. — L’expression obtenue pour v (4) est en réalité une intégrale
de Lebesgue. Si l'on désigne par m (y) la mesure de 'ensemble des valeurs
de y telles que r(x) >y, on a

1 . I ®
‘;(/L)__F m(j)db)rmﬁfh m(y)dy.

y>h

On voit que la forme de v (%) est directement liée a celle de m(y), fonction
non négative et non croissante. Si 'on se donne convenablement y (%), on en
déduit m(y), et 1l existe une infinité de fonctions r(z) correspondant a
une fonction m(y) donnée. On a donc un moyen de construire de tres
nombreuses fonctions pseudo-aléatoires ayant une fonction de corrélation vy (/%)
donnée. Voici un exemple.

Donnons-nous une fonction continue 7, (z), croissante, variant de o a 1
lorsque « varie de o & @ << 1. Cherchons une fonction continue r,(z), crois-
sante, variant de o & 1 lorsque 2 varie de « & 1, telle que la fonction r(x)
égale & r(z) sl o<<x<<a, & r,(x) si a<<x <1, corresponde a une fonc-
tion m(y) donnée ( fig. 14).

Désignons par p,(y), p2( ) les fonctions inverses de 7, et r,. Ce sont des
fonctions monotones définies pour o << y << 1. On doit avoir

a—pi(¥) +1—=p:(y) =m(y),
d’out

() =a—+1—p(y) —m(y)
Si I'on se donne p, (y), p2(y) se trouve déterminée. SiI'on se donne pour y (%)
une fonction pourvue d’une dérivée continue, on a alors

m(h) = — Ry (h),
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d’ou
0y (h) =a+1—0,(h)+ RY (h).
Si donc on se donne arbitrairement r,(x), on peut construire par ce procédé
(qui n’est qu'un cas particulier) une fonction pseudo-aléatoire ayant v (/)
comme fonction de corrélation.

r

|

N

n e
0
a 1 A
Fig. 14.
REMARQUE 2. — Pour une valeur fixée de «, la fonction égale a
) g8

rixz)—nh si h<<r(z)
et a
0 si h>r(x)

estune fonctionde corrélation[nous’avons rencontrée souvent lorsque - (z)=1.
Elle correspond a une fonction pseudo-aléatoire a base uniforme].

La fonction v (%) qui vient d’étre construite est une somme de fonctions
"de ce type élémentaire. On vérifie ainsi qu’elle a bien la structure d’une
fonction de corrélation.

20. Exemples

1° r(xz)=1. — On a alors ¢,.,— ¢,==1. On retrouve le cas particulier
déja étudié a la section II ( fig. 15).
On a bien

Y(h)y=1—"1 si h<i,
=o0 si >1.
20 r(x)—=wa (fig. 16) :
Y(h)=(1—h)* st h <1,
=o si h>n1.

Les ¢, se succedent sur I'axe des ¢ de telle sorte que ¢,,,— ¢,—= «,. Leur
répartition est « pseudo-aléatoire pure ».
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0
1 h
Fig. 15
Y
| 1
h
r
0 1 0 1 &
Fig. 16.
1
a 7
W i
A \ N
)
1
1
! l
S . 1
0 x, b a h
Fig. 17.
Y
1 L& |
A &
1
” 1
1
| 1
1 1 o/
2« 1 0 ~~""h
l+ec-
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30 riry=a s o<<x <z,
=b sl xy<<ax<I.

Suivant une loi pseudo-aléatoire, les intervalles successifs valent a ou b. La
fonction de corrélation est représentée par une ligne brisée (fig. 17).

1+ o . 20
40 r(x) = x sl o<l a<I
| (@) <2L (o<a<u),
. 20
—1 S1 x> )
1+
v(h)=o si h>1,

=(—h)(1—ah) si h<<r.

On retrouve la fonction de corrélation de la fonction pseudo-aléatoire
étudiée dans la section IV. Il ne s’agit d’ailleurs pas de la méme fonction
pseudo-aléatoire. L’ensemble des valeurs de £, n’est pas ici la réunion de
deux bases uniformes d’échelles différentes. Suivant une loi pseudo-aléatoire,
les ¢, se succédent a intervalles constants ou & intervalles égaux & x,, d'une
facon trés irréguliére ( fig. 18).

21. Fonctions pseudo-aléatoires réelles. -— Dans les conditions du
théoréme 21, les deux fonctions f(¢) et f(¢) égales respectivement
exp[2imo(n)] et & exp[— 2im¢(n)] dans lintervalle ¢,<<¢<<t,., sont
pseudo-aléatoires. Leur demi-somme est une fonction réelle g(t) prenant
la valeur

cos2m @ (n)
dans le méme intervalle. Montrons que cette fonction est pseudo-aléatoire.

[Un raisonnement analogue est valable pour sin2mo(n).] g(¢) a pour
covariance la limite, pour 77— o0, de

i[%[Tf(t)f(t+/L)dt+ %fon(t)f(tJrh)dt]

—+

]

L ‘ I T_
{T.fo]f(t>f(t+h>dt+7/o‘ f(t)ﬂt—i—lz)dz],

Y NPT :
Les termes de la premiére ligne donnent comme limite 5T(Iz), ou v(h) est

la fonction de corrélation de f(¢). Montrons que

.1 [T
}1;117,]0 F(8) (¢4 h)dt —o.
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1l suffit de reprendre la démonstration du théoréme 21, en écrivant
partout f a la place de f, et - o (n) a la place de — o(n). Le polynome
9(n —+ p) + ¢ (n) a les mémes propriétés que le polynome ¢ (n + p) — v (n),
a cela prés que, pour p =—o, il ne disparait pas, mais conserve la structure
d’un polynome 1. Donc les expressions qui interviennent & la fin de la
démonstration du théoréme 21 sont toutes nulles, méme pour p=o, et la
limite est nulle. Par suite :

COROLLAIRE 6. — Avec les hypothéses et les notations du théoréme 21, les
Sonctions égales a cosamo(n) et a sinam(n) lorsque t,<<t<<t,., sont

Lo . 1 .
pseudo-uléatoires et ont pour covariance —v(h). Ce sont des fonctions
2

pseudo-aléatoires réelles.

VI. — Résumeé et conclusions.

Nous allons rassembler ici les principaux résullats oblenus. Nous avons
défini diverses classes de fonclions pseudo-aléatoires, et nous avons calculé
leurs fonctions de corrélation. Il s’agit dans tous les cas de fonctions
pseudo-aléatoires discontinues, restant constantes dans des intervalles suc-
cessifs 0,, 0y, ..., O,, ..., et changeant brusquement de valeurs aux
extrémités ¢, &, ..., &,, ... de ces intervalles. Leurs fonctions de corré-
lation y (%) s’annulent a partir d’une valeur finie de 4. A cela prés, leur
structure est largement arbitraire, bien qu'elle résulte par des opérations
simples de la fonction de corrélation élémentaire attachée a une base 7,
uniforme.

Nous rappellerons, en outre, pour finir quelques résultats qui ont été
démontrés dans une publication antérieure [3] et qui sont relatifs a des
fonctions pseudo-aléatoires continues obtenues par régularisation (convolu-
tion) de fonctions pseudo-aléatoires a base uniforme.

Toutes ces fonctions pseudo-aléatoires sont construites a l'aide de suites
uniformément denses, définies elles-mémes par les parties décimales de
polynémes. Ce sont ces suites qui introduisent l'irrégularité apparente et
I'aspect aléatoire de la succession des valeurs. L’ensemble des résultats est
donc assez cohérent. Mais il ne constitue pas une véritable théorie des
fonctions pseudo-aléatoires. 1l n’est d’ailleurs pas siir que la définition des
fonctions pseudo-aléatoires, qui ne fait en somme intervenir que leur structure
au voisinage de l'infini, soit suffisamment compléte pour permettre I'édifi-
cation d’une telle théorie. La classe des fonctions pseudo-aléatoires semble
plus étendue et plus difficile & qualifier que celle des fonctions presque
périodiques, dont elle est en un certain sens la contrepartie.

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons le polynéme

9(t)=Ay+ At +...+ A0 (v 2),
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et nous supposerons que l'un au moins des coefficients A,, ..., 4, est
irrationnel.

1° La fonction f(¢)=exp[2imo(?)] est pseudo-aléatoire; elle a pour
fonction de corrélation ( fig. 19).

Y(h)y=1—1 si oLl L1,
=o0 si At

Fig. 19.

. 20 . o
2¢ La fonction f(f) = exp — ¢(%) | (mentier > 2) est pseudo-aléatoire;

elle a pour fonction de corrélation

Y(hy=1—h si o—hZu,

—o0 si A,
3° Soit g(t) une fonction presque périodique ou périodique de la forme
g(t):Eckexp(ziﬁwkt), avec Z|ck]<ac.
Si les différences w;— o ne sont jamais entiéres et si v > 3, la fonction
explaim (7)) (1)
est pseudo-aléatoire; elle a pour fonction de corrélation
Y(h):([—/t)2|ck[2exp(2im)klz) si oZLhL1,
—o0 si A1,

4° Soit g(¢) une fonction périodique de période 1, appartenant a L2 (o, 1).
Si v\ 2, la fonction

g(t)exp[2imo(i)]
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est pseudo-aléatoire; elle a pour fonction de corrélation

1—h
= gHgGE+hdi s oZLh 1,
O
. . =0 Si /Lél.
5° Sotent

oty =Ay+ ...+ A, 0, ()= By+ ... + B’

deux polynomes de degré v>. 2. Soit @ un nombre irrationnel. Si 4 et B
sont irrationnels et si les nombres «, A4, Ba, 1 ne sont pas liés par une

v

Fig. 20.

relation linéaire a coefficients entiers, la fonction

expl2inlo(D) + y(ar+B)]!

est pseudo-aléatoire. Elle a pour fonction de corrélation ( fig. 20)
Y(h)=( —h)(1—ah) si /lél’ﬁiﬂ(l,—:—(),

—=o0 sl kémin<1,i)-
o

6° Si o = p/q est une fraction irréductible, et si 4 et B sont deux nombres
irrationnels entre lesquels n’existe aucune relation linéaire a coefficients
entiers, la fonction

exp ; 2[7:[(9(2}—%— &P(a{—!—\,@ﬂ I

est pseudo-aléatoire; elle a pour fonction de corrélation
I
A =a—Nh(a—ah)+ —p—ph(t—p— ph
v () = (1— 1) ( ) /,,/1\1/( 1\})
rq

. . . I
=0 si /o> min L)

~ (&) est représentée par une ligne polygonale.

— Lmin(p —phy1—p —ph, qB8, 1— (/@) si /z:/_min<1, i>,
~ ~_ A4 a
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7° Si g¢(¢) est un polynome de degré v>>.3, si A, est irrationnel, et
si 3 1, la fonction

exploin[o (7 B) — o ()]
est pseudo-aléatoire; elle a pour fonction de corrélation
y(lz):l—h—min(\/z,l—/z, @,1——@) si oLh1,
=o si A,
Y(h) est représentée par une ligne polygonale.

8° Soit ¢(¢) un polynome de degré > 2. Soit ¢(Z) un polynome de
degré > 1. On suppose que la suite ¢ (n), ¥ (n) est uniformément dense mod 1

LD L
/ U 4

FigA 21,

dans le carré fondamental. Soit r(x) une fonction bornée, non négative.
intégrable sur (o, 1). La fonction f(¢) égale a

exp[2im @ (n)) S 1, <<t <ty avec o — l,=— 1[%9:‘

est pseudo-aléatoire; elle a pour fonction de corrélation ( fig. 21)

R
=o0 si h>supr(x),

R:flr(ct) dx.

9° Soit f(t) une fonction pseudo-aléatoire quelconque. Soit s(4) une
fonction complexe de la variable réelle 2, telle que

fw}s(7‘)j(l7\< 0.

Désignons par v, (/) la fonction de corrélation de f(¢). A f(¢) faisons cor-

v(h)= If [r(z) — h]dx si h <<supr(x),
rixy—h>0

avec
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respondre la fonction
g(t):f PO s(6— ) dh = (1) % s(0),

ot * est le symbole de la convolution.
& (1) est pseudo-aléatoire; elle a pour fonction de corrélation

Ye(h) =v,(R)=T(h),

avec
L(a)y=5(—h)*s(h).
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