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CALCUL SYMBOLIQUE ET SOUS-ALGEBRES DE L.(G);
PAR

Pavr MALLIAVIN.
(Caen).

1. CALCUL SYMBOLIQUE MAXIMAL.

1. Introduction. — G notera un groupe abélien discret infini, G' le
groupe dual de G, A4(G’) l'algébre des fonctions réelles, transformées de
Fourier de fonctions € L,(G). On se propose d’étudier les fonctions définies
sur la droite réelle qui opérent sur un élément fixe a€ A (G') c’est-a-dire
des fonctions F' telles que F(a(g'))€ A(('). On notera par [a] 'ensemble
des fonctions qui opérent sur a; [a] est une sous-algébre des fonctions
définies et continues sur a(G’).

Rappelons quelques définitions classiques sur les classes de fonctions
différentiables. Etant donnée une suite M, de nombres positifs, on considére
la classe C(M,, I') des fonctions f(z) dont la restriction au segment I vérifie

1

. ) f(n)(x) n
(1.1) s_"u_vlp A < o0, xel

Nous considérerons dans la suite uniquement des classes telles que :
1.2 logM, est une suite convexe de n ;

1.3 logMn.—lognl 0(1),
ou ¢, est une suite croissante.

Remarquons que 1.3 n’est introduit que pour démontrer la propriété :

1.3.1 Si feC(M,, I), f(x)# o pour tout z €, alors €C(M,, I).

I
J(z)
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11 est loisible dans la suite de remplacer ’'hypothése 1.3 par 1.3.1.
Nous dirons qu'une classe C(M,, I) est non quasi-analytique si, posant

T(r)=sup[nlogr —logM,],
(1.4) [ %G <=

On se propose de démontrer le théoréme suivant :

1.5 Etant donnés un segment I, symétrique par rapport a l’origine, de
longueur 21, ¢ un nombre > o, une suite de nombres M, satisfaisant 1.2,
1.3 et (1.4), on peut trouver a€ A (G") tel que

[a]ce(M,, I)
et tel que la norme de a dans A(G'), soit || a ||y, vérifie
(1.5.1) lal|y<<l+-.

Il s’agit d’'un énoncé de calcul symbolique individuel, dans le sens qu’on
étudie les fonctions opérant sur un élément a, fizé, au lieu d’étudier comme
Hevson, Kanane, Karzxerson, RupiN [1], [2], [3] les fonctions qui opérent
sur a quel que soit a€ A (G").

La démonstration de 1.5 sera obtenue en prenant un point de vue dual de
celui de [1],[2],[3]. On construira une série lacunaire @ convenable sur G/,
on étudiera I'image par @ de la mesure de Haar sur G', et enfin qnelques
calculs élémentaires montreront que la classe €(/M,, 1) considérée est, en
vertu de 1.2 et 1.3, une algebre dans laquelle toute fonction, partout
différente de zéro, est inversible.

2. Construction de la série lacunaire a. — Posons

(1.6) a(g) =Y uImgn 8>, s€G

k=1

les o étant des nombres réels > o, tels quez o< . Posons /V(¢) = nombre

1
de o;>t¢. D'une maniére générale nous noterons W' la transformée de
Fourier de W (g'), || W[, = | W" |

On a alors le lemme suivant :

2.1 Soit y(u) une fonction croissante tendant vers —+ %, arbitrairement
lentement, soit a; une suite donnée, soit N(t) sa fonction de répartition,
alors on peut déterminer les g de fagon convenable de telle sorte que

log || exp (iua(g")) |/, < — p[ V(3ut) — N (2 du—)] + y(u) log (8ew + 4),

ou p et 0 sont des constantes numériques.
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PRrEUVE. — [&], paragraphe 5
Nous prendrons /V de telle sorte que

(2.1.1) N(v)—/\"(u)élf T(r)%?, o< e <<ui,

ot A désigne une constante numérique déterminée ci-dessous. On a

wo—1

/V(Bu—‘)—N(28z¢")>‘f T(r)‘—l;>}.T(—u—>logz.
u

28)—1 2 0

(5)

Prenons A tel que Aolog2 > 4 et y(u) tel que y(u) < Toga(z 21D
=]

ce qui

est possible si bi)—z—im — 0 c'est-a-dire si M, << oo pour tout n. On obtient
d'aprés 2.1 :

. . 7
(2.3) log]| exp (iua(s") Il <— 7 15 )

Nous notons par dp. I'image de la mesure de Haar sur G’ par I'applica-
tion g'— a(g'). La transformée de Fourier de d p.(x) s’écrit

j' e“l";q["‘(w) :f clualy’) dg’.
G

Si (2.3) est satisfait, d p.(x) =m(x)dz, ot m(x) est une fonction
indéfiniment dérivable.

2.4 ProrosiTioN. — On peut choisir convenablement N(u) et les g de
telle sorte que F €[ a] entraine

m(z)F(x)eC(M,, I).

Preuve. — Considérons la transformée de Fourier de F (x) m(z),
[F(x)m(x) erdx ;:f F(u(g"))eras)dg’
N o

ou, en appliquant Parceval,
= [ (@) (eney.
G

cette derniére intégrale se majore par || F(a) |, || e®?||, . La transformée de
Fourier permet de majorer la dérivée n-tm¢ par

(1 sup el wm) [ F (@) [fs-



184 P. MALLIAVIN.
En tenant compte de (2.3), on a

(2.4.1) gul)[(n +2) logu — T(/l>] = M, (20)"+2.
u>1 20 .

\

Il su’fit de poser M;=M,_, et d’effectuer la construction qui précéde
avec M, pour obtenir la proposition 2.4.

3. Image de la mesure de Haar par «. — Pour déduire de 2.4 des
renseignements sur F(x), nous devons minorer m(x). Ce sera I'objet du
lemme suivant :

3.1 Soit a; une suite telle que
+ @

N .
(3.1.1) 0<°‘2k0+1‘<}_‘ Qakyjy ke=o,1,..., Jj=o, 1.
k=ko+1

Soit I le segment | — I, + 1] ou l<>: o, alors on peut choisir la fonc-
k=1
tion y(u) décroissant asses lentement de telle sorte que

(3.1.2) o =minm(x) > o.
1

Prevve. — D’aprés [5], paragraphe 5, dont nous allons utiliser les nota-
tions, la transforinée de Fourier de m (z) s’écrit

(3.2) 11 2o () =+ (w),

e k-
ou || 7 || :j |'n(u)|du peut étre rendue arbitrairement petite en prenant

une fonction y(u) trés lentement croissante. Notons par m*(x) la fonction
qui a pour transformée de Fourier

1:[ Pro(aru).

k=1
Alors
[m(z) —m*(z)|>[[n]

et m*(x) s'interpréte comme un produit de composition de mesures dy;
dont les transformées de Fourier sont P,, o(o). Chaque mesure dj2; a son
support contenu dans [— a4, - o] et dans aucun segment plus petit. Il
résulte de (3.1.2) que m*(«) ne peut s’annuler identiquement sur aucun
intervalle intérieur au segment [— /, + /]. De plus m*(x) = m; % m,, ou la
transformée de Fourier de m,(z) est le produit (3.2) pris pour les valeurs
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de k paires. m,(x) et m,(x) ont, en vertu de (3.1.1), pour support deux
segments; par suite

m(z,) :fm, (xg— ) my(t)dt >0
si @, est inlérieur au support de m. m(x) = o seulement si |x|>[; soit
oy=minm*(z), |x| L1
o G
Prenons ntel que|[n || < -;15 alors m(x) > 7‘ > o pour tout z tel | x| L/,

C. Q. F. D.

4 Etude de l’algébre G(M"’ ]) - Sifelge @(M,“ I) alOI‘nge ¢ (Mm I)
En effet (fg)™ :E CP [ gin—p),

Utilisons la convexité de log M, et le fait que | /)| < p? M, | g7 | < p] M,
on obtient
| (S| < Mu(p +pi)™ C. Q. F. D,

b.x Supposons que feC(M,, I) et que f(x) Z o, x€l;

1
alorsm €C (M, I).

Preuve. — Posons g(z) = » ¢ = min f(z) alors

1
JS(z)
G = fP N a5 1 1 P,
ou les coefficients d, sont indépendants de f. Remplacons dans cette formule f

par un polynome Q de degré p dont les p premiéres dérivées a 'origine
coincident avec f(x), on obtient

e0=(g).,

p
M
hp(r) :o——z S—!'rb.

s=1

Si 'on pose

On a
Q=) [>Au(]5]),

d’ou une majoration de la dérivée p-iéme de Q—! en utilisant la formule de
Cauchy :

plrr
h,(r)

[g® (o) ] < pour tout r tel que A, (r) > o.

1

m,

i
Prenons en particulier r:( T > w, ou w est une constanle, w <1, on

obtient en veitu de 1.3.

3] .
hyp(r)y>a— Pa— >o0 pour w assez petit.
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d'ou
8% (0) | < Mpwr,
C. Q. F. n.

5. Démonstration de 1.5. — On détermine d’abord la suite o; de telle
sorte que (2.1.1); (3.1.1) et (1.5.1) soient satisfaits. Ceci sera possible

2

o
. dr . . . .
si / T(r) = est assez pelit, ce qu’on peut toujours obtenir en modifiant
1

un nombre fini de M,. Une fois que la suite o; est déterminée, on déter-
mine y(«) pour que (3.1.2) soit satisfait.

En appliquant 2.4 a la fonction F'(z) =1, on oblient que m (z)€ C(M,, I).
Ensuite (3.1.2) et k.1 donnent m—eC(M,, I). Comme mFeC(M,, I)
(toujours d’aprés 2.4) il résulte d’aprés b que Fe@(M,, I), ce qui achéve
la démonstration.

6. Remarque. — On peut se poser le probléme de passer du résultat de
calcul symbolique individuel 1.5 & un résultat collectif. Notons par O
I’ensemble des classes de fonctions satisfaisant 1.2, 1.3 et 1.4 sur un
segment 7 fixé (resp. 1L, Pensemble des classes satisfaisant1.2,1.3.1et1.4),
et par A (/) I'ensemble des fonctions analytiques sur 7. Alors si 'on pouvait
démontrer

m C( My, I)=A()

| M, jeon

(resp. le méme résullat On étant remplacé par I, ), alors les seules fonctions
opérant sur les boules de rayon / de L,((G) seraient les fonctions analytiques
sur l'intervalle [ — /, 4 /] ce qui est le théoréme de KarzneLson [3] dans le
cadre du groupe discret infini le plus général. (A swivre.)

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES.

(1] HEusox (Henri) et Kanaxe (Jean-Pierre). — Sur les forctions opérant dans les
algébres de transformées de Fourier de suites ou de fonctions sommables
(C. R. Acad. Sc., t. 247, 1958, p. 626-628).

[2] Kanane (Jean-Pierre) et Rupiy (Walter). — Caractérisation des fonctions qui
opérent sur les coefficients de Fourier-Stieltjes (C. R. Acad. Sc., t. 247, 1958,
p- 773-775)-

[3] KarzneLsoN (Yitzhak). — Sur les fonctions opérant sur ’algébre des séries de
Fourier absolument convergentes (C. R. Acad. Sc., t. 247, p. fo4-406).

[4] MaLLiavIN (Paul). — Impossibilité de la synthése spectrale sur les groupes
abéliens non compacts (Institut des Hautes Etudes scientifiques, Publication
n° 2, 1959, p. 61-68).

(Manuscrit recu le 17 juin 1959.)
Paul MALLIAVIN,
Prof. Fac. Sc. Caen,
252, rue de Rivoli,
Paris 1°7,



