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CALCUL SYMBOLIQUE ET SOUS-ALGÈBRES DE Li(G);

PAUL MALLIAVIN.
( Caen).

I. CALCUL SYMBOLIQUE MAXIMAL.

1. Introduction. — G notera un groupe abélien discret infini , G' le
groupe dual de G, A ( G ) l'algèbre des fonctions réelles, transformées de
Fourier de fonctions çLi(G). On se propose d'étudier les fonctions définies
sur la droite réelle qui opèrent sur un élément fixe aç.A(G) c'est-à-dire
des fonctions F telles que F { a ( g ' ) ) ç . A ( G ' ) . On notera par [a] l'ensemble
des fonctions qui opèrent sur a\ [ a ] est une sous-algèbre des fonctions
définies et continues sur a ( G ' ) .

Rappelons quelques définitions classiques sur les classes de fonctions
différentiables. Etant donnée une suite Mn. de nombres positifs, on considère
la classe C{M^ I ) des fonctions f{x) dont la restriction au segment /vérifie

i
fW(^\ n

( l . i ) sup J-——.—— <oo, xç.1
n,x •irln

Nous considérerons dans la suite uniquement des classes telles que :

1.2 \o^Mn est une suite convexe de n ;
, o \o^Mn—\o^n\1.3 ————————==^+0(i ) ,

où e^ est une suite croissante.

Remarquons que 1.3 n'est introduit que pour démontrer la propriété :

1.3.1 Si fç.C(Mn, / ) , / (^)^o pour tout xç.1, alors —— çC(M^ /).
J { x )
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Il est loisible dans la suite de remplacer l'hypothèse 1.3 par 1.3. i .
Nous dirons qu'une classe e{Mn^ I ) est non quasi-analytique si, posant

T(r) == sup[n logr — logAf^,
n

(14) f+VT(r)^<^.
J1

On se propose de démontrer le théorème suivant :

1.5 Etant donnés un segment /, symétrique par rapport à V origine^ de
longueur 2/, £ un nombre > o, une suite de nombres Mn satisfaisant 1 .2,
1 .3 et ( 1 .4 ), on peut trouver a € A ( G' ) tel que

[a]ce(Mn,f)
et tel que la norme de a dans A (G'), soit [ [ a |[i, vérifie

(1.5. i ) |[a|| /,</+£.

II s'agit d'un énoncé de calcul symbolique individuel, dans le sens qu'on
étudie les fonctions opérant sur un élément a, jïxé^ au lieu d'étudier comme
HELSON, KAHANE, KATZNELSON, RUDIN [l], [2], [3] les fonctions qui opèrent
sur a quel que soit aç:A(G').

La démonstration de 1.5 sera obtenue en prenant un point de vue dual de
celui de [l], [2], [3]. On construira une série lacunaire a convenable surG^
on étudiera l'image par a de la mesure de Haar sur G'', et enfin quelques
calculs élémentaires montreront que la classe C(M,^ I ) considérée est, en
vertu de 1.2 et 1.3, une algèbre dans laquelle toute fonction, partout
différente de zéro, est inversible.

3. Construction de la série lacunaire a. — Posons

(1^) a(^)=:^a,Im<^^>, ^G
h=i

les (Xk étant des nombres réels > o, tels que^. a^< oo. Posons N ( t ) == nombre
j

de (Xk^t. D'une manière générale nous noterons W la transformée de
Four i e rde^^ l lWII^ I I^ IL .

On a alors le lemme suivant :

2. i Soit y(^) une fonction croissante tendant vers 4- oo, arbitrairement
lentement, soit y.^ une suite donnée^ soit N(^) sa fonction de répartition^
alors on peut déterminer les g^ de façon convenable de telle sorte que

log |i exp(iua(^)) [|, < - p[7V(^-i) - 7V(2 ou-1)] + y(^) log(8^ -t- 4),

ou p et ô sont des constantes numériques.



CALCUL SYMBOLIQUE MAXIMAL. l83

PREUVE. — [^], paragraphe 5
Nous prendrons N de telle sorte que

(2.i. i) N(^) —/Y(^ )^À f TÇr)-^-, o<^<u<î,
^u—1

où À désigne une constante numérique déterminée ci-dessous. On a

TV^-1)-^^-1^ F r(r)^>Àr(^)iog2.
^ ( / (SÔ)— 1 v /

T-f-^
\2^

Prenons À tel que ^plog2 > 4 et y (^ ) tel que y (^ ) < ^^^ .^^_^ ce qui

est possible si l o g — - ' -> oo c'est-à-dire si M^< oc pour tout ^. On obtientr log^
d'après 2. i :

(2.3) logIlexpC^a^))!!^-^^).

Nous notons par dp. l'image de la mesure de Haar sur G' par l'applica-
tion g'-> a ( g ' ) . La transformée de Fourier de d p . ( ^ ) s'écrit

/* r*
^ eluxd^x}= ^ ^^dg'.

J ^G'

Si (2.3) est satisfait, d [j\x) == m^x^dx, où m(^) est une fonction
indéfiniment dérivable.

2.4 PROPOSITION. — On peut choisir convenablement !V(u) et les gk de
telle sorte que F ç[a] entraine

m{x)F(x)ç.e(Mn, /).

PREUVE. — Considérons la transformée de Fourier de F(^) m(x),

Ç F^m^e^-dx^ f F ( a ( ^ ' ) ) e^^dg'
J ^G'

ou, en appliquant Parceval,

^^(^(a))^^/.
^G

cette dernière intégrale se majore par \\F(a) \\\ H e ^ H , . La transformée de
Fourier permet de majorer la dérivée n-1^6 par

/l+sup||^||,^+2^[|^(^)|^l.
\ u>ï )
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En tenant compte de (2.3), on a

( 2 . 4 . 1 ) ?upr(/z-t-2)log^- T[ ^-^^Mn^.^Y-^.
M>iL v^ /J

II su^t de poser M^==M^_2 et d'effectuer la construction qui précède
avec M^ pour obtenir la proposition 2.4.

3. Image de la mesure de Haar par a. — Pour déduire de 2.4 des
renseignements sur F\x\ nous devons minorer mÇ^c). Ce sera Pobjet du
lemme suivant :

3. i Soit a/c une suite telle que
-+- 00

(3.1.1) o< a^+;<V ^k+j, À-o==o, i , . . . , y==o, i.
k =r /•o +1

Soit 1 le segment [ —- /, -4- /] ou l <7 a^ a/or5 <m peut choisir la fonc-
k=:l

tion ̂ (u) décroissant assez lentement de telle sorte que

( 3 .1 .2 ) (7 :== minm(^) ^> o.

PREUVE. — D'après [5], paragraphe 5, dont nous allons utiliser les nota-
tions, la transformée de Fourier de m{œ) s^écrit

00

(3.2) ]^[^o(a^) -\'-^(u),

/,+=€

où |[ ri I I == 1 1 fï(u) 1 ̂  peut être rendue arbitrairement petite en prenant
^ — o s

une fonction f(u) très lentement croissante. Notons par m*(x) la fonction
qui a pour transformée de Fourier

Y^Pr^kU).

Alors
|m(^)-m*(^)[>||Yî

et m"(x) s'interprète comme un produit de composition de mesures d^k
dont les transformées de Fourier sont P^o(^ku). Chaque mesure d[J.k a son
support contenu dans [—a^ -4- a^:] et dans aucun segment plus petit. Il
résulte de (3 .1 .2) que m^{x) ne peut s 'annuler identiquement sur aucun
intervalle intérieur au segment [— /, + l]. De plus m"(x) == m^m^ où la
transformée de Fourier de m^x} est le produit (3.2) pris pour les valeurs
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de k paires, m ^ ( x ' ) et fn^(^) ont, en vertu de (3 . i . i ) , pour support deux
segments; par suite

m(^o)= \ Wi(.^o— t)m.i(t)dt>o

si XQ est intérieur au support de m. m(x)=o seulement si |;r]>/; soit
<7i== min m*(^), \x\^-l.

Prenons Y] tel que \\r] \\ < —i alors m{x) > —L > o pour tout x tel | x \ ̂ Z,

c. Q. F. D.

4. Étude de Palgèbre C(Mn, /). — Sifetg-ç C(Mn, I) alors fgç. C (Mn, /).

En efTel (fg-)^=\ C^f^g^-P^
Utilisons la convexité de log^etle fait que \f^\<çPM^ |^|<p?Afy,

on obtient
|(/^)^|<^(p+pi)^ C. Q. F. D.

4. i Supposons que f^C(Mni I ) et que f{x) -/- o, xç.1;

alors—— çe(Mn, 7).
JW

PREUVE. — Posons g{x) == -.-—-î o-==:min/(.r) alors
/ ('2^

^ =f-^ ^Ô3t»' ̂ •••^fa'f'sl'f"s'f{r'^
où les coefficients ôa sont indépendants de /. Remplaçons dans cette formule/
par un polynôme Ç de degré p dont les p premières dérivées à l'origine
coïncident avec/(.r), on obtient

/ î \W^(o)=M
V Y / a ^ o

Si l'on pose

w =—i^-
A'==l

On a
|Q(^) |> /^( |^ | ) ,

d'où une majoration de la dérivée 7?-ième de Ç~1 en utilisant la formule de
Cauchy :

|^)(o) | < ^—r-— pour tout r tel que hp{r) > o.
f ï p V )

î
. ,. /^VPrenons en particulier r == —- c»), ou Ci) est une constante, Û L ) < < I , onv^y

obtient en veitu de 1 . 3 .

hp (r) > a — ——— > o pour en) assez petit.
l — Cn)
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d'où
\gW(o)\<M^-P,

C. Q. F. I).

5. Démonstration de 1.5. — On détermine d'abord la suite a^ de telle
sorte que ( 2 . i . i ) ; ( 3 . i . i ) et ( 1 .5 . i ) soient satisfaits. Ceci sera possible

y14-00 dr .
si I T\r) —ç est assez petit, ce qu'on peut toujours obtenir en modifiant

»/.j r

un nombre fini de Mn. Une fois que la suite a^ est déterminée, on déter-
mine y ( u ) pour que (3 .1 .2 ) soit satisfait.

En appliquant 2.4 à la fonction F\x) == i, on obtient que m(x) € e(M^ I ) '
Ensuite (8 .1 .2 ) et ^ . i donnent m-1 çC(Mn, /). Comme mFçe(Mn, I )
(toujours d'après 2.4) il résulte d'après h que FçC(Mn^ /), ce qui achève
la démonstration.

6. Remarque. — On peut se poser le problème de passer du résultat de
calcul symbolique individuel 1.5 à un résultat collectif. Notons par 3VL
l'ensemble des classes de fonctions satisfaisant 1.2, 1.3 et 1.4 sur un
segment/fixé (resp. ^Ili Pensemble des classes satisfaisant 1. 2,1.3. i et 1.4),
et par A (/) l'ensemble des fonctions analytiques sur /. Alors si l'on pouvait
démontrer

Fl e(M^i)=A(l)
! -^n }e;?n.

(resp. le même résultat JH étant remplacé par ^111), alors les seules fonctions
opérant sur les boules de rayon / de Li(G) seraient les fonctions analytiques
sur l'intervalle [— /, + l] ce qui est le théorème de KATZNELSON [3] dans le
cadre du groupe discret infini le plus général. (A suivre.)
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