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THÉORIE DES POINTS FIXES :
SUR LES RÉTRACTES DE VOISINAGE DES ESPACES CONVEXOÏDES;

ARISTIDE DELEANU
(Bucarest).

Ce travail fait suite au Mémoire de Jean LERAY sur les équations et les
transformations [7], qui contient une théorie des points fixes pour la classe
des espaces convexoïdes.

On a remarqué que la classe des espaces convexoïdes ne contient pas la
classe des rétractes absolus de voisinage; néanmoins, la théorie des points
fixes construite par Jean LERAY s'applique aux rétractes absolus de voisinage
et c'est précisément l'objet de ce travail de l'expliquer en détail. De cette
manière, la théorie des points fixes de S. LEFSCHETZ [^], [5] sera généralisée
dans deux directions :

i° Elle pourra être appliquée à des espaces qui ne sont pas des rétractes
absolus de voisinage;

2° Elle étudiera non seulement les points fixes de l'espace tout entier,
mais, plus généralement, les points fixes qui se trouvent dans une partie
ouverte de l'espace considéré.

L'auteur exprime sa vive reconnaissance à J. LERAY pour les utiles
suggestions reçues pendant la préparation de cet article.

1. Rétractes des espaces convexoïdes.

Dans ce qui suit , nous conservons la terminologie de [6]. Un espace
topologique est dit simple^ quand ses groupes de cohomologie, dans le sens
de CECII-ALEXANDER, à coefficients rationnels, sont ceux d'un espace réduit
à un point.

LJn espace topologique E est dit convexoïde s'il est compact, connexe et
s'il possède un recouvrement 'IL -==- (U^)aç^ tel que :

a. Les parties Uy, sont fermées et simples;
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236 A. DELEANU.

b. L'intersection d'un nombre fini d'ensembles U^ ou bien est vide, ou
bien appartient à la famille ^IL;

c. Pour chaque point xç^E et chaque voisinage V de x^ il existe un
nombre fini d'ensembles (Uy.^) (i=i^ . . ., p ) tels que

P \ r
^€int( \JU^ )c \JU^CV.^i

;"==1 / ;'=:!

LEMME 1 . — La réunion d^un nombre fini d'ensembles Uy, est convexoïde^
si elle est connexe.

p
En effet, considérons l'ensemble ^T= ^ y Uy^. L'ensemble X est compact,

et l'on peut prendre comme famille ^lt la famille de toutes les parties non
vides de la forme Uy^f\U^ ( ? = = i , . . . , / ? ; ^çA). On vérifie aisément les
propriétés intervenant dans la définition ci-dessus.

Soit, maintenant, Cun espace compact, qui est rétracte d'espace convexoïde.
Il existe donc un espace convexoïde E et une rétraction r de E sur C.

Soit £ une application continue de C en lui-même et 0 une partie ouverte
de C\ on supposera que la frontière Ô == 0— 0 de 0 ne contient aucun
point fixe de E. Dans ces conditions, on va définir un « indice total des
solutions intérieures à 0 de V équation x =z î,(x) », noté i { x =.t(x) ç 0 } ou,
plus brièvement, i^(0). Pour cela, on considère l'application r de E sur C
et l'on applique [7], (chap. 6, § (\, p. 228) à l'équation x •==. r [E(^)] , en
posant, par définition,

^(0)==i{^=^)ç0}=i{t=:^r(t)ç~r(0)},

où le dernier indice est celui défini dans l'espace convexoïde E {p. 212 de [7]).

LEMME 2. — i\x='i{x)ç.0\ est indépendant du choix de E.

PREUVE. — Soit E ' un deuxième espace convexoïde et r ' une rétraction
de E ' sur C. Considérons le diagramme

E——r-——->E'
\ /
^C^'

et appliquons la formule terminant la remarque de [7], p. 22^, à l'équa-
tion ^:=:/ l /[r(Ç(^))]

i{tf=rcrf(i/)e~r\0)}=i{t=lrfr(t)ç~r~r\0)^
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c'est-à-dire, puisque r^ = ^ et r^r = /',

^^ / =^ / (^ )er l (0 )S=^{^=Çr(^ )er 1 (0 ) } .

C. Q. F. D.

LEMME 3. — Soient C un rétracte d'espace convexoïde et K un rétracte
de C; soit 0 un ouvert de C contenu dans K et i une application continue
de C en lui-même^ telle que Î,(-K) c K. Si Von pose ^ \ K= Y], on a

i^0)=i^0),

c est-à-dire qu^il est équivalent de calculer V indice des solutions intérieures
à 0 en considérant 0 comme partie de C ou comme partie de K.

PREUVE. — Soit r une rétraction d'un espace convexoïde E sur C et p une
rétraction de C sur K. pr est alors une rétraction de Esur K. Conformément
à la définition, il s'agit de prouver que

(i) i { t = ^ r ( t ) ç ~ r ( 0 ) } = i { t = ^ r ( t ) ç ~ r ^ ( 0 ) } ^

les indices étant calculés dans E.
Démontrons l'égalité

r ^ r ( 0 ) ) = r r ( 0 ) .

Soit xç.r r (0) ; pour chaque voisinage V de x il existe alors unj€^,
tel que r ( y ) ç. 0 et r(j) ç. F, donc xç. Oc C, donc r(œ) =x\ d'autre part,

on a ÔC r (0), donc x ^ r { 0 ) et, par suite, x = r(œ) ç r ( / 1 (0 ) ) . Il en

résulte que r r (O)Cr^r (0) ) ; l'inclusion réciproque résulte de la continuité
de r.

Les applications \r et Ïpr coïncident sur l'ensemble ~r (0)^ car xç~r (0)
entraîne

r(œ)ç.r{~r\0))=r~r{0)=~OcK,

donc p r(x) == r{x). En appliquant la remarque 2 de [7], p. 212, on en
déduit

(2) ^~r(0))=i^(~r(0)).

D'autre part, l'ensemble r p (0) — r (0) ne contient aucun point fixe de
l'application Epr. En effet, supposons que

^ç~r~^(0)—~r(0) et '^r^x)=x\
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il s'ensuit, d'une part, que p r ( x ) ç. 0 et r(œ) (j: 0, et d'autre part, que xç. K\
donc

p r(^) == r(x) == ^, donc ^ (cZ?)==^.

Comme ^ ne contient aucun point fixe de ^, on arrive à la contradiction

r(œ)ç.O et r(x)^.0.

Vu la dernière affirmation du théorème 22 de [7], p. 212, on en déduit

(3) i^(~r\0))=i^{~r~^0)\

Les relations (2) et (3) entraînent (i).
c. o. F. D.

Le théorème D de [8] a pour conséquence immédiate que la proposition
suivante s'applique à tout rétracte C d'espace convexoïde :

THÉORÈME 1. — Soit ^ une application continue de C en lui-même et 0
_ f n _.\

une partie ouverte de C. Considérons la restriction ^i==^| 0\ ^i{0))n^>Q
est une suite décroissante de compacts^

^ni(o)=4imj(o)
7î>0

est compact et 'c\ (k) == k.
Supposons kc0\ alors i^{0) et le nombre de Lefschetz A^(k) sont

définis et
iç(0)=Aç(Â-),

et^ plus généralement^ si K est un compact tel que

kc^(K)cKcO,

A^(K) est défini et
i^O)=A^R).

NOTE. — Dans cet énoncé, il s'agit de la définition plus générale du nombre
de Lefschelz qu'introduit [8].

LEMME ^. — Si C— 0 ne contient aucun point fixe de Ç, alors i^(0) est
le nombre de Lefschetz A^(C) de l } application Ç de C en lui-même.

PREUVE. — Puisque C—0 ne contient aucun point fixe de ^==r^ , le
théorème 22 bis de [7], p. 22/4, donne

i^O)=.i^C).
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Or, en prenant 0 == K = C dans le théorème 1 ci-dessus, on voit
que A^(C) est défini et que

k(C)=A^C).

REMARQUE. — L e nombre de Lefschetz A^(C) peut être défini classiquement,
puisque tout rétracte d'un espace normal ayant son groupe de cohomologie
de type fini possède la même propriété, vu le théorème 18 de [6], p. 176.

2. Rétractes de voisinage des espaces convexoïdes.

Cette classe d'espaces contient les rétractes absolus de voisinage (ANR),
puisque le cube fondamental de Hilbert est convexoïde, comme toute
partie convexe et compacte d'un espace vectoriel topologique localement
convexe ([7], p. 248).

LEMME 5. — Si C est un rétracte de voisinage cf espace convexoïde^ alors
toute composante connexe de C est ouverte dans C.

PREUVE. — Par hypothèse, il existe un espace convexoïde E^ une partie
ouverte G de E et une rétraction r de G sur C. Soit K une composante connexe
quelconque de C et xç.K\ il existe une famille finie {Uy.^) ( ;=i, . . . , / ? )
telle que

P
x^Dc\Ju^^G,

;=rl

où D est un ouvert de E'. En outre, on peut s'arranger pour que chaque 6^
P

contienne le point x\ il en résulte immédiatement que ^ j Uy,^ est un
i=i

ensemble connexe, compte tenu du fait que chaque Uy,. est simple, donc

connexe. ^ [ \ ) ^a; ) est aussi connexe, comme image d'un ensemble

connexe par une application continue. Il s'ensuit que

/ p \ / p \xç.Dr\Cc^ ^J^)nCc^ \Ju^^cK.
\ ̂ '=1 / \ ^=1 /

Or, Dr\C est un ouvert de C^ donc, le point xç.K étant arbitraire, la
composante K est ouverte dans C.

c. Q. F. D.

THÉORÈME 2. — Si un rétracte de voisinage d'espace convexoïde est
compacta alors il a un nombre fini de composantes connexes.
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Ce théorème est une conséquence immédiate du lemme 5.

THÉORÈME 3. — Tout rétracte de voisinage d'espace convexoïde qui est
compact et connexe est un rétracte d^ espace convexoïde.

PREUVE. — Soit C un rétracte de voisinage d'espace convexoïde, qui est
compact et connexe; il existe alors un espace convexoïde E^ un ouvert G
de E et une rétraction r de G sur C.

Soit xç.C\ il existe des parties Uf\ . . . , U^^ de E appartenant à la
/ nW \

famille '11, telles que, si l'on pose ÎV.^==:int( i / Uf i , on a

xç, W^ç. \^J UfcG.

En outre, on peut s'arranger pour que chaque U^[i=^i^ . . . , n{x)~\
contienne le point x. On extrait du recouvrement ouvert (Wx)xç.c du
compact C un recouvrement fini ( W^.) ( y = = i , . . ., q)\ il résulte que

q (j n ( T j )

Cc{jw^c[j [JU^CG.
7=1 /=i z==l

Or, les parties U^'j sont simples, donc connexes; puisque chacun des termes

de la réunion F == ^ y U ' ^ i ' a des points communs avec l'ensemble connexe C,
/>/ '

il s'ensuit que F est connexe et donc, en vertu de lemme 1 un espace
convexoïde. En outre, r F est une rétraction de F sur C. C. Q. F. D.

Soit, maintenant, C un rétracte de voisinage d'espace convexoïde qui est
compact; vu le théorème 2, C a un nombre fini de composantes connexes Ci,
C^ . . . . Cn. Soient ^ une application continue de C en lui-même et 0 une
partie ouverte de C, telle que Ô ne contient aucun point fixe de E. On va
définir l'indice total i\x=^(x)ç. 0\. Chaque Cj C/==i , . . ., n) est un rétracte
de voisinage d'espace convexoïde compact et connexe, donc, compte tenu
du théorème 3, un rétracte d'espace convexoïde. Pour chaque j ( i ^-] ̂  n ),
soit T (y) l'indice bien déterminé parla propriété ^(Cy) C C^j^ et soi tEy== E | C/.
Nous posons alors, par définition,

i^(0)=i{^=^)ç0}= ^ i^=^(x)çOr\C^

^0')

l'indice figurant au second membre étant celui défini au paragraphe 1
pour les rétractes des espaces convexoïdes. S'il n'existe aucun indice î tel
que f = T ( f ) , alors nous posons, par définition, i^(0)=o.
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Du théorème 22 bis de [7], p. 22^, du lemme ^ ci-dessus, el du fait

que A^(C) = V A^fCÀ on déduit le
1^(0

THÉORÈME ^. — Dans un rétracte de voisinage d^espace convexoïde
compact C^ I 1 indice total ii(0) est un entier positif, négatif ou nul^ qui
est défini chaque fois que 0 ne contient aucun point fixe de Ç.

// vérifie le théorème 1 .
Si £ et -f] sont deux applications de C en lui-même telles que ^ [ 0 = 'n 0,

alors i^(0) == ir,(0). Si \ et '/] sont deux applications homotopes de C en
lui-même^ alors ^(0)==^(0), si tous les deux sont définis. Si ( O j )
(/==i, . . ., m) sont des ouverts de C deux à deux disjoints et tel que 0 j C 0

ni

(j=:i, . .., m) et que 0— v J Oj ne contient aucun point fixe de ^

alors i^(0) ==^V^(Oy) ; en particulier^ si i^(0) 7^0, alors 0 contient au

moins un point fixe de Ç. Si C — 0 ne contient aucun point fixe de '^
alors i^{0)=A^(C).

Cas particulier : Si C est un rétracte absolu de voisinage et si 0 == C, on
obtient le théorème de point fixe de LEFSCIIETZ [^, [5].

- REMARQUES. — a. Il y a même des espaces convexoïdes simples qui ne sont
pas rétractes absolus de voisinage; en effet, on sait [9] que la boule unitaire
dans un espace de Hilbert convenable, muni de la topologie faible, n'est pas
rétracte absolu de voisinage; d'autre part, elle est convexoïde et simple,
puisqu'elle est compacte et homotope en elle-même à un point.

b. Si C est un espace compact qui est rétracte d'une partie ouverte G
d'un espace vectoriel topologique localement convexe séparé et complet^

y\.
alors C est rétracte de voisinage d'espace convexoïde. En effet, soit C l'enve-
loppe fermée convexe de C; on sait ([l], chap. 2, § ^, n° 1, p. 81), que dans
un espace localement convexe complet l'enveloppe fermée d'un ensemble

^s.

compact est un ensemble compact. C est donc un espace convexoïde,
Gr\ C est un ouvert de C et, r étant une rétraction de G sur C, r \ G C\ C est

./s.

une rétraction de G C\ C sur C.

3. Applications.

THÉORÈME 5. — Si C est rétracte d } espace convexoïde et si C est simple^
alors i[x='i{x)ç.C^==1, quelle que soit Inapplication Ç de C en lui-même.
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Le théorème est une conséquence immédiate du lemme 4, puisque,
C étant simple, A'^(C)=zi. C est simple, par exemple s'il est rétracte d'un
espace convexoïde simple, ce qui résulte du théorème 18 de [6], p. 176.

COROLLAIRE. — Toute application en lui-même d'un rétracte d'espace
convexoïde qui est simple possède au moins un point fixe.

THÉORÈME 6. — Soient C un rétracte d'espace convexoïde et Ç une appli-
P

cation de C en lui-même ; s'il existe un entier p > o tel que Ç soit homotope
dans C à une application constante^ alors

A^(C)=i .

PREUVE. — Soit fr la restriction de Ç à ê7' (notations de l'introduction de [8])
et T^) la trace de cette restriction. Compte tenu du corollaire 5i de [6],

-i
p. I25, on voit que E/- est niipotent pour r >> o; en vertu de la proposition b
de [8], il résulte que

T(ê-)=o (r>o).

D'autre part, T(ê°) = i à cause de la connexion de C, donc

A^C)=^(-iyT(ê'-)=i.

COROLLAIRE. — Toute application ^ en lui-même d'un rétracte d'espace
p ^ _ ^ -

convexoïde telle qu^une de ses itérées Ç est homotope à une application
constante possède au moins un point fixe.

THÉORÈME 6. — Si C est rétracte d'espace convexoïde^ si C est simple^
si (Di) (i=== i, . . ., n) sont des ouverts de C deux à deux disjoints et si

chaque Di est rétracte de 6\ alors

/ n \
^^-(JA -i-

\ <=i /
quelle que soit l'application E de C en lui-même possédant les propriétés

n

suivantes : i° Ç(Z^)c^; (i'== i, . . • , n) ; 2° ̂  j A ne contient aucun point
1=1

fixe de \.

PREUVE. — Compte tenu du théorème 4-, on a

/ " -\U C-\JD, ==^(0-^(A);^ » =:^{u) — ̂ ^-^i)^

fc=l / i-=i
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d'autre part, on remarque que tout rétracte d'un espace compact simple
est simple; cela résulte encore du théorème 18 de [6], p. 1^6. Compte tenu
des lemmes 3 et ^ ci-dessus, il s'ensuit que ^ (/);)== A^(A-) == i ? pour
chaque /, et que i^(C) == i.

c. Q. F. D.

COROLLAIRE. — Si n ^7Z i, toute application satisfaisant à la condition i°
n

possède au moins un point fixe dans V ensemble C— \ ] Di.

;=i
Une forme plus particulière de ce dernier résultat a été démontrée

directement dans [3]; elle englobe le théorème de point fixe démontré
dans [2].
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