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THEORIE DES POINTS FIXES :
SUR LES RETRACTES DE VOISINAGE DES ESPACES CONVEXOIiDES;

PAR

AristipE DELEANU

(Bucarest).

Ce travail fait suite au Mémoire de Jean LERAY sur les équations et les
transformations [ 7], qui contient une théorie des points fixes pour la classe
des espaces convexoides.

On a remarqué que la classe des espaces convexoides ne contient pas la
classe des rétractes absolus de voisinage; néanmoins, la théorie des points
fixes construite par Jean Leray s’applique aux rétractes absolus de voisinage
et c’est précisément l'objet de ce travail de 'expliquer en détail. De cette
maniére, la théorie des points fixes de S. Lrrscuerz [47], [5] sera généralisée
dans deux directions :

1° Elle pourra étre appliquée a des espaces qui ne sont pas des rétractes
absolus de voisinage;

2° Elle étudiera non seulement les points fixes de 'espace tout entier,
mais, plus généralement, les points fixes qui se trouvent dans une parlie
ouverte de I'espace considéré.

L’auteur exprime sa vive reconnaissance a- J. LERAY pour les utiles
suggestions recues pendant la préparation de cet article.

1. Rétractes des espaces convexoides.

Dans ce qul suit, nous conservons la terminologie de [6]. Un espace
q ) 8
topologique est dit simple, quand ses groupes de cohomologie, dans le sens

de Cecn-ALEXANDER, & coefficients rationnels, sont ceux d’un espace réduit
a un point.

Un espace topologique £ est dit convexoide s'il est compact, connexe et
s'il posséde un recouvrement U = (U, ). tel que :

a. Les parties U, sont fermées et simples;
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236 A. DELEANU.

b. L’intersection d’un nombre fini d’ensembles U/,, ou bien est vide, ou
bien appartient a la famille U ;

c. Pour chaque point x€Z et chaque voisinage ¥V de z, il existe un
nombre fini d’ensembles (Uy,) (i =1, ..., p) tels que

» P
x € int ‘ ’Uai C‘ )UoriCV.

i=1 =1

Lemme 1. — La réunion d’un nombre fini d’ensembles U, est convexoide,
st elle est connexe.

r

En effet, considérons ’ensemble 1" — U U,,. L’ensemble £ est compact,

i=1
et I'on peut prendre comme famille U la famille de toutes les parties non
vides de la forme U,,nUg (i=1, ..., p; B€A). On vérifie aisément les
propriétés intervenant dans la définition ci-dessus.

Soit, maintenant, C un espace compact, qui est rétracte d’espace convexoide.
Il existe donc un espace convexoide £ et une rétraction r de £ sur C.

Soit £ une application continue de C en lui-méme et O une partie ouverte
de C; on supposera que la frontiere O = 0 — O de O ne contient aucun
point fixe de %. Dans ces conditions, on va définir un « indice total des
solutions intérieures a O de l'équation x — () »,noté { { z =E(x)€ O} ou,
plus briévement, &(O). Pour cela, on considére 'application r de £ sur C
et I'on applique [7], (chap. 6, § 4, p. 223) & I'équation x = r[E(x)], en
posant, par définition,

i(0)=ile=L(z)e0}=i{t=Lr(t)eT (0)},
ou le dernier indice est celui défini dans 'espace convexoide £ (p. 212de [7]).
Lemye 2. — i {x =E(z) € O} est indépendant du choix de E.

Preuve. — Soit £’ un deuxiéme espace convexoide et 7/ une rétraction
de E' sur C. Considérons le diagramme

r

E— 07 —7M s F
N [
N

et appliquons la formule terminant la remarque de [7], p. 224, a I'équa-
tion x =r'[r(E(x))]

ile=rir()er(0)|=ilt=:rrt)e? 7 0)],
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c’est-a-dire, puisque ri —=¢f et r'r —=r,

e=cr(yer ) =ilt=tr)er (0)].

C. Q. F. D.
Lenne 3. — Soient C un rétracte d’espace convexoide et K un rétracte

de C; soit O un ouvert de C contenu dans K et £ une application conlinue
de C en lui-méme, telle que L (K)c K. Si l'on pose t | K=, on a

(0) =1,(0),

cest-a-dire qu'll est équivalent de calculer 'indice des solutions intérieures
a O en considérant O comme partie de C ou comme partie de K.

PreuvE. — Soit 7 une rétraction d’un espace convexoide /% sur C et p une
rétraction de C sur K. pr est alors une rétraction de /£ sur K. Conformément
a la définition, il s’agit de prouver que

(1) ift=:r()er (0)|=ilt="Zpr(t)eT 7 (0)},

les indices étant calculés dans .
Démontrons I'égalité

+(700)) =r7(0).

Soit zer 7 (0); pour chaque voisinage V de « il existe alors un y € F,
tel que 7(y)€Oetr(y)eV, donc z€ OcC, done r(x) = x; d’autre part,

on a Oc7 (0), donc ze 7 (0) et, par suile, x:r(x)er(?%O)). Il en

résulte que 7 (0) C r<7" (O)) ; I'inclusion réciproque résulte de la continuité
de 7.

Les applications £7 et Zpr coincident sur I'ensemble 7 (0), car x€7 (0)
entraine

r(x)er(?(O)) —=r7(0)=0ckK,

donc pr(x)=r(x). En appliquant la remarque 2 de [7], p. 212, on en
déduit

(2) i (7 (0)) = it (7 (0)).

D’autre part, 'ensemble 77 7 (O) — 7 (O) ne contient aucun point fixe de
I'application £p 7. En effet, supposons que

€7 P (0)—7(0) e pr(x)=uz;
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il s’ensuit, d’une part, que p r(z)€ Oetr(z) & O, et d’autre part, que z€ K,
donc
or(z)=r(z)=uwx, donc f(z)=w.

Comme () ne contient aucun point fixe de £, on arrive & la contradiction
r(z)eO et r(x)gO0.

Vu la derniére affirmation du théoréme 22 de [ 7], p. 212, on en déduit

(3) iz (7 (0)) = i (7 0 (0)).

Les relations (2) et (3) entrainent (1).
C. Q. F. D.

Le théoreme D de [8] a pour conséquence immédiate que la proposition
suivante s’applique & tout rétracte C d’espace convexoide :

TutorkMe 1. — Soit £ une application continue de C en lui-méme et O
—_ n —
une partie ouverte de C. Considérons la restriction ;,—="| O; (3,(0)>,l>0
est une suite décroissante de compacts,

k= ()a(0) = Jim £(0)
n>0
est compact et &, (k) = k.
Supposons kc O; alors i:(0) et le nombre de Lefschetz Ag(k) sont
définis et

it (0) = Ag(k),
et, plus généralement, si K est un compact tel que

kct(K)cKcO,
Ar(K) est défini et
(0) = Ag(K).

Nore. — Dans cet énoncé, il s’agit de la définition plus générale du nombre
de Lefschetz qu’introduit [8].

Lense b, — S¢ C — O ne contient aucun point fize det, alors iz (O) est
le nombre de Lefschets Az (C) de I'application £ de C en lui-méme.

Prevve. — Puisque C — O ne contient aucun point fixe de £=r¢, le
théoréme 22 bis de [7], p. 224, donne

i(0)=ir (C).
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Or, en prenant O =K —=C dans le théoréme 1 ci-dessus, on voit
que Ag(C) est défini et que
i (C)=A:(C).

ReMArQUE. — Le nombre de Lefschetz Az (C) peut étre défini classiquement,
puisque tout rétracte d’'un espace normal ayant son groupe de cohomologie
de type fini posséde la méme propriété, vu le théoréme 18 de [6], p. 176.

2. Rétractes de voisinage des espaces convexoides.

Cette classe d’espaces contient les rétractes absolus de voisinage (ANR),
puisque le cube fondamental de Hilbert est convexoide, comme toute
partie convexe et compacte d’'un espace vectoriel topologique localement
convexe ([T], p. 248). :

Lemme 5. — Si C est un rétracte de voisinage d’espace convexoide, alors
toute composante connexe de C est ouverte dans C.

Prevve. — Par hypothése, il existe un espace convexoide [, une partie
ouverte G de [ et une rétraction r de G sur C. Soit K une composante connexe
quelconque de C et x € K; il existe une famille finie (Uy,) (i=1, ..., p)
telle que

P
zeDc U U,,CG,
i=1

ou D est un ouvert de £. En outre, on peut s’arranger pour que chaque Uy,
»

contienne le point z; il en résulte immédiatement que U U,, est un
i=1

ensemble connexe, compte tenu du fait que chaque Uy, est simple, donc

connexe. r<U Ua,-) est” aussi connexe, comme image d’un ensemble

connexe par une application continue. Il s’ensuit que

» »
zebnCc| \ U, )ncer( \ U )ck.

i=1 i=1

Or, DN C est un ouvert de C, donc, le point x € K étant arbitraire, la
composante K est ouverte dans C.
C. Q. F. D.

TneoriMe 2. — Si un rétracte de voisinage d’espace convexoide est
compact, alors il @ un nombre fini de composantes connexes.
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Ce théoréme est une conséquence immédiate du lemme 5.

Tukorkne 3. — Tout rétracte de voisinage d’espace convexoide qui est
compact et connexe est un rétracte d’espace convexoide.

Prevve. — Soit € un rétracte de voisinage d’espace convexoide, qui est
compact et connexe; il existe alors un espace convexoide /, un ouvert G
de £ et une rétraction r de G sur (.

Soit € C; il existe des parties Uy, ..., UF,, de E appartenant a la

n(x)

famille U, telles que, si 'on pose W = int U Ur j,ona

i=1
n(x)

xe W,c U Urca.

i=1

En outre, on peut sarranger pour que chaque Uf[i=1, ..., n(z)]
contienne le point x. On extrait du recouvrement ouvert (Wz).ec du
compact C un recouvrement fini (W) (j=1, ..., q); il résulte que

q q  n(r)
Cc U W.,c U U UricG.
j=1

j=1  i=1
Or, les parties Ui sont simples, donc connexes; puisque chacun des lermes

de la réunion F _—_‘ ’ Uiia des poinls communs avec ’ensemble connexe (),
i/

il s’ensuit que F est connexe el donc, en vertu de lemme 1 un espace

convexoide. En outre, 7| F' est une rétraction de F sur C. C. Q. F. D.

Soit, maintenant, C un rétracte de voisinage d’espace convexoide qui est
compact; vu le théoréme 2, C a un nombre fini de composantes connexes (|,
C,, ..., C,. Soient £ une application continue de C en lui-méme et O une

partie ouverte de C, telle que O ne contient aucun point fixe de . On va
définir I'indice total i{x =§(x) € O|. Chaque C; (j=1, ..., n) est un rétracte
de voisinage d’espace convexoide compact et connexe, donc, compte tenu
du théoréme 3, un rétracte d’espace convexoide. Pour chaque j(1 ;7 = n),
soit7 (/) I'indice bien déterminé par la propriété £(C;) € (), et soit £, = £/ C;.
Nous posons alors, par définition,

. . W Y . "
G(0)=ilzx=tx)e0}—= Z L;Vx:;g(.r)GOr\CK;,
P=<(L)
I'indice figurant au second membre étant celui défini au paragraphe 1

pour les rétractes des espaces convexoides. S’il n’existe aucun indice ¢ tel
que ¢ =7(f), alors nous posons, par définition, iz(O) = o.
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Du théoréme 22 bis de [T], p. 224, du lemme & ci-dessus, et du fait

que Az(C)= ¥ Agy(C}) on déduit le
b==(0)

Tokorine . — Dans un rétracte de voisinage d’espace convexoide
compact C, Uindice total i:(O) est un entier positif, négatif ou nul, qui
est défini chaque fois que O ne contient aucun point fize de ¢,

1l vérifie le théoréme 1.

Si ¢ et n sont deux applications de C en lui-méme telles queil O0=n ‘ 0,
alors i(0)=1i,(0). Si & et 0 sont deux applications homotopes de C en
lui-méme, alors iy(0) =i,(0), si tous les deux sont définis. Si (0O;)
(=1, ...,m) sont des ouverts de C deux a deux disjoints et tel que O;C O

n
(J=1, ....m) et que O — ‘ ,0/ ne contient aucun point fixze de Z,

j=1
m

. N - . . .. .
alors iz(0) :Z‘zg(O/); en particulier, si iz (O) 7 o, alors O contient au
j=1
moins un point fixe de £. Si C— O ne contient aucun point fixe de 7,

alors iz(0) = Ag(C).

Cas particulier : Si C est un rétracte absolu de voisinage et si O — C, on
obtient le théoréme de point fixe de Lerscuerz [}, [5].

- RemarQues. — «. Il y a méme des espaces convexoides simples qui ne sont
pas rétractes absolus de voisinage; en effet, on sait | 9] que la boule unitaire
dans un espace de Hilbert convenable, muni de la topologie faible, n’est pas
rétracte absolu de voisinage; d’autre part, elle est convexoide et simple,
puisqu’elle est compacte et homotope en elle-méme a un point.

b. Si C est un espace compact qui est rétracte d’une partie ouverle &G
d’un espace vectoriel topologique localement convexe séparé et complet,

alors C est rétracte de voisinage d’espace convexoide. En effet, soit C 'enve-
loppe fermée convexe de C; on sait ([1], chap. 2, § &, n° 1, p. 81), que dans
un espace localement convexe complet I'enveloppe fermée d’un ensemble

compact est un ensemble compact. C est donc un espace convexoide,
G N C est un ouvert de C et, r étant une rétraction de G sur C, r| GN C est

une rétraction de Gn C sur C.

3. Applications.

Tutorine 5. — Si C est rétracte d’espace convexoide et si C est simple,
alors i{x =E(x)€ C =1, quelle que soit I'application t, de C en lui-méme.
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Le théoréme est une conséquence immédiate du lemme 4, puisque,
C étant simple, A:(C)=1. C est simple, par exemple s’il est rétracte d’un
espace convexoide simple, ce qui résulte du théoréme 18 de [6], p. 176.

CoroLLAIRE. — Toute application en lur-méme d’un rétracte d’espace
convexoide qui est simple posséde au moins un point fize.

TueorREME 6. — Soient C un rétracte d’espace convexoide et £ une appli-

cation de C en lui-méme; s'il existe un entier p > o tel que £ soit homotope
dans C a une application constante, alors

A (C)=1.
—1 —1
Preuve. — Soit £, la restriction de £ & & (notations de I'introduction de [8))
et 7(8") la trace de cette restriction. Compte tenu du corollaire 5, de [6],

p- 125, on voit que E: est nilpotent pour r > o; en vertu de la proposition b
de [8], il résulte que
T(&)=o (r>o).

D’autre part, 77(8°) =1 & cause de la connexion de C, donc

Az (C) :E (=) T8 =1.

r>o0

CoroLLAIRE. — Toute application & en lui-méme d’un rétracte d’espace

» .
convexoide telle qu'une de ses itérées § est homotope a une application
constante posséde au moins un point fize.

TutoriMe 6. — Si C est rétracte d’espace convexoide, si C est simple,
si (D) (i=1, ..., n) sont des ouverts de C deux a deux disjoints et si

chaque D; est rétracte de C, alors

i C—;Q]ji —=1— n,

quelle que soit U'application &t de C en lui-méme possédant les propriétés
n

suivantes : 1° ﬁ(l—),)Ci_)i (i=1, ..., n); 20‘ ’ D; ne contient aucun point
i=1
Size de §.
Prevve. — Compte tenu du théoréme 4, on a

n

i C—\UJD)=i(0) =N i(D;

=1 i=1
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d’autre part, on remarque que tout rétracte d’un espace compact simple
est simple; cela résulte encore du théoréeme 18 de [6], p. 176. Compte tenu
des lemmes 3 et & ci-dessus, il s’ensuit que ig(D,-):Ag(l_)i):I, pour
chaque 7, et que iz (C) =1.

C. Q. F. D.

CoroLLaRe. — Si n Z 1, toute application satisfaisant d la condition 1°

n
possede au moins un point fixe dans 'ensemble C — ‘ ’ D;.
i=1
Une forme plus particuliére de ce dernier résultat a é1é démontrée

directement dans [3]; elle englobe le théoréme de point fixe démontré
dans [2].
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