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QUELQUES RÉSULTATS D'EXISTENCE DANS DES ÉQUATIONS
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES NON LINÉAIRES;

JACQUES-LOUIS LIONS
(Nancj ).

Introduction. — On va considérer dans cet article un certain nombre
d'équations aux dérivées partielles d'évolution, non linéaires, l'exemple le
plus important étant celui des équations de Navier-Stokes, étudiées au para-
graphe 2.

On va se préoccuper de résultats d'existence ; on n'étudie pas les problèmes
d'unicité correspondant aux équations considérées (cf. déjà G. PRODI [19]
et LIONS-PRODI [18]).

Comme il est classique, les théorèmes d'existence reposent sur des
évaluations a pr io r i ' , comme il est fondamental d'obtenir, à l'aide de ces
évaluations, des familles compactes de fonctions, il faut obtenir des évalua-
tions sur les dérivées en x (variables d'espace) et en t (variables de temps),
ou les accroissements différentiels en x et en t.

L'obtention de majorations a priori pour les dérivées en x est classique;
l'exemple le plus important dans l'ordre d'idées qui nous occupe est donné,
pour les équations de Navier-Stokes, par LERAY [12], [13], [1^].

On va obtenir ici des évaluations a priori pour les dérivées d^ordre frac-
tionnaire (<<i/ /4) en t (méthode résumée, pour les équations de Navier-
Stokes, dans LIONS [15]).

On donne au paragraphe 1 les résultats généraux dans ce sens ; ils utilisent
essentiellement la transformation de Fourier, ce qui est peut-être inhabituel
en matière de problèmes non linéaires.

Des majorations a priori du paragraphe 1, on déduit divers théorèmes
d'existence de solutions faibles, ceci dans les paragraphes 2 et 3.

Au paragraphe 2, on considère les équations de Navier-Stokes. On
complète, dans une certaine mesure, les travaux fondamentaux de LERAY,
loco citato. Sur un ouvert i2 quelconque de T?^, la dimension n étant ^4,
on montre l'existence d'une solution des équations de Navier-Stokes, solution
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« faible )> , appartenant à une classe plus petite que la classe des solutions
turbulentes de Leray.

Des solutions plus faibles, mais en dimension quelconque, ont été cons-
truites par HOPF [7].

Des solutions plus fortes, mais locales en ^, ont été construites en dimen-
sion 3, par KISELEV et LADYZEISSKAYA [10], et en dimension 2 par LADYZEN-
SKAYA [11], cette fois globalement en t. Il y a unicité dans la classe de solu-
tions considérée par KISELEV et LADYZENSKAYA.

La question de l'unicité des solutions que nous construisons n'est pas
résolue en dimension 3 et 4 ; ^IG l'est en dimension 2 : on montre même
(cf. LIONS-PRODI loco citato) qu'en dimension 2, il y a unicité des solutions
turbulentes de Leray.

Le paragraphe 3 étudie deux exemples différents des équations de Navier-
Stokes ; on peut varier les exemples à l'infini.

La démonstration des théorèmes d'existence utilise :

a. les majorations a priori des dérivées d'ordre fractionnaire ;
b. des critères de compacité;
c. la méthode de Faedo-Galerkine (cf. S. FAEDO [^], et aussi J.W. GREEN [6J)

utilisée dans les problèmes de Navier-Stokes par E. HOPF [7], et depuis par
de nombreux auteurs.

Des applications différentes de l'estimation des dérivées fractionnaires ont
été données dans LIONS [19], et [17], pages 34-42-

I. — Évaluation de dérivées fractionnaires par rapport au temps.

1. Notations. — Tous les espaces vectoriels topologiques considérés seront
des espaces sur le corps R des réels. Si A et Y sont deux espaces (vectoriels
topologiques localement convexes), XC ^signifie que A est contenu dans Y
avec une topologie plus fine.

On donne deux espaces de Hilbert, V et Zf, avec Vç.H'^ l'espace V est
dense dans H ou non. Si /, gç:H^ (/, g) désigne leur produit scalaire dans
77, et |/[ == (/, Y)172; si ^, vç. V^ ( ( (^ , c ) ) ) désigne leur produit scalaire
dans V et

\\\u\\\=(((u, u))f.

On désigne par / une variable réelle ( le temps). Si X est un espace de
Banach, on désigne par LP (a, b\ X) l'espaces des (classes de) fonctions de
puissance ̂ 1ème sommable à valeurs dans X (cf. BOURBAKI [1] ; on pose

iM|̂ ,̂ ,=f f \\u(t)\\'kdt\'\
\^ a /

où [ [ u [lie désigne la norme dans X.
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On utilisera la transformation de Fourier en t. Formellement, si u est une
fonction donnée à valeurs dans X^ ^ u= ù désigne sa transformée de Fourier,
donnée par

/l+ao

ù(r) == < exp(27r^T) u(t)dt,

intégrale prise dans E. Ceci a un sens précis pour les distributions tempérées
à valeurs dans X {cf. L. SCHWARTZ [20], [21]). Si, en particulier,
u ç. Z1 ( — oo, 4-oo ; X), alors 3' u = ù est bornée et

Mik^/ \\u(t)\\xdt.\\^^)\\x

Si l'on prend X= II (espace de Hilbert) et si uçL^Ç—oo, +00; //), alors
ùçL^—oo, +00; //) et

.,+00 „+-
^ [^ (T) ] 2^^ ^ \li{t)\ldt.

J—w t^—oo

Si uçL^-Ç—oo, +oo; //) et si sa transformée de Fourier vérifie

„+-
(l.l) ^ |ï ^ ^(ï) '^^oo.

on dira que /a dérivée en t d^ ordre y (y, nombre réel quelconque) de u est
dans Z2 ( — oo, + oo ; H).

Si ^ est à support (en t) limité à gauche, alors la dérivée d'ordre y en t
est classiquement définie par

(1 .2 ) Wu=r_^u,
avec les notations de SCHWARTZ ([20], t. 2, p. 3o). (Il s'agit ici d'un produit
de composition en ^, entre une distribution scalaire et une distribution à
valeurs dans E\ cf. SCHWARTZ [2].) On a

(1 .3 ) ( [DT^^r^Tr)^ Ç T^\Û(T)\2dT.
^ —— 00 t/—— 00

2. Évaluations a priori ( I ) . — Pour chaque tç.R^ on donne une forme
{m + i)-linéaire

^1, . . ., U,n, V - > b ( t ; Ui U^ . . ., Um, V)

sur l'espace V. On supposera que

^ ( Pour tout u^ vç. F, la fonction t—^b{t\u^ ..., u,^ v)
\ est continue sur 7?.
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Puis

II existe un espace de Banach E, avec V(^E, tel que

^•^ ^(^^-••'^^I^PII^II^-.ll^llz.lll^ll,
où P est une constante, et où [ [ ̂  désigne la norme dans E.

Nous allons démontrer le

THÉORÈME 2. i. - On donne une fonction

^eZ^-oc.+oo; nnZ^-oo,+00 ; A'),

nulle pour t<o (p. p.). On pose :

^•^ ^/^ii^r^ ^==F|^)|[^.
o ^o

6^ suppose que^ pour tout vç. V,

(2.4) A(^), .) + b{t^ u(t)^ u(t)^ . . , u(t)^ p) = (((/(,), ,))) + ̂ ^ ,) ̂

o^ A == djdt est calculé au sens des distributions sur B, où § est la masse
de Dirac à Vorigine, où f est donnée, dans Z^-oo, +00; F), nulle pour
t < o et où u, est donné dans H. Si les hypothèses (2. i ) et (2. 2) ont lieu
alors quel que soit Y avec '

(2 -5 ) 0 < Y < J / 4 ,

la dérivée W u est dans Z^-oo, +00; //), et l'on a

(2.6) j 7)ï^^c(Y)^+(^+ ^D^+yill^^lH^À

ou c(y) est une constante dépendant de y.

DÉMONSTRATION.

i° Comme la forme linéaire v-^b(t', ̂  . . ., ̂  ,.) est continue sur V
on a

^; ̂  ..., U,n, ̂ )=(((^(^ ..., U,n), ^))),

OÙ

g(u^ ..., ^,)ç ̂
et, d'après (2 .2) ,

I I I ̂ i, . . . , ^) I I I ^(3 ||^ | [ ^ . . . [ [ «/,[[^.

Si, par conséquent, on pose

h(t)=^(u(t), ..., ^ (^ ) - )^
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il vient

(2.7) b(t-, u(t), .... u{t), ^)=(((/^), ç.))),

avec

(2.8) |!|/^)|||^p|[^)l|;?.

Donc

(2.9) f \\\hW\\\dt^K,,.

2° L'équation (2 .4) peut maintenant s'écrire

(2 . io) A(^), ^=((( /W, ^ ) ) )+ (^o , c)ô-(((/^), F))),

et, par transformation de Fourier en ^

27r /T ( f< (T) , ^)=(((/(T), ^)))+(^)-(((/î(-), ^))).

On prend, dans cette équation, v=ù(r), ce qui a un sens presque partout
en T. On en déduit

27T [ T [ . [ ^(T) ^III/W III . III ^(T) III + | ^o . | â(T) \ + ||| A (ï) ||| . ||| ^ (ï) |[|,

et comme, d'après (2.9),
|||/î(T)|||^i3A^

on en tire

( 2 . 1 1 ) [ T | . ^(T) |^C,(À^4- | ^o |) III à^) III + C, |||/(T) III . [ | | ^(T) III ( 1 ) .

3° Le théorème résulte maintenant de (2.n). En effet, soit y donné avec
(2.5) ; on choisit (ce qui est loisible) [3 avec 1/2 < (3 <. i et

|ï •2T^c.,(i4-M)(i+|T|?)-'.

Alors

fl^T f<(T) \-d^

^C,Ç(l^- T | ? ) - 1 [ ^ ( T ) [ 2 ^ + ^ ^ ( I 4 - [ T [ P ) - 1 | T [ . ^(T)!-2^

et en utilisant (2. n) et CAUCHY-SCHWARTZ

rT|--T|^(T)|9^^Jr(|[|^(T)||[2+|||/(T)||^-)^)t> \^/ /
/ y * \ i y9 / r* \

+C3(^+^)(j|||^M|||2^) '(J^"^ Tl?)-2^

et comme 2 (3 > i, on en déduit (2.6).

( 1 ) Les c; désignent des constantes diverses.
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3. Évaluations a priori (II) . - On remplace dans ce numéro l'hypo-
thèse (2 .2) par l'hypothèse moins restrictive suivante :

(3.1) { pour tout r) il existe u"e ^"^ante (3r (dépendant de T) telle que
( \b(t; u,,. ..,^,(.) \^T\\U^...\\U,,\\B\\\V\\\ pour t^T.

On va démontrer le

THÉORÈME 3.i . - On donne une fonction u, nulle (p.p.) pour t <. o et
avec

(3.2) oçL^o, T; F)nZ'»(o, T; E) pourtant T fini.

On pose

(3.3) J..(T)=f \\\uW\^-dt, K^^f'^W^dt.
0 i/O

On suppose que pour tout rç F, (2.4) a lieu, a^ec u, donné dans H et
/eZ2^ F; V) pour tout T fini. On suppose que (2.i et (3. i) ont lieu.
Dans ces conditions, si q est une fonction donnée quelconque de t, une fois
continûment différent table, nulle pour t> T, alors

Dï^eZ^-oo, +00; ff) ( o < y < i / 4 )
et

/,+oc

(3.4) \ \W(qu)\2dt
^—sc

^c(-f,q)^(T)+(K,.(T)+\u»\f,.(Ty/9-+ f1 \\\f(f}\\^ dt\
s «^O /

DÉMONSTRATION. — Posons gu= w. Alors

D,{w{t\ ^)==^(((/(Q, ^)))+ q(o)(u,, v ) à

—qb(t', u(t), » ^ u { t ) ^ ) ^ - q ' { u ( t ) , P) .
On pose

^(^)(((/(Q^)))+^(Q(^(^)^)=(((/,(^)^))),

ce qui définit /ieZ9 ( — 0 0 , +oo; V), avec

r"^ r7'
j Ill/i W |||2 dt^c, { (\V(t) |[|q-+ III u(t) ||[9-^

—

 ao
 J

 Q

Ensuite
ç { t ) b ( t ; u ( t ) , ..., ^(^)^.)^(((^(^)^))^

où

^W=q(t)^(u(t), ..., ^(^))
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et, par conséquent,
y

f\\\h,(t)\\\dt^c^ \\u{t)[\'gdt. .

On peut maintenant écrire

(3.5) A(w^), v) =(((/, (Q, (.))) + (q(o)u,, v) ô- (((MO, F))).

Ceci est une équation analogue à (2.io), avec des hypothèses identiques. On
peut donc appliquer (2.6), d'où le résultat.

^. Variante. — [1 est évidemment possible de varier de multiple façons les
hypothèses dans les évaluations qui précèdent. Voici un exemple qui nous
sera utile (§3). On suppose, pour fixer les idées, que m ==3. Et l'on fait
l'hypothèse

<^.i) |^(^^,^^^)|^Pr||^||^||^||^|||^|||.|||^||| (t^T).

On donne une fonction M, nulle pour t << o, et vérifiant

(^ .2) uçL^o, T, V)r\L^(o, T; E) pour tout T fini,

et vérifiant (2.4).
Alors

b{t, u(t), u(t), u(t), P) = (((/^), ^))),

avec
|||A(<)|||^(3r||«W||fi|||«(<)|l|,

d'où il résulte que, la fonction q étant définie comme au n° 3,

f\qW\.\\\h{t)\\\dt^J f \\u(t)\^dt\"( f \\\u(()\^dt\ .
^ \^o / V^o /

On a alors un résultat analogue à celui du théorème 3 . i , Ku{T) étant
seulement remplacé dans (3.4) par

R^T)^.f\\H{t)\\Edt\'(f\\\u(t)\\\vdt\ .
V.^O / V^O /

II. Équations de Navier-Stokes.

1. Notations. — On désigne par î2 un ouvert de 7?71, connexe. Il ne sera
jamais fait l'hypothèse de régularité sur la frontière de î2.

BULL. SOC. MATII. — T. 87, PASC. 3. 17
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On désigne par H'^) l'espace des fonctions uçL2^), dont les dérivées
distributions D, u (D,= à/ôxi) sont dans Z2^); toutes les fonctions sont
supposées à valeurs réelles. On pose

1/2

\(Q) •= ( 1 | u j|i.(û)+ ̂  II A^ ||L(Q)1 ^ /J,(Q)== ^i b

ce qui munit /Z1^) d'une structure hilbertienne. Comme d'ordinaire si
/^e^-(^)

(/, ̂ )^(Q)= //(-P) §{x} dx.
^û

On désigne par (D(^) l'espace des fonctions indéfiniment difTérentiables
à support compact dans î2, et par H^ (^2) l'adhérence dans ff1 (^) de CQ(Î^).
Les fonctions de ^(^2) sont « nulles » au bord de Î2 (pour le sens précis à
donner à cette assertion, cf. DENY-LIONS [3] et M. BRELOT [2]).

Espace H. — On désigne par H l'espace produit (Z2^))^ Donc un
élément/de H peut s'écrire :

/=(/i,...,/.), /•e^(^).
Si/, gç.H, on pose

n

(f^)=^(fi^i)L^Q)

i=ï

On considère de même l'espace produit (//1 (^))n.

Espace V. — C'est l'adhérence dans /Z1^1))72 [ou, ce qui revient au
même, dans (/^(t^))^] de l'espace des fonctions ^==(^1, ^, . . . , ^), où

( l - i ) ^€^)(^) pour tout i,

et
/!

( l - 2 ) VA^-^0 (ou : d iv^==o) .
z'=^l

La norme sur V est celle induite par (H1 (^))71, donc

/ . M/2

( 1 - 3 ) 1 1 1 ^ 1 1 1 ; = ( Sll^ll^^) •

v=i 7
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Pour M, v dans V, on posera
71

(1 .4) ((^ P))=:^(A-^ A^)=^(A^A^)Z«(Q)
;=l ij

et

(1 .5) [ |^| |z=((^ ^))V2.

On définit ainsi une norme sur V^ mais qui n'est pas forcément équivalente
à [ I I u I I I . Voici un cas où ces deux normes sont équivalentes. On dit que t2
est d'1 épaisseur bornée dans une direction s'il existe une direction L telle
que la projection de i2 sur L soit bornée. Alors : si ̂  est un ouvert d'épais-
seur bornée dans une direction^ les normes [ [ u |[ et ||[ u ||[ sont équivalentes
sur V.

Notons que l'espace V n'est évidemment pas dense dans 77, puisque tout
élément v de l'adhérence V de V dans H vérifie : div^ — o.

Nous utiliserons aussi l'espace TT-1^), dual de H\ (^2); c'est l'espace des
distributions sur t2 qui peuvent s'écrire

^/o+S^ •/0' f^^W'

Forme trilinéaire b(u^ v, w). — Si u = (^-), v = (^-), w == (w;), où les
^•, . . . sont des fonctions données sur ^2, on pose (formellement tout d'abord)

(1.6) b(u, v, w)==V \ Uk(DkVi)Widx.
f^

On définit ainsi une forme trilinéaire continue sur l'espace

Z4 x V x L\
où nous posons

//^(Z4^)^.

LEMME l.i. — Si la dimension n est ^4? ̂  forme trilinéaire (1.6) est
continue sur l^ espace produit Vx Vx V.

En effet, si la dimension est ̂ 4 5 il résulte des théorèmes de SOBOLEV [22]
que /^(^C^4^), donc que FcZ4 , d'où le résultat.

LEMME 1 . 2 . — Si n^[\^ pour tout u^ ^, w dans V^ on a

(1.7) b(u, v, w) + b(u, w, v) ==o.

En effet, celte relation est évidente, par intégration par parties, si M, v^ w
vérifient (l . i) et (1.2), et l'on passe de là au cas général par prolongement.
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2. Equations de Navier-Stokes. Théorème d^existence.

PROBLÈME 2.1. - On cherche une fonction „ ajant les propriétés suivantes

^^ ( u es ta valeurs dans V, nulle (p. p.) pour t < o, et
( u ç L2 (o, 77; V) pour tout T f ini ;

^'2) ^ f-^). ̂ W) 4-^(7), 0(Y)))+ 6(^(Q, ̂ ), 0(^))}^

=/ (/(^ ^n^+^o, <Ï>(0)) ( 9 )
i/o

pour toute fonction 0 telle que

(2.3) ^ 0 est conlinue à support compact dans [o, oo[, à valeurs dans V
( ^'=zD^ étant dans /^(o, oo; H),

et où dans (2.2), la fonctions/est donnée, avec/ç/^o, 77; //) pour tout T
fini, et où UQ est donné dans V = adhérence de V dans //.

Le nombre v est donné >o.
<9/i ^//^o.^ désormais la dimension n^^ Alors, les a désignant des

constantes diverses, d'après les inégalités de Sobolev

| i^(u(t), u(t), a»(^)) | ̂ c, | [ [ u(t) |[|2 (il ̂ (t) ni
de sorte que b(u{t), u(f), ^(t)) est sommable, et les expressions intervenant
dans (2 .2) ont bien un sens.

Interprétation du problème 2.i. - On va démontrer que le problème 2. i
équivaut à la recherche de u avec (2. i ) et

(2.4) - v^u + -^u -^-^ukD,u =/+ u, (g) ô 4- grad,^,
/c

OÙ

A=A,=^+...+^,

/? est une distribution sur l'ouvert ^x7?,, nulle pour t < o et où
grad^ =^== (^, .. . ^ ^)^ avec

Si=Dip, Di=:àlàxi.

En efTet, supposons d'abord que (2.4) ait lieu, avec (2. r). Soit ^ une
fonction de û)(^x/?/)^; alors

-<A^,^>=f ((«(Q,^(Q))^,
j\)

paV^1; <p(c<")t, a€l(s?),b '̂) )('a"s Ie prcmicr mcmbrc (le ( 2-2 )' ̂ P'-'ccré^^.w^tO)
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le crochet désignant la dualité entre l'espace d^^x/?/)" des /z-uples de
distributions sur i2x7?/ et l'espace (^(^IxPiY. De même,

(l^^)^-- r u(t),^(t))cit,
\ / i/o

donc

(2.5) f i -^w,^w)+^((^( / ) ,< i»M))}^4- /y^^^^\
0 \ ^ /

=r (/(^^))^+(^<î>(o)),
J Q

si e> est dans <î)(î2x/?/)", avec
div.^0== o

(puisque dans ces conditions, <^ grada.^?, < I » ^ > = = o ) .
On note mainlenant que i^D^u^ est localement sommable, de sorte que

V<^/,Z^, e>^> a un sens et vaut f b(u(t), u(t)^ ^ ( t ) ) dt. Par conséquent
k J

(2.2) a lieu, pour toute fonction <Ï> vérifiant

div-y^==o et ^çô^(Q. x B^)n.

On en déduit, par prolongement, que (2.2) a également lieu pour tout <D
vérif iant (2.3).

Réciproquement, soit u solution du problème 2.i. On introduit la distri-
bution de CD'(ilxlîi)"- définie par

(2.6) T=-,u—v^u^-^UkDkU—f—UQ0à',

cette distribution vérifie alors, en particulier,

< ^ ^ > = o

pour tout <I> dans (^(^xT?/)" avec div^^==: o, de sorte T'= grada-7?, p étant
une disiribution sur Î2x7?/, d'où l'assertion.

Par conséquent, le problème 2.i équivaut à (2.4), la fonction u véri-
fiant (2.i), donc étant à valeurs dans V^ c'est-à-dire vérifiant

(2.7) div^(.r, t) = o p. p.

et

(2.8) « u{x^ / ) = = o » dans un sens faible {cf. n° 1)

pour xç. frontière de 12 (3).

( ; i ) Si Q. =/?", (2.8) csL une condition de croissance à l'infini; le problème corres-
pondant est le problème de Cauchy.
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Par conséquent le problème 2.i est bien le problème de Navier-Stokes,
dans un sens faible; on a fait passer la donnée de Cauchy UQ au deuxième
membre, selon la méthode de SOBOLEV [23], SCHWARTZ [20].

Selon LERAY, loco citato^ les solutions du problème 2.i sont appelées
solutions turbulentes des équations de Navier-Stokes

Voici maintenant les théorèmes que nous démontrerons dans les numéros
suivants.

THÉORÈME 2.i. —Si la dimension n ̂ 4i il existe une solution du pro-
blème 2.i. En outre^ on peut.trouver une solution u vérifiant

(2.9) uçL^Ço, 77; H) pour tout T fini

et

(2.10) / Pour toute fonction y, une fois continûment différentiable, nulle
pour t assez grand, et tout y avec o <<y << i/4,

DjÇq^çL^o, oo; H).

On peut apporter, pour certains ouverts ^2, le complément suivant au
théorème 2. i :

THÉORÈME. — 2.2. — On suppose que 12 est d^ épaisseur bornée dans une
direction. On suppose également gué f est donnée dans 7^(o, oo; 7Z), et
que n ̂ (\. Il existe alors une solution du problème 2. i, vérifiant (2.9) et

(2.11) MÇT^O, oo; F),
(2.12) T^T^eT/^o, oo;/7), y fixé quelconque avec o < y < i/4-

Le problème de l'unicité. — En dimension 2, on peut démontrer {cf.
LioPsS-PRODi [18]) l^unicité de la solution du problème 2.i vérifiant (2.9).

Nous n'avons pas pu résoudre le problème analogue en dimension 3 et (\.

3. Solutions approchées. — On va utiliser, exactement comme dans
HOPF [7], la méthode de Faedo-Galerkine. Les résultats de ce numéro sont
explicités pour la commodité du lecteur; ils sont contenus dans HOPF,
loco citato,

Soit 4'!, ^2, . . ., ^pm, . . ., une base de V formée d'éléments de (^(^)n^
par conséquent

^•= (^i, .̂2, ..., ̂ ), ^e <^(^),
avec div^p == o.

Comme UQ est donné dans l'adhérence V de V dans 7/, il existe des
nombres réels aim tels que

m

(3. i) ^ ai,n^i->UQ dans 7 ,̂ lorsque m —>-oo.
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Soit gim(t) les fonctions de t, définies dans un intervalle (o, 7m),
Tm dépendant a priori de m, par le système différentiel non linéaire que
voici : on pose d'abord

(3.2) UmW=^gim{t)^

puis on considère le système

(^4(^ ^)4-v((^), ^-))4-^(^(<), ̂ ), ̂ )==(/(^ ^•)
(y==i, . . . , m)

(3.3)

(où u'^=du,nldt)^ avec

(3.4) ^(o) =:a^.

On multiplie maintenant (3.3) par^y-^(^) , et l'on somme en y, de i a m;
comme b(u^ u, u) == o, on obtient

\ Ït^^ '-^II^^II^.A^ um(t)).(3.5)

On en déduit d*abord que

^\^m(t)\^\f(t) ,

d'où

-/IA
«^o

(3.6)

or

Um{t) [ ^1 Ujn(o)\ Œ)|f / (T;

Um(o) ==^^im^h

i=l

donc d'après (3. i) demeure dans un ensemble borné de 11^ et par conséquent
il résulte de (3.6) que

(3.7) Pour tout T fini, il existe Ci(T) tel que

^n{t)\^C,(T),

pour o ̂  t ̂  77, et pour tout w.

Ceci démontre que T,n=^o pour tout m.
On intègre maintenant (3.5 de o à t :

. f [[^(^[^^^'[^(o)!2-}- f |/(^)|.1^(^)1^.(3.8) -|^W|2-^/ ||^(Œ)]r^cr^_
^ .7., ^^o 2 ^o

II y a lieu ici de distinguer deux cas.
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{Premier cas : Hypothèses du théorème 2 . i . — Alors [ | / / | [ n'est pas
équivalente en général à ||[ u [ ] [ . Mais de (3.7) et (3.8) on déduit que

r 1
\ ||^)|p^^c,(r),

J Q

ce qui, en tenant à nouveau compte de (3.7), implique

(3.9) / Pour tout T fini, il existe c^ ( T) tel que
.T

^ III u^(t)\y-d£^c,(T).
^0

Deuxième cas : Hypothèses du théorème 2.2. — Dans ce cas il existe une
constante k (ne dépendant que de Î2) telle que pour tout u dans Î7, on
an|M;|^Â-| |a | | . On déduit alors de (3.8)

^ f II ̂ (^) ll2^^ I 1 ^.(0) M- k f |/(0) |. Il UmW II ̂ ,
^0 , 2 ^O

d^ù l'on déduit :

(3.io) / II existe une constante Ci, telle que

r^u^^dt^c^u^-^r^w^dt^
^0 \ ^Q J

4. Estimation des dérivées fractionnaires. — Prolongeons u,n par o
pour tout t << o ; désignons encore par u,n la fonction ainsi prolongée. On
peut alors écrire

(4.l) Di{u,n, ^/) -^-b(u,n, Um, ^ j )

^{fW. ^)-~V((^(^), ^))+(^(0),^)Ô.

Plaçons-nous d'abord dans les hypothèses du théorème 2.2. On est alors
dans les condilons d'application du théorème 2.i ( § l ) î on prend,
en effet, E^=^V et l'on utilise (3 . io) ; la relation (^ . i ) n'a lieu que
pour ^•(y==i, ..., 772), mais comme u,n prend ses valeurs dans l'espace
engendré par ipj, iL^, ..., ^nii le raisonnement du paragraphe 1 est valable :
on peut prendre v = ù (r) p. p. Par conséquent :

(^.2) / Pour o << y << i /4î il existe Cy (y) telle que

{{D^Um^dt^c,^) pour tout m (4) .

(^'Dç façoil pins précise, on a pour u^ une inégalité analogue à (2.6) (§ 1), avec

•^^^n^ /^II^JOII2^- r 1 1 1 U^t) HP dt.
^0 vQ
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Plaçons-nous ma in tenan t dans les hypothèses du théorème 2. i; on peut
alors appliquer le théorème 3. i (§1); on obtient cette fois :

(^.3) / Pour o <^v<< j/4, et q une fois continûment differentiable, nulle
pour t assez grand,

f \Dt(qu^)\îdt^c^, q).

5. Démonstration du théorème 2. i . — Soit d'abord q fixée dans
l'espace o)l(7?) des fondions une fois continûment différentiables de ^, de
support limilé à droite; pour fixer les idées, supposons que q est nulle
pour t > T.

D'après (^.3), D^(qu,n) demeure dans un ensemble borné de L^(— 00,4-00 ;77),
et, d'après (8.9), qu,n demeure dans un ensemble borné de L'2( —oo, +00 ; V).
Par conséquent (cf. L. GARDL\G [5], p. 59 et L. HORMANDER [8], p. 201) on
peut extraire une suite qUjm convergente dans L^ÇKxÇo^ T))11- fort pour
tout compact K de 1^.

Nous choisissons q=q^ telle que o ̂ q^,(t)^^, avec <7y==i pour t^ T — i ,
et <7y,= o pour t^T. On peut extraire de la suite u,n une suite ̂  ayant les
propriétés suivantes :

(5. i) u^-> u dans Z°° (o, F; H) faible, pour tout T f ini ;

(0 .2) u^-> u dansZ^o, T\ V) faible, pour tout T f ini ;

(5.3) (u^->u dans/^(Trx^, T))71 fort, pour T fini et pour
( tout K compact de 1^;

(5.4) ( Z^(^^)-^2)v(^) dans Z^-oo, +00; //) faible,
( pour tout T.

Naturellement

[L

(5.5) M(J.(O) ==^a,^i->Uo dans ̂ .
;==:i

On va vérifier que u est solution du problème 2. i.
On mul t ip l ie (3.3) par ( P y ( ^ ) , (pye^)i(^), et Fon somme en y de i à p

(p ̂ /n). On pose
/?

(5.6) <D(0=^^(Q^.;
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on déduit de (3.3) (utilisé pour m=^^p), après sommation et intégration
par parties en t :

(5.7) f {-(^(^^(^-^((^(^ ^ ( t ) ) ) }d t
^0

+ Ç b(u^(t), u^(t), ^(t))dt==
J Q

== f (f(f)^{t))dt-}-(u (o)^(o)).
^o

Faisons tendre maintenant ^ vers l'infini et admettons un instant le

LEMAIE 5.i. — Lorsque pi-+oo

(5.8) j b(u^(t), u^(t), ^(f))dt--> f b(u(t), u(t), ^(t))d£.
•- 0 ^ O

Comme il résulte aussitôt de (5 .2) que

I (u^(t)^'(t))dt-^ f (u(t)^'(t))dt
^0 ^ O

et que

r\(u^(t)^(t)))dt-^ t ((u(t)^(t)))dt.
«^O ^0

on voit que (5.7) implique :

(5.9) f { - ( u ( t ) , ^ ( t ) ) - ^ ^ ( (u ( t , €>(<)) ) ^-b(u{t), u(t), ^ ( t ) ) } d t
^o

== r(fW^(t))dt^-(u,^(o))^
^0

et ceci pour tout <& de la forme (5.6).
Par un raisonnement de densité immédiat, on en déduit que (5.9) a lieu

pour tout <Ï> vérifiant (2.3) ( 5) .
Il résulte de (5.i) que (2.9) a lieu.
Reste à vérifier ( 2 . i o ) ; soit q donnée quelconque dans <P1(7?);

alors cfu === qq u pour T assez grand; diaprés (5 .4)? D^ ( q u ) est dans
L^Ç—oo, +oo; H) d'où résulte (cf. par exemple L. HÔRMANDER et
J. L. LIONS [9]) que D^ (qu) est dans Z^—oo, +oo; H ) .

( 5 ) Le premier membre de (5 .9) dépend continûment de 4» pour la topologie
suivante : ^ ^ ( t ) — ^ ^ ^ ) dans F, uniformément en ^, les <ï>^ et <t> ayant leur support
dans un compact fixe, et <ï^+<ï>' dans Z^o, oo ; //'). Or si <ï> est donnée avec (2.3) , il
est classique de construire une suite <î>^ formée de fonctions de la forme (5 .6) et
convergent vers ^ au sens précédent.
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DÉMONSTRATION DU LEMME 5. i. — Remplaçant b(u^(t), u^(t), <!>(<)) par sa
valeur, il faut vérifier que

(5.io) f ^u(^ t){DkU^{x, t))^i(x, t } d x d t
^Qx^t

-> f Uk{x^ t) {DkUi{x, t))^i{x, t ) d x d t .
J^xRt

Or les fonctions, ^[^y== (^y/01 sont à support compact dans ^2 et comme/?
est fixé, les fonctions <I>/ sont donc à support compact en x et < ;
soit ATx(o, T) un compact contenant ce support. Or

et
u^k->Uk dans Z'^Ârx^, T)) fort,

DkU^-^DkUi dans L'-ÇKxÇo, 77)) faible;

comme d^ est continue en ^ et ^, cela suff i t pour montrer (5. io) . Ceci
démontre le lemme 5. i, et achève la démonstration du théorème 2. i.

6. Démonstration du théorème 2.2. — Cette fois, grâce à (3.io) et (^.2),
on extrait de Um une suite u^ qui vérifie (5.i) et (5.3) sans changement,
mais (5.2) et (5.4) étant respectivement remplacés par

(6.1) u^—^u dans Z2 (0 ,00 ; V) faible,
(6.2) D^u^D^u dans Z^—oo.+oo ;^ ) faible,

Le théorème 2.2 en résulte par un raisonnement en tous points analogues
au précédent.

7. Remarque. — On peut résoudre, parles mêmes méthodes, un problème
aux limites différent. Supposons que ^cT?^^^^) a une frontière T qui
est une variété une fois continûment différentiable de dimension n — i . On
considère dans (II1 (^))n l'espace Fi, adhérence des fonctions ^==(d^) ,
avec d^ une fois continûment différentiable dans t2 , div^ == o, et

^ ^•cos(^, Xi) =. o sur F,

cos(^, Xi) étant le /ième cosinus directeur de la normale extérieure n à T.
Comme ^2 a une frontière régulière, il résulte de SOBOLEV [22|

que /^(^cZ4^); alors

b (^, ^, w) 4- b (^, w, P) = o pour tout M, P, w € Fi,

puisque cette propriété est vraie sur un ensemble dense. On a alors des
résultats analogues aux précédents, V étant remplacé par V^.
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8. Équations de Navier-Stokes perturbées. — Désignons par If'2^)
l'espace des fonctions (réelles) uçL2^)^ avec

T^eZ^Q), \p\^^
muni de la norme hilberlienne

\\u\\^=( ^ \\DPU\\Î^X\
\\p\^ /

On désigne par 11^(^1) l'adhérence dans II2 (^1) de l'espace ^)(Î2), et Von
définit W comme adhérence dans 7^(^)" des fondions ^==(^-),
avec ^-€ a) (^2) etdiv^==o.

On considère le problème suivant :

PROBLÊME 8.1. — On cherche une fonction u ayant les propriétés
suivantes :

(8.1) uçLHo, T\ W) pour tout T f ini ,

(8.2) uçL°°(o, T\ H) pour tout T fini,

(8.3) f \ - (u(t), ̂ '(t)) + vu((t), (S)(t))) + £(AK(Q, A0(^))

+b(u(t), u(t)^{t))}dt

== f (f(t)^(t))dt-^-(u^ 0(o))
^0

pour tout 0 telle que

(8.4) ( ^ est continue à valeurs dans W\ nulle pour t assez grand,
\ avec ^'eZ'-^o, oo; //).

Dans (8.3), la fonction/est donnéeavec/e/.^(o, 77;//) pour tout rimi

et Uo est donné dans V === adhérence de V dans //.
Enfin s est un nombre >> o donné.

THÉORÈME 8 . 1 . — Si la dimension n est ̂ 4; le problème 8. i admet une
solution unique. En outre^

(8.5) ( ^(^^çZ^—oo,+oo; 77) pour O < Y < i/4,
( et q une fois continûment difTérentiable, nulle pour t assez grand.

Si ^l est d'épaisseur bornée dans une direction^ alors u est dans l'espace

/^(—oo, +00; W) et 2)1 (^) eZ^—oo, +oo; 77) ( o<y< i /4 ) .

La démonstration de l'existence se fait par les mêmes méthodes que
précédemment. Nous n'y revenons pas. Signalons seulement que, par utilisa-
tion des inégalités de SOBOLEV [22j, on peut montrer l'existence d'une
solution si la dimension n est ^10.
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L'unicité peut être démontrée (si n^_ 4) par la méthode de Li0:ss-
PRODl[18].

Interprétons le problème résola : il est équivalent à la recherche d'une
fonction «, mesurable a valeurs dans W^ nulle pour t << o, vérifiant (8.1),
(8.2) et

(8.6) — v^u + — u -4- e^u -^-^.UkDkU ==/4- ^o® ^ + grada,/?. .

REMARQUE 8.1. — On est passé de (2.4) à (8.6) en ajoutant la
« perturbation » eA2^. On peut plus généralement ajouter au premier
membre de (2.4) le terme

(—i^eA^,
remplaçant ainsi (2.4) par

(8.7) — v^u 4- ,, u + (— ïY1 £^u 4-^ ̂  Z^M ==/+ ^o® ^ + grad.^;

on clierche alors u dans Z^o, 77; W,n), où TF^ est l'adhérence dans IT^ (^
des fonctions

^r=(^,) , ^.e^(^), div^==o,

et II'y(Q.) étant construit comme 77^(£2), mais en prenant toutes les dérivées
d'ordre ̂  m (au lieu de 2).

On démontre alors :

i° l'existence d'une solution si n ̂  2 (3 m—i);
2° F unicité de la solution si n^-im.

Nous ignorons si ce décalage entre l'existence et l'unicité est indispensable
ou non, i. e. s'il n'y a pas ou s'il y a unicité pour les dimensions n telles que

2/n<< 7i^2(3/n — i).

REMARQUE 8.2. — Supposons / î^4 et appelons u^ la solution du pro-
blème 8.1. Un problème impor tan t serait de conna î t re le « nombre » de valeurs
d'adhérence de la fami l l e 11^ dans l'espace E des fondions wçL^o^ T\ V)
et Z3" (o, T\ H) pour tout T f in i , lorsque z->o. Ce problème est résolu
si n = 2 : dans ce cas, on montre que u^-> u dans l'espace E faible^ u étant
la solution des équations de Navier-Stockes.

III. Autres applications.

1. Exemple 1. — Sur un ouvert Q. de jR'\ on considère l'espace H2^)
des fonctions (toujours à valeurs réelles) ^, telles que D^ u ç. L'2 (Q.) pour
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tout \p | ̂  2 ; on le munit de la norme

niu in -f s ii^^in^y2.\M^2 7
On désigne par //^) l'adhérence dans ZP(^) du sous-espace (Q(^) des
fonctions indéfiniment diiïerentiables à support compact.

On prendra dans la suite :

ff=Ln^), v=ir,^).
On supposera que ^ est borné, de sorte que sur F, la norme

( 2 ii^ii^y72
\ 1 ^ 1 = 2 /

est équivalente à ||| u [ [ [ .
Pour chaque t^R, on donne une forme u, ^->a(t; u, ̂  bilinéaire

continue sur FxF; on suppose que, pour tout u, ^çV, la fonction
t->a(£; u, P) est continue sur 7?, et que

( 1 - 1 ) a(t•^^)^^\\\^\\\2 (a>o,rçF) ,

et

( 1 - 2 ) |^;^)[^[[[^[[.|[[,||[.

NOTATION. — On posera

Çr=^x]o/7^ Ç,=Ç.

PROBLÈME l . i . — On suppose la dimension n ̂ 6. On cherche une
fonction u ayant les propriétés suivantes :

( 1 . 3 ) uçL-Ho, oo; F), uçL-(o,T',ff) pour tout 77 fini,
(M) uçL'-(Ç),

( 1 < 5 ) / { ^ ( ^ « ( ^ ) ^ ( < ) ) - ( ^ ( ^ ) , € ) / (^ ) ) }^
17 Z)

i F à r
— ^ j u{x, tY-^.^(œ, t ) d x d t - { - ^ u(œ, t)^(.v, t) dx dt

= f (fW. ^{t))dt-^-(u,, 0(o)),J Q

où / est donnée dans Z^o, oo; //), u, est donné dans //, et (1.5) ayant
lieu pour toute fonction 0 avec

fl 6} ^ est conlinue valeurs dans V, nulle pour t assez grand
{ ) [ et^çZ^o.oo;//).



ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES NON LINÉAIRES. 2()5

Vérifions que les intégrales dans (1.5) ont un sens. Il résulte de (1.6) et
de SOBOLEV [22j que la fonction t-^D^{.^ t) est continue (et nulle pour t
assez grand) à valeurs dans Z^(^2), p*^^i, i / ^ i = = i / 2 — ^ / n \ toujours
d'après SOBOLEV, t->u(.^ t) est de carré sommable à valeurs dans Z^(t2),
q ^q^ 1 /^ .2=1/2— i /n . Alors uD^ sera de carré sommable à valeurs
dans Z2 (Î2) si

1/^1-1-1/^2^1/2,

donc pour /î^6. Par conséquent, uD^ est dans /^(Ç), et comme

par (1.4), u2 çL2 (Ç), on voit que j u^ (D^^) dx dt a un sens.
Jq

A fortiori en est-il de même pour j u^ dx dt
Jq

Interprétation du problème. — Supposons que

a ( Z ; ^ , ^ ) = = V / dp^x, t ^ D P u D ^ v d x . \P\,\q\^=.li.
J— JQ.

^pq
^

où a^(., t) est dans Z00 (^2), la fonction t->ap^(.^ t) étant continue de/?/
dans Z°°(^) muni de la topologie faible de dual de Z^^). Posons

A(œ, t, Z),)= ^ (-i)'^^^^,^, <)^).

Dans ces conditions, le problème l . i équivaut à la recherche d'une fonc-
tion iz, définie sur ^2 x R^ nulle pour t -< o, vérifiant (1.3), (1.4) et

A{x, t, D^)u-^- Diu-\- ^ 2A^+ ^==/+ ^o®^-

La vérification de ce résultat se fait comme au paragraphe 2, n° 2.
Nous allons démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME l.i. — On suppose que i2 est un ouvert borné de T?^,
avec n^Ç). On suppose que (l.i) et (1.2) ont lieu. Dans ces conditions^
il existe u solution du problème 1. i (G) .

La méthode de démonstration est identique à celle des théorèmes 2.i
et 2.2 (§ 2); nous insisterons seulement dans ce qui suit sur les points où
apparaissent des différences.

( 6 ) On montre l'unicité de la solution pour n^ï. On utilise à cet effcfc la méthode
de LIONS-PRODI [18] et des inégalités de Gagliardo et INirenberg (cf. E. GAGLIARDO,
Ricerche di Matematica^ vol. VIII, 1909, p. 24-5i et L. NIRENBERG, Cours, de Pise^ 1908);
de façon précise, on utilise l'inégalité

I I u ll^i8/o(Q) ̂  C ] u l273 1 D^u l173 en dimension 3.

Notons que Phypothèse « Si borné )) n'est pas essentielle (comme au § 2).
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On prend une base 4/1, ^2, . • ., ̂  ... de F, avec ^ /e<^(^) ; soit^,,,(<)
la solution définie dans un intervalle (o, T,,,) dépendant a priori de m du
système difïérentiel non linéaire suivant : si

um(t)=>^^m(t)^i,- / ,Qim

alors

(1-7) ^mW. ^/) + ̂ (^ Um(t), ̂ ) -+- (^(/)^A^(^, ̂ ) 4- (^nW, ^/)

=(/(^^-) (y^i, ...,m),
avec

(1.8) gun(o) == a^, y a^^—> ^o dans //.

On multiplie (1.7) par^y^(^), on somme en y; il vient

i d
2 ^l^»^)!2-^^ am^'> ^(Q)+(^(Q2A(^m(^)), ^m(<))

(1-9)
+ f U,n{œ, t)^d^==(f(t), U,n(t)).

^û

Comme on le vérifie facilement :

(u^(ty-D,U,n(t), U,n(t))==0,

de sorte que (1.9) se réduit à

(1.10) ! -^l^)!2-}-^; U,n(t),U,n(t))^- Ç U,n(x, t^ dx ==(/(/), U,n (/))
2 6iî<. //

r̂^^, /)^^ ==(/(/), ̂ (/)).
^Q

On en déduit, comme au paragraphe 2, n° 3, que

i^(/)i^i^(o)i+ r i/(^)i^,
^o

ce qui démontre que Tjn~=^ oo, et

Pour tout T 'Uni , il existe une constante 0(7") telle que
| u,n(t) \^c(T) pour o^t^T.

( 1 . 1 1 )

On intègre maintenant (1.10) de o à t\ en utilisant (1. i), on en déduit

( 1 . 1 2 ) / |||^(Q III2 dt^c,,
JQ

puis

(1.13) \\ it,n(x^ tY dx dt ^_ Cg.
JJQ . • . . . ' • . . , -
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Passons maintenant à l'estimation des dérivées fractionnaires en /. On
utilise le paragraphe 1, n° h-. On prend E=zL^(î^), et

h ( t ' , / / , , u.^ n,^ c) =z (^ ,^ / ) j (^), c) + {if.if.^n^ F) ( 7 ) .
On a

(u,u,(D,u,), ç-) ^\\u, ||̂ û, ||^, ||^Q)||7^ ^!]^(Q) II v 1^,

si 1/2 + ï / p + i / q == i.
Or, d'après SOBOLEV [-22], si //.e F==//^(i^) , on a

D,uç.LP{9^)

pour/?^:^j, i /r/ ,-ri/2 — i/^, et

^e///(l2)
R O U r ^ ^ ^ , 1/^=^1/2 — 2/^.

Par conséquent, on aura :

(^,7J,^, F) | ̂ Â-, II ̂  ||̂  |[ ̂  [1^,^ in ,,, I H . I I I v I I I

(les ki désignant des constantes) si 1/2 + i/^i+ 1/^2^1, donc si ^^6.
Si /?/ ̂  6, on a a fortiori

\ (U,U,U,, V) 1 ^^11 „, ||̂  (Q) |[ ̂  |[A.(Û) III lh 1 1 1 . 1 1 1 ^ III,

de sorte que

(l.i4) [ ^ ( ^ ; ^i, u,, u,, F) [^P| |^ i | |z ' . (Q) | |^ [ |^(Q)| | |^ | | [ . | | |^ | | !

On est donc dans les conditions d'application du résultat du paragraphe 1,
n° ^ ( 8 ) . En tenant compte de ( l . i 2 ) et ( l . i3) on en déduit (on a un
résultat global, il est inutile de multiplier par q) :

^ ( Pour o < y < i/4, ï)^u,n demeure dans un ensemble
( borné de L'^Ç—GC, +00 ; //).

On en déduit, comme au paragraphe 2, qu'on peut extraire de la suite u,n
une suite u^ ayant les propriétés suivantes :

( 1 . 1 6 ) u^->u dansZ^o, oo ; F) faible,
(1.17) u^->u dans L" (o, T\ H) faible, pour tout 7'fini,
( 1 . i8) u^-> u dans U ( Ç) faible,
( I .19) u^->u dans Z'^o, 77; //) fort pour tout T fini (il est cette fois

inutile de prendre un compact de i2 puisque î2 est borné).

( 7 ) De sorte que b{t; u^ u^ u.^ v ) est en fait indépendante de t.
( 8 ) Même remarque qu'au paragraphe 2, n° 4; u,,, est à valeurs dans l'espace engendré

par 4^, ^, . . . , ̂ .
BULL. SOC. MATH. — T. 87. FASC. 3. 1g
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De l'inégalité

/ [ ̂ i (^ /) — il {x, t) [3 dx dt
^QT

f r \ j/2 / y \
^ ( / 1 ̂  — ^ I2 ̂  dt\ 1 \ un — u [ 4 dx dt

V^T ) VQT

et de (1 .18) et (1.19) il résulte que :

(1-20) u^->u dans Z3 (Çy) fort, pour tout T'Uni.

On achève maintenant la démonstration du théorème comme au para-
graphe 2, n° 5. On déduit de (1.7) que

/% 00

/ {-{^W, ̂ (t))-^-a(t; u^(t), ^ ( t ) ) } d t
^o

— ^ / u^{x, t^D^^x, t}dxdt-Y- ^ u.^x, tY^{x, t) dx dt
J Q ^Q

= f (f(t), ̂ (t))dt+(^(o), €>(o)),
J Q

pour tout <Ï> de la forme

(s)=^(?fW^f (p^=^)^

et l'on passe à la limite. Le théorème suit.
On note qu'on a construit une solution du problème l.i vérifiant en

outre,

(1.2i) D^uç.L\— oc, +00; H) ( o < y < i/4).

2. Exemple 2. — Comme au numéro précédent, nous prenons If == Z2 (^2),
V = H^ (^2), ^2 étant un ouvert borné de 7?".

Notons que, si uç. F, alors d'après SOBOLEV, D,u est dans l'espace Z^(^),
avec i/^:=i/2 —I/ /2 [si ^^3; sinon le résultat obtenu est meilleur \
DiU est alors dans Z^(I2) pour tout/? f ini ; le cas le plus défavorable est
toujours obtenu pour la dimension la plus grande]. Ensuite, toujours d'après
SOBOLEV :

^eZ^(^), i/^=i/^i-i//i

(ou un résultat meilleur selon la dimension). Il en résulte que, pour u et v
dans F, la fonction u^D^v est dans Z7'^), avec i / r = 3/^+ i/^i,
et r^i (i. e. la fonction estsommable) si n^. Donc, si la dimension n
est ̂  7, pour tout u et v dans F,

|(^A^, ̂ l^iHMIi^lMfl.
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On va considérer le problème suivant :

PROBLÈME 2. i . — On suppose la dimension n^^. On cherche une fonc-
tion u ayant les propriétés suivantes : elle est à valeurs dans F, mesurable,
nulle pour t •< o, avec

(2.1) uçL^ (o, 77; V) pour tout T fini,

(2 .2) F \ - ( ^ u ( t ) ^ ^ ( t ) ) + ( u ( t r - D , u ( t ) ^ ( t ) ) } d t
^0

=^ ( / ( ^< I^ ) )^+(A^A<ï ) (o ) ) ,
JQ

et ceci pour toute fonction <& vérifiant

^ est continue à valeurs dans F, à support compact, avec
(2.3) ^eZ'^o, oo; V).

Dans (2 .2 ) , UQ est donné dans I7, et/çZ^o, 77; 7^) pour tout T fini.
Comme I^WA^),^)) ^ i i i ^ ) r i i i< ï ) (^ ) i ,

et qu'on suppose que u vérifie (2. i), les intégrales écrites ont un sens.

Interprétation du problème. — Le problème 2.i équivaut à la recherche
de u^ vérifiant (2. i) et

(2.4) ^ A2^ + u1 ̂  u =/+ A ^o0 ô.

Nous allons démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 2.i. — On suppose que la dimension n ̂ , 7, et que t2 est borné.
Alors il existe une solution du problème 2. i, qui vérifie en outre

( DUqu)çLn-œ, +00; F), pour o < y < i / 4 ,
{ et ^ une fois continûment différentiable, nulle pour tout t ^>T,, ( l f ) .

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME. — Soit ^i, ^25 • • • , ^in^ • - ' une base de V telle
que ipye^^) P0111^ tout /. Alors, pour tout m fini, les A^i, . . . . Alp^ sont
linéairement indépendants [car si les ^ sont des constantes telles que

fn

^À;A^,=o,
1=1

il en résulte, puisque V^-^e/7; (Î2), queVÀ^=:o, donc ^==0 pour

tout i].

( 9 ) On démontre l'unicité de la solution par la méthode de LIONS-PRODI [18].
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Soit^(^), définie par le système différentiel non linéaire suivant | définie
a priori dans un intervalle (o, 7^)J : d'abord

^)=^éW'^)^u^)=^gi,n^

i=.i
puis

( (A<(^ Ad^+^r^A^), ^,)z=:(/(^ .̂)
( C/=i, ..., m),

avec

(-2.6)

( 2 • 7 ) ^ i m ( o ' ) == a,^, ^a^^^.-^^^ ^apg ]/ lorsque m -> oc.
i=l

On multiplie (2.6) par^^(^), on somme eny ; comme

{^m(tYD,{u^{t)), U^(t))==0,

on a
i d

^|A^(^) •2=(/(^), ^,(^)),

d'où
^
-^\^u^{t)\^k\f(t)

(comme -Q est borné, | u \ ̂  k \\\ u \\\, et [ ^u \ est équivalente à I : , 1 „ || ! sur V).
Donc '

r 1
\A ̂ n (t) | ̂  A ̂ , (0) [ + /. [ /( (7) ,̂

ce qui montre que 7^:=oo, et

(2 -8 ) \\\^nW\\\^c,(T)^ tç[o, T\ pour tout T fini.

Evaluons maintenant les dérivées fractionnaires. On raisonne directement.
Appelons encore ̂  la prolongée de u,, par o pour t > o, et posons

Vm=qU,n,

où q est donnée une fois continûment différentiable, à support limité
à droite [^e^l(R)]. On a

A(A^ A^-) ==,/(/, ^-)+<7(o)(A^(o), A^.)ô
+</(A^, A^/)-^/^)2.^^^ ^/).

Mais
q(^n(tY-D,l^(t), ̂ )=(((^(t^ ^ ) ) (^F),

avec

|||/^(^)|||^Cte (dépendant de y),
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d'après (2.8). Comme hm est à support compact, | 1 ! h,,i.(f) \\\ est sommable,
et le raisonnement habituel donne

(2.9) f ^DUqii^^dt.^c^.q) ( o < y < i / 4 ) .

D'après le raisonnement de GARDING [5] déjà utilisé, on peut alors extraire
de la suite u,,z une suite u^ ayant les propriétés suivantes :

(2 . io ) u^u dansZ^o, T ; Z/;(^)) fort, pour tout T fini,

(2 .n) u^->u dans /."(o, T ; H^ (i2)) faible, pour tout T fini.

On déduit de (2 . i o ) et de SOBOLEV [22] que u^-> u2 dans Z^o, 77; L^^))
fort pour tout T fini, r ^ q ^ / i , i/</i == 1/2 — ï / n , et u^—^u dans
Z"(o, 77; Z^(^) ) faible pour 5^'^, i/^= 1/2 — 2/n.

Par conséquent, u^—>u dans L^(Q^\fort pour tout T fini, si

2/^14-1/^2^1, i. e. si ^^;8.

Comme on a supposé que n^^^ on voit donc que

(2.12) ^—^ dans L^Qy\ fort pour tout Tfini .

La démonstration du théorème s'achève facilement. On multiplie (2.6)
par 9/(<0, 9/€^1(^) ; on utilise (2.6) pour m == ^ et l'on pose

P

(2. i3) (Ï>(^) --=^?/(^) ^y (/^^).
y==i

On en déduit

F {-(\i^U\ A<î^))- i /3(^(^, D , < S > ( t ) ) } c l t
^u

.— r ( / (<) , < I ) ( / ' ) ) ^ + ( A ? ^ ( o ) , A ^ ( o ) ) ,
^ o

et en faisant p. -> oo,

( 2 . i 4 ) fV- ^^(^.^ A a ) / ( ^ ) ) - I / 3 ( ^ ( ^ ) 3 , D^{t))\dt

^ w
:_r ^ (/(/), < I ) ( ^ ) ) ^4 - (A^o , A < D ( o ) ) ,

^0

pour tout ^ de la forme (2. i3).
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On peut intégrer par parties en Xy dans (2. i4) ; on en déduit que u
vérifie (2 .2 ) pour tout <I> de la forme (2. i3).

Il en résulte, par un raisonnement de densité facile, que (2 .2 ) a lieu pour
tout <& vérifiant (2.3), ce qui achève la démonstration du théorème.
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