BULLETIN DELA S. M. F.

JACQUES-LOUIS LIONS

Quelques résultats d’existence dans des équations
aux dérivées partielles non linéaires

Bulletinde la S. M. F., tome 87 (1959), p. 245-273
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1959__ 87 245 0>

© Bulletin de 1a S. M. E., 1959, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
/lsmf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1I’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1959__87__245_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Bull. Soc. math. France,
87, 1959, p. 245 & 273.

QUELQUES RESULTATS D’EXISTENCE DANS DES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES NON LINEAIRES;

PAR

Jacques-Louis LIONS
(Nancy).

Introduction. — On va considérer dans cet article un certain nombre
d’équations aux dérivées partielles d’évolution, non linéaires, 'exemple le
plus important étant celui des équations de Navier-Stokes, étudiées au para-
graphe 2.

On va se préoccuper de résultats d’existence ; on n’étudie pas les problemes
d’unicité correspondant aux équations considérées (cf. déja G. Prop1 [19]
et Lioxs-Prop1 [ 18]).

Comme il est classique, les théorémes d’existence reposent sur des
évaluations a priori; comme il est fondamental d’obtenir, a 'aide de ces
évaluations, des familles compactes de fonctions, il faut obtenir des évalua-
tions sur les dérivées en « (variables d’espace) et en ¢ (variables de temps),
ou les accroissements différentiels en & et en ¢.

L’obtention de majorations a priori pour les dérivées en z est classique;
Pexemple le plus important dans I'ordre d’idées qui nous occupe est donné,
pour les équations de Navier-Stokes, par Leray [12], [13], [14].

On va obtenir ici des évaluations a priori pour les dérivées d’ordre frac-
tionnaire (<1/4) en t (méthode résumée, pour les équations de Navier-
Stokes, dans Lioxs [15]).

On donne au paragraphe 1 les résultats généraux dans ce sens; ils utilisent
essentiellement la transformation de Fourier, ce qui est peut-étre inhabituel
en matiére de problémes non linéaires.

Des majorations @ priori du paragraphe 1, on déduit divers théoremes
d’existence de solutions faibles, ceci dans les paragraphes 2 et 3.

Au paragraphe 2, on considére les équations de Navier-Stokes. On
compléte, dans une certaine mesure, les travaux fondamentaux de LERray,
loco citato. Sur un ouvert 2 quelconque de R”, la dimension n élant =4,
on montre l'existence d’une solution des équations de Navier-Stokes, solution
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« faible », appartenant & une classe plus petite que la classe des solutions
turbulentes de Leray.

Des solutions plus faibles, mais en dimension quelconque, ont été cons-
truites par Hopr [T].

Des solutions plus fortes, mais locales en ¢, ont été construites en dimen-
sion 3, par KiseLev et Lapvzenskava [10], et en dimension 2 par Lapvzex-
skaYa [11], cette fois globalement en ¢. Il y a unicité dans la classe de solu-
tions considérée par KiSELEV et LADVZENSKAYA.

La question de l'unicité des solutions que nous construisons n’est pas
résolue en dimension 3 et 4; elle I'est en dimension 2 : on montre méme
(cf. Lions-Probt loco citato) qu’en dimension 2, il y a unicité des solutions
turbulentes de Leray.

Le paragraphe 3 étudie deux exemples différents des équations de Navier-
Stokes ; on peut varier les exemples & I'infini.

La démonstration des théorémes d’existence utilise :

a. les majorations a priori des dérivées d'ordre fractionnaire ;

b. des critéres de compacité;

c¢. laméthode de Faedo-Galerkine (¢f. S. Faepo [4], et aussi J. W. Grern [6])
utilisée dans les problémes de Navier-Stokes par E. Hopr [7], et depuis par
de nombreux auteurs.

Des applications différentes de I'estimation des dérivées fractionnaires ont
été données dans Lions [19], et [17], pages 34-42.

I. — Evaluation de dérivées fractionnaires par rapport au temps.

1. Notations. — Tous les espaces vectoriels topologiques considérés seront
des espaces sur le corps R des réels. Si .I" et ¥ sont deux espaces (vectoriels
topologiques localement convexes), A C ¥ signifie que 1" est contenu dans ¥
avec une topologie plus fine. :

On donne deux espaces de Hilbert, V et H, avec V' CH; Uespace V est
dense dans H ou non. Si f, g€ H, (f, g) désigne leur produit scalaire dans
H, et |fl=C(f, f)?; si u, veV, (((«, ¢))) désigne leur produit scalaire
dans V et

el = ((Cy )"

On désigne par ¢ une variable réelle (le temps). Si A" est un espace de
Banach, on désigne par L7 (a, b; X') 'espaces des (classes de) fonctions de
puissance p'*m® sommable a valeurs dans .1" (cf. BourBaki [1]; on pose

b 7
li“llma,b;X):(f Hu(t)HK-dt> ,
AN a

ol || u||x désigne la norme dans X"
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On utilisera la transformation de Fourier en ¢. Formellement, si « est une
fonction donnée a valeurs dans A", ¥ u— @& désigne sa transformée de Fourier,
donnée par

a(t)= [+wexp(2m'tr) u(t)dt,

—®

intégrale prise dans /7. Ceci a un sens précis pour les distributions tempérées
a valeurs dans X (¢f. L. Scawartz [20], [21]). Si, en particulier,
uel!'(—w, +w; X), alors Fu =@ est bornée et

12 ez [ o) s

Sil'on prend X — JI (espace ae Hilbert) et si u€ L2(— o, +oo; H), alors
nel?(—w, +oo; I)et

f_ﬂm(f) ]zdr:j;:w]u(t) I dt.

Siuel?(—ow, +o0; H) et si sa transformée de Fourier vérifie

(1.1 [ isEiac)

on dira que la dérivée en t d’ordre y (Y, nombre réel quelconque) de u est
dans L>(—o0, +0; H).

Si u est & support (en ¢) limité a gauche, alors la dérivée d’ordre v en ¢
est classiquement définie par

tdr << oo.

(1.2) Dlu=¥_y%ku,

avec les notations de Scnwartz ([20], t. 2, p. 30). (Il s’agit ici d’'un produit
de composition en ¢, entre une distribution scalaire et une distribution a
valeurs dans £'; ¢f. Scuwartz [2].) On a

(1.3) / ]DYul?dt:(zﬂ:)?Yf || &(z) | de.

2. Evaluations a priori (I). — Pour chaque t€ R, on donne une forme
(m -+ 1)-linéaire
Uiy coey Uy V=>D (L5 Uy Usy oo oy U,y )

sur 'espace V. On supposera que

Pour tout u;, ve V, la fonction t = b (¢; tyy «.vy Upy, ©)
est continue sur R.

@n |
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Puis
Il existe un espace de Banach F, avec F'C £, tel que
(2.2) [O(t; 0y ooy s 0| ZB el ||l 0]l
ou {3 est une constante, et ou || w |z designe la norme dans F.

Nous allons démontrer le
TokoreME 2.1. — On donne une fonction
uel*(—w,+ow; VYNL"(—w, +w; E),

nulle pour t <o (p. p.). On pose :

(2.3) J,l:f. Wiy e, K= [ fluo) s de.

v
On suppose que, pour tout vV,
(24) Dl(“(l)v V) -+ b(t; ll,(l), L‘<t)7 LR} ”’(t)a V) - (((f(”a V))) -+ (”’07 ") 87

ou D, = d/dt est calculé au sens des distributions sur R, ou 0 est la masse
de Dirac a Uorigine, od f est donnée, dans L?(—w, +oo; V), nulle pour
t <o etouu,est donné dans H. Si les hypothéses (2.1) et (2.2) ont lieu,
alors quel que soit y avec

(2.5) o<y <<1/4,

la dérivée DY u est dans L*(— o, +o0; ), et 'on a
@.6) [ Drupdize) (2o K |ul) 27+ [0 de),

ou c¢(y) est une constante dépendant de .

DEMONSTRATION.

1° Comme la forme linéaire ¢ — b (¢; u,. ..., u,, v) est continue sur V,
ona
bty tyy ooy Uy ) = (((g(Usy .oy Un), 9))),
ou
gluy, ..., up) €V,

et, d’aprés (2.2),
g (s ovos wn) [|ZB N wallm e [t |-
Si, par conséquent, on pose

h(ty =g (u(t), ..., u(t)),
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il vient

(2.7) b(t;u(t), ..., u(t), v)=(((h(), »))),
(2.8) IR 28] o) .

Donc

@.9) [ azsw.

2¢ L’équation (2.4) peut maintenant s’écrire
(2.10) D (w(t), o) = ((f (1), ) + (1o, #) 3 — (A (1), ©))s
et, par transformation de Fourier en ¢,

anit (2(7), ) = ((F(2), 0))) + (uo, ) — (A (2), ©))).

On prend, dans cette équation, ¢ — &(7), ce qui a un sens presque partout
en 7. On en déduit

aorlz|.a@ P TN a@) i+ wl - ta@ |+ 12 E - aE ),

et comme, d’aprés (2.9), .
|7 ||| = 8K

on en tire
(2.11) [7]. 2() Lo (Kot |w ) ) | +all 7@ a0

3° Le théoréme résulte maintenant de (2.11). En effet, soit v donné avec
(2.5); on choisit (ce qui est loisible) 3 avec 1/2 << 3 <1 et

[t Y Ze(r+ 7)) 1+ |7 |®)".

f|f|‘-’Y]1’2(‘r)|2dr

N e O ey A L R N LICTR

Alors

et en utilisant (2.11) et CAUCHY-SCHWARTZ
[1sria@ pasze( [Uaeipl17@ ) )

esthur o [lla@ea) ([ leprar)”

et comme 205 >1, on en déduit (2.6).

(1) Les ¢, désignent des constantes diverses.
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3. Evaluations a priori (II). — On remplace dans ce numéro Ihypo-
thése (2.2) par I'hypothése moins restrictive suivante :

(3.1) { Pour tout 7', il existe une constante 37 (dépendant de 7") telle que
.1
B85 ety 0) | ZBrllwlle Nl wn gl o]l pour (=T

On va démontrer le

TutorEME 3.1. — On donne une fonction u, nulle (p.p.) pour t <o, et
avec
(3.2) wel?(o, T;VYnL™(o, T; E) pour tout T fini.
On pose

T T
35 L =[ @, K(T=[ ] d.

On suppose que pour tout veV, (2.4) a lieu, avec u, donné dans HH et
fel(o, T; V) pour tout T fini. On suppose que (2.1 et (3.1) ont lieu.
Dans ces conditions, si q est une fonction donnée quelconque de t, une fois
continiiment différentiable, nulle pour t > T, alors

DY(qu)€L*(— o, +o; H)  (0o<<y<<1/h)
et

(3.4) f | DY (que)

2 dt

.
et ) () ) 2y [0 )

DenoxstraTION. — Posons qu— w. Alors

D (w(8), v) =q ((S(2), 9)) + q(0) (g, ¥) 3
—qb(t; u(t), ..., u),v)+ ¢ (u(t),v).
On pose
g (@) (((f(2), ¥))) + ¢ (2) (u(2), ) = (((fi (), 9))),

ce qui définit fie L2 (—ow, +w; V), avec

[ s Eaze [ e de

Ensuite

g b(t; u(t), ..y u(t), o) = (((hi(2), 9))),

ou

hi () = g (8) g (u(2), ..., u(t))
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et, par conséquent, .
T

f|[[lzl(t) ”]dtécsf [ () |12 de.

On peut maintenant écrire

(3.5)  Du(w(2), 9) = (((f1(2), ))) + (g(0) o, #) 3 — (((L1(2), #)))-

Ceci est une équation analogue a (2.10), avec des hypothéses 1denuques On
peut donc appliquer (2.6), d'ou le résultat.

le. Variante. — Il est évidemment possible de varier de multiple facons les
hypothéses dans les évalualions qui précédent. Voici un exemple qui nous
sera utile (§3). On suppose, pour fixer les idées, que m =3. Et I'on fait
I'hypothése
(hor) 08w, wsy wsy 0) [ ZBrflalz | wliz el el (¢<=T).

On donne une fonction u, nulle pour ¢ < o, et vérifiant

(b.2) vel*(o, T; V)nLt(o, T; F) pour tout 7’ fini,
et vérifiant (2.4).
Alors
b (L5 u(t), u(t), u(t), v) = (((L(2), »))),
avec

7€) Il < Brll o) 2 o)

d’ou il résulte que, la fonction ¢ étant définie comme au n° 3,

. 7 12/ AT 1,2
Srawsoiaezel [ aopa)”( )

On a alors un résultat analogue a celui du théoréme 3.1, K,(T) ¢lant
seulement remplacé dans (3.4) par

Ry =( [ucotiac) ([ ewipar)
J \

I1. Equations de Navier-Stokes.

1. Notations. — On désigne par & un ouvert de R*, connexe. Il ne sera
Jamais fait Ihypothése de régularité sur la frontiére de Q.

BULL. SOC, MATI. — T. 87, FAsC. 3. 17
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On désigne par H' () I'espace des fonctions w € L*(R), dont les dérivées
distributions D;u (D;= 0d/dz;) sont dans L2?(L); toutes les fonctions sont
supposées a valeurs réelles. On pose

n 1/2
Ilullu.@):<!Iuiliua)+leDiuHiuQ>> :

i—1

ce qui munit [/'(Q) d'une structure hilbertienne. Comme d’ordinaire, si

Sy g€l (L)
(= [ [@ g de.
On désigne par @ (L) I'espace des fonctions indéfiniment diflérentiables
a support compact dans £, et par H} () I'adhérence dans H' (Q) de @ (Q).

Les fonctions de H{ (£2) sont « nulles » au bord de £ (pour le sens précis a
donner & cette assertion, cf. DExv-Lions [3] et M. Brevor [2]).

Espace H. — On désigne par H Dlespace produit (L2(L))*. Donc un
élément f de H peut s’écrire :

S=Ur, ooy fo)s fie L2(Q).
Si f, g€ H, on pose
(f; &) :Z(fn 81
i=1
On considére de méme 'espace produit (H'(L))".

Espace V. — Clest 'adhérence dans H'(£!'))" [ou, ce qui revient au
méme, dans (Hj(R))"] de V'espace des fonctions ¢ = (¢y, o, ..., $y,), on

(1.1) ;€ @(L2) pour tout 7,
et
(1.2) ZDiLIJ,-::O (ou : divy = o).

La norme sur V est celle induite par (H'(£))", donc

n 12
(1.3) e |||;.—_<2;|ui;1;,,(g,> :

i=1
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Pour u, ¢ dans V, on posera

(1.4) ((, 0)) = X (Diae, Dyw) = ¥ (Diwjs Div)) e
i=1 i, j

et

(1.5) || ]| = ((«, u))'

On définit ainsi une norme sur V, mais qui n’est pas forcément équivalente
a |||« |||. Voici un cas ou ces deux normes sont équivalentes. On dit que
est d'épaisseur bornée dans une direction s'il existe une direction L telle
que la projection de & sur L soit bornée. Alors : si & est un ouvert d’épais-
seur bornée dans une direction, les normes ||u|| et ||| u||| sont équivalentes
sur V.

Notons que I'espace V' n’est évidemment pas dense dans A, puisque tout

élément ¢ de I'adhérence V de V dans H vérifie : dive = o.
Nous utiliserons aussi 'espace [/ (L), dual de H} (2); c’est I'espace des
distributions sur & qui peuvent s’écrire

T:fo+2Diﬁ’ fo, ﬁEL?(Q),

Forme trilinéaire b(u, v, w). — St u = (u;), v = (v;), w = (w;), ou les

i, . .. sont des fonctions données sur £, on pose (formellement tout d’abord)
(1.6) b(u, v, w) :2 fuk(l)kvl-)wi dx.
e VR

On définit ainsi une forme trilinéaire continue sur l’espace

Lt < V < L*,
ou nous posons

Lt = (L (Q))™.

LemMe 1.1. — Si la dimension n est =4, la forme trilinéaire (1.6) est
continue sur l'espace produit V< V< V.

En effet, si la dimension est =4, il résulte des théorémes de SoBoLrv [22]
que H} () c L*(Q), donc que V' cL*, d'ou le résultat.

Lenme 1.2. — Si nZ4, pour tout u, v, w dans V, on a
(1.7) b(u, v, w)+b(u, w, v)=o.

En effet, cette relation est évidente, par intégration par parties, si u, v, w
vérifient (1.1) et (1.2), et I'on passe de la au cas général par prolongement.
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2. Equations de Navier-Stokes. Théoréme d’existence.

PROBLEME 2.1. — On cherche une fonctlon wayant les proprleles suivantes
(2.1) west 2 ‘alems dans V, nulle (p- p-) pour ¢t <o, et
- uel?(o, T; V) pour tout 7 fini;

(2.2) fw{ (1), V() - v (L), DY) -+ b (u(2), u(t), D))} de
=fw<f<t>, O (1)) de + (o, D(0)) (%)

pour toute fonction @ telle que

(2.3) { @ est conlinue & support compact dans [0, o[, a valeurs dans V,
' | @'=D,® étant dans L2 (o, oo; H),

et ou dans (2.2), la fonction f est donnée, avec fe L2(o, T'; H) pour tout T
fini, et ou #, est donné dans ¥ = adhérence de V dans /1.

Le nombre v est donné > o.

On suppose désormais la dimension n = 4. Alors, les ¢; désignant des
constantes diverses, d’aprés les inégalités de Sobolev

[0 (u(t), u(), @) | Zed|la) P[]

de sorte que b(u(t), u(t), ®(f)) cst sommable, et les expressions intervenant
dans (2.2) ont bien un sens.

Interprétation du probléme 2.1. — On va démontrer que le probleme 2.1
équivaut a la recherche de u avec (2.1) et

(2.4) ——vAu—ﬁ—-(%u —i—Eu/;D/;u:f—l— u, @ 0 + grad, p,

k
ou
A=A,= D‘f .+ D},

p est -une distribution sur I'ouvert QxR,, nulle pour ¢<o, et ou
gradyp =8 = (S, ..., S,), avec

S[:D,‘P, D,:d/()x,

En eflet, supposons d’abord que (2.4) ait lieu, avec (2.r1). Soit @ une
fonclion de @ (< R,)"; alors

— 0= [ (o), 20 o,

(*) On pcut aussi bicn, dans le premicr membre de (2.2), remplacer & (u(¢), u(¢), ®(2)
par —'b(u(t)v (I)<t)) u(t)).
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le crochet désignant la- dualité entre I'espace @'(QxR;)* des n-uples de
distributions sur &< R, et I'espace M (2 R,)". De méme,

<gzu, (I)>:——-fmu(t), D' (1)) dt,
donc '

@5 [ = @, ¥O)+ (@, 20))]de+ <}]uk0ku, <I>>
k

0

:fwu(z), B (1)) dt + (g, D (0)),

si @ est dans @D (< R,)", avec
div,®—=o

(puisque dans ces conditions, { grad,p, ® > —=o).
On note maintenant que w;D;u;, est localement sommable, de sorte que

Z( upDiu, ®> a un sens et vaut [ b(w(t), u(t), ®(t)) dt. Par conséquent
- ‘
(2.2) a lieu, pour toute fonction ® vérifiant

div,® =o et Pem (R x R)".

On en déduit, par prolongement, que (2.2) a également lieu pour tout @
vérifiant (2.3).

Réciproquement, soit u solution du probléme 2.1. On introduit la distri-
bution de @' (< R,)* définie par

7}
(2.6) 7= d—lu—vAu—,t—Zukau—f— Uy X 9;

cette distribution vérifie alors, en particulier,
{T,d>=0

pour tout ® dans @ (< R))" avec div,® = o, de sorte T"= grad.p, p étant
une distribution sur x> R,, d’ou 'assertion.

Par conséquent, le probléme 2.1 équivaut a (2.4), la fonction u véri-
fiant (2.1), donc étant & valeurs dans V, c’est-a-dire vérifiant

(2.7) divpu(z, t)=o0 p.p.
et
(2.8) «u(z,t)=o0» dans un sens faible (¢f. n° 1)

pour x € frontiére de & (?).

(%) Si @ = R», (2.8) cst unc condilion de croissance a Pinfini; le probl¢me corres-
pondant cst le probléme de Cauchy.
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Par conséquent le probléme 2.1 est bien le probléme de Navier-Stokes,
dans un sens faible; on a fait passer la donnée de Cauchy u, au deuxiéme
membre, selon la méthode de SopoLev [23 ], Scuwarrz [20].

Selon LEraY, loco citato, les solutions du probléme 2.1 sont appelées
solutions turbulentes des équations de Navier-Stokes

Voici maintenant les théorémes que nous démontrerons dans les numéros
suivants.

TuktoreMe 2. 1. —Si la dimension n =4, il existe une solution du pro-
bléme 2.1. En outre, on peut.trouver une solution u vérifiant

(2.9) wel”(o, T; H) pour tout 7 fini
et

(2.10) Pour toute fonction ¢, une fois contintiment différentiable, nulle
pour t assez grand, et tout Y avec o <Y < 1/{4,

Dy (qu)e L2 (o, ; H).

On peut apporter, pour certains ouverts &, le complément suivant au
théoréme 2.1 :

TukoriME. — 2.2. — On suppose que & est d’épaisseur bornée dans une
direction. On suppose également que f est donnée dans L*(o, «; H), et
que n 4. Il existe alors une solution du probléme 2.1, vérifiant (2.9) et

(2.11) uel?(o, wo; V),
(2.12) DYuel*(o, w; H), v fixé quelconque avec o << v < 1/4.

Le probléme de ['unicité. — En dimension 2, on peut démontrer (cf.
Lions-Propt [18]) Z’unicité de la solution du probléme 2.1 vérifiant (2.9).
Nous n’avons pas pu résoudre le probléme analogue en dimension 3 et 4.

3. Solutions approchées. — On va utiliser, exactement comme dans
Horr [7], la méthode de Faedo-Galerkine. Les résultats de ce numéro sont
explicités pour la commodité du lecteur; ils sont contenus dans Horr,
loco citato.

Soit ¢y, $sy ..., Ym, ..., une base de V formée d’éléments de @ (L2)";
par conséquent

= Yja - Yin)y Pin€ @(R),
avec divy —o.

Comme u, est donné dans I'adhérence V de V dans H, il existe des

nombres réels o, tels que
m
(3.1) Zaimupi->uo dans #, lorsque m —w.

i=1
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Soit gim(t) les fonctions de ¢, définies dans un intervalle (o, 77,),
T, dépendant a priori de m, par le systéme diflérentiel non linéaire que
voici : on pose d’abord

(3“2) um(t) :EgiM(t) 4’1‘1

i=1

puis on considére le systéme
3.3y | (O (@n (@) 49) + b @n(6)y wn(0), $)) = (S(0), 4)
| (=1, ..., m)
(ou u,, =du,/dt), avec
(3.4) 8im (0) = dim.
On multiplie maintenant (3.3) par gjn(t), et 'on somme en j, de & m;

comme b(u, u, u) = o, on obtient

(3.5) i{z] U (8) P4 v || em () || = (f(2), un(t)).

'
;
On en déduit d’abord que
2 ()| Z1 1))

d’ou
(3.6) Ium(t)lélum(O)lJrfllf(c)Ida;
or '
n(0) = D @b

=

donc d’aprés (3.1) demeure dans un ensemble borné de /7, et par conséquent
il résulte de (3.6) que

(3.7) Pour tout 7 fini, il existe ¢, (7) tel que
lun(8) | < e (T),

pour o =~ ¢t =T, et pour tout m.

Ceci démontre que 7’,,—=o0 pour tout m.
On intégre maintenant (3.5 deo a ¢ :

(3.8) = |un(®) P+ f (@) |12 de =~ | tm(0) "+ f | /() |-Jem (o) | do.

Il y a lieu ici de distinguer deux cas.
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( Premier cas : Hypotheses du théoréme 2.1. — Alors || u|| n'est pas
équivalente en général a ||| «|||. Mais de (3.7) et (3.8) on déduit que

T
[ Mm@ raez e,

ce qui, en tenant & nouveau compte de (3.7), implique

(3.9) Pour tout 7 fini, il existe ¢; (7)) tel que
A P .
[ Manopde< o).
0

Deuzxiéme cas : Hypothéses du théoréme 2.2. — Dans ce cas il existe une
constante & (ne dépendant que de &) telle que pour tout » dans ¥, on
ait |u] < k|| u]|. On déduit alors de (3.8)

t t
1
o[ (@) e = S (o) [+ & [ 17(0) Ll wn(0) | i,
0 . 0

d’ou I'on déduit :

(3.10) Il existe une constante c; telle que
S Ilzdtéa<luolg+ [ lﬂdt)
0 0
k. Estimation des dérivées fractionnaires. — Prolongeons u,, par o

pour tout ¢ << o; désignons encore par u,, la fonction ainsi prolongée. On
peut alors écrire

(&.1) Dy (ttm, ¥)) + b (Umy tm, ¥))
= (), ¥;) — v ((wn(2), ¥;)) + (um(0), §;) 0.

Plagons-nous d’abord dans les hypothéses du théoréme 2.2. On est alors
dans les conditons d’application du théoréme 2.1 (§1); on prend,
en eflet, =17V et I'on utilise (3.10); la relation (%.1) n’a lieu que
pour U, (j=r1, ..., m), mais comme u, prend ses valeurs dans Uespace
engendré par Gy, $,, ..., $,, le raisonnement du paragraphe 1 est valable :
on peut prendre v = & (7) p. p. Par conséquent :

C (h.2) Pour o <y <<1/4, il existe ¢;(y) telle que

f[DYudetéc;,('y) pour tout m  (*).

(#)/De fagon plus précise, on a pour w«,, une inégalité analoguc & (2.6) (§ 1), avec

= Kum=f0 [l ()| e ~f0 I e (2) [ .
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Plagons-nous maintenant dans les hypothéses du théoréme 2.1; on peut
" alors appliquer le théoréme 3.1 (§1); on oblient cette fois :

(%.3) Pour o <Cy<<1/4, et g une fois contindment différentiable, nulle
pour ¢ assez grand,

f | DY (qun 2 dt = c (¥, ).

—

5. Démonstration du théoréme 2.1. — Soit d’abord ¢ fixée dans
Pespace @) (R) des fonctions une fois contindment différentiables de ¢, de
support limité & droite; pour fixer les idées, supposons que ¢ est nulle
pour ¢t > T.

D’aprés (4.3), DY(qu,,) demeure dans un ensemble borné de L2(— o ,—+ 03 H),
et, d’aprés (3.9), qu,, demeure dans un ensemble borné de L?(— oo, +0; V).
Par conséquent (¢f. L. Girbixg [5], p. 59 et L. HorMaxper [8], p. 201) on
peut extraire une suite qu,,, convergente dans L*(K>x (o, T))" fort pour

tout compact K de £.
Nous choisissons g = ¢, telle que 0 < ¢,(¢) <1, avec ¢ ,==1 pour t Z T'—1,
et ¢,=o pour ¢ > 7". On peut extraire de la suite u,, une suite t, ayant les

propriétés suivantes :
(5.1) uy—>u dans L” (o, T'; H) faible, pour tout 7 fini;
(5.2) wy—u dans L2(o, T'; V) faible, pour tout 7 fini;

(5.3) up—>u dans L2 (Kx (o, T))" fort, pour T (ini et pour
tout K compact de &;

(5.4) DY(qium)—>DY<un,> dans L2(—o0, +0; M) faible,
pour tout 7.
Naturellement
0
(5.5) uy.(0) :2 oy Yi—>u, dans H.

i=1

On va vérifier que « est solution du probléme 2.1.
On multiplie (3.3) par 9;(¢), ¢,€®L(R), et 'on somme en j de 14 p
(p £ m). On pose

) P
(5.6) D) =Y 9,(0) j;

j=1
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on déduit de (3.3) (utilisé pour m —p. > p), aprés sommation et intégration
par parties en ¢ :

(5.7) f”{—wp(t), O (1)) v ((uy (1), D(£))) } e
+fnb(uu(t), wy (8), © (b)) dt =
:[”<f<t>, ® (1)) dt + (u(0), (o).

Faisons tendre maintenant p. vers I'infini et admettons un instant le

Lemme 5.1. — Lorsque pp—x
(5.8) f b (uy (8), wy (1), fI)(t))dt—>f b(u(t), u(t), ®(¢))de.
0 0
Comme il résulte aussitot de (5.2) que

jmw“m, @ (1) dt»fxw(t), W (1)) de
et que

fu”((w), @(t)))dt»f((u(t), ®(0))) dr,
on voit que (5.7) implique :
(5.9) fowh(um,fb'<z>>+u(<u<t,<1><t>>>+b<u<t>,uu),@(t));dt
= [, @) e+, @ o), |

et ceci pour tout @ de la forme (5.6).

Par un raisonnement de densité immédiat, on en déduit que (5.9) a lieu
pour tout @ vérifiant (2.3) (?).

Il résulte de (5.1) que (2.9) a lieu.

Reste a vérifier (2.10); soit ¢ donnée quelconque dans @' (R);
alors qu—y¢qq,u pour 7T assez grand; d’apres (5.4), DV(q,u) est dans
L*(—w, +ow; H) dou résulte (c¢f. par exemple L. HORMANDER et
J. L. Lions [9]) que DY (qu) est dans L2 (—ao, +oo; H).

(%) Le premier membre de (5.9) dépend continiment de @ pour la topologic
suivante : @, (¢)-> ®(¢) dans V, uniformément en ¢, les @, et ¢ ayant leur support
dans un compact fixe, et @, > ® dans L2(o, w; H). Or si ® est donnée avec (2.3), il
est classique de construire une suite @, formée de fonctions de la forme (5.6) et
convergent vers ¢ au sens précédent.
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DEMONSTRATION DU LEMME 5. 1. — Remplacant & (u, (£), w, (¢), @ (¢)) par sa
valeur, il faut vérifier que

(5.10) /(: wpr (2, ) (Druy:(z, t)) O;(z, t) dx dt
LR,

— ur(z, t) (Drui(z, t)) @i (x, t) dx dt.
QxR,

Or les fonctions, ¢z [ ;= ()] sont & support compact dans Q et comme p
est fixé, les fonctions ®; sont donc a support compact en x et {;
soit K>< (0, T’) un compact contenant ce support. Or

upr—>u;  dans L*(K><(o, T)) fort,
et
Diuyi— Diu;  dans L2 (K< (o, T)) faible;

comme {; est continue en x et ¢, cela suffit pour montrer (5.10). Ceci
démontre le lemme 5.1, et achéve la démonstration du théoréme 2.1.

6. Démonstration du théoréme 2.2. — Cette fois, gracea (3.10) et (f.2),
on extrait de u,, une suite uy, qui vérifie (5.1) et (5.3) sans changement,
mais (5.2) et (5.4) étant respectivement remplacés par

(6.1) wy—>u dans L*(o0, co; V) faible,
(6.2) DYuy,— DYu dans L*(— o0, +%0; H) faible,

Le théoréme 2.2 en résulte par un raisonnement en tous points analogues
au précédent.

7. Remarque. — On peut résoudre, par les mémes méthodes, un probléme
aux limites différent. Supposons que QCR*(n<4) a une frontiére I' qui
est une variété une fois continiment différentiable de dimension n — 1. On
considére dans (H' (L))" V'espace V,, adhérence des fonctions ¢ = ({;),

avec ; une fois contintiment différentiable dans £ , divy =o, et

n
kaicos(n, x;)=o surl,

=1

cos(n, x;) étant le {®™me cosinus directeur de la normale extérieure n a I'.
Comme £ a une frontiére réguliére, il résulte de Sonorev [22
que H'(Q)c L*(L); alors

b(u, v, w)+b(u, w,v) =0 pourtoutu,v, wel,

puisque cette propriété est vraie sur un ensemble dense. On a alors des
résultats analogues aux précédents, V étant remplacé par V.
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8. Equations de Navier-Stokes perturbées. — Désignons par /2(2Q)
Pespace des fonclions (réelles) ue L2 (£2), avec

Druel?*(R), |pl<Lae,

muni de la norme hilbertienne

; _ . 1/2
||u||m@,:< > nvpuum,> -

lpl<2

On désigne par IT2 (2) V'adhérence dans I7? () de Pespace @ (2), et I'on
définit W comme adhérence dans Hj(L2)" des fonctions ¢ = ({;),
avec ¢, € D (L) et divy —o.

On considére le probléme suivant :

Proprive 8.1. — On cherche une fonction u ayant les propriétés
sulvantes :
(8.1) uel?(o, T; W) pour tout 7 fini,
(8.2) uelL” (o, T; H) pour tout 7 fini,

(8.3) fw{ —(w(e), W () +vu((£), D(2))) + e (Au(2), AD(1))
+ b (u(l), u(t), ®(2))})de
:f (f(2), @ (1)) dt + (i, B (0))

pour tout ® telle que

(8.4) { ® est continue a valeurs dans W, nulle pour ¢ assez grand,
| avec ' eL?(o, wo; H).

Dans (8.3), la fonction f est donnée avec f€ L?(o, 7’5 H) pour tout 7" fini

et u, est donné dans ¥V = adhérence de V dans /7.
Enfin ¢ est un nombre > o donné. '

Tutoreye 8. 1. — Sila dimension n est <4, le probleme 8.1 admet une
solution unique. En outre,

(8.5) DY (qu)e L?*(—o0, +o0; H) pour o <<y <<i1/4,
| et ¢ une fois contindment différentiable, nulle pour ¢ assez grand.

Si Q est d’épaisseur bornée dans une direction, alors u est dans l’espace
L2(—o0, +o0; W) et DY (u)el?(—w, +o0; H) (o <y <1/b).
La démonstration de l'existence se fait par les mémes méthodes que

précédemment. Nous n’y revenons pas. Signalons seulement que, par utilisa-

tion des inégalités de SopoLcv [22], on peut montrer l'existence d’une
solution si la dimension n est = 1o0.
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L'unicité peut ére démontrée (si n<<4) par la méthode de Lioxs-
Prooi1 [18].

Interprétons le probléme résolu : il est équivalent & la recherche d'une
fonclion «, mesurable a valeurs dans W, nulle pour ¢ <o, vérifiant (8.1),
(8.2) et

. /] Q
(8.6) —vAu-+ pThdan eA%u —|—Zukau =f+ u,Q 0+ grad,p.

REMARQUE 8.1. — On est passé de (2.4) a (8.6) en ajoutant la
« perlurbation » eA%x. On peut plus généralement ajouter au premier
membre de (2.4) le terme

(—1)me A™u,

remplacant ainsi (2.4) par
d . m Sﬂ
(8.7) —vAu-+ 5 +(—1)meAmu + Qe Dy = f+u,® 0+ grad.p;

on cherche alors « dans L2(o, 7; W,,), ou W, est I'adhérence dans J1* (2)»
des fonclions

qJ:(dfi)) lPiE(D(Q), diV‘PZO,

et 1" () élant construit comme /3 (R2), mais en prenant toutes les dérivées
d’ordre £ m (au lieu de 2).
On démontre alors :

1° ['existence d’une solutlion si n Z2(3m —1);
2° ["unicité de la solulion si n = 2m.

Nous ignorons si ce décalage entre I'existence et I'unicilé est indispensable
ou non, i.e. s'il n’y a pas ou s'il y a unicité pour les dimensions 7 telles que

om<n=Z2(3m—1i).

RemarQue 8.2. — Supposons n=4 et appelons u; la solution du pro-
bléme 8.1. Un probléme important scrait de connaitre le « nombre » de valeurs
d’adhérence de la famille v: dans 'espace L' des fonctions we L*(o, T'; V)
et L” (o, T'; H) pour tout T fini, lorsque e—»o. Ce probléme est résolu
si n =2 : dans ce cas, on montre que u;—> u dans l'espace IV faible, u élant
la solution des équations de Navier-Stoclkes.

HI. Autres applications.

1. Exemple 1. — Sur un ouvert & de R, on considére I'espace JI*(L2)

N

des fonclions (toujours a valeurs réelles) u, telles que Drue L*(Q) pour
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tout | p| <L 2; on le munit de la norme

el = < Sl Dpunzug)>”?

Ipl=2

On désigne par H;(£2) 'adhérence dans f12(L2) du sous-espace @ (RQ) des
fonctions indéfiniment différentiables & support compact.
On prendra dans la suite :

H—L1*(Q), V=IHI(Q).

On supposera que & est borné, de sorte que sur ¥, la norme

1/2
< by HD”uH?ﬂ(Q)>

Ipl=2
est équivalente a ||| «|||.
Pour chaque t€ R, on donne une forme u, ¢—a(¢; u, ¢), bilinéaire
conlinue sur V' <V ; on suppose que, pour tout u, v€ V, la fonction
t—a(t; u, v) est conlinue sur R, et que

(1.1) a(t; e, ) alfv]|? (a>o0,veV),
et
(1.2) la(t; u, o) | Zedl|wll].]]] ¢ ]]l-

Norartiox. — On posera
Or=Qx]o, I[, Q.=0Q.

PropLime 1.1. —— On suppose la dimension n 6. On cherche une
fonction u ayant les propriélés suivantes :

(1.3) wuel?*(o, o; V), uel” (o, T; H) pour tout 7 fini,
(1.4) uelL'(Q),
15) [ et ao, 90) — (@), ¥'©) |
D
o
3 Q

— fw<f<z>, O (2)) dt + (o, D (0)),

u(z, t)3ifll(x, t)dz dt —|—fu(£c, )} ®(x, t)dxdt
dx, o

ou f est donnée dans L*(o, oo; H), u, est donné dans I, et (1.5) ayant
lieu pour toute fonction @ avec

(1.6) { @ est continue valeurs dans V, nulle pour ¢ assez grand,
' | et®elL?(o, oo; H).
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Vérifions que les intégrales dans (1.5) ont un sens. Il résulte de (1.6) et
de SoroLev [22] que la fonction ¢ — D, ®(., ¢) est continue (et nulle pour ¢
assez grand) a valeurs dans L?(RQ), p<q,, 1/9i=1/2—1/n; tloujours
d’aprés SoBOLEV, £ —>u(., t) est de carré sommable a valeurs dans L7(Q),

q<=¢q> 1/g:—=1/2—2/n. Alors uD,® sera de carré sommable & valeurs
dans L2 () si

Vi1 11,
donc pour n 6. Par conséquent, uD,® est dans L>(Q), et comme

par (1.4), u*€ L*(Q), on voit quefu“(lel)) dx dt a un sens.
Q

2y

A fortiori en est-il de méme pourj w® dx dt
Q

Interprétation du probleme. — Supposons que
a(l; u, v):Xja,,,,(x, t)y Dru D7y dx. lphlgl L2,
Q

ou ap,(., t) est dans L~ (L), la fonction ¢ — a,, (., t) étant continue de R,
dans L (£) muni de la topologie faible de dual de L* (). Posons

A, t, D)= N, (—1)7 Di(ay, (2, 1) D).

Iphlgls2

Dans ces conditions, le probléme 1.1 équivaut & la recherche d’une fonc-
tion u, définie sur Q < R, nulle pour ¢ < o, vérifiant (1.3), (1.4) et

Az, t, D)u -+ D+ wDiu+ wd=f+ u,Q 0.

La vérification de ce résullat se fait comme au paragraphe 2, n° 2.
Nous allons démontrer le théoréme suivant :

TakoreMeE 1.1. -— On suppose que £ est un ouvert borné de R",
avec n £ 6. On suppose que (1.1) et (1.2) ont lieu. Dans ces conditions,
il existe u solution du probléeme 1.1 (°).

La méthode de démonstration est identique a celle des théorémes 2.1
et 2.2 (§ 2); nous insisterons seulement dans ce qui suit sur les points ou
apparaissent des dillérences.

(¢) On montre Punicité de la solution pour n 3. On utilise & cet effet la méthode
de Lions-Prop1i [18] et des inégalités de Gagliardo et Nirenberg (cf. E. GAGLIARDO,
Ricerche di Matematica, vol. VIII, 1959, p. 24-51 et L. NIRENBERG, Cours de Pise, 1958);
de facon précise, on utilise P’inégalité

|« ]IL'3/5(Q) ZClu [2/3 | D*uw [1/3 en dimension 3.

Notons que hypothése « Q borné » n’est pas essentielle (comme au § 2).
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On prend une base ¢y, ¢y, ..., $py,y ... de V, avec b; @ D (R); soit g (L)
la solution définie dans un intervalle (o, 7,) dépendant a priori de m du
systéme diflérentiel non linéaire suivant : si

U (l) :Zé’mz(i)%,
alors =
(1'7) (u’m (l)’ H"’/) -+ a(t; u"l(t)) ‘P/) -+ (um(t)?-Dl um(t)a L['J/) -+ (um(l):,, ‘-IJ,)
=(f(8), ;) (J=1, ..., m),

avec

(1 8) Sim (0) == Cimy E Aim Kpi‘—> U, dans Z/.
i=1
On multiplie (1.7) par g, (¢), on somme en j; il vient
' d
2 dt

"‘/é um (2, )+ dz = (f(8), un(?)).

| unz(l) |2+ a(t; ll,,,(l), um(t)) -+ (um(t)",Dl(um(t))’ um(l))
(1.9)

Comme on le vérifie facilement :
(um.(t)21)1 um(t)y unl(t)) == 07
de sorte que (1.9) se réduit a

(l.10) é gd;l U () [P+ a(t; wn(t), wn () +‘/£;LL,,,(JL‘, O da = (J (1), un(1))-

On en déduit, comme au paragraphe 2, n° 3, que
t
| (2) | £ | tm(0) | —|—f | f(a) | da,
0

ce qui démontre que 77,—= w0, et

Pour tout 7 fini, il existe une constante ¢(7) telle que

1.
(.10 | | ()| Lc(T) pour oLt LT.
Oﬁ intégre maintenant (1.10) de o a ¢; en utilisant (1.1), on en déduit
(1.12) / Il o () ||| dt £ s,
“ 0

puis

(1.13) j/ up(z, 1) dz dt Z c;.
. Q
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Passons maintenant & I’estimation des dérivées fractionnaires en ¢. On
utilise le paragraphe 1, n® k. On prend £ —= L*(Q), et

Oty sy gy o) = (s Dy (wy),y o)+ (tgugi, o) (7).
On a

I (wuy (D, ), ¥) {é “ u, HL‘ Q) H Uy ”L'» €y H D u, Hlm(ﬂ) “ v “l.’l(‘.)b

si1/a+1/p—+1/qg=1.
Or, d’aprés SoBoLEV [22], si we V = [13 (L), on a

Diuelr(Q)
pour p g\, 1/q ==1/2 —1/n, et

we Lv(8)

pour ¢ = ¢, 1/¢q.==1/2 — 2/n.
Par conséquent, on aura :

[ (s Dy, o) | Z k| wy || || e

ey [l e W1 11

(les k; désignant des constantes) si 1/2 +1/q,+ 1/¢.=1, donc si n 6.
Sin<6, ona a fortiori

| (wyusus, o) [ Z ksl w (oo || o ooy ([ s ([ 1l
de sorte que

(Load) [0t wyy wyy s, 0) | =B wy || oy || ws |

Bl

On est donc dans les conditions d’application du résultat du paragraphe 1,
n° & (%). En tenant compte de (1.12) et (1.13) on en déduit (on a un
résultat global, il est inutile de multiplier par ¢) :

@l ws

(1.1%) { Pour o <<y <C1/4, DVu, demeure dans un ensemble
771 borné de L2(—ow, +o0; H).
On en déduit, comme au paragraphe 2, qu’on peut extraire de la suite v,,
) paragrap » q P
une suite u,, ayant les propriétés suivantes :

(1.16) wy—u dans L*(o, ; V) faible,

(L.17) wuu—u dans L” (o, T'; ) faible, pour tout 7" fini,

(1.18) wy—u dans L'(Q) faible,

(1.19) wy—>u dans L*(o, T'; H) fort pour tout 7" fini (il est cette fois

inutile de prendre un compact de £ puisque & est borné).

(") De sorte que b(¢; u,, us, uy, ¢) est en fait indépendante de ¢.
(%) Méme remarque qu’au paragraphe 2, n° 4; w«,, est a valeurs dans ’espace engendré

par (‘PU q”:u ) ‘l‘m-

BULL. SOC. MATI. — T. 87. FASC. 3. 18
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De I'inégalité

|y (2, t) — w(x, t) P dx dt
Qr

12 7 \ 172
= f |ty — w|*dz dt f | tty,— w | dx dt
Qr Qp

et de (1.18) et (1.19) il résulte que :

(1.20) wy,—u dans L*(Qy) fort, pour tout 7" fini.

On achéve maintenant la démonstration du théoréme comme au para-
graphe 2, n° 5. On déduit de (1.7) que

fw{ (i (), W (2)) 4 a(2; uy (2), (1))} de

0

— %foup (2, t)*D,®(z, t) dx (lt—&—/ou,u(x, ) ®(z, t) de dt
= [ U@, 20)de+ (o), B0,
0
pour tout @ de la forme

O=No, ()Y (p=p),

j=1

et I'on passe & la limite. Le théoréme suit.
On note qu'on a construit une solution du probléme 1.1 vérifiant, en
outre,

(1.21) Dyuel?(— o, +w; H) (o<<y<<1/h).

2. Exemple 2. — Comme au numéro précédent, nous prenons f/ — L2 (),
V—=H2(Q), Q étant un ouvert borné de R".

Notons que, si u€ V, alors d’aprés SosoLEY, D, u est dans 'espace L71(L),
avec 1/qu=1/2 —1/n [si n 3; sinon le résultat obtenu est meilleur :
D;u est alors dans L7 (L) pour tout p fini; le cas le plus défavorable est
toujours obtenu pour la dimension la plus grande]. Ensuite, toujours d’aprés
SOBOLEY :

we L:(Q), 1/gs=1/q1—1/n

(ou un résultat meilleur selon la dimension). Il en résulte que, pour « et ¢
dans V, la fonction w?*(Dyu)v est dans L7(L), avec 1/r=3/¢,+1/q,,
et 71 (i. e. Ja fonction est sommable) si 72 7. Donc, si la dimension #
est =7, pour tout « et ¢ dans V,

| (@2 Dyu, o) | Z e[l [l e]].
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On va considérer le probléme suivant :

ProsrLiMe 2.1. — On suppose la dimension 7 < 7. On cherche une fonc-
tion u ayant les propriétés suivantes : elle est a valeurs dans V', mesurable,
nulle pour ¢ << o, avec

(2.1) | wel” (o, T; V) pourtout 7 fini,
@) [Tl A0, 80 (0) (0 D), @) |

0

:f (F(2), D(1)) dt + (Aus, AD(0)),
0
et ceci pour toute fonction ® vérifiant

(2.3) {

® est continue a valeurs dans J', & support compact, avec
D'el?(o, 0; V).

Dans (2.2), u, est donné dans V, et fe L2(o, T'; H) pour tout 7 fini.
Comme

| (w(@) Diu(t), ®(t)) | Zeifw(e) [P C) I,

et qu’on suppose que « vérifie (2.1), les intégrales écrites ont un sens.

Interprétation du probléme. — Le probléme 2.1 équivaut a la recherche
de u, vérifiant (2.1) et
2.4 iA‘-’u—l—uf—iu—-‘f—t—Au X0
(2.4) o o o .

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 2. 1. — On suppose que la dimension n =7, et que L est borné.
Alors il existe une solution du probléeme 2.1, qui vérifie en outre

DY(qu)eL*(— w, +x; V), pour o<y <<1/4,

2.5 .
(2.3) et ¢ une fois contintiment différentiable, nulle pour tout ¢ >7°, (*).

DEMONSTRATION DU THEOREME. — Soit ¢y, by, ..., Y, ... une base de V telle
que Y;€ D (L) pour tout ;. Alors, pour tout m fini, les Ay, ..., A, sont
linéairement indépendants [car si les 2; sont des conslantes telles que

ézi A= o,
i=1

il en résulte, puisque Z?\iq/;ellf,(ﬁ), quezkiqji: o, donc 2;=o pour
tout 7].

(°) On démontre I'unicité de la solution par la méthode de Lioxs-Propr [18].
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Soit g (2), définie par le systéme différentiel non linéaire suivant | définie
@ priori dans un intervalle (o, 77,)] : d’abord

m

Il,,L(t) :zé’l/n(l) (-ph

i=1
puis
(2.6) ( (A ey, () AYy) + (wn (0 Dy (8), L) = (f(1), ¥;)
| (J=1, ..., m),
avec
(2.9)  gim(0) = o, ? A —>u, dans]’ lorsque m —> oc.
/ P T q
i=1

On multiplie (2.6) par g,,,(¢), on somme en j; comme

(n () Dy (u,(t)), 1, (1)) = o,
ona

/l a3
Z%Z]Aum(t) = (f (1), um()),

W] -

d’ott
d A O =kl f(t

(comme £ est borné, |u| k||| wu]]], et | Au| est équivalente a |||« ||| sur J7).
Donce

A
A 0)] = A+ k[ 1f(2) s,
ce qui montre que 77, =0, et
(2.8) M wn (&) || Z e (T, t€lo, T} pour tout 7 fini.

livaluons maintenant les dérivées fractionnaires. On raisonne directement.
Appelons encore u,, la prolongée de u,, par o pour ¢ > o, et posons

Vi = qUn,

ot ¢ est donnée une fois continiment différentiable, & support limité
a droite [ge @ (R)]. On a

D (v, AY;) =q(f, b)) -+ q(0) (A un(o), A‘*I"/’)'3
+ ¢ (A, AY;) — q(um (8)* Dywy (1), ).
Mais
G () Dywn(t), v) = (((hn (), v))) (vel),
avec

[l A () ]]| £ Cte (dépendant de ¢),
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d’apres (2.8). Comme A, est a support compact, ||| %, (¢)]|| est sommable,
et le raisonnement habituel donne

Sl

(2.9) j DY (qun) (P dt = c(y, q) (o< <1/4).

D’aprés le raisonnement de GArpinG [5] déja utilisé, on peut alors extraire
de la suite v, une suite u, ayant les propriétés suivantes :

(2.10) wy-—>u dans L*(o, T'; H{(Q)) fort, pour tout 7 fini,
(2.11)  wp—>w dans L=(o, T'; H}(Q)) faible, pour tout 7 fini.
On déduit de (2.10) et de SoBoLEv [22] que w«j—>u? dans L' (o, 175 L™ (L))
fort pour tout 7" fini, r=q/2, 1/qy=1/2 —1/n, et u,—>u dans
L7 (o, T'; L+ (Q)) faible pour s < ¢, 1/q2—=1/2 — 2/n.

Par conséquent, «,— « dans L1(QT> Jort pour tout 7’ fini, si

2/qi+1/g <1, d.e.si n8.

Comme on a supposé que n = 7, on voit donc que

(2.12) wj—> 1’ dans L1(QT> fort pour tout 7’ fini.

La démonstration du théoréme s’achéve facilement. On multiplie (2.6)
par ¢;(t), o, € ®L(R); on utilise (2.6) pour m = p. et I'on pose

P

(2.13) ()= No ()b (pp)

Jj=1

On en déduit

[ N (1), AV (1)) — /3 (g (£), Dy (1)) ] de

0

— [”(f(t), D(t))dt + (Auy (o), Ad(0)),

et en faisant (1 — oo,

(2.14) / ( (Na(e), A (0)) —1/3 (u(t)’, D, ®(1)) ) dt

0

;f”(/u), B (1)) dt - (Auo, AD(0)),

pour tout @ de la forme (2.13).
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On peut intégrer par parties en .z, dans (2.14); on en déduit que «
vérifie (2.2) pour tout @ de la forme (2.13).

Il en résulte, par un raisonnement de densité facile, que (2.2) a lieu pour
tout @ vérifiant (2.3), ce qui achéve la démonstration du théoréme.
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