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EXPOSE SUR LES TRAVAUX DE C. T. C. WALL
SUR L’ALGEBRE DE COBORDISME ©;

PAR

J. Franxk ADAMS
(Cambridge).

Ce rapport est consacré a 1'exposé des travaux de G.T.C. WaLL de Trinity
‘College, Cambridge.

Soient & et /V les algébres de cobordisme introduites par R. Tnox. Soit
r: Q& — N I'homomorphisme naturel. On a alors le lemme suivant :

. 2 r
LemMe 1. — La suite Q > Q — /V est exacte.

On doit ce résultat & RokHLIN : DoLp a donné une démonstration géomé-
trique. De ce lemme, WALL a déduit le théoréme suivant :

TutoriME (de C.T.C. WaLL).

1) : L’algébre Q ne contient pas d’éléments d’ordre 4.

2): Si M est une variété orientable, dont les nombres de Stiefel et de Pon-
trjagin sont nuls, alors { M} — o dans Q.

3): 1l existe une sous-algébre W de /V contenant () et un homomor-
phisme 0" : W — Q tels que le triangle suivant est exact :

Q1 .Q
NP7 v/
Nwy

La proposition (2) confirme une conjecture de R. Thom.

La démonstration de WALL repose sur la construction géométrique suivante.
Soit M une variété, pas nécessairement orientable, mais dont la premiére
classe de Stiefel-Whitney W, (M) appartient & I'image de ’homomorphisme

H (M Z)— H' (M; Z,).
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Nous pouvons donc représenter W, (M) par une application f: M — S'. Nous
pouvons remplacer f par une application g: M — S' telle que g~ (O) soit
une sous-variété de M de codimension 1. Nous poserons V ==g=1(0).

Soit U/ un voisinage suffisamment petit de O dans S'; alors, par définition
de g, &1 (U) est orientable, et V est donc orientable.

LemMe 2. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’une variété V
puisse étre obtenue par la construction ci-dessus est que 2 { V| — o dans L.

DimONSTRATION. — Si J' peut étre obtenue de cette facon, nous pouvons
couper M le long de V' pour obtenir une variété M’ qui est orientable et a
2 V pour bord; la réciproque étant vraie également.

Nous définissons alors W comme le sous-ensemble de /V consistant en
classes { M}, M ayant la propriété mentionnée plus haut. Comme ’ensemble
des variétés M possibles est fermé pour les opérations de produit et de réu-
nion disjointe, W est une sous-algébre de /V.

Lenme 3. — En posant 0 { M| = { V' }, on définit une dérivation d: W >N
telle que:
Imodcr(Q)cKerdc Wch.

DiMONSTRATION. — (1) Nous devons montrer que la régle d { M} ={V}

fournit une fonction bien définie d: W — /. 1l suffit de montrer que les
nombres de Stiefel de M déterminent ceux de 1. Soit W, un mondéme
engendré par des classes de Stiefel ; on a alors :

CWaV), V=<0 W), VS
(parce que I'espace normal a }" dans M est trivial)
=L Wa(M), LV 5
=W (M), Wy (M)nM >
(parce que V' est dual de W, (M))
= W. Wi (M), M>

(i1) 1l est alors possible de vérifier que 0 est une dérivation en calculant
les nombres de Stiefel de d(xy) et de (dx))y + x(dy) en fonction de ceux
de x et y.

(iii) Nous savons déja que Im d C7(L); il faut montrer que r(£2) Cc Ker 9.
Mais si la variété initiale M est orientable, W (M) —=o0 et nous pouvons
choisir Papplication g: M — S! telle que g—'(0) soit vide.

LemMe k. — L’algébre W est une algébre de polyndmes (sur Z,) avec les
générateurs suivants:
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(i) Variétés V,,_, de Dold pour i3 2/. (Ces variétés sont orientables et
d’ordre 2 dans Q).

(1) Variétés M,; qui correspondent aux V., suivant le lemme 2.

(i1i) Espaces projectifs complexes P,.(C) (pour nx1).

La démonstration de ce lemme est assez laborieuse et sera seulement
esquissée.

Premiérement, il est clair que les variétés citées appartiennent 3 W. En
second lieu, on peut prouver qu’elles engendrent une sous-algeébre de poly-
nomes de /V. En fait, on peut établir, par le calcul, que :

Soi[ M) = 13

on peut aussi montrer que :
{Pu(C) ] = Pu(R)? (dans V)

en calculant leurs nombres de Stiefel.

Ensuite, on devra disposer d’'un moyen de montrer que des variétés n’appar-
tiennent pas a W.

Si M est une variété du type considéré plus haut, alors :

W2 (M) =B, W,(M)=o.

Soit W un polynéme en les classes de Stiefel-Whitney divisible par W3}. On
a{ W(M), M>=o. 1l faut compter le nombre de conditions indépendantes
sur M qu’on obtient ainsi. Chacun de ces polyndmes W correspond & un
élément & de H*(M(Oy), Z,), (disons = Hy) pour k assez grand. Ces élé-
ments / constituent un sous-groupe qui est méme un sous-module (disons S;)
sur 'algébre de Steenrod A. WaLL démontre que S, est un facteur direct
de . ; le nombre de générateurs A-libres de S, fournit donc le nombre
cherché des conditions indépendantes. Ceci prouve que la sous-algébre de
polynémes trouvée ci-dessus coincide avec W elle-méme.

Lemme 5. — Ker 0/Im 0 est une algébre de polyndémes (sur Z,) avec des
générateurs de dimensions 4¢. On a: () = Ker d. Si ¢ est un élément de Q
dont tous les nombres de Pontrjagin sont nuls, alors rc€Im d.

DEMONSTRATION.

(1) W et les valeurs de d sur les générateurs de W étant inconnues, un
calcul élémentaire donne Ker d/Im d.

(i) Soit P(pi, psy - -y Prs +..) un polynéme en les classes de Pontrjagin.
L’homomorphisme Z— Z, des coefficients envoie P en un certain polynéme
Q=Q(W,, Wy, ..., Wy ...) en les classes de Stiefel-Whitney. Le poly-
néme Q donne un nombre de Stiefel-Whitney { Q(M), M défini sur des
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variétés qui ne sont pas nécessairement orientables; mais si M est orientable,
alors {Q(M), M est la valeur de { P(M), M réduit modulo 2. En
particulier, ce nombre de Stiefel-Whitney s’annule sur Im¢d. Il détermine
donc une fonction linéaire définie sur Ker d/Im 4.

Mais, d’autre part, les valeurs mod 2 des nombres de Pontrjagin d’'une
variété orientable peuvent étre choisies arbitrairement. Il en résulte que le
rang de (7 (L2)/Im 0),, est au moins égal au nombre des nombres de Pontrjagin
dont on dispose. Mais celui-ci est exactement le rang de (Ker d/Im 0),,, ce qui
entraine () — Ker 0, et les fonctions linéaires mentionnées ci-dessus suffi-
sent donc pour distinguer tous les éléments de Ker d/Im 0.

DEMONSTRATION DU THEOREME.

(1) Soit ¢ un élément de £2,,, d’ordre 2%, avec o maximal. Supposons o >1.
Comme c est un élément de torsion, ses nombres de Pontrjagin sont nuls,
et rcelmd. Il existe donc une classe ¢’ d'ordre 2 telle que: rc=rc’.
Comme o >1, ¢ — ¢’ a le méme ordre que ¢, c’est & dire 2.

En vertu du lemme 1, parce que (¢ —¢’) =o, ona: c— ¢ =ac"; I'élé-
ment ¢’ serait d’ordre 2%*', en contradiction avec I'hypothése. Ceci
démontre (1).

(2) Soit ¢ un élément de L dont les nombres de Stiefel sont nuls.
Alors ceKerr, ce qui entraine ¢ = 2¢’ d’aprés le lemme 1. En vertu d’un
résultat de MiLNOR, 2 n’a pas de torsion impaire. D’aprés la premiére partie (1)
du théoréme, ¢ a pour ordre o ou «. Si les nombres de Pontrjagin de ¢ sont
aussi nuls, alors ¢ == o; ceci démontre (2).

(3) Dans la construction originale, les nombres de Stiefel de V étaient
déterminés par ceux de M, et ses nombres de Pontrjagin sont nuls, parce
que 2 { ¥V} = o dans Q. Nous savons maintenant que ceci détermine la classe
de V dans &; nous pouvons poser ¢’ { M} —{ V'}. L'exactitude du triangle
résulte immédiatement de ce qui a été exposé plus haut.

Ceci achéve la démonstration du théoreme de WaLL.

J. Frank Apams
Trinity Hall
Cambridge ( Grande-Bretagne)




