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SUR LES VARIETES COMPLEXES COMPACTES
LOCALEMENT SYMETRIQUES;

PAR

Eveexio CALABI (*) er Eposrno VESENTINI.

Cet exposé donne un résumé préliminaire d’un travail en collaboration qui
paraitra prochainement. Son but est d’étudier les déformations des variétés
complexes compactes X' = D/A qu’on peut obtenir comme quotients d’un
domaine borné symétrique D de 'espace C* de n variables complexes par
un groupe discontinu A d’automorphismes. Nous prouverons que, si D est
irréductible, de dimension n > 1, et s’il appartient & une des quatre grandes
classes de la classification de Elie CARTAN (v0ir, par exemple, [1], p. 179-180),
alors la structure complexe de A" est localement stable. Cette conclusion
subsiste méme si D est un produit D =D, x D, x<...xD; de I domaines
bornés symétriques irréductibles D;, pourvu que chaque D;, appartienne a
une des quatre grandes classes de la classification de E. CARTAN et que :
dimgD;>1pouri=r1, ..., [

Pour les détails et les démonstrations nous renvoyons & notre travail
commun.

1. Généralités sur les déformations. — Toutes les variétés considérées
ici seront supposées paracompactes. Soit M une variété différentiable (de

classe C*) connexe, et soit ¥~ M un espace fibré C”-différentiable (loca-
lement trivial) sur la base M, tel que chaque fibre V, = w—1(¢) (¢€ M), soit
une variété analytique complexe, de dimension complexe n, connexe, dont
la structure complexe soit compatible avec la structure différentiable induite
par celle de .

(1) The research of this author was supported by the United States Air Force, through
the Air Force Office of Scientific Research of the Air Research and Development
Command under Contract n° 49 (638), p. 253.
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On dit que la structure complexe de V, dépend différentiablement de te M

et que lespace fibré > M est une famille différentiable de structures
complexes si, pour tout point €, il existe un voisinage 1l et un homéo-
morphisme (de classe C*) de Ul dans G" =< w(U), de facon telle que la
restriction de cet homéomorphisme a4 U N V, (¢ € M) soit une transformation
biréguliére (au sens analylique complexe) de U N V, dans G" < ¢.

La famille @ 5 M est dite triviale s'il existe une représentation différen-
tiable (de classe C*) : ¥ V,= %~ (0) = (0 € M) qui transforme birégulié-
rement chaque fibre V,= w=1(¢) = (t€ M), sur la fibre V,.

Soit @ le faisceau des germes des champs de vecteurs tangents holo-
morphes sur une variété complexe, compacte I

Un théoréme fondamental de Frolicher et Nijenhuis ([2] et [8], théo-
réme6.3,p. 365), affirme que, si A' (¥, @) =o, la structure complexe de X est

ocalement stable; c'est-a-dire, pour chaque famille différentiable LTIy 74
a fibres compactes, contenant X" comme fibre X' = V, = w~1(0) = (o€ M),

il existe un voisinage U de o dans M, tel que la famille w—1 (U) soit triviale.

2. Opérateurs différentiels sur une variété complexe. — Soit /Y une
structure fibrée analytique complexe a fibre vectorielle sur une variété
complexe compacte X, et soient AP:7(l) et AP7(I) respeclivement le
faisceau des germes des (p, ¢)-formes différentielles extérieures, (a valeurs
complexes et de classe C”) a coefficients dans £, et I’espace vectoriel
complexe des sections globales de A?7([).

A(F)=2XA77(F) est un faisceau bigradué sur _¥. L’opérateur d de
différentiation extérieure, par rapport aux conjuguées des coordonnées
locales complexes, définit un opérateur cobord pour le complexe
T(A(F))=2Ar7(F) des sections globales de A(Z'). Il est bien connu,
d’aprés DovLsesuLT (voir, par exemple, [/ ], p. 116), que la composante de
type (p, q), Hr7 (X, E), de la d-cohomologie de T'(A(E)) est isomorphe
au groupe de cohomologie : H7 (X, E & T?), ou E et T dénotent respec-
tivement le faisceau des germes des sections holomorphes de I et le faisceau
des germes des sections holomorphes de la structure 7' fibrée des
p-formes holomorphes sur X

Soit £* la structure fibrée duale de Z. Lorsqu’on se donne une métrique
hermitienne (de classe C*) sur les fibres de £, dépendant différentiablement
des fibres, on peut définir un isomorphisme de £ Q 7V Q T sur
E*® T T, et par conséquent un isomorphisme de A77(F) sur A77(F*),
qui, & chaque forme g de type (p, ¢), a coefficients dans /7, associe une forme ¢*
de type (g, p), a coefficients dans /7*. Lorsqu’on choisit une métrique her-
mitienne (de classe C”) dans la structure tangente a X', on peut définir
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I'isomorphisme bien connu :
*x: E®1 ‘P)®W—+E® Trn=1 Q Tn=r

et par conséquent un isomorphisme de A7 (E) sur A*=7.n—7(E), qui, a
chaque (p, g)-forme ¢ a coefficients dans F, associe une forme % ¢ de type
(n-q, n-p), a coefficients dans la méme structure F.

On définit par
(9, ab)z/ GA KV (kP =k (W)= (kD).
X

Le produit intérieur de deux formes ¢, 4 €477 (F).

Soient d, v et d les opérateurs définis respectivement par les formules

% (‘)CP)*: 5(@*)7 M?»’Tﬁ*o*%
»

(1) ~
9=—*kJd %9 (9€dri(E)).

On vérifie que pour chaque o€ A7 (LK), beAr1+1(F), t€drrii(E)
on a

<5(?7 4‘)32(‘?7 ), (d9, T):((P,ST),

Soit { U;}, un recouvrement ouvert fini suffisamment fin de I, et
soit z¢=(a=1,..., n=dimg.A"), un systtme de coordonnées locales
complexes dans U;. Si h; dénote la représentation locale dans U; de la
métrique hermitienne choisie sur les fibres de £, la forme de type (1, 0).

0= hi' d' b

(ou d' dénote I'opérateur de différentiation extérieure par rapport aux coor-
données locales complexes z%) définit une forme globale 0 & valeurs dans
I'algébre de Lie du groupe de structure de [ qui est associé a une connexion
dans la structure fibrée principale associée a F. La forme de courbure de
cette connexion est donnée par 0 0([9]).
Soit :

)

On démontre que la différenciation covariante D par rapport & la connexion 1)
est donnée par :
D—=0+0

Les deux opérateurs :
O=od -+, [0 =0 +2

sont strictement elliptiques. Puisque X" est compacte, les espaces vectoriels
complexes H'77( X, E) et H"77(X, II) des formes ¢ € A77(FE) telles que :

O¢=o0 ou, respeclivement, O'¢=o
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ont une dimension finie. On obtient des (1) que :
H'» (X, Ey~H7r(X, E*).
Kopara a démontré que :
H71 (X, By~ H1(X, EQ TW).

Lemve 1. — 80 la métrique choisie dans (la structure tangente a) X est
kihlérienne. pour chaque forme 9 € AP7(E), on a

(9, O0'¢) — (9, O0"9) = (e(x)A¢ — Ae(x) 9, 9),

ou e(y) dénote le produit extérieur de y considérée comme opérateur sur
les formes vectorielles extérieures.

On en déduit le théoréme suivant :

TukoriME 2. — Si la métrique choisie dans X est kdhlérienne. pour
chaque e H'P1 (X, ), on a :

(Ae(x)o—e(x) Ao, ¢) = (9,0"9) = (99, 9) + (39, 3¢)> 0.

3. Variétés complexes localement symétriques. — Les domaines bornés
symétriques D de Pespace C” de n variables complexes ont été classifiés
complétement par E. Cartax. Selon la numérotation de C. L. Sigcer ([10] et [1],
p- 178-179) on a les types suivants :

Type 1, ,. — D est I'ensemble des matrices Z complexes de type r < s
telles que
(2) I,—'Z.Z>o,

ou I est la matrice unité de GL (s, C)- On a : n =dimg D =rs.

Type 1lI.. — D est I'ensemble des r > r matrices complexes antisymé-
triques Z satisfaisant la (2) avec s—=r. On a n =dimgD =r(r —1)/2.

Typelll,. — D est ensemble des r > r matrices complexes symétriques Z
a partie imaginaire définie positive. On a n = dimc D =r(r +1)/2.
Type IV,,. — D est 'ensemble des n><1 matrices Z complexes telles que :

2<‘Z.Z—)<1+|‘Z.Z]'2< 2.

Pour =2, D est le produit de deux demi-plans de Poincaré.

Outre ces quatre grandes classes de domaines bornés symétriques, il y a
deux types exceptionnels, de dimensions complexes respectives 7 —16,
et n =27, dont les définitions sont plus compliquées que les précédentes et
que nous n'indiquerons pas ici.



VARIETES COMPLEXES COMPACTES. 315

Les types L, 4, IL,, III, et IV, sont équivalents au demi-plan de Poincaré.
On a aussi les équivalences suivantes : I, ; et II;; I, , et IV,; III, et IVy;
IVietIL; L. s et I .

D’aprés un résultat de H. CarTan, le groupe A (D) des automorphismes
d’un domaine borné D, muni de la topologie de la convergence compacte,
est un groupe de Lie. Les groupes discontinus d’automorphismes de D sont
exactement les sous-groupes discrets de A (D).

Soit D un domaine borné symétrique irréductible appartenant a un des
types I-1V et soit A un sous-groupe discontinu d’automorphismes de D, tel
que :

1° le quotient .4"= D/A soit compact;
2° P'identité soit le seul élément de A ayant des points unis dans D.

D’aprés un résultat de Kodaira [7], X'= D/A est une variété projective
non singuliére.

A Taide du théoréme 2 (ou d’une inégalité de S. Nakano [9]) on peut
démontrer la proposition suivante, qui est le résultat central de cet exposé :

TutoriME 3. — Soit O le faisceau des germes des champs de vecteurs
holomorphes tangents a X = D/A. On a -

H1 (X, ®)=o,
lorsque D est irréductible et

1° g<<r -+s—1 pour chaque domaine D de typel, ,;

20 g <<ar—3 » » D o L (r2);
Fg<r » » D » III,.;
4o g<<n —1 » » D » IV, (n>.3).

En particulier sous les hypothéses précédentes, si n >1,
(3) (X, 0)=o.
I1 suit de la, par le théoréme de Frolicher-Nijenhuis, le

THEOREME k. — Si n>1, et si D est irréductible, la structure complexe
de X = D/A est localement stable.

En vertu du théoréme 3 et 4 'aide d’une formule de type Kiinneth (voir,
par exemple, [3], p. 244), on peut démontrer que :

(X, 0)=0 [et H'(X,®)=o0]

méme si D est un produit D = D,;<D,>...xD; de domaines bornés symé-
triques irréductibles D;(i—=1, ..., [) de type I-IV et de dimensions
complexes >>1. Il découle quele théoréme b subsiste méme pour des
domaines bornés symétriques réductibles satisfaisants aux conditions ci-
dessus.
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k. Un cas particulier. — Le théoréme de Riemann-Roch ([%&], p. 154)
appliqué a la structure fibrée des vecteurs complexes tangents & & = D/A
permet de calculer la somme alternée des dimensions des groupes de
cohomologie £17(X", @) non compris dans 'énoncé du théoréme 3, mais
naturellement il ne peut pas donner en général aucun renseignement sur les
dimensions de tous ces groupes.

Il y a seulement un cas ou le théoréme 3 et le théoréme de Riemann-Roch
permettent d’achever le calcul des dimensions des groupes H7 (X, ). Cest
le cas d’un domaine borné symétrique irréductible D de type I, ,; c’est-d-dire
le cas ot D est la boule ouverte de rayon un de C*(n = dimg D =5). Dans
ce cas, en vertu du théoréme 3, le seul groupe de cohomologie /17 (A", @)
qui n’est pas nécessairement zéro est le groupe A" (.1, @). Par un résultat
de Igusa (6], théoreme 8, p. 676 et [5]) on obtient, a partir du théoréme de
Riemann-Roch que la dimension de /" (A", @) est complétement déterminée
par la mesure invariante ¢(.1") de .I" dans son revétement universel D. En
effet, la caractéristique

7 (X, (-)):Z(_ )7 dim 7 (X, @)
g=0
est égale a
n(n-+2)n!
fn'n

A (A @) = (—1)" v ()

ou méme, en vertu d’une formule de Iusa ([6], p. 676), &

n(n-+2) r

7 (1, @) = —

(),

ou E(.Y) dénote la caractéristique d’Euler-Poincaré de .
Par conséquent, en vertu du théoréme 3,

o) = (— 2 oy,

. n(n—42)n!
%) dimHe (X, ©) = L_n; it

Puisqu’on a I'isomorphisme canonique ([8], (11.9), p. 386)
I (X, @) ~ H—1 (¥, TVQ K,

ou K dénote la structure linéaire canonique sur X', on obtient de (4) que la
dimension de A° (1, T1® K), ¢’est-a-dire le « nombre » des formes linéaires
holomorphes & coefficients dans K, est donné par :

n+2)n!

dim £° (X T‘1)®K):”( n(n—+

S () = (=) n+12)1;‘(/r>.
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