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COMPLEXES D'ESPACES TOPOLOGIQUES;

JEAN-LOUIS KOSZUL
(Strasbourg).

Les constructions dont il sera question au début de cet exposé sont étroi-
tement liées aux « bar constructions ». Elles en diflèrent par leur caractère géo-
métrique. C'est ce caractère géométrique qui permet d'en donner une version
où les classes de cohomologie en jeu sont des classes d'espaces fibres princi-
paux. La plus grande partie de l'exposé est consacrée à l'une de ces versions
qui touche aux problèmes de classification des espaces fibres.

1. Définitions. — Étant donnés deux espaces topologiques X et Y^ on
notera M(X^ Y ) le groupe abélien libre ayant pour base l'ensemble des
appplications continues de A dans Y. Pour trois espaces X\ Y^ Z, la composi-
tion des applications définit une application bilinéaire de M(Y^ Z) x M{X^ Y)
dans M (X^ Z). Avec pour homomorphismes de X dans Y les éléments
de M(X^ Y)^ les espaces topologiques vont constituer une catégorie pré-
additive. Les complexes de cette catégorie seront appelés des complexes
d'espaces. Un complexe d'espaces Y^ est donc une suite d'espaces Yn(n entier),
avec, pour tout n un opérateur bord dnÇ:M( Yni J^-i), les opérateurs bords
vérifiant, pour tout n la condition d^—^d^~-=. o.

Dans les cas qu'on envisagera, on aura toujours ^==0 pour n << o. Les
notions d'homomorphismes de complexes et d'homomorphismes homotopes
se définissent comme pour toute catégorie pré-additive. Tout espace topolo-
gique ^T pourra être identifié au complexe d'espaces X^ tel que JTo^^Tet
Xn~==- 0 pour n ̂ z o.

Pour tout complexe d'espaces X^ on appelle chaîne singulière de type (p^ q)
de X\ une chaîne singulière de degré p de l'espace Xq c'est-à-dire un élé-
ment de M((7^^ Xfj) où o-^ est le simplexe euclidien type de dimension p .
Dans le groupe bigradué : S {X^) = .2J^(o-^, Xcj\ on définit un opérateur
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bord en posant dp^== dp^ + ̂ y avec ^y c == (— i)^ àcç.M^P-\ A\) et
d"p^c=dqCç.M((jP, .^Ty-i) pour tout cç.M{fjP, XqY On obtient ainsi un
complexe bigradué à partir duquel les modules d'homologie et de cohomo-
logie du complexes d'espace A\ se définissent de la manière habituelle. Pour
un anneau de coefficients À', on notera ces derniers H^t^, k) ; ce sont des
fondeurs contra variants de la catégorie des complexes d'espaces dans la caté-
gorie des À-modules.

2. Complexes. /?(JT)/r. — Pour tout espace X, on notera R(A) le
complexe d'espaces :

x^-x^"-^... ̂ -x'^...
défini par R^^T) == X^ et dn==l(—i)1 d^, avec :

^ (^o, ^J, • • ., ^/J == (^o? ^h • • • ^o « • • ^n)

pour tout point {x^^ x^ . . ., Xn) C ̂ T^4"1 et o ̂ i^n. Soit F un groupe topo-
logique opérant de manière continue à droite dans X~. En faisant opérer r dia-
gonalement dans chaque produit X^^^ les applications dn,i : ySrrt+l—> 1̂ ̂ per-
mutent avec les opérations de T et définissent par passage aux quotients des
applications dn,i '• ^^/F -> A^/F. On obtient donc, en posant

d^^-iyàn^

un complexe d'espaces R(X)/T :

X/Y î1- X^/T <- ... A^/F dn . . .

Si X et Y sont deux espaces dans lesquels T opère continuement à droite,
toute application continue/ de X dans Y qui permute avec les opérations
de F va définir un homomorphisme f^ de R(X)/T dans R(V)/T\ în est l'appli-
cation déduite de /n+i : X"-^—^ Y^1 par passage aux quotients. Si /et g sont
deux applications continues de X dans Y qui permutent avec les opérations
de F, on démontre que les homomorphismes f^et g\, sonthomotopes. Ils défi-
nissent donc un même homomorphisme de //*(/?( Y) /F, k) dans H*(R{X)IT^ k).

Si X et Y sont des espaces fibres principaux localement triviaux de
groupe F, cet homomorphisme est bijectif. Enfin, il existe un isomorphisme
canonique de H * ( R ( T ) / T ^ k) sur le module de cohomologie d'un espace
classifiant pour le groupe r. Par suite, pour tout espace fibre principal
Y, ZT(7?( JQ/r, k) peut être identifié au module de cohomologie d'un espace
classi'fiant de groupe r.

Supposons que Y soit un espace fibre principal de groupe F. L'application
identique de Y/T sur l'espace d'indice o de R{Y)/T définit un homomor-
phisme c^ de Y/T (considéré comme complexe d'espaces) dans R ( Y ) / T . On
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vérifie que, avec l'identification précédente, c' : H ' ( B ( Y ) / T , k)->H\Y/T, k)
est F homomorphisme caractéristique de F espace fibre Y.

Soit
K'^ == r/r <- ryr . . . Y'^/T ^- 0 <-

le complexe d'espaces obtenu en tronquant R ( Y)/T à l'espace d'indice 72+1.
Pout tout /î^o, on a encore un homomorphisme de ff*(K^ k)

dans ff*( JT/r, k) dont l'image sera notée Q^. On obtient ainsi pour tout? ̂  o,
une filtration :

7//)(r/^,^)=ç^çî^...ç^=ç^ ... <?/.
où Ç£ est le module des classes caractéristiques de degré p.

3. Espaces fibres associés et pré-associés. — La filtration précé-
dente peut se définir dans l'ensemble I F ^ Y / T ^ G) des classes de fibres prin-
cipaux de base JT/T et de groupe G. Elle se réduit à :

. // '(r/r,G)=ç;3Ç;3^= .. . Q^.
Les espaces fibres principaux de base Y/T et de groupe G dont la classe est
dans Ç\ (resp. Ç\) sont appelés des espaces fibres principaux associés (resp.
pré-associés) à l'espace fibre principal Y. Pour tout espace fibre principal P
de base Y/T et de groupe 6r, les applications di,; (^ '==0, i ) définissent deux
espaces fibres réciproques : Pô := P di,o et Pi == P di^ de base JP/r. L'espace P
est pré-associé à Y lorsque ces deux espaces Pô et jPi sont isomorphes.
Compte tenu de la relation did2==o, les espaces fibres images réciproques
de Pô et Pi par les applications d2,y (j'= o, i, 2 ) sont deux à deux isomorphes.
Posons P, = Pô d2,o=^od2,i, ^i=^od2,2==^id2,o.

p^/^.l^p^

Tout isomorphisme de Pô sur P^ définit un diagramme :

P'.——>P\
\ p ' /

•r 2

L'espace P est associé à Y lorsque l'isomorphisme de Pô sur Pi peut être
choisi de telle sorte que ce diagramme soit commutatif.

On démontre facilement que tout espace fibre P pré-associé à Y est trivia-
lisé par la projection q de Y sur sa base X'= Y / T . Si Pest pré-associé à Y,
il existe donc une application continue r de Y dans P telle que, pour
touf fe Y, r ( y ) soit dans la fibre de P au-dessus de q ( y ) - Une telle appli-
cation définit un « facteur )) sur Y à valeurs dans G\ c'est l'application
continue k : YxT—^G telle que r ( y s ) = r ( y ) k(y^ s ) ^ pour tout yç. Y
etsçT.
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On démontre les critères suivants :

Soit P un espace fibre principal de base X de groupe G trivialisé
par q : Y-> X~.

(A ) pour que P soit associé à Y^ il faut et il suffit que r puisse être choisi
de telle sorte que le facteur k soit indépendant de y. (Dans ce cas, k est un
homomorphisme continu de T dans G : « associé » à donc ici son sens
habituel).

(P. A) pour que P soit pré-associé à JT, // faut et il suffit qu^il existe
une application continue g : Y2 -> G telle que

g ^ y . y ' ^ ^ ^ ^ k ^ y , s ) g ( y s , y ' , s )

quels que soient j, y ' ç Y et s € r.
Dans la fin de ce paragraphe, on supposera que Y est le révêtement uni-

versel de JT, supposé connexe et localement connexe par arcs, et r sera le
groupe des automorphismes de Y. Dans le cadre différentiable, on sait que,
pour qu'un espace fibre principal P de base JT, soit associé à Y\ il faut et il
suffit qu'il possède une connexion intégrable.

Si ^(.a", x ' ) désigne l'ensemble des classes de chemins homotopes d'ori-
gine x et d'extrémité œ' dans JT, une connexion intégrable dans P fait cor-
respondre à tout cç.^>{x^ x ' ) une application f(c) de la fibre Px dans la
fibre P'^ : le transport le long des chemins de classes c. Ces transports véri-
fient les conditions :

a. chaque t ( c ) commute avec les opérations de G et t{c) dépend de
manière continue de c.

b^ pour tout couple de classes de chemins c, c' dont le composé ce' est
défini, on a t { c c ' ) ==: t ( c ) t ( c ' ) .

On démontre, sans hypothèse de difïerentiabilité, que l'existence d'une loi
de transport t vérifiant les conditions (a) et ( b ) caractérise les espaces fibres
de base JT associés à Y. Et l'existence d'une loi de transport vérifiant la
seule condition (a) caractérise les espaces fibres pré-associés à Y.

h'. Cas holomorphe. — La définition des espaces fibres associés et pré-
associés s'étend évidemment au cas des espaces fibres holomorphes. On se
limitera encore au cas où Y est le revêtement universel d'une variété holo-
morphe connexe X. La condition (P. A.) dans laquelle on exige que g soit
holomorphe devient alors très restrictive.

THÉORÈME. — Tout espace fibre principal holomorphe de base ^T, pré-
associé au revêtement universel de X possède une connexion holomorphe.
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Les formes de connexion holomorphe sont données par l'application g-
de (P. A.).

Dans la suite, on examinera le cas suivant : Y =. 6^, r est un sous-groupe
discret de rang maximum de V, G est un groupe abélien connexe quotient
de C par un sous-groupe discret D'11. On considère sur Y les facteurs de type
thêta, c'est-à-dire de la forme k(y^ s ) = exp A(j, s ) , où exp désigne Phomo-
morphisme canonique de C'11 sur G, et où, pour tout s € r, y -> h (j, s) —h (o, s)
est une application linéaire complexe de Y dans C. L'exposant h (y, s )
s'écrit L (j, s) + //(^) où L est une application bilinéaire réelle de Y2 dans C ' ' 1

telle queZ((y, j^ == iL{y^ y ' ) ^ quels que soient j, y ' ç . Y.

THÉORÈME. — Pour que les espaces fibres de facteur k soient associés à JT,
il faut et il suffit que L soit symétrique. Pour qu^ils soient pré-associés a Y,
il faut et il suffit que L soit bilinéaire complexe.

La première assertion se démontre comme dans le cas classique (m= i, G= C*).
Pour la seconde, on observe que, si les fibres de facteur k sont pré-associés
à Y^ alors, d'après (P. A.), il existe une application holomorphe f de Y2

dans C'11 telle que :

( i ) /(JS Y) + h(y', s) = A(j, s) +/(j + s, y+ s) mod D

quels que soient y', y ' ç. Y et sç T. On peut choisir f de sorte que f(y-i y ) == o
pour tout yç.Y. Soit b l'application holomorphe de Y2 dans C111 définie
par/cy,y)=^cy—y,j4-y). c^a ̂ (j. ^)=^(J /sy)—^(.7.y+2.ç).
II en résulte que, pour tout je Y^ l'application y ' ' — ^ b(y^ y ' ) — b(y^ o) est
une application linéaire complexe de Y dans C111. Puisqu'elle coïncide

avec — - L ( y ^ y ' ) lorsque YeF, ceci prouve que L(y^ y ' ) est linéaire
2

complexe en y ' . Réciproquement, si L est bilinéaire complexe, alors

/(j, y ' ) ==— - L(y — y ' -, y -4- y ' ) est holomorphe et vérifie la condition ( i ),

donc les espaces fibres de facteur k sont pré-associés à Y.
Soient Fpa le groupe abélien des facteurs pour lesquels L est bilinéaire

complexe et soit ^ le groupe abélien libre des applications bilinéaires
complexes alternées A : Ye2•—>C1n telles que A(s^ t ) ç D quels que
soient ^, tçT. En associant à tout facteur exp (Z (y, s ) - \ - H ( s ) ) du
groupe Fpa la forme L(y^ y ' ) — Z ( ^ , y ) , on définit un homomor-
phisme Fpa—^^l dont le noyau est le groupe Fa des facteurs correspondant à
des espaces fibres associés à Y. Cet homomorphisme est surjectif. En effet,
soit y; une base de r et pour tout A e^2, soit H^ l'application de r dans C111

définie par

H^{y^P^i} =^A (PUb Pk^kY

J<k
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En associant à tout A ç= ^2 le facteur exp ( - A (j, 5) 4- H^{s) ) , on définit un
\2 )

isomorphisme de i2 dans Fpa qui relève l'homomorphisme Fpa->^- D'autre
part, il est évident que si k et k' sont deux facteurs de type thêta et si les
fibres qui leur correspondent sont isomorphes, alors k - ^ k ' ç F a - Par suite,
l'isomorphisme de 12 dans Fpa définit un isomorphisme du groupe t2 sur un
sous-groupe de //^(Jr.Cr). Tout les espacée fibres dont la classe est dans ce
sous-groupe sont pré-associés à Y et possèdent donc une connexion holo-
roorphe. Exception faite des espaces fibres triviaux, ils ne sont pas associés
à Y et ne possèdent donc pas de connexion holomorphe intégrable.

La classification des espaces fibres de groupe G pré-associés à Y qu'on vient
d'esquisser a été faite par S. MURAKAMI qui, à la place des facteurs, utilise la
forme de courbure des connexions holomorphes. Son étude concerne tous les
espaces fibres holomorphes de groupe G de base X qui possèdent une con-
nexion holomorphe. Mais lorsque X est un tore complexe, l'existence d'une
connexion holomorphe est non seulement nécessaire, mais encore suffisante
pour que le fibre soit pré-associé à Y.
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