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PSEUDOGROUPES INFINITESIMAUX
ATTACHES AUX PSEUDOGROUPES DE LIE;

PAR

M"¢ Pavrerte LIBERMANN

(Rennes).

Cet exposé contient le développement d’une partie des résultats concer-
nant les pseudogroupes infinitésimaux (p. i.) publiés dans des Notes aux
Comptes-Rendus [11]. Certains théorémes énoncés dans [11] sont démon-
trés, et leurs conditions d’application sont précisées. La théorie des p. i.
permet notamment de démontrer deux théorémes dias & C. EHRESMANN
(voir [9]) :

1° le groupe de toutes les transformations globales appartenant a un
pseudogroupe de type fini est un groupe de Lie;

2° sur une variété compléte, simplement connexe, un pseudogroupe de
Lie de type fini et vérifiant certaines conditions de connexité est déduit par
localisation d’un groupe de Lie.

Les résultats concernant les graduations d’espaces de jets et les connexions
affines d’ordre supérieur ne figurent pas dans [11]. Ces connexions sont
considérées d’'un point de vue moins général que celui de C. Enresmann [8],
qui définit des connexions d’ordre supérieur pour tout espace fibré a groupe
structural de Lie.

On n’abordera pas la question des p. i. attachés & des prolongements holo-
édriques et mériédriques de pseudogroupes, ce qui conduit a des homo-
morphismes de faisceaux, et permet I'étude des pseudogroupes, de Lie
simples (« groupes infinis simples » au sens de E. CaRrran). Il est & remarquer
que les transformations infinitésimales n’ont pas été considérées par E. CARTAN
dans sa théorie des « groupes infinis » mais ce point de vue a été celui de
VEssior.
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1. Rappel de définitions et notations relatives aux pseudogroupes de
Lie [10]. — Pour toute application f de U sur f(U), U et f(U) sont la
source et le but de f. Un pseudogroupe de transformations T dans un
espace topologique I est un ensemble de transformations vérifiant les
axiomes :

1° tout fe€I' est une application biunivoque dont la source et le but
appartiennent & I'ensemble ® des ouverts d’une topologie sur E (appelée
topologie sous-jacente a T') ;

20 81 U= U Ui, pour qu’une application biunivoque f, de source U, de

i
but f(U) c £ appartienne a I', il faut et il suffit que sa restriction a chaque U,
appartienne a I';

3o si fel, alors f~1€l'; si f, f’€l’, alors I'application composée ff' €T
(Si f a pour but U, et f’ pour source U’, I'application f'f est 'application
x— f'(f(x)) dont la source (éventuellement vide) est I'image réciproque

par fde UnU").
4° L’application identique de £ appartient a I".

Soient £ et I deux espaces topologiques, et soit f une application conti-
nue de source Uc £ dans £'. On appelle jet local jl.f, de source z, but f(z),
la classe des applications g, dont la source contient x et telles que les
restrictions de f et g & un voisinage de x coincident.

Si £ et I’ sont des variétés différentiables ('), pour toute application
différentiable f de source UcCZ dans E’, on désigne par ¢-jet infinité-
simal jif, de source z, but f(x), la classe des applications g d’un
ouvert U'sx, telles que f(x) =g(x), et jouissant de la propriété : si f
et g s’expriment a l'aide de coordonnées locales admissibles au voisinage
de x et f(x) par des fonctions numériques f! et g/ (i —=1, ..., n =dimE"),
alors les dérivées partielles des g? d’ordre =~ ¢ prennent en x les mémes
valeurs numériques que celles de méme nature des f%. Si ¢'<<¢, on a les
applications canoniques ou projections :

(2, [)=>Jaf = JS =>4 f.

On a, entre jets, les lois de composition, déduites des lois de composition
entre applications :

T JT' = ) (G2S")s
JEI = ) GES)-

On en déduit que si I est un pseudogroupe opérant sur £, I'ensemble 3*(T)
des jets locaux définis par tous les f€T, est un groupoide, sous-groupoide

(1) Différentiable signifiera : de classe C*.
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de 7-(E) (ensemble de tous les jets locaux inversibles de £ dans £). On
définit de méme le groupoide associé d’ordre g: §7(I') est un sous-grou-
poide de 77 (E).

Si I” est un sous-pseudogroupe de I, de topologie moins fine et
si. JH(I') = J*(T), on dit que T se déduit par localisation de I" (1" peut
étre un groupe).

Un pseudogroupe I' sur une variété est dit complet d'ordre ¢, si I' est
I'ensemble des solutions de F7(I') (il est alors complet pour s > ¢).

Un pseudogroupe de Lie est un pseudogroupe opérant sur une variété 7,
et vérifiant les conditions :

1° I" est complet d’ordre ¢;

2° pour s =o, ..., ¢, J*(I') est une sous-variété analytique de J*(V,, V)
(ensemble de tous les s-jets de V', dans V). On définit les pseudogroupes
de Lie transitifs (si 3°(I') s'identifie & V,, < V,,) et intransitifs.

Un pseudogroupe de Lie est de type fini, de degré r si la projection
de J7(I') sur 37—1(I') est localement biunivoque : J7(I') est alors défini
localement par un systéme d’équations aux dérivées partielles de Mayer-Lie,
c’est-d-dire tel que les dérivées d'ordre r s’expriment en fonction des déri-
vées d’ordre =< r — 1. On démontre qu’alors J*(I') est isomorphe a J7(I')
pour s > r et par suite J*(I') est isomorphe & 37 (I'). Un pseudogroupe de
Lie qui n’est pas de type fini est dit de type infini.

2. Transformations infinitésimales locales. Définitions et notations. —
Sur une variété diflérentiable V,, on désigne par champ local de tenseurs
p fois contravariants, ¢ fois covariants un relévement différentiable d’un
ouvert U (source du champ) dans I'espace fibré »71T (V) de tous les ten-
seurs de type (p, ¢) sur V,; en particulier un champ local de vecteurs sera
appelé transformation infinitésimale locale (t.1.1.). Si U=V, on a une
transformation infinitésimale (t. i.) au sens usuel.

Norarions. — Dans la suite de cet exposé on notera 7 753(V,,) 'ensemble
des s-jets de source z des relévements locaux de V, dans P 97T(V,)

et P0G (V,) = U r.055(V,). En considérant I’ensemble des jets locaux
xEVy
de ces relévements, on définit de méme - 71FA(V,) et @G (V). Pour les
vecteurs, on notera plus briévement : 7(V,,), S5(V5), S2(V2) ete.
Si 7 est un champ local de tenseurs, le jet local ;47 sera appelé germe
de champ de tenseurs.
On définit Popérateur dérivée de Lie comme pour une t. i. globale : si X
est une t. i. l. de source U, 7" un champ local de tenseurs de source U, la
dérivée de Lie 0(X) 7" a pour source (éventuellement vide) UnU'. On peut
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définir Popérateur dérivée de Lie pour les germes en x de tenseurs; par
définition :
02T =j2(0(X)T).

Soit X" une t.i. 1. de source U et soit z € U; le s-jet j5.X du relévement X
de U dans T(V,) est défini par la suite de nombres :

(x'y oy 2")e avec o +...+a,—=1

P S
[ (Ozt)oe. .. (dx")“"]r
(l=o0,1, ...,8), ({=1, ..., n),

ot les #' sont des coordonnées locales sur ¥, au voisinage de x. Il en résulte
que 'ensemble 55 (V) des s-jets de source x est un espace vectoriel de dimen-
sion finie n Hj ou H;—1 est le nombre de dérivées partielles d’ordre s
d’une fonction numérique de n variables. De méme quels que soient p et g,
I'espace vectoriel (7755 (V,) est de dimension finie.

Soit p la projection de 7'(V,) sur V,. Toute application différentiable
d’un ouvert Uc V,, dans ¥V, se prolonge en une application f/ (différentielle
au sens de C. CHEvaLLEY) de p~*(U) dans 7°(V,) : un vecteur ¢, d’origine
x € U étant un jet d’ordre 1 de R" dans V,, de source O, but «, le vecteur
¢'=fI(v) est le jet composé (jLf)v. Il en résulte, si f est biunivoque, que
toute L. i. 1. X est transformée par f en une t.i. 1. X'=f/ X f~'. On en
déduit que le groupoide II**'(V,) de tous les (s-1)-jels inversibles
de V), dans V,, est un groupoide d’opérateurs sur la variété 5(V,); en effet
si X'=f1Xf1, le jet jj.,A' est déterminé par les jets jiA et ji*'f:
I'espace S5°(V,) est muni d’une structure fibrée généralisée associée
alls+1(V,) [T]; comme IIs+' (V) est un espace fibré principal a un groupe
stuctural de Lie, la variété $°(V,) est un espace fibré ordinaire (a fibre
vectorielle) associé a IIs+1(V,). Il en est de méme de toute variété 95 (V).

Toute t.1. 1. X de source U définit sur U un noyau de groupe de transfor-
mations f, & un paramétre et le germe ;2.1 définit un germe de groupe & un
paramétre. La t.i.1. X sur V, se prolonge en une t.i.l. X+t sur J$(V,, V),
variété des s-jets de V), dans V,, car le noyau de groupe de transformations f;
se prolonge sur J°(V,, V,) en un noyau de groupe de transformations f;*' :
a*—as(j5fi)~' ou a* € ¥*(V,, V) a pour source . Ceci permet de définir
la dérivée de Lie d’un élément différentiel d’ordre supérieur et I'on rejoint
le point de vue de C. EnresMaNN (déplacement infinitésimal d’une fibre) [8].

ProrositioN 1. — Pour tout x€V,, il existe un isomorphisme cano-
nique Y, de Uespace vectoriel 35 (V,) sur Uespace tangent en J, (s-jet de
Uapplication identique de V,) a J5(Vau, Va) (variété des s-jets de but x
deV, dans V,) : pour toute t. i. . X dont la source U contient x, le s-jet
JuX du relévement X de U dans T(V,) s'identifie canoniquement au
vecteur Xs+1(j3), d’origine ji, reléevement dans §°(V,, V,) du vecteur X (x).
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En effet la transformation f, s’exprime au voisinage de z par :

i =zl + Xi(x)t+o(t),
d’ou :
ox, 0t

0z = 1 a7

(x)t+o(t).
Le vecteur : X72(j.)= ]tgrl} % [(jLf)~t—ji] a pour composantes
0x?

o On démontre la

— A&y — %%; d’autre part jLA est le jet : 2, X7,

proposition par dérivations successives.
Pour tout jet a*€ J*(V,, V,.), de source z, le vecteur A5+ (a*) est déter-
miné par le jet j5. 1.

3. Graduations et dérivations covariantes dans les espaces de jets. —
Certaines idées développées dans ce paragraphe sont & rapprocher de [1],

[3] et [15].

a. Soit ¥ un espace vectoriel de dimension 7 sur un corps de caracté-
ristique o; ¥V, désignant 'espace des tenseurs de type (1, ¢) sur ¥V qui sont
symétriques par rapport aux facteurs covariants, on considérera ’espace
vectoriel A (%), somme directe des ¥, quand ¢ parcourt ensemble /V des
entiers > 0 : A (V) est le produit tensoriel ¥ Q) S(¥V*) ou S(V*) est I'algebre
symétrique sur le dual * de ?’. Définissons dans @A () la loi de multipli-
cation suivante (notée. ) :

1° Papplication (¢, ¢') — ¢.1' est bilinéaire,
2° pour t€V}, '€V}, ona:

t.t’:}v 2 T (tR1),

TE®

ou y désigne la contraction entre le premier facteur contravariant et un
facteur covariant de t® ¢, ¢ le groupe des permutations des facteurs
covariants de y(£ @ ¢') et p le nombre de termes obtenus par permutation.
En particulier pour ¢, ¢ €}, on retrouve la multiplication des matrices.
Cette loi de composition définit dans @ (%) une structure d’algébre unitaire
dont T'unité est la matrice de 'application identique de ?; cette algebre
unitaire est une algébre graduée au sens de C. CRHEVALLEY [4]; son groupe
des degrés est 'ensemble Z des entiers muni de la loi de groupe ahélien
suivante : (p, ¢)—>p -+ q —1. Dans @ (%) qui sera désignée par algébre
contractée symétrique sur ¥V, les éléments homogénes de degré <Co
sont nuls.

On obtient ainsi en tout point 2 d’une variété V,, une algébre contractée
symétrique A (7T ) sur I'espace tangent 7% a V,,; si 'on passe aux germes de
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champs de tenseurs, on définit en chaque x une structure d’algébre
contractée symétrique 'S, dans 'espace de tous les germes de source x des
champs locaux de tenseurs une fois contravariants et symétriques par rapport
aux facteurs covariants, d’ot sur V, un faisceau d’algébres contractées
symétriques.

On dira que deux systémes de coordonnées locales (!, ..., z) et
(', ..., y*) définis respectivement dans Uc V,, et U' C V,, appartiennent a
la méme classe locale affine a, si x€ Un U’ et si dans Un U’ les y/ sont des
fonctions du premier degré des xi. Dans chaque classe a., il existe des
coordonnées qui s’annulent en 2; on utilisera désormais de telles coor-
données. A chaque classe @, correspond une graduation de I'espace
vectoriel 53 (V) (défini dans le paragraphe 2) : tout jet ji. X admet un

s

représentant « polynomial » qui est le jet /I_’:Ej:m ot les ¥ sont des
k=0
t. i. I. dont la source contient x et dont les composantes '/, sont des poly-
nomes homogénes de degré % par rapport aux coordonnées x’. On peut
écrire :
X = (D' 2)y—+ (D' X )yt ;-,(szr>x+. o (D),

():x,+...+ac,l/l”i
(Ot ). .. (Qxn)*s

ou pour /==o, ..., s, D'.I" est la suite de fonctions :

avec oy ~+...-+a,=/{ ({ variant de 1 & n).

Il résulte de cette définition que l'application X — (D'.X), est une
application linéaire de I'espace vectoriel S4(V,) des germes de t. i. l. dans
l'espace des tenseurs (7%); (défini au début de ce paragraphe) et que
d’autre part Popérateur

D:D'X - D+ X

est une dérivation dans 1'algébre contractée symétrique S,.

Soient X et ¥ deux t. i. 1. dont les sources contiennent 2. On a pour le
crochet de Jacobi Z=[.X, V'] :

JSZ=(D" L)+ ..+ ;‘_‘(DsZ),r

avec :
DZ=DX.D'Y —DY.D'X
D\ Z=DXY.D*Y+-D'X.D'Y—DY.D'Y —-—D'Y.D'X
(1) " DZ=DD2Z)= D'X.D+Y+C,D'X.DY
+ DX DY 4. .+ DYDY
—DY. DY - C.D'Y.D'Y
—C:D*Y . DX —...—D'Y.D'X
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ou les C sont les coefficients du développement du bindme (a-4-b)" et
ou D'"Y.D*Y désigne le produit au sens de l'algébre contractée
symétrique .
Le produit D°.X'.D'Y peut s’exprimer au moyen de la dérivée de Lie;
ona:
DYDY =0(X)D-Y.
On peut alors écrire :

(1) D'Z=[DX, DY)+ 6(X)D'V —0(Y)D' X,

ou [D.X, DY), qui dépend en général de la classe locale affine a,, est une
fonction bilinéaire antisymétrique de ;4 X et /4 V.

Le crochet de Jacobi définit dans espace vectoriel S%(V,) une structure
d’algebre de Lie. Soit £2(V,) (h> o) le sous-espace de 54(V,) formé de
tous les germes ;%1 tels que ;2.1 = o (quand il n’y aura pas d’ambiguité,
on désignera £%(V,) par £%). Des relations (1), on peut déduire la propriété
sulvante :

quel que soit h > o, 22" est un idéal de 2%, d’ou une structure d’algébre
de Lie dans le sous-espace 5. (V,), projection de £% dans S!(V,) car
5(V,) s'identifie 4 I'algebre de Lie quotient £8/£% : si X1, = F,=o, le
jet JA[ X, V] est déterminé par ;%I et /2 ¥. On définit alors dans S (V)
le crochet par :
A, A | = AL, Y.

Pour s=—1, on a la structure d’algébre de Lie usuelle dans l'espace des
(n < n) matrices.

Si X, et ¥, ne s’annulent pas simultanément, le jet jg;[ll’, ¥ est déter-
miné par ;4 K et i1 Y,

On démontre que :

[£k, £r]cen pour /> o.
Comme 71 > 17}, et \ } £ —= £ on a une filtration décroissante de £25,

h>0
par les £%. Considérons I'espace vectoriel gradué associé

Gey) =Y et e,
>t

L’espace vectoriel £%~' /2" s’identifie au noyau de la projection de S%(V,)
sur %71 (V,). Chaque classe locale affine @, de coordonnées définit un

§
. . % )10
isomorphisme de S55(V,) sur GS([;’Q.):ZJSQ.”/L?Q, : chaque élément
h=1
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de £2='/£% est représenté par une t.i. 1. X dont les composantes sont des
polynomes de degré .; on retrouve ainsi la graduation de 5.5 (V).

Totorime 1. — Soit 2* un systéme d’équations aux dérivées partielles
d’ordre s, linéaire, homogéne, d coefficients constants, complétement
intégrable, définissant en chaque point x d’un ouvert de V, un sous-espace
vectoriel F, de 53.(V,); pour que l'ensemble G,. des germes en x des solu-
tions de 2 soit une algébre de Lie, il faut et il suffit que la projection F.}
de G.n 25 sur 55(V,) soit une sous-algébre de Lie de £/ 23,

En effet le systéme X* peut s’écrire :

(D X)=o
() fi(DX, D' Y)=o0
ﬁi(DO/I: DX, ..., DsX)=o,
ou pour/=o, 1, ..., s, les f, sont des polynomes homogenes de degré 1 &

coefficients constants des composantes de D°.X, D'.X, ..., D'’X. Comme 2*
est complétement intégrable, les s-jets des germes en 2 des solutions
engendrent un espace vectoriel qui coincide avec F3; le sous-espace F}
de F3 formé des jets ji. X tels que j5.. X = o coincide alors avec la projection
de §.n £2 sur $5(V,,); F.$ est défini par les équations .

o, D'X, ..., D'X)=0 (l=o0,1, ...,5).
En raison des équations (1), si Z=[4, Y], ona:

(3) fiD°Z, ..., DZy=0(X)fi(DY, ... DY)
— () fy(D X, ..., DY)
+ fi(o, [DX, DY), ..., [DX, DY}') =o0;

donc pour que les conditions : 32X €G,, jA¥ € G entrainent j4[ X, ¥ |€ G,
il faut et il suffit que pour /=o, ..., s, les équations :

o, D'X, ..., D'X)=0o (o, D'Y, ..., D'Y) =0

entrainent :

Jilo, [DX, DY), ..., [DX, D¥])=o.
Cette condition réalisée nous dirons que F est un sous-espace vectoriel
stable de 55.(V,).
b. On a vu que chaque classe locale affine de coordonnées @, définit une

application linéaire ¢,: X — (D" .X), de SL(V,) dans T_l.®(® T{) (dont
I'image est contenue dans (7%),); le noyau Ker(z2) de ¢/, contient £} ; soit ¢;T
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P'application linéaire associée & une autre classe affine a/,; il résulte des
formules de changements de coordonnées que le noyau Ker(¢L—¢))
contient £,

DeriviTioN. — On désignera par élément de connexion affine d’ordre r,

-
de source x, toute application linéaire =7, de 5% (V,) dans 7, ® <® T;) telle
que ¢}, étant Papplication associée a une classe locale affine, on ait :

(4) Ker (<, — 15)> £

11 résulte de cette définition que : Kertl > £7.
L’espace @ (V,) de tous les 7/, sur V, est un espace fibré dont la fibre
est isomorphe & l'espace vectoriel des applications linéaires de $5{~'(R")

dans .R"@(ég) R"*) (ou O est l'origine de R"). Une section dans %" (V)
sera une connexion affine d’ordre r, ce qui est un cas particulier de
connexion infinitésimale d’ordre r définie par C. EnrEsMANN [8] qui a montré
qu’'une telle connexion existe toujours, la fibre étant homéomorphe a un
espace numérique. On définit les connexions locales d’ordre r (dont la
source est un ouvert de V) et les germes de telles connexions. On définit
de méme les s-jets de connexion (en particulier un élément de connexion
est un jet d’ordre 0). Pour » =1, on retrouve les connexions affines au sens
usuel définies par les symboles de Christoffel.

Une connexion affine d’ordre 7 définit une application linéaire de I'espace
vectoriel &(V,) de tous les champs de vecteurs sur V, dans 1'espace
vectoriel (78 (V,) de tous les champs de tenseurs de type (1, r); comme
pour les connexions affines d’ordre 1, on peut montrer (pour r quelconque)
que cette application linéaire détermine une application de #I&(V,)
dans #7+18(V,), d’ou la notion de dérivation covariante d’ordre r. En
particulier la dérivation covariante d’une connexion C d’ordre 1 définit les
applications linéaires :

E(Vy) = IE(Vy) = o= 11E(V,) ...

Une connexion C” d’ordre 7 sera dite le prolongement d’ordre r de C si
lapplication 77, résulte de r dérivations covariantes successives. Le rjet de
source « d’une connexion affine d’ordre 1 détermine un élément de
connexion d’ordre 7 de méme source.

Une connexion affine d’ordre 7 est dite intégrable s'il existe au voisinage
de chaque z un syst¢tme de coordonnées locales tel que l'application
linéaire 77 soit celle associée a ce systéme de coordonnées. On sait qu’une
connexion affine d’ordre 1 est intégrable si et seulement si la courbure et la
torsion de cette connexion sont nulles en tout z € V,.

On obtient des définitions et propriétés analogues pour les connexions
locales et germes de connexions.
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Une connexion C d’ordre 1 (locale ou globale) sera dite k-intégrable en =
sile jet ;% C est le jet d’une connexion intégrable c’est-a-dire s’il existe une
classe locale affine a, de coordonnées pour laquelle les symboles de
Christoffel T, et leurs dérivées jusqu'a I'ordre & sont nulles en z. La
connexion C sera dite k-holonome en x si les restrictions a & des champs de
tenseurs obtenus par A dérivations covariantes successives d'une t. i. 1.
quelconque appartiennent & l'algébre contractée symétrique & (77). Une
connexion k-intégrable en x est évidemment A-holonome.

En utilisant I'identité de Ricei [13] :

(5) V,lv,./rf—vjv,,/rf:z‘ Rg,,,,-/rp+2 So N A (R =1, ., )
4 4

ou V est le symbole de dérivation covariante et R} ;;, S7; les composantes
des tenseurs de courbure et torsion, on démontre que la condition nécessaire
et suffisante pour que la connexion soit 2-holonome en 2 est la nullité en 2
de la courbure et de la torsion. 1l en résulte, en utilisant une remarque
antérieure, que si en tout point d’'un voisinage U de x, la connexion est
2-holonome, elle est intégrable dans ce voisinage.

Etant donnée un connexion C d’ordre 1, le jet j2 A d’une t. 1. 1. I peut
étre défini par la suite :

PR T /A /5 TSI S A ¢

mais en général on n’obtient pas une graduation de 53 (V). En effet d’apres
I'identité de Ricci, étant donnée une t. i. 1. I arbitraire pour qu'il existe au
voisinage de z une t.i.1. ¥ telle que ¥/ = X7, (Vi ¥7),=o, (ViV,F/),= o
et une t.i. 1. Z telle que Z=o0, (ViV.Z/)o=0 et (Vi Z/)p= (Vi X7)y,
il est nécessaire que la courbure (pour ') et la torsion (pour Z') s’annulent
en 2. D'ou :

TutoriMe 2. — Pour que la dérivation covariante associce « une
connexion affine C d’ordre 1 (globale ou locale) définisse en tout point x
ou elle est définie une graduation de ’espace vectoriel 53,(V,), il faut et
i suffit que C soit intégrable.

. Définition des pseudogroupes infinitésimaux. — @ étant I'’ensemble
des ouverts d’une topologie % sur V), on désigne par pseudogroupe infini-
tésimal (ou plus brievement p. 1.), de topologie sous-jacente B, un ensemble E
de t. i. 1. vérifiant les axiomes suivants :

1° tout A€ £ a pour source U D;

2 si K et X7, de source Uet U appartiennent a %, alors le crochet [ 4, 1]
etlat. i.l. ad + bA" (quelles que soient les constantes réelles @ et b), de
source Un U’ (éventuellement vide) appartiennent & £;
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30 si U:‘ ’ U;, pour que la t. i. 1. X, de source U, appartienne a ), il
i
faut et il suffit que sa restriction a chaque U; appartienne & E.

Soit $*(£) 'ensemble des germes de t. i.1. déterminés par tous les ¥ € E.
Il résulte des axiomes précédents que l'ensemble J1(E) des germes de
source x est une algébre de Lie et J*(E) est un faisceau d’algébres de Lie
que nous désignerons par faisceau associé a E. Si tout X" €I7 est une t. i.
globale, X est une algébre de Lie j et J*(E) est le faisceau constant ¥, < .

De la définition de £, il résulte que I'ensemble de toutes les applications
biunivoques différentiables d’ouverts de ¥V, dans V,, qui laissent invariant &'
est un pseudogroupe /V(I) qui sera appelé le normalisateur de E. Le
groupoide des jets locaux J* (/N (E)), associé a V(E) [ c'est-a-dire 'ensemble
des jets locaux de tous les fe/¥(£)] est un groupoide d’opérateurs sur le
faisceau J*(E) qui est donc muni d’une structure fibrée généralisée associée
a JH(V(E)) [T]; tout b* € J*(N(E)), de source z, but ', définit un isomor-
phisme de l'algébre de Lie J2(E)sur §1(E); en particulier si V(L) est
transitif sur V,, toutes les algébres de Lie J2(E) sont isomorphes & une
méme algebre de Lie l). Le groupe G2 formés des jets locaux de J*(/NV(E))
de source et but z est un groupe d’opérateurs de l'algébre de Lie J2(E).

L’ensemble des noyaux de groupes & un paramétre correspondant a tous
les X"€ I engendre par composition et réunion un pseudogroupe noté P (I)
et qui sera appelé pseudogroupe engendré par E. On a : P(E)cCN(FE).

Soit 3*(E) 'ensemble des s-jets des relévements locaux de V), dans 7°(V,)
déterminés par tous les .X'€E. De la définition de £, il résulte que, pour
tout z € V,, 'ensemble ¥: () de tous les s-jets de source x est un espace
vectoriel, sous-espace vectoriel de $535(V,) (cf. paragraphe 2) et donc de
dimension finie : quand z parcourt V,, dim. J5(E) est bornée supérieure-
ment par nff}.

L’espace vectoriel 35 (E) qui est un sous-espace vectoriel stable (cf. para-
graphe 3) de 535 (V) n’est pas en général une algébre de Lie car le crochet
définit une application de 335 (E) < J5 (L) dans I35 (F).

L’espace J5(F) est défini localement par un systéme d’équations aux
dérivées partielles d’ordre s, linéaire, homogéne, complétement intégrable,
dont les coefficients sont des fonctions différentiables des coordonnées locales.
Le p. i. I sera dit complet d’ordre q, si E est 'ensemble des solutions
de J7(F). Le p. 1. E dit transitif si J2(FE) s’identifie a 'espace tangent 77,
a V, pour tout z € V,. Dans ce cas, les germes de t. i. 1. engendrant J}([)
définissent un germe d’orbite qui peut étre déterminé par la composante
connexe de « dans V,; le pseudogroupe P () engendré par £ est transitif
et J7(E) est défini localement par un systéme d’équations aux dérivées
partielles & coefficients constants.

BULL. SOC. MATH. — T. 87, FASC. &. 28
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DerizimioN. — Un p.i. E est appelé un pseudogroupe infinitésimal de Lie
s'il est complet d’ordre q et si pour s—=o, 1, ..., q, U'espace ¥*(E)est une
sous-variété analytique de 3°(V,,).

Pour s=o, 1, ..., ¢, J°(&) est alors défini localement par un systéme
d’équations aux dérivées partielles a coefficients analytiques tel qu’en chaque
point &, J5(F) soit un sous-espace vectoriel de 55 ( V) de dimension cons-
tante sur V.

Tout p. i. transitif, complet d’ordre q, est un p. i. de Lie.

Soit £ un p. i. non nécessairement de Lie sur une variété V,. En
chaque z€ V,,, dim J3(F) est une fonction croissante de s et

dim §1(E) > dim 3 3.(E);

si cetle fonction est strictement croissante, alors la dimension de J(F) est
infinie. Dans le cas contraire soit 7, le plus petit entier tel que

dim o= () = dim J="" (E);
§’1l existe un ouvert U « tel que pour tout 2’ € U, on ait aussi
dim J7s (L) = dim g5~ (I),

alors la restriction a U de J"=(E) est définie par un systéme d’équations aux
dérivées partielles dans lequel les dérivées d’ordre r, s’expriment en fonction
de celles d’ordre =< r,—1; par dérivations successives, on démontre alors
que pour s> ry, on a : dimJ3 (£) =dimJ's' (E£) pour tout ' € U; tout
jet =~ € §r=' (£) détermine un jet local a*€ J1(F); par suite J1(F) est
isomorphe a J=—' (£). S'il n’existe pas un tel voisinage U, nous dirons que
le point « est singulier relativement a /7; en un point singulier x, il peut
se produire le fait suivant :

dim 97 (I7) = dim §7 = (E)
et
dim 35.(E) > dim 31 (F)

our s > r.; par exemple supposons qu’il existe sur I/, un point x tel que
P P P PP q P q

FJL(E) =0 (l=o0,1,...,5)
et
dimJ5(E) #o pour s >s;

ce point 2 est alors un point fixe pour le pseudogroupe P (L) engendré
par L.

Comme pour un p. i. de Lie, on a dim J%(E) = Cte, il n’existe pas de
points singuliers dans ce cas.
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Deriitiox. — Un pseudogroupe infinitésimal est dit de type fini, de
degré r s'il existe un entier r tel que " (L) soit isomorphe a J ' (LK) (et
non a §—*(F)). Cette définition est équivalente a la suivante : quel que soit
x€Vy ona: dimJL(F)=dimJ, ™" (E) puisque J,(£) et I, ' (£) sont
des espaces vectoriels réels. Il résulte de 1’étude précédente que pour s> r,
J5 (&) est isomorphe & J'—1([L); tout jet '€ J ' (E) détermine un seul
jet local de méme source et par suite J*(E) est isomorphe d §—1(E);
comme

dim g2 (F) = dim 7' (F),

quand x parcourt V,, dim JA(£) est bornée supérieurement.

Inversement, supposons que £ posséde la propriété suivante : il existe un
entier fini 4 tel que pour tout x€ V,, dim ¥4 (E) = A. Comme dim ¥ (F)
croit avec s et est inférieur ou égal & dim §2 (%), il existe un entier r,. tel que
dim 3/ (£) = dim J»—' (£) pour s’ r, (on suppose que 7 est le plus petit
entier jouissant de cette propriété). Si  n’est pas un point singulier pour £,
dim J3.(f7) est une fonction strictement croissante de s pour s—~r,— 1. Donc

dim Je— 1 (E) > dim J 5. (£) + ry—1;

comme dim =" (E)—ZA, on a : r,—1<<A et quand z parcourt V,,
r, admet un maximum r; alors pour tout @€ V,, J, (F) est isomorphe a
Fmt(E) et 37 (E) est isomorphe & §7! (£); d’ou :

TukoreME 3. — Sur une variété V,, pour qu’un pseudogroupe infinité-
simal I soit de type fini, il faut et si V, n’admet pas de points singuliers
relativement a I (ce qul a lieu notamment pour un p. i. de Lie), il suffit
qu'tl existe un entier fini A tel que pour tout x€V,, on ait :

dim J1(E) Z A.

5. Pseudogroupes infinitésimaux attachés a un pseudogroupe. — Soit I’
un pseudogroupe de transformations sur V. On désignera par pseudogroupe
infinitésimal attaché a I' et 'on notera A(I') le plus grand pseudogroupe
infinitésimal dont les t. i. . .1" engendrent des noyaux de groupe de transfor-
mations f; appartenant & I' (on prendra pour I' et A(I') la méme topologie
sous-jacente).

Supposons que I' soit un pseudogroupe de Lie d'ordre ¢ (cf paragraphe 1);
soit & I’ensemble des t. i. 1. .I" définissant des noyaux de groupe de transfor-
mations f,€T. Pour que X" € £, il faut et il suffit que j7 f,€ 37 ('), ce qui est
équivalent & : X7+ étant le prolongement de A" dans J7(V,, V,), la res-
triction &7+t de A4+t a g7(T') est un champ de vecteurs langents a J7(T").
Comme J7(I') est une sous-=variété de 57(V,, V,), on en déduit que si A" € I,
Ve, alors le crochet [.X, ¥]€E. Donc E est un pseudogroupe infini-
tésimal : £ — A ().
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En utilisant la proposition 1, on démontre que X, de source U, appartient
a k' si, et seulement si, en chaque x€ U, j7.X appartient & un sous-espace
vectoriel de S37(¥,), dont la dimension est égale a celle de $%(T'), (ensemble
de tous les g-jets de J7(T'), de but x). £ est donc défini localement comme
I'ensemble des solutions d’un systéme d’équations aux dérivées partielles 27,
linéaire, homogene, a coefficients analytiques. Si ce systéme est complétement
intégrable, alors £ est un p. i. de Lie. SiI est de type fini (de degré r),
cette condition de compléte intégrabilité est toujours réalisée. En effet, elle
est équivalente a la suivante : le pseudogroupe £7, formé de tous les reléve-
ments &7+ dans J7(I') des t. 1. 1. X' €F, est transitif sur J7(I'). Soient
alors ¢” un vecteur tangent & J7(I') (on peut supposer que son origine est
un jet j7) et un chemin différentiable sur J7(I'), tangent & ¢". Comme
chaque @”€ ¥ (I') détermine un seul jet local a*€ $*(I'), on obtient sur ¥V,
une famille différentiable & un paramétre de germes d’applications apparte-
nant & I, d'ot un germe de t. i. l. sur ¥V, dont le relévement dans §7(T')
contient le vecteur ¢". Comme g =r, E7 est transitif sur J7(I'). On a
dim ¥*(I') = dim J*(£) quel que soit s. On en déduit, en particulier, que I
et E sont de méme degré et que, si I' est transitif (resp. intransitif), ' est
transitif (resp. intransitif).

Si I' est de type infini, le systéme X7 n’est peut étre pas complétement
intégrable, mais dans le cas ou I est transitif, 27 est 4 coefficients constants;
il en est de méme du systéme complétement intégrable X7, vérifié par
I’ensemble des solutions de 27. Donc dim §%(E’) = constante et £ est un p. i.
de Lie. D’autre part, si £ est de type fini, de degré r, alors I est de type
fini, (nécessairement de degré r d’aprés ce qui précéde); en effet, tout fel’
transforme X €l en A'= fIX f-1e€k, et d’aprés le paragraphe 2, le jet
Jan A est déterminé par les jets ;oA et ;77" f. Si la projection de 37+ (I')
sur J7(I') n’est pas biunivoque, on peut obtenir des jets distincts j7,, A" et
J'7a A" ayant méme projection sur jio) A7, ce qui est contraire a I'hypo-
thése : £ de degré r. De I'étude précédente résulte :

TutoriME b. — Si T est un pseudogroupe de Lie, le pseudogroupe infini-
tésimal attaché a Y est de méme type. SiT est de type infini, et transitif,
oude type fini, alors E est un pseudogroupe infinitésimal de Lie. Lorsque I
est de type fini, si T est transitif (resp. intransitif), I est transitif (resp.
intransitif); I et E sont de méme degré et dim§"(E) = dim 3~ (TI').

Soit I' un pseudogroupe de Lie de type quelconque; on démontre comme
dans le paragraphe 2, que pour touts, J*(I') est un groupoide d’opérateurs
sur 35—1(I'). Si I est transitif, la variété J3 ('), (o O est un point fixe de V),
isomorphe a la variété des s-repéres, est un espace fibré principal a groupe
structural de Lie. 1l en résulte que J*—!(FE) est un espace fibré ordinaire
associé a J§(I'). Si I est de plus de type fini, de degré r, alors J*(E) est
isomorphe a 3™~ (£) et 3/(I') & J7(T'). Donc dans ce cas le faisceau J*(E)
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est localement constant. Par suite, si V, est de plus simplement connexe, le
faisceau est constant, d’aprés H. CarTaN [2] : J*(F) s’écrit V, < b, d’ou :

TurorEME 5. — Sur une variété V,, simplement connexe, le p. 1. E attaché
@ un pseudogroupe de Lie T transitif, de type fini, est déduit par locali-
sation d’une algébre de Lie ).

Nous dirons que ¥V, est compléte relativement & I si toute t. i. globale X' €T’
définit un groupe & un paramétre. Supposons de plus F"(I') connexe : dans
ce cas le pseudogroupe engendré par le p. i. / attaché a I’ coincide avec I'.
On déduit alors du théoréme 5 le théoréme suivant démontré autrement
par C. Enresmany [6] :

TutoriME 6. — Un pseudogroupe de Lie T, transitif, de type fini, de
P sroup ) ) ype juu,

degré r, tel que §7(I') soit connexe, et opérant sur une variété compléte

pour I, est déduit par localisation d’un groupe de transformations de Lie.

On appellera pseudogroupe de type fini, de degré r, tout pseudogroupel’
(non nécessairement de Lie) tel que le p. i. attaché E soit de type fini,
de degré r, ce qui est conforme a la définition du paragraphe 1, si T
est de Lie, en raison du théoréme &. Par définition dimI' =dimZ ou
dim £ — mingey, dim 32 (E), ce qui est conforme a la définition usuelle dans
le cas ou I' est un groupe de Lie et £ son algébre de Lie. (On suppose que
tout f€T est différentiable).

Soit un pseudogroupe I', de type fini, et soit § le plus grand groupe de
transformations contenu dans I'. L’ensemble g de tous les champs de vecteurs
sur V,, définissant un groupe & un paramétre, sous-groupe de G, est’ensemble
de toutes les t. i. X' € £ définies globalement sur ¥V, et définissant un groupe
4 un paramétre. L’algébre de Lie | des t. i. A" € £’ définies globalement (dont
les germes en x forment une sous-algébre de Lie de J2 (%)) est de dimension
finie m < dim Z. Or R. PaLAis a montré [1%] que si }j est de dimension finie,
& en est une sous-algébre de Lie et qu’alors § est un groupe de Lie. D’ou
le théoréme suivant généralisant un théoréme da & C. Enresmans [9].

TukoreME 7. — S¢ un pseudogroupe I' (non nécessairement de Lie) est
de type fini, alors le groupe de toutes les transformations globales appar-
tenant a I est un groupe de Lie G et dimG < dimT.

Si dimg = dimT, T est déduit par localisation de §.

Soit G un groupe de Lie, sous-groupe de GL (n, R). Une G-structure sur
une variété V,, est une structure fibrée subordonnée a 7°(V,,, R*, GL (n, R), H).
On peut donc étendre & toutes les G-structures la notion de champ de
Killing et I'on démontre [11], [12] :

TukoriMe 8. — Ltant donnée sur V, une G-structure s, définie dans un
voisinage WU par la forme w = (w', ..., w") pour qu’une t. i. I. X, de source
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UcU appartienne au p. i. If, ensemble des automorphismes infinitésimaux
locaux de s, il faut et il suffit que les dérivées de Lie 0 (X )w/ vérifient :

(X))o = Tuj(x)wt (j=1, ..., n),

o les uj, définissent en chaque point un élément de L (G), algébre de Lie
de G.

CoroLLAIRE — 8¢ la G-structure s est intégrable, définie localement
par dx = (dxt, ..., dz"), pour que X (de composantes X', ..., A7)

. s . . . 04X .
appartienne a F, il faut et il suffit que la matrice Ik définisse en chaque

point un élément de L(G).

Ce corollaire s’applique notamment aux structures complexes, symplec-
tiques, etc.

On démontre également le théoréme suivant (démontré autrement par
C. EuresMANN [9]).

TueoreME 9. — Soit s une G-structure telle que le groupe G jouit de la
propriété : le choix de lu torsion détermine la connexion affine associée a
toute G-structure. Alors le pseudogroupe I des automorphismes locaux
de s est de type [ini, de degré 2, et par suite le plus grand groupe G

P ’ 510 =4 P P & S5 pe &
contenu dans I est un groupe de Lie, de dimensions = n + dim G.

Pour que G vérifie les conditions du théoréme 9, on démontre [12] qu’il
est nécessaire mais non suffisant que dim G < n(n —1)/2.

Le théoréme 9 qui ne suppose pas la variété ¥V, compacte ni méme
compléte comprend comme cas particuliers un certain nombre de théorémes
classiques : pour G —= O,, on a le théoréme de Myers-Steenrod ; il s’applique
notamment aux structures presque hermitiennes, presque quaternioniennes,
etc. 1l permet de démontrer que le groupe des automorphismes d’un parallé-
lisme absolu (KoBavasui) ou d’une connexien affine (Nowmizu) est un groupe
de Lie.
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