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Sur la résolution de trois équations du second degré en x, y, z;
par M. LEmonnIER.

(Séance du 22 novembre 1878.)

Etant données les trois équations du second degré

Ax? A’y 4-A"22 4 2Byz + 2B'zxr 4+ 2B"xy
+2Cx +2C'y +2C"z2+D —o,

(1) A2 4 A, y* + A 22+ 2B, 3z + 2B, 22 + 2B =y
+2Cyz + 2C, y + 2C}z + D, —o,

A, 2+ Ay + A} s+ 2B, yz + 2B 22 + 2B oy
+2Cyz + 2C,y + 2Cyz + D,=o,

clles peuvent ou non se résoudre par rapport aux carrés de 'deux

variables et de leur produit, suivant que 'un au moins des trois
déterminants

AI AII B A” A BI A AI Bll
A, A B |, | A, A B, |, | A A B
| &, &, B, | | A 4, B A, A, B,

est différent de zéro, ou qu’ils sont nuls i la fois.

I
Supposons qu’on ait
A" A" B
(2) 3=|A, A7 B, |Zo.
A, A, B,

En résolvant les trois équations (1) par rapport a y2, 22, yz,
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on les mettra sous la forme

‘]’:ay + bz +oc,
(3) « 2 =a'y + bz + ¢,
yz=py +4qz +r,

a, b, a’, b, p, g désignant des fonctions entiéres de xr du premier
degré, c, ¢/, ¢” des fonctions du second degré.

Déduisons de 1a deux expressions du produit y?z=yyz, en
les ramenant & étre du premier degré en y et z.On a

yz=(ay+bz+c)z—=ayz+bz*+cz
=a(py+qz+r)+ blay +¥z+¢)+cz
= (ap + ba')y + (aq + bb' +¢)z + ar + bc'

et
yra=y(pr+qz+r)=py*+qri+ry
=play +bz+c)+q(pr+qz+r)+ry
= (ap +pq ~+r)y + (bp + q*)3 + pc + gr.
11 s’ensuit

(pq +r—bd' )y +(q*+ bp —aq — bb'— ¢)z + pc + qgr —ar — bc'=o.
On trouve d'une facon semblable

By =(ay+¥bz+c)y=ay*+ by +cy
=a'(ay +bz+c)+ ¥ (py +qz+r)+cy
= (aa'+ b'p + ')y + (ba' + qb' )z + a'c + ¥'r,
zzy = z(py +qz +r)=pys+qzt+rz
=qlady +bz+c)+plpy+qz+71)+rs
= (p*+qa')r + (pg + b'q +r)z + ¢c' +pr,
d’od
(p*+qa’'— b'p—aad — )y + (pq +r-- ba')z
. + pr+ qc — ¥'r — ca’ =o;
puis
PR =(pyr+qz+ri=py*+ q*2*+2pqyz + 2pry + 2qrz + r*
=ptlay +bz+c)+ q*(ay + bz + ')
-+ 2pg(py -+ 3+ 1) -+ 2pry +agra+1*
= (ap*+ a'q*+ 2p*q + 2p1)y
+ (bp* + V'q* + apq® + 2qr) z + p*c + q*c' + 2pqr 4+ r*
VIl 2



et
ra=(ay+bz+ec)lay+¥bz+c)
= aad'y?+ bb'z* + (ab’'+ ba') yz + (ac'+ca')y + (bc'+ cb')z+cr'
=ad'(ay + bz +c)+ bb'{a'y + b'z+ )
+ (ab' + ba') (py + qz + 1) - (ac'+ ca’) y + (bc'+ cb') z +cc’
= [a*a' + ba't’ 5- (ab' +- ba') p + (ac’ + ca')]y
—+ [aba’ + bb'*+ (@b’ + ba') g + bc' + cb’]z
+ ad'c + bb'c' -+ (ab’ 4- ba' ) r + cc,
d’'ou
[ap? + a'q* + 2p*q + 2pr — (a® + bb')a' — (@b’ + ba' ) p — (ac’ + ca' )]y
+[bp* + b'q* + 2pg* + 2qr— (b'*+ aa' )b — (ab' + ba')q — (be' + cb’)) 2
+cp*+c'q*+ 2pgr + r* — (ab'+ ba' ) r — aa’c — bb'c' — e = o.
Nous avons ainsi trois équations du premier degré en y et z,
Ly +Mz +N —o,
(4) Liy+Mz+N,=—o,
Liy +Myz+ Ny=—o,
qui donnent, a 'égard de x, 1'équation
L M N
(5) A=|L M, N, |=o.
L, M, N,
C’est, en général, I'équation résultante en x, du huitiéme degré.
Les éléments ont pour valeurs
L =pq+r—ba,
M =q* + bp—aqg— bb' —c,
N =cp +qr — ar — bc,
Ly =p* +ad'q—¥bp-—aa'— ¢,
M, =pq +r— ba',
(6) { Ny ==pr +c'q—b'r—ca,
L, =ap'+a'q'+2p'q + 2pr
— (a® + bb')a’'— (ab' + ba' ) p — (ac’ + ca'),
M, = bp*+ V'q*+ 2pq® + 2qr
— (V" + ad' )b — (al' + ba')q — (b’ + cb'),

Ny, = ep*+ q* + 2pqr + r*— (ab'+ ba' ) r—aa'c — bb'c’'— cc’.
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On voit que I'on a M, =L, et il est aisé de reconnaitre que :

(0] {L,.—:L,a—l—Ma’+2pL, N = (¢ —a)L + pM — bL,,
My=L,b +M¥ +2gL, Ny=(p— &' )L— qL,+ a'M,
et

Ny=cL;+¢'M 4 rL + p(cb'— bc') + q(ac'— ca') + r(pg—ab') +cc'.
Comme exemple, soit
rr=lz+e, =0bz+c, yz=qz-+r.
L’équation (5) donne la

(24 ¢(q* — Y — )] — [6'g* + 2gr — b/t — be! — cb']
X [r(ge' — 0'r) + ¢'(gr — be' )] = o,

résultat qui s’obtient aisément d’autre fagon.
Par I'élimination de y, on obtient

2(bz+c)=(g9z+r),
par suite,
(bz+¢c)(b'z+c)=(qz+ %
de sorte que

(q*— b )z + (2gr — bc' —cl' )z -~ P — ec’ =0,
avec .
22— bz—c =o,
d’ol
2? . z
—c'(2gr— bc!/— cb') 4+ b'(rP—cd') T PP— e’ + ' (q*— b))
I
T —b(q"—bb')—2qr+bc+cb'’

et, par conséquent,

[r+c(qg*—bb'— ) —[b'(g*— b¥' | -+ 2qr — be' — cb']
X [c'(2qr—bd — ¢b’) — b'(r* —cc' )] = o,
comme plus haut.

Les équations ainsi obtenues se prétent a une discussion qui
n’est pas sans intérét.

Deux circonstances principales sont a examiner : celle ou le
déterminant A n’est pas nul identiquement, et celle ou il se trouve
nul pour toute valeur de .

Soit A une fonction de x ou une constante autre que zéro.

2.
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Si A ne dépend pas de x sans étre nul, les équations (4) sont
incompatibles pour toute valeur finie de x. Les équations (1) n’ont
pas de solution finie.

Si A dépend de x, 'équation (5), du huitiéme degré au plus,
aura des racines. Attribuons & x une valeur qui annule A. Pour
cette valeur, les équations (4) se réduiront a deux, ou se trouve-
ront incompatibles, ou se réduiront i une seule, ou encore se
trouveront identiquement vérifiées, en ce que la valeur de x annu-
lera a la fois les coefficients de y, de z, et les termes indépendants
de y et de z.

Dans le premier de ces cas, deux équations étant distinctes, les
coefficients de y et de z ne donneront pas un déterminant nul; on
en pourra déduire des valeurs de y et de z. De 13 une solution des
équations (1) : c’est le cas général.

Si, dans les trois équations (4), les coefficients de y et de z se
trouvent proportionnels sans que les autres termes soient dans les
mémes rapports, le syst¢éme de ces équations n’aura pas de solu-
tion; il en sera de méme des équations (1).

Si les équations se réduisent i une seule parla proportionnalité
des coefficients et des termes connus, il y aura lieu d’y joindre
I'une des équations (3). Comme il ne peut en étre autrement
lorsque les équations (1) présentent deux solutions composées
d’une méme valeur de x avec des valeurs de y et de z qui ne
sont pas les mémes, I'équation résultante (5) doit alors présenter,
comme racine double, au moins la valeur de x dont il s’agit.

Nous allons reconnaitre par une analyse directe que cela a bien
lieu.

Dans les conditions dont il s’agit, on a, pour la valeur de x
considérée,

Ly _M_N L _M_N L _M_N
T M- N T M N L, M N
Eu égard aux relations (7), on a
A=N,(L*—ML,) + N, [—2gL*+a'M*+ (2p — J' )LM — bLL,+ aML,]
-+ N[—2pL2+ bL} + (29 — @) LL; — o’ LM + &' ML,].
Cherchons ce que devient la dérivée de A par rapport & x pour
la racine dont il s’agit.
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Il est a observer que, cette racine annulant les coefficients de
N, N,, N, dans A, nous pouvons omettre les dérivées de ces élé-
ments. Nous aurons donc, en faisant I'omission, et tenant compte
des valeurs de N, et de N,,

ali+a'M+ 2pL
L

+ %(—— 2qL*+ a’'M? + (2p — &' )LM — 6LL; + aML, )’

+ (-—2pL*+ 6L + (29 — a)LL, — @'LM + J'ML, )

ND_ A =

(L* — ML, )’

L
=aL'(eLy+ a'M +2pL) — L] T (aLy +a'M + 2pL)
1

L
—M’f(aL,—{-a’M—{—'sz)
Ly

1

— 4qLL'— 2L ¢’ + 24’ MM’
+M?(2') + L' M(2p — &') +LM'(2p — }')
+IM[2p'— (') ] —L'Lyb — LL, b — LL, () -+ I, Ma

+L,Ma + L, M(a)'|
— 4LL/p — 2L2p’ — 2bL, L, + L} (b)’

+L'Li(2g —a) + LL|(2q — a)
+LLi[2¢'— (a))] — L'Ma’ — LM'a’ — LM (a' )
+ L, MY + LyM'b + LM (8}

LM _,
= aL‘ L'+ a'ML' — aLL', —a' _I‘—L‘
1
—apML, — 2qL L' + (2p — &) LL/

1
_ % L'+ aLL| + bL,L| + (29 — a) LL| + VML

Mais la relation

aly+ M +2pL  bL,+ U'M <+ 'qu’
L - M

L M
A cause de L=1 donne

2
’-’-%:i = ?-ilj—'::aL,+a’M+'sz -bL— 2qL,,
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et la relation
ali+a'M~+2pL L+ V'M + aqL

L, L
donne de méme
a'%}! :bL,+b’M+2qL——aL—2pM.
1

En substituant ces valeurs, on trouve
ND.A —o;

la racine considérée est donc racine double au moins.

Lorsqu’une racine de A = o annule 4 la fois L, M, L,;, N, N,,
Na, les équations (4) disparaissent. C’est alors une racine triple
de A, car elle annule les deux premiéres dérivées de A, puisque
les termes de ce déterminant sont du troisiéme degré a I'égard de
ces éléments.

Comme on a, pour lors,

c=q*+bp —aq — bl
c’::p’-—;—a'g—aa’— Up,
r —=pq— ba,
les équations (3) deviennent
rr=ay --bz 4+ q*+bp —aq — b¥’,
2 —=aly2-bz-p*—a'q—aad' — bp,
yz=py -+ g2 + ba' — pq,
¢’est-a-dire
(r—a)r+qg =alr—q)+b(z +p—¥),
(z =Pz +p)=0¥(z —p)+d(y+qg—a)
(z —p)(r—q) =ta

* (r—q)(r-+-gq—a)=b(z+p—10),
(z—p)(z +p—0¥)=4d(y+q—a)
(z—p)(r—g)=td.
De la
. — ba'
P=5=1

ba' - — ')+ ba'
z+P_b’:_i_+2P__bl=(.y Q)(zp )+ a;
y—4q ry—aq
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puis ’
(r—q)(r+g9—a)=8(y —q)(2p — ¥') + b0
Ainsi, y est donné par une équation du troisiéme degré; trois

couples des valeurs de y et de z correspondent 4 la valeur de x.
L4, si b devient nul, on a

(r —q)*=o0 ou y+q——a=lo.
Pour (y —¢)*=o0,0na
(z—p)(z+p—b)=d(29 —a),
et, pour y +~¢g—a=o,0na
z—p=o.

Les équations (3) ne comportent pas qu’il y ait pour une valeur
de x = x, quatre couples de valeurs correspondantes de y et de z,
que par suite I'équation résultante ait une racine quadruple.

Car, si les équations (1)

P=Az* +...+D =o,
Q=A;2*+...+D;=o,
R:A’x’+.--+Dg:0

présentaient quatre solutions pour x = x,, on aurait, pour cette
valeur de x,
R =2P + pQ;

par suite, '

A, =)A' +pA|,

A =)A" + pA',

B,=2B + fl.B”
et, en conséquence,

| A’ A" B
d= A" A’: B, | =o,

ce qui est contraire & 'hypothése.

Nous avons a voir, en second lieu, ce qui concerne lés équa-
tions (3) et (4), quand le déterminant A est nul pour toute valeur
de x.
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Si deux des équations (4) présentent alors pour y et z des coef-
ficients qui ne soient pas proportionnels pour toute valeur de x,
les équations (4), x restant arbitraire, reviennent i ces deux
équations. Celles-ci détermineront alors y et z pour toute valeur
attribuée a x arbitrairement. Il y aura une ligne commune sur les
surfaces représentées par les équations (3), mais cette ligne ne
présentera qu’'un point, en général, dans un plan quelconque
parallele au plan yz. Comme, d’ailleurs, pour toute valeur de x
d’un module fini, les équations (3) ne peuvent admettre que des
valeurs finies de y et de z, la ligne sera une ligne droite.

Cette droite pourra analytiquement se fixer par deux points
particuliers. Mais les trois surfaces n’auront-elles pas d'autres
points communs que ceux de la droite? Pour étudier la question,
considérons le cas ou 'axe des x est une droite commune.

Les équations (3) sont alors

rr=ay+bz 2*=dy-+0z yz=py-+qs
et les équations (4) deviennent
(pg—ba')y +(g*+ bp —ag —b0')z =0,
(PP+ad'q—bp—ad)y+ (pg—ba')z=0o0,
[ap* + a'q* + 2p*q — (a® + bb')a’ — (ab'+ ba') ply
+ [bp*+ Vg + 2 pq? —(6'* +-aa’) b — (ab' + ba') q]z=o,
Les deux premiéres de ces derniéres équations se réduisent a
une seule pour toute valeur de x satisfaisant 4 la condition

(pq — ba')*— (p*+ a’'q — b'p — aa’)(q* + bp — ag — bV’ )= o.

C’est, en général, une équation du quatriéme degré qui donnera
quatre valeurs de x. Pour avoir les valeurs de y et de z corres-
pondantes a une racine, on prendra

(pg—ba')y +(¢*+ bp—ag— bb')z=0o,
Yr=py + qz.
De la
Y - 2
F+bp—aq— b0 bad—pq’
y(ba' — pq) = p(q* + bp — ag — bb') + q(ba’ — pq),
2(q*+ bp — aq — bb') = p(g*+ bp — ag — b') + q(ba’ — pg).
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Pour que I'équation y2? = ay + bz soit vérifiée par les valeurs
de y et de z ainsi obtenues, il faut avoir

I(*+bp—aq— bV’ )=a(¢* + bp — ag — bb') + b(ba' — pq),
puis
*-bp—aqg—bb" _ a(g*+ bp — aq — bV') 4+ b(ba' — pq)
ba—pg plg"+bp—ag— b0)+ q(ba’— pg)

_ b(ba'— pq) __ bad—pg
e alla’-{—b/)"——/)blp-i-: a'by _p‘+ dq— b’p—aa”

ce qui est la relation supposée.

L’équation z2 = ay + b'z est également vérifiée.

Ainsi, outre la droite commune, il y a quatre points communs
sur lesquels, bien entendu, il peut s’en trouver de coincidents ou
passant a l'infini.

Observons toutefois que,.si 'on avait pour toutes valeurs de x

(pg—0a')*— (p*+ a'qg—Vp—ad’)(g*+ bp —ag — bV') =0
ou
Pq— ba’ q+b[)—aq—bb'
P+ d'q— b'p — ad pq — ba'

on satisferait aux équations proposées, sans détermination de x,
par des valeurs de y et de z déduites de

ye=py+qz et (qgp—ba')y + (¢*+bp — aqg— bb’')z=o.
Ces valeurs, étant
L Plg+bp—aqg— bV)
ba' — pq

q(ba'—pg)
q* -+ bp — aqg— bb">

’

y=q+

z:p+

pq——ba ,
p’—l—aq—b — aa’

seraient du premier degré en x, si le rapport ———

était constant. Il y aurait donc alors une seconde droite commune.
Mais on peut voir aisément que

—_ bt —
(“1'!+b-l‘+c)""[at’—l—(b+\/l)’ 4a¢,) b 2""""['\/ 4“0]

2a

X[ax’-—i—( — Vb —fac).x 4 B—2ac—by/i? Am]

2a
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de sorte que
ar*+ br—+c
b*— 2ac + b Vb* — fac
2

ast+ (b + 0 —fac)x +

2 __ v — i 1_/’
ax*+(b —Vb*—fac)x + b= aae 22\/1’ fuac

art+ bx + ¢
identité ou les membres varient avec x.

— ba' . .
o a’,’; bp —ad était donc dans ces conditions,

les expressions précédentes de y et de z ne seraient plus du pre-
mier degré en x. Avec la droite oxr commune, les trois surfaces
auraient une ligne du troisiéme degré commune, une cubique com-
mune, c’est-a-dire que I'intersection compléte des deux premiéres
appartiendrait 4 la troisiéme. Comme la forme des trois équations
ne comporte pas ce fait, puisque la troisiéme ne saurait étre une
combinaison linéaire des autres, il y a lieu de conclure que pa-
reille circonstance ne peut se présenter.

D’aprés ce qui vient d’étre vu, pour en revenir aux équa-
tions (3 ), lorsque le déterminant A est nul identiquement et que
celui des coefficients de y et de z dans deux des équations (4) ne
Pest pas, on trouvera la droite commune et les points qui sont en
outre communs, en posant

Sil t
1 erappor 7

o T+ Py + 72 + =y,

ayx + Byy + 722 -+ 0y =v,
ou plutdt
y=au+ pv+yxr+4d,

z=adu+pfv+9y'z-+7,

substituant ces expressions de y et de z dans les deux équations (4)
a considérer, puis égalant & zéro les coefficients des différentes
puissances de x. Les constantes pourront se déterminer de fagon
que l'on ait ainsi deux équations homogénes en u et v. La droite
commune sera donnée par u =o, v = o0, par suite, y = yx + 9,
z = y'x + J'; et I'équation relative aux valeurs particuliéres de x
s’obtiendra en égalant & zéro le déterminant des coefficients de u
et de v dans les résultats de la substitution ou celui des coefficients
de y et de z dans les premiéres équations.
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Prenons pour exemple les trois équations
7=z,
=@ 4+ U + 22)y + (V' + 2)z+ d'x + 222,
Yr=—zxy —xz— 1%,
Les deux premiéres équations (4) sont alors
(@ -+ b + 22) 2y + (V' + z)23 4 &'z + 22 = o,
2(a' + x)zy + (@' + V' + 2x)xz + (6’ — b')x* = 0.
Sil’on pose
_y:au—!—ﬁv—i—ym—-}—é‘,
z=du+fv+yz+ ¢,
on devra avoir
(@ + b+ 2z)z(yx +d) - (o +x)z(y'z+ ¢ )+ a'zt+ P =o,
2(a’ +x)x(yx -+ ) + (@ + V + 2z)x(y'z+ &)+ (' + U )2t =0,
identiquement, d’ott
2y +9 +1=0,
(@+b)y+20+0by+d&+a=o,
(@' + )8+ b'& =o,
2y + 29 =o,
28 +2d'y+ (@ + V' )y + 28 +a' — b =o,
2a'd + (a'+ b')d' = o.
Il s’ensuit, supposé a’2&’, qu'on aura
d=o, ¢=o0, puis y=—1, ¥y =1,
et, d’autre part,
(@' -+ &' -~ 2x)z(xu + Bo) + (b' + z) x («'u + f'v)=o,
2(a’ + z)x(au + Pv) + (@' + &' + 2x)x («'u + f'v) = o,
ou
[(a'+ &'+ 22) x4+ (' +x)u' Jxu +[(a'+ ¥+ 22) B+ (' +z)Blzv =0,
[a(a" + x)a + (@' + b’ + 2.x)e' Jau
+[2(a' +2)8+ (a'+ b+ 22)B Jxv=0,



ce qui donne I'équation
[(@' + & +2x)a + (b + z)a' |[2(a’ + ) B + (a'+ &'+ 22) f']x?
—[(a'+ &' +22)B+ (' + z)g'[2(a’+ x)x + (a'+ &'+ 2x)a’ ]2 =0,

ce qui fait ,
(@ + 2+ (' 2)7] 2 (e — ') =
C’est bien
(@' + b'+ 2z —2(a’+ ) (V' + x);
de 12
z*=o0 et a' —+r =+ 1)
x(1Ri)=— a' =¥,
a + U + I)'—-a'i
2 2

xr =

La droite commune a d’ailleurs pour équations

y=—x e z=uax.

Les équations (4) pourront étre incompatibles, en ce que les
coefficients de y et de z y soient dans des rapports constants autres
que ceux des autres termes. Alors les équations (3) n’auront pas
de solution.

Soient les équations (4) se réduisant & une seule par la propor-
tionnalité des termes.

On tirera de cette équation la valeur de y ou de z et on la por-
tera dans l'une des équations (3) : de 13, une équation en y ou z
du second degré, par suite, pour toute valeur de x, deux couples
de valeurs de y et de z, ou, pour les trois surfaces, deux points
communs dans tout plan paralléele au plan yz. C'est ce qui peut
avoir lieu quand les surfaces ount deux droites communes, et
encore quand elles ont une conique commune.

Or, quand deux surfaces du second degré P et Q ont deux
droites communes D et D’ du méme systéme sur chacune, leur
intersection se compléte par deux autres droites analogues D, et
D/, d’autre systéme qui peuvent se confondre. Qu’une troisiéme
surface R contienne D et D', elle coupera P suivant deux autres
droites Dy, D, du systéme de D, et D',, et Q suivant les droites
analogues D;, D). Les trois surfaces n’auront donc de points com-
muns que sur D et I, ou bien elles auront avec ces droites une
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troisiéme droite commune les rencontrant, ou bien elles auront
avec elles deux autres droites communes. Dans la circonstance qui
nous occupe, le premier de ces cas sera le seul possible.

Si les trois surfaces ont une conique commune, les trois équa-
tions étant susceptibles d’étre

P—=o, Q=kiP+4+u=0, R=KP+ uw—o,

il y aura, outre la conique commune, deux points communs don-
nés par P= 0, v = 0, w = o. Les équations (1) et (3) seront telles
que, deux a deux, elles donneront, par une combinaison linéaire
convenable, le systéme de deux plans, et, dans les combinaisons,
il y aura un plan commun. Par cette voie, ce cas se distinguera
immédiatement du précédent. Il est d’ailleurs a observer que, pour
chacune des valeurs de x relatives aux points communs en dehors
de la conique commune, I’équation du premier degré en y et z
deviendra identique, en sorte que ces valeurs résulteront d’'un
facteur en x commun aux termes de I’équation.
C’est ainsi que, pour
P=Azx*+y*+ A"2*+D=o,
Q=A2+ )+ A"22+D+2(y+g)z+ k)=o,
R=Az2+ y*+A"Z22+D+2(z+h)(s+k)=o,
on trouve
ri=—hky —gi— gk
= (h+ k) z— hk,
P*=A'(h+k)z — A2*— D + A"hk.
Les trois équations du premier degré sont
oy + (g + A"+ D+ Azx*)z + k(Az*+ D + g* + A"l*) = o,
oy +o0z+o0=0o,
oy —(h+k)(g*+A"A*+D +Ax*)z— k(h+ k) (Az'+ D +A"A*+g*) =o.
Il n’y a bien 14 qu'une seule équation
(Az*+D + g*+ A")?) (z + k) = o,
d’ou le plan de la conique commune par z + k =o, et, pour les

deux points communs par ailleurs,

Az*+ D+ g+ A’ =o.
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Une derniére circonstance est celle ou les équations (4) de-
viennent identiques pour toute valeur de x. Cela arrive quand on
a, quelque valeur qui s’attribue a x,

L=o, Li==o0, M==0, p(cb'— &c' )+ q(ac'— ca') + v(pg — ab')=o.
Les équations (3) peuvent alors s’écrire

(r—9q)r+g9g—a)=0b(z+p—1"'),
(z—p)(z+p—¥)=ad(y+q—a),
z—r)r—gq)=lad.

Les surfaces représentées par les deux premiéres équations ont
une droite commune que déterminent

J’+q-—a:0, R
z+p—b'=o,

et tout point appartenant & ces mémes surfaces en dehors de la
droite appartient a la troisiéme surface. Il y a donc la une cu-
bique commune ayant pour équations

(r —aq)* (r+g—a)=b[(2p —¥') (y — q) + ba'],

ba'

Z—p = ——

y—q

II.

Nous avons encore a traiter les équations (1) lorsque les trois
déterminants

A A" B A A B| |A N B
A, A, B |, | A7 A B, |, |A A B
A, A, B, A" A, B, A, A, B,

sont nuls a la fois, de sorte que ces équations ne peuvent alors se
résoudre par rapport aux carrés et aux produits de deux des in-
connues x, y, z.

Nous écarterons d’abord le cas ol les termes du second degré
ayant leurs coefficients proportionnels, a prendre les équations
deux a decux, on pourra immédiatement, par 1'élimination de ces
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termes, obtenir deux équations du premier degré en , y, z; cela
a lieu en particulier pour trois sphéres. Il en est ainsi quand les
déterminants mineurs relatifs aux déterminants J sont tous nuls.

Si, dans le déterminant ¢, les éléments sont tous nuls, les
équations, étant

Ax* + 2B'xz + 2B"zy +2Cr + 2Cy +2C0"2+ D —o,
A x*+ 2B zz + 2Bzy + 2C,z + 2C,y + 2Cjz+ D, = o,
A,z + 2B,zz + 2Bjzy + 2C,z + 2C,y + 2Cj2 + Dy —o,

sont du premier degré en y et z; il s’ensuit alors

B’x +~C Bz +C" Aa* +~2Cz --D |
Biz+C, Byr+C| Ax*--2Cz--D, |=o.
Byz +C, B,r—+ C, A,r*+ 2Cyx + D,

On aurait une équation analogue pour y si les éléments de 9’
étaient nuls, une équation en z si ceux de &7 I'étaient.

Au cas ou les trois coeflicients de 2, ceux de 23, mais non ceux
de yz, ne sont pas nuls a la fois, les équations étant

Az* 4+ 2Byz + 2aB'zz 4+ 2B"zy +-2Cx + 2C'y + 2C"z +~ D = o,
A z* + 2B, yz + 2B 3z + 2Bjzy + 2C,x + 2C| y +2Cjz + D, —o,
A2+ 2B, 3z + aBzz + 2B} zy + 2Cyx + 2C,y + 2Cz + Dy=o,

on pourra, par deux éliminations de yz, obtenir deux équations
du premier degré en y et z; en y joignant 'une des premiéres
équations contenant yz, on aura un systéme équivalent, et une
équation résultante en x s'ensuivra immédiatement. Pour 1'ob-
tenir sous forme d’un déterminant, observons que, en désignant
les trois équations par

ayi.+bj+cz +p=o,
ay + Bz +-g=o,
o'y +pz+r=o,
et y joignant
u)y* +Brz +qr=o,
ay*+ Byz+ry =o,
ayz + Bz +qz =o,
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on aura

o o a b ¢ p

o 0 o « B ¢

o ! g

o o o B r —o,

« o B q o o

« o f r o o

B « o q o

d’ou

o a b ¢ p

o o « B ¢

o o & f r|=o,

« B q o o

o B r o
puis

b ¢c p
_ « Boal_,
o g r|

—odB+aff —dgqg4+ar o o

ou
« B q
o g’ r =o,

a(—g+ar) —b(— B+ af) —(af —dBle — p(—oB+af)

équation du sixi¢me degré en x.
Si les coefficients de yz sont nuls, ainsi que ceux de y? ou de
z2, ceux de z2 par exemple, les équations étant
Az + A’y*+ 2B'zz + 2B"zy + 2Cx + 2C'y +2C"2 +D = o,
Ajz*+...+Dy=—o,
Ayx?+...+Dy=o,
on pourra en déduire deux équations ne contenant pas y-"‘ , et 'on
aura ainsi
Ay*4ay+ bz +p=o,
ey + Bz +qg=o,
ay+pz+r=o,

«)*+Byz +qr=o,
«’y2+B'ryz 4+ rr =o.



De la
A o a b p
o « B ¢
o « B r|=o,
« B q o
o B r o
d’ou
A’ a b p
o @ B ¢ —o,
o o g r
b'—of Br—fg o o
puis
@ B q
o B r =o.

N(Br—@'g)—alfe —af) —b(B'—uB) —p(fa—af)

Ces premiers cas particuliers ainsi traités, soient les équa-
tions (1) au cas ou les trois déterminants d sont nuls, sans que
deux colonnes y aient leurs éléments nuls; par exemple, d étant

A A" B
nul, | AY A} B, | =o0; nous supposerons que dans deux co-
A, A, B,

lonnes au moins les éléments ne sont pas nuls. Si cela est pour
les deux derniéres colonnes, les trois déterminants A', B,— A} B,
A’B,— A B, A’B,— A’|B pourront ne pas étre nuls a la fois.
Sil'on multiplie les équations (1) respectivement par ces mineurs,
et qu’on ajoute, les termes en y2, yz, z2 disparaitront, et 'on aura
une équation telle, que

axt+ 2b'xz 4+ 20"zy + 2¢cx + 2’y + 2¢"z2 +d=o.

Il en sera de méme si I'on multiplie par A’,B,—A’,B,, A’B,—A,B,
A’B,— A B, au cas ol ces mineurs ne seront pas nuls a la fois,
les équations (1) supposées distinctes.
Si ces deux suites de déterminants mineurs sont nulles a la fois
VII. 3
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avec B2 o, on aura

B,
i

B
A';:A”B 2

A=ATF A=A

B,

B’ A'lZA”—-

T . , . B
Qu’on multiplie alors la premiére équation par -E' et qu'on sous-

traye la seconde, les termes en y2, 2%, yz disparaitront, et I'on
aura une équation de la forme indiquée ci-dessus.
Dans les conditions supposées, on obtiendra de méme les équa-
tions
ad y+2b yz+ 2l xy + 20 v+ 2c, y + 2z +dy=o,
ay 2t + 2b, ¥z + 202z + 2042+ 26,y + 2z +dy=o.

Si les trois équations sont distinctes, qu’aucune d’elles ne puisse
se déduire des autres, elles pourront remplacer les premiéres.
C’est ce qui a lieu lorsque les coefficients en &, a’, sont chacun
différents de zéro, méme lorsqu’un seul d’entre eux est nul.

Les trois équations peuvent s’écrire

«y +o'z+p=o,

ay y*+2byi+ By +fz+g=o,

dy2t -+ 2byyz 4+ 9y + 9z +r=o.
Sil'on avait

a" —o0 et a'; —o,

les deux derniéres équations pourraient devenir équivalentes; il
y aurait alors  prendre & la place de I'une d’elles I'une des équa-
tions (1).

C’est pourquoi il convient de considérer d’abord les trois équa-
tions
Axt4 A'y* 4 A"z 4+ 2B'zz + 2B"zy + 2Cx +2C'y + 2C"2 + D=,

2(b’z+c )y +2(bx+c")z+ ar’ +2cx+d=o,
2b, yz+ 2c,y + 2z + 2¢ix +dy=o,
b, supposé différent de zéro, et le terme )z pouvant, par suite,
avoir été éliminé de la premiére équation. Sous une désignation
plus simple, les équations sont
Ay + A"Z24ay+dz+p=o,
By +pBz+qg=o,
2byyzs+ 9y + 9z 4+r=o.
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Multiplions la seconde par b, y et b, z, nous aurons
Bbiy* +B'bryz+qbiy=o,
Bbiyz+p' b2+ bygz=0o0,
ce qui donne, eu égard 4 la troisiéme,
Boy*—B(yy+9y'z+r)+qby=o,
—Blyy+9'24r)+pb 22+ bgz=o0,
ou bien
Bbyy*+ (qby—PB'7)r— Bvz—p'r=o,
B'by2*—Byy + (brq —B7')z— pr=o.
D’autre part, en multipliant la premiére équation par By, on a
A'By*+ A"Bys +aBy*+ a'Byz +pBy —o,

ce qui se change en

— Ay (Fz+q) —A"prz (7 +7'2+7) +aBy*+d'Byz + pfy =o,
1
puis
4 ’ ”
A'ﬁ'}'i('y_}’—i—'/’Z-i— r) — Algyt— A ﬁyyz-—A”Plz’—-A ﬁ"z
[)1 bl bl b‘

+ aBy?+ &'Byz + pBy = o,
ou

XU ” I 't
<—————Af‘7 —A'q—%—-aﬂ)y‘— —-—Abﬂy 24 (A’ﬁ—v— -—A"% +a'ﬁ)yz
1 1 1

et par suite
(M8 — Aghy+ aBby) y* — A%y’
+ (A/ﬁl"'f’lfbip— A’p'“/,'lzl: + Allﬁyzzl_; — “Ip,,)‘r
o
~ [aer + Ly — wpy -+ wpin)]

— 7 (A — A"y + «Bb,) =o.
1

Les cinq équations que nous venons d’obtenir en y2, z2, y et z
3.
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donnent finalement

A A" « o P

° o B g q
Bb, o qby—B7 —By —fr|=o,
o go —Br bhg—p —Br

v —A"By u u” "

en posant
u =A(Pfy — byq) + afby,

e At 77\ L arpes ! o
u=AF\r— =)+ Ay -+ B(byp— ay),
1 b,
u'=— A"Br — %—(A'ﬁ"]'*—A”ﬁ? + a'Bby),

1
w=— = (MY — A"y + a'Bby),
1

équation du huitiéme degré, en général, ou le coefficient de x® est
b}} — A'A"a*+ 4 (A"B""+ A'B'Y)a?
— 4[A(A,b”+ Allbl/g)+ 4blblIBlBl/] a?
~+165'0"(5'B" + "B’ )aA — 1661572 A ),

On peut obtenir I'équation avec des éléments simples sous la
forme d'un déterminant du neuviéme ordre.
Le cas particulier de @), = o mérite encore d’étre traité a part.
Les équations étant
20"z +c' )y +2(b'x+c")z+ ax* +2¢cx +d =o,
2byz+2(bjz+c\)y+2¢z+2¢ix +dy=o,
@y 2t +abyyz+a(byx+cy)z+2d,y +20x +dy=o,
désignons-les par
oy +«'z24+p=o,
2biyz+ By + fz+q=o,
ay 2+ 20,5z + 9y + 'z +r=o.

On en déduit
ay*+a'yz + py =o,

ayz + «'2* + pz —o,
uy?z +u' vy +pyz=o,
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et, d’autre part,
2b,y*+ Byz + 22+ gz—o,
a2y +2by Yz + 9+ yyz+ry=o,
d’ou
—2b2byytz—2byyyt+ a8 P+ (a,f— 25y ) yz—2b i ry+ d’jgz=o,

—20,2b,y2* — 20,8z —2b,8'2*—2b,9z =0,
par suite,

2b,2b,pyzs — 2by ayy* + (@) «f' — 2 b, a'f' ) 2*
+(ayBa — 2byy'a — 25, Bo’) yz2 — 2b, ray +(dyqu — 2b,9a')z =0,
ou _
—2byayy 4+ (aya — 2 by o ) f'22
+ (ay af — 2byay' — 2by,a'B + 2b,2b4p) yz
— 2byray + (dya — 25,2’ )qz = 0.

Ily a 1a six équations d’ou résulte

o o o « o P
o o aby B g’ q
o a, 2b, 7 7 r
a o a P o o= ”
o o' 3 o P o
—abjzy . (djz—abya')p' (d3f—2b1y)a—absa'B+26120,p —a2birz (djz—2bs2')g o

ce qui peut se réduire, suppression faite du facteur «, a

o o, a a! V4

o 26y B g q
o= a, 2by 7 7

o [ o P o

dya—2bya)B’ diaf—abyay'+abia'y—aby'B+2byabyp abypy—abira (djz—abya’)y o

Les termes du degré le plus élevé sont 13 du septiéme et pro-
viennent de

(a;'aﬁ —2byay — 2b,a'B 4 26,2, p) o' By'p,
ce qui donne

Z1(ay 676 — 25, b"by — 2b, b, + 25, 2b,a) V'V ¥, a.
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En cas de a), = o, cetle équation peut se réduire, suppression

faite de o', &
o /3
26, 8
25, 7

" 2b,af—2biay’ +2

Y

ou a

bioly—2b,d/B+20,2b,p 2b,py—2bira

o

2b1 p
2 b,y v

a'

p'

’

K

26,8 p—2by0q

P
q

r

2by(ay —ay' )+ 2by (aff — «'B) +28,2b,p 2b,(py—ra) 2b,(fp—'q) o

le terme du plus haut degré y est

ab b,(— 28, b"6, — 2.b, b’V + 2b, 2b, a) 25,

Remarque. — Quand on fait b, = o dans I'équation due, plus
haut, & I'élimination de y*z et yz?, on obtient

”

or, l’egua

peut s’obt,

et

(a';a —_ 2b,a’)(ﬂyz +f2+qz)=o0;
tion résultante pour les équations

«y +d'z+p=o,
By +B'z+qg=o,
W32+ 2byz+ 9y +9z4+r=o

enir en y joignant

ay? +o'yz +py=o,
ayz + «'2? 4+ pz =o

By5 + B2t 4 gz =o.

L’équation précédente, sauf a en dégager le facteur aja — 25,2/,
peut donc, quand on y fait &, = o, s’appliquer a cette circon-

stance.

(<]

-e

—=o,
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Mais, plus simplement, I'équation résultante est alors

o o o « o p
o o o B B g¢q
0o day 2b, v 4 r o
«a o o p o o ’
o & &« o p o
o p o q o
c’est, en écartant le facteur o,
o o « « p
o o p f ¢
ay 26, ¢ v r|=o.
« « 0o p o
FB o g
En prenant I’ quation
Br*+pfra+qr=o
au lieu de
Brz+ 22+ qz =o,
ona
o o « o p
o o B F g
o ' p o o
o [/3 Y =o,
o «& a« o0 p o
B g oo
o a, 2by, y ¢ i
ou
o « o p
o o g Foq
o aff—dB «gq—Bp o0 o|=o,
o « o p o
al, 2b, y Y
d'ou
“ o P
o s |,
afl — a'B aq — Bp o o



puis
« o P
g [ q9 =0,
(40— Bp) (e —20se) + (o' — ) (—ayp-tu'y )l —B) r{ef'—<F)

déterminant qui s’annule pour a’'= o, de sorte que &y est encore
un facteur 4 supprimer.

Le résultat qui s’ensuit s’obtient plus simplement en résolvant,
par rapport & y et & z, les deux premiéres équations de la question
et substituant leurs valeurs dans la troisiéme. De méme, au cas de
b, = o, I'équation résultante devient

[ ) « « p
o 2b, B g g
a), o v 7 r | =o,
o « o p o
dyef ayaB — 2bay’ + 2b,a'y 2b,py —2bire ajaq o
équation oi le terme du septiéme degré est
2 (A" B, — 2b,b"8,) V'V, F,a.
Si b, et b, sont nuls, suppression opérée de a7, on a
o o « o« p
o o f f ¢
a, o y o r|=o,
« a o p o
B ogq o
ce qui peut se réduire a
« o« P
g 4 7 =o.

—7(efp'—p') — o («f'—'B)+ay(—pB+qx) —r(ef—pe)
Soient enfin les trois équations
ay +~a'z+p=o,
d,y*+2byz+fy +pfz+g=o,
a2 +2byyz+ 9y +Yz+r=o,

4 ">
au cas de @, a, 2 o.
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Multiplions la premiére par a y, et dans le produit remplagons
d, y? par sa valeur tirée de la seconde; nous aurons

(—2bie +d\a') yz + (— B + pa) y — af'z — «g =o0.
En multipliant la méme équation par &}z, et tenant compte de
la valeur de a’, 22, on a
(—2bye’ +aja)yz — vy + (— &'y’ + dyp)z2— a'r=o.
En prenant yz pour facteur, on obtient d’abord
ay*z + oy + pyz—=o.
Mais on a, par les deux autres équations,
ad y*z +2b,ys*+Pyz+ f's* +qz=o,
2by 'z +ayy? + 9+ 9 ys+ry=o,
d’oti 'on tire
(dyay—aby2b,) y*z+ (Ba — ab,y')yz— 2by)*
+ad} B2 —a2biry+afqz —o,
(@yay — 26, 28,) y2* + (@' — 25, 8) yz + dy70*
—2b,f'z*+ a2\ ry —2b,9z==0.

L’élimination de y3z et yz? conduit &

[u(a’;ﬁ —2by' )+ (a9 — 2b,8') — (a\dy — 25, 2b,) p
b , b
- 2;:"" 7(—2bja+dia) — i_{p'("" ﬁba“"*“‘;“)]fz
+[(= bt d)r— By (—abia s+ d)
A .

_ ;f;: (— 2bya'+ a';a)]y

+[(-— 2bye’ + dya)q — s-,--y (— 2byx +a\a')
1

_E '+
7 7' (—2byd’ + a%a) | 2
it
v 't g "
-—a—,q(—-zb,u-—!—ala)—~a—,r(—2b,a’+a,a)=o.
1 2

Par les quatre équations en yz, y et z ainsi obtenues, on a pour



équation résultante

T A A
wy oy o) o}
en posant
y=—2bya +dd, ug=—oap+dp, u,=—af, Uy,—=—ugq,
v =—2byd +dyu, ¢,=—d'y, vy =—dy'+dyp, vy, =—dr,
. v ” ’
wy =— (&\dy— 2b,2b,)p+ (a)f— 26,y )«
2b 2b
T ) ! 1 2 nt
+(a17—262ﬁ)a_‘ a,-')'"r— a4 p"h
1 3
y uy 1 o
w,.__u,r—y(;l7@+‘—z—,7ﬁ R
1 2
u v
" o___ ’ 1 1
“’z—-":q—ﬁ<7'¥+a—i )v
1 2
u ¢
m___ 1 1 o
Py 79— 7 B'r
ay 2

Les termes en x® dans I'équation ne proviennent que de pu, va w,;
leur ensemble est

zia(— 40"b + ad|) (— 4b'b, + ad})
> [—-—- a(d,dy — 2b,2b,)

+ 28 (d, 2, — 2b,28)) + 20" (a}y 20} — 26, 2b,)

— 2(7])_'20',(—25‘ 20"+ d 2b)— 2;:’ 2cy(— 26,20 +“';26’)]'
1 2 ’

On aura y et z, en général du moins, par

ay +~oz+4+p=—o,
[(— «B + pa))o, + &yu, ]y + [— «B'0y, — (— &'y’ + pa}y) u,]2
— aqv,~+ a'ru; =o.
Les circonstances de discussion seraient analogues a celles que

nous avons présentées dans la premiére Partie, mais avec plus de
complication.



