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ESPACES PSEUDO-FIBRES ET SYSTEMES OBSTRUCTEURS

PAR

M™ Maris-Hecine SCHWARTYZ

(Reims ).

InTrODUCTION. — L’espace des vecteurs tangents a une variété différentiable
admet classiquement une structure d’espace fibré; si, au contraire, étant
donnée une partition d’une variété _I" en sous-variétés différentiables .I;, on
considére seulement ’ensemble des vecteurs tangents aux 47, il n’admet plus
une structure d’espace fibré mais, sous certaines conditions, une structure
d’espace que nous avons appelé pseudo-fibré. Nous avons choisi ce terme
car ces espaces sont réunion d’espaces fibrés de type classique et en con-
servent certaines propriétés; mais ce ne sont plus des espaces fibrés, par
exemple la dimension des fibres est variable, on ne peut pas relever les
homotopies. Notre but est principalement la construction de sections et,
pour certains espaces pseudo-fibrés, la détermination d’'un systéme de
classes de cohomologie dans la base, qui jouerait le méme réle qu’'une classe
de Chern de degré donné pour un espace fibré.

Le paragraphe | est consacré aux définitions. La base d’un espace pseudo-
fibré se compose d'une variété topologique _1" munie d’une partition en
sous-variétés sans bords .1; et de deux complexes (A) et (L)) (moyen-
nant certaines conditions, ceux-ci pourront disparaitre des données). A la
famille des .17 correspond une famille de fibres-type munie d'un ensemble
d’injections des fibres les unes dans les autres. L’espace pseudo-fibré lui-
méme est défini par des cartes, chaque carte fait intervenir une sous-
famille des fibres-type, et est définie, non pas au-dessus d’un ouvert de .1
mais au-dessus d'un simplexe fermé A% privé d’une face de dimension /2 — 1.

Dans le paragraphe 2 nous étudions d’abord la formations des sections
au-dessus des squelettes successifs du complexe (D) [le complexe (K)
triangule tous les I, au contraire, chaque cellule ouverte D» coupe

canoniquement chaque sous-variété .I;]. Nous définissons ensuite ’homo-
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logie sur 1" dont les chaines de base sont les [ orientés, la cohomologie

correspondante a valeurs entiéres, et des cohomologies sur les ;. Puis nous
introduisons certaines applications f d'une base dans une autre et 'image
réciproque d'un espace pseudo-fibré par une application f.

Dans le paragraphe 3 nous considérons une partition d'une variété A
en sous-variétés différentiables 1, et nous cherchons & quelles conditions
I'espace formé par tous les vecteurs tangents a tous les .X; posséde une
structure d’espace pseudo-fibré &. Dans ce dernier cas, nous associons a &
Vespace pseudo-fibré 76 dont la fibre en un point z de 1" est la variété
des r-repéres (réels ou complexes) de la fibre vectorielle & () (un r-repére
étant une suite ordonnée de 7 vecteurs linéairement indépendants). Les deux
derniers paragraphes sont principalement consacrés a ces espaces & de type
complexe (la dimension d’obstruction est alors N — a7+ 2, ¥V élant la
dimension réelle de .1).

Le paragraphe /i est consacré a I'étude des propriétés locales de "6 qui
seront nécessaires pour établir au paragraphe 3 les systémes de classes
obstructrices. Ce paragraphe % est le point noir du présent travail
il s’agissait d’établir que certaines sous-variétés peuvent avoir entre elles
des intersections canoniques puis que les constructions faites étaient suffi-
samment intrinséques ; cela nous a amenée i faire de longues démonstrations,
et A imposer une condition ((¢);) qui est bien vérifiée dans les cas simples,
mais dont I'énoncé est pénible. Nous espérons vivement que d’autres
méthodes permettront de supprimer tout cela.

Dans le paragraphe 5 nous considérons une section s de "& au-dessus du
squelette (D)¥-2+! (assujettie seulementl a une condition au voisinage des
sous-variétés 1; de dimension 27 — 2), et nous lui associons un systéme de
cocycles obstructeurs ¢,(.17;, s) sur I, de degrés N — 27+ 2. Notre
méthode est celle qui est employée, pour les espace fibrés par STeenroD (') :
nous définissons simultanément les cocycles obstructeurs et les « cochaines
différence » une telle cochaine ayant pour cobord la différence de deux
cocycles obstructeurs. Pour passer aux classes de cohomologie il est plus
intéressant, k(7) étant la dimension de .17, de remplacer ¢.(A7%, s) par un
cocycle ¢, (I, s) de degré k(i) — 27+ 2 dans X; dont la classe ¢,.(.X;) est
encore indépendante de s. Les classes ¢, (.I;) vérifient les deux propriétés
suivantes :

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une section de "8
au-dessus du squelette (D)V—2+2 est que toutes les classes ¢,.(X;) soient
nulles.

Si f est I'une des applications définies aux paragraphes 2 et %, d'une

(') SteeNroD (Norman). — The topology of fibre bundles. — Princeton, Princeton
University Press, 1951.
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base . dans une base I, si " est un espace pseudo-fibré de base X et "&
son image réciproque par f, si f; est la restriction de f 2 une sous-variété I,
de .1 telle que f(/l’i) = X, on a, avec des notations évidentes

&(L)=fie (X)),

Le probléme se pose de savoir si cette derniére relation subsiste pour des
application f plus générales que celles que nous considérons et surtout si
les deux propriétés énoncées permettent une définition axiomatique des
systémes obstructeurs.

SOMMAIRE.

. Définition d’un espace pseudo-fibré.

. Sections dans les espaces pseudo-fibrés; homologie et cohomologie sur la base.
. Ktude locale des espaces pseudo-fibrés a fibres vectorielles.

. Ktude locale des espaces *é de type complexe.

. Systémes obstructeurs dans certains espaces pseudo-fibrés,

[STRIS SRS

1. Définition d'un espace pseudo-fibré.

Base de l’espace pseudo-fibré. — Soit .I" une variété topologique (?);
soit (I') une partition de X', chaque partie .I; élant une sous-variété topolo-
gique sans bords de X" dont 'adhérence X est la réunion d’une sous-famille
de (A"); soit (K) un complexe simplicial dont le support est I et tel que

chaque X, soit le support d'un sous-complexe de (A). 4 muni de la parti-
tion (A") et du complexe (K) est une base d’espace pseudo-fibré.

Nous désignerons par K’ (resp. K*) un simplexe ouvert (resp. fermé)
de (K), par /V la dimension de I, et nous ferons souvent figurer la dimen-
sion d’une variété _¥; en indice supérieur, 'indice inférieur pouvant alors
étre supprimé s’'il n’y a pas ambiguité. Le complémentaire de .X; dans X,
sera désigné par /i”, </I’l sera appelé « bord » de Xi).

Hypothése de finesse sur le complexe (K). — Tout simplexe K” étant
contenu dans une partie .17, Khn X; se réduit & un seul simplexe fermé
(vide ou non).

ProposiTioN 1.1. — Les X; qui rencontrent un méme simplexe fermé K
sont tels que leurs adhérences forment une suite finie d'ensembles emboités
de dimensions q strictement croissantes.

(?) Cette hypothése ne sera utilisée qu’au paragraphe 2 lorsque nous définirons le
complexe (D).
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E=N

Soient, en effet, X7 et X7 (g>. ¢') deux sous-variétés _¥; rencontrant X,
Kc X+ Sig=k,
X'nKcXinK, donc .T7c.Xv.

Si gZhk—1, Yo Xk et (¥v e Xk d’aprés I'hypothése de finesse, il
existe K'c X%, avec A’k —1 tel que Kn Yy=K'. X7 et.¥7 rencontrent
donc KA, et I'on est ramené & un probléme analogue, la dimension % étant
remplacée par A'<' k. Au bout d’'un nombre fini d’opérations on obtiendra
un simplexe situé dans une sous-variété .I; de dimension ¢ et I'on en

déduira comme précédemment que A7 C.17, d’ou la proposition.

Parties L. — Une telle partie sera définie par
(1.1) L=Kn et (Kv),

K étant un simplexe fermé, A° I'un des sommets, et et (K°) Iétoile ouverte
de K° dans (K). Soit K°e 17 et Kc 1'%, d’aprés la propriété 1.1 on peut
écrire

g=k

(1.2) L:ULnJ,"/,

1/ :/l
les X9 étant emboités.

Fibres types de l’espace pseudo-fibré. -- Une méme fibre type /%
correspond a tous les .I; de méme dimension k. F est un espace topolo-
gique localement compact, et la famille des /) est munie d’une famille de
monomorphismes ainsi formée : pour tout couple de dimensions &, &/,
avec k' k, sera défini un ensemble d’injections continues de Fy dans F
qui seront appelées monomorphismes (cet ensemble est non vide si Fy et Fy
sont non vides). On suppose, en outre que, si A" <Ak’ <k, le composé d'un
monomorphisme de I} dans F et d’'un monomorphisme de Fj- dans F est
un monomorphisme de F;» dans F-.

Cartes de ’espace pseudo-fibré. — Un espace pseudo-fibré & de base A
et dont les fibres types sont les /. est un ensemble muni d’une projection &
sur I et tel que pour toute partie L de .I" il existe une famille de cartes
sur §(L)=w""'(L), une carte étant définie par un espace £ et une bijec-
tion g de £ sur &(L) de la maniére suivante :

L étant défini par la formule (1.1), considérons toutes les dimensions ¢
qui figurent dans la formule (1.2). On peut former une famille de mono-
morphismes u, des £, dans F}, soit a,= p,(F,), telle que si ¢’ ¢ on
ait a, Ca,Coup=F; et que p, coincide avec I'application composée d’un
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monomorphisme de £, dans I, et de p,. Formons alors I'espace £ suivant

q=Fk

(1.3) ):‘_—_U(Ln/.[’/) > dtg;
l/:‘:])

on a

(1.4) Lxa,crcl < Iy,

£ est muni de la topologie induite par celle du produit L < F}.
Soient 7, et £, définis par les familles de monomorphismes 1, , et [, ,.

Un isomorphisme de £, sur £, est une bijection telle que, quel que
soit x€eLnAX7, sa restriction & £, (z)=1{x] X a;, soit un monomor-
phisme sur £,(2) = {2} X< a,, (en appelant ainsi I'application définie par
un monomorphisme de o, , sur a, ).

Une carte sera définie par £ et par une bijection g de # sur &(L) telle

q ue

(1.5) w.LT,

ou m, est la projection sur L dans le produit L x [}.
LLa famille de toutes les cartes devra satisfaire aux deux conditions de
compatibilité suivantes :

(1) Si deux cartes sont définies sur &(L) par . et gy d’'une part, £, et
&» d’autre part, Papplication ¢, == ¢7'g; doit étre un isomorphisme de £,
sur £, au sens ci-dessus défini.

N

(i1) Si T'on a L'c L et une carte sur & (L) définie par £ et g, alors la
restriction de g & & (L') == =;* (L") définit une carte sur & (L').

Si on suppose, en outre, que toute carte vérifiant les conditions (i) et
(i1) est une carte de l'espace pseudo-fibré, on obtient un espace pseudo-
fibré a structure uniquement topologique :

Topologie de &. -— Les ouverts de & seront les ensembles O tels que :

1° ©(0O) soit un ouvert de 1’;
2° pour toute carte sur un &(L) définie par £ et g, I'ensemble
£7(&(L)YNO) soit un ouvert de £,

Remarquons qu’il suffit qu’il en soit ainsi pour une carte sur chacun
des &(L), L ayant la dimension maximale /V, ceci en vertu des conditions
de compatibilité. Avant de justifier la définition de la topologie, démontrons
un lemme.

Lemyg 1.1, — La projection ©, d'un ouvert A de £ est un ouvert de L
pour la topologie induite par celle de X'
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Soit, en effet, s€A, avec m,(z)eX,; il existe un voisinage w de z
dans L < F} tel que wn £CA; nous pouvons choisir pour w le produit
d’un voisinage w, de m,(z) dans L par un voisinage w, de 7, (z) dans F}
(7, étant la projection de L x F sur F}). Donc

A;wms_—_U w, < wen[(LaX,) = a,)

T
:—,_( ’ (w,nA)) < (wpnay,),
T

mais, pour ¢'> ¢ on sait que w,Na, = @, donc

T, (A)D U w,NnX,=w,n U Ay

qg'>q q'>q

ce dernier ensemble, intersection finie de voisinages de 7, (z) en est un
voisinage, donc 7, (A) est bien ouvert.
C. Q. F. D.

On verrait de méme que 7, (A4) est un ouvert de F}.

Montrons maintenant que les parties © de & qui vérifient les conditions 1°
et 2° satisfont bien aux axiomes des ouverts. Il est immédiat que toute
réunion de parties © est une partie O, que la partie vide de &, et & lui-
méme, vérifient bien 1° et 2°. Soient enfin © et O deux parties vérifiant
ces conditions, leur intersection vérifient le 2° puisque g~ (&(L)noONO")
est l'intersection de deux ouverts de £. Pour montrer qu'il vérifie 1°,
considérons une partie L quelconque, et une carte sur & (L) : d’aprés la
formule (1.5),

Lnw(0n0)=mg " (&(L)nON0"),

c’est donc la projection 7, d’un ouvert ce £, c’est donc un ouvert de L en
vertu du lemme précédent. Soit alors z€w (ONO’), son étoile ouverte
dans (K), soit U, est recouverte par un nombre fini de parties L; contenant
2 lui-méme; a chacune d’elles correspond donc un voisinage w; de x dans .1’

tel que w;NL,Cw(ON0O’); 'ensemble Un { \W,- est un voisinage de «

1
situé dans @ (ONO'); cet ensemble est donc bien un ouvert de X',

C.Q. F. D.
ReMARQUE 1.1 :

a. & n'est pas nécessairement localement compact méme si tous les Fi le
sont.

b. La condition de relévement des homotopies n’est pas nécessairement
vérifiée pour &.
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¢. La condition de relévement des homotopies est vérifiée pour les sous-
espaces &(AX7).

Considérons I'exemple simple suivant : X" est la sphére de Riemann, la
partition (X)) est formée d'un grand cercle et des deux hémisphéres
ouvertes A, et X';; les fibres sont les sphéres unité de dimensions o et 1,
F,= 8% et F,— §'; la famille des monomorphismes est formée de I'applica-
tion identique sur S°, des rotations de S! et des injections de .S° sur deux
points diamétralement opposés de S. Soit £ P'espace fibré des vecteurs uni-
taires tangents a X, le groupe structural étant celui des rotations; en sup-
primant de Z'les vecteurs issus de Iy, et non tangents a X, on obtient un
espace pseudo-fibré & dont les cartes, pour une triangulation (K) donnée
s’obtiennent ainsi : U étant un ouvert contenant L on prend une carte
sur £'(U) et on la restreint a §(L)c L (U); les conditions de compatibilité
sont vérifiées et la topologie de l'espace pseudo-fibré & coincide avec la
topologie induite par la métrique de £.

Si z est un vecteur unitaire tangent a .X'; une boule, dans £, de centre z
et de rayon r quelconque est compacte, mais sa restriction a & ne l'est pas
(elle contient, par exemple, une suite de vecteurs dont les origines tendent
vers celle de z mais dont les composantes perpendiculaires au plan de X
restent supérieures a r/2). Ce qui démontre le point @ de la remarque.

Pour le point 4 on considére deux points diamétralement opposés, c et ¢’
de X" un des arcs, d; qui les joint dans X et I'arc de cercle d,, orthogonal
a dy, qui les joint dans [A',; d; et d, forment le bord d’un quart de sphére D.
Soient le carré /2, et & une bijection de I sur D telle que l'image du
coté I < {o} soit dy. On reléve d, en une section de vecteurs tous équipol-
lents & l'un des vecteurs unitaires perpendiculaires au plan de d,. Ce
relévement n’est pas prolongeable dans &(d,) et a fortiori dans &(D).

Espace pseudo-fibré a fibres vectorielles. — Nous appellerons ainsi un
espace pseudo-fibré & dont les fibres F; seront des espaces vectoriels de
dimensions finies sur R ou sur G, les monomorphismes étant des applica-
tions linéaires injectives. Dans les deux cas, les dimensions que nous indi-
querons seront prises par rapport a R (sauf dans l'expression abrégée
h-plan-complexe).

Espaces I' et espaces pseudo-fibrés de type tangentiel. — Soit une base
d’espace pseudo-fibré définie par X', la partition (") et le complexe (K).
Supposons que tous les X; soient des variétés et sous-variétés différentiables
(resp. presque complexes). Nous appellerons espace I' de type tangentiel,
I'espace de tous les vecteurs, nuls ou non, tangents & toutes les sous-
variétés A;; I' est muni de la projection de chaque vecteur sur son origine;
la fibre d’un point x € A% est isomorphe & R* (resp. G*?). De plus, T étant
une partie de V'espace fibré £ de tous les vecteurs tangents 4 _¥, sera muni

BULL. SOC. MATI. — T. 88, FAsc, I. 2
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de la topologie induite par celle de X. Lorsque I' possédera une structure
unique d’espace pseudo-fibré i fibres vectorielles, nous dirons que c’est
un espace pseudo-fibré de type tangentiel (réel ou complexe). Nous établi-
rons au paragraphe 3 des conditions pour qu’il en soit ainsi.

Espaces "6 associés 4 un espace & a fibres vectorielles. -~ Appelons
r-repére réel (resp. complexe) une suite ordonnée de r vecteurs linéairement
indépendants dans un espace vectoriel sur R (resp. G). L'espace "&(xz)
des r-repéres de la fibre &(x) engendre, lorsque o décrit .I” un espace "&.

7& (A*) est vide, dans le cas réel pour k<< r et, dans le cas complexe,
pour k<< 2r. La structure d’espace pseudo-fibré de "6 est définie par des
cartes qui se définissent a partir de celles de & de la maniére suivante : si
une carte sur & (L) est définie par 4> et g, on appellera "a, I'espace des
r-repéres de 'espace vectoriel a, et 'on posera

= U (LN A7) < ra,.
q

Soit k€ L nAY; la restriction de & a £ (x) =) & | X o, est une application
linéaire bijective sur &(z), donc elle conserve 'indépendance des vecteurs
et définit une application linéaire bijective de "£(z) sur "&(x); d’ou
Papplication g, de "€ sur "&(L), les conditions de compatibilité sont
vérifiées, les monomorphismes de "#, dans "F, se déduisant de maniére
évidente des monomorphismes de F,- dans F,,.

Au cas ou & est de type tangentiel, nous dirons pour abréger que &
est un espace pseudo-fibré de r-repéres de type tangentiel (réel ou
complexe). Dans ce cas la fibre 7/} a pour rétract la variété de Stiefel-
Whitney réelle (resp. complexe) des r-repéres orthonormaux de R
(resp. G¥?), son homologie est donc triviale jusqu’a la dimension /- -/,
(resp. A — ar +1) exclue.

2. Sections dans les espaces pseudo-fibrés:
homologie et cohomologie sur la base.

Complexe cellulaire (1)) dual de (K) dans X. — On choisira une fois
pour toutes un tel complexe; rappelons que les complexes (D) et (K) sont
dits duals dans I, si deux cellules « ouvertes » quelconques, D™ et K, se
coupent canoniquement (*) suivant une cellule « ouverte » 77+ =N = D" n K",

(*) Deux sous-variétés Ar et B d’une variété C™ se coupent canoniquement dans C*
si chaque point de leur intersection admet un voisinage dans C™ qu’un homéomorphisme
convenable applique sur R”, les traces des sous-variétés étant respectivement appliquées
sur le p-plan des p premiers axes et le ¢g-plan des ¢ derniers.
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chaque K" rencontrant un DV et un seul. Les cellules 7'* définissent le
complexe cellulaire (T') « intersection » des complexes (D) et (K).

Lemve 2.1. — Chaque T" étant dans un K" est dans un seul .X,.
Chaque T" est contenu dans un L. Considérons en effet, un DV tel
que Dmc DV, on a K°e DN K", avec DN C et (K°), donc

D'AKh—Trcet (KYNK= L.

On cherchera a construire des sections (étant sous-entendu que ces
sections sont continues) au-dessus des squelettes (D)” de dimensions m
croissantes de (D). Si & n’est pas vide, la fibre Fx ne I'est pas, et il existe
des sections au-dessus de (D)°.

Dimension d’obstruction. — Nous la noterons /V — ¢ + 1.
DEFINITION DE p. — Soit v (k) la dimension du premier groupe d’homotopie
non nul de /7% considérons la relation suivante relative 4 un entier p' :

k> p' 1 entraine Fp== 90 et v(k)Xh—¢';

elle est trivialement vérifiée pour p'= /V; si elle est vérifiée pour ¢/, elle I'est
a fortiori pour p">x o’. 0 sera la borne inférieure des entiers positifs ou nuls
vérifiant cette relation.

Hypothése. — On suppose que k— ¢ entraine encore F.=2 @ (cette
yp PP q P
hypothése est trivialement vérifiée pour les 76 a structure complexe, k étant

paire et p impaire). On peut alors caractériser o par les relations
9 k>p—+1 entraine v(k)>hk—¢,

.1
(2.1) [ il existe A tel que v(k)<<k—p=1.

Existence d’une section de & au-dessus de (D) *. — Nous désignerons
une telle section par s | (D)V—°. Soit
Tn— DZ\Z-J:J A K/:’ ](hc/[’/r’ avec N —h +n é]v — P’

donce
oLnLh—pLk—p;

or k> ¢ entraine Fy3~ @. On peut donc définir s au-dessus des points
T°e (D)N-¢. Raisonnons alors par récurrence suivant les dimensions n

7' déterminé; on

croissantes. Soit 77 le bord de T (n>.1); supposons s
a : TrcLcK"; considérons une carte sur &(L) définie par £ et g;

g—'s définit une section au-dessus de 7' dans £ et a fortiori dans L < Fy;
comme n>x1 et k—p>>n,on a k> p-+1, donc, d’aprés la premiére des
formules (2.1), v(k)> k— o> n: par conséquent, g~'s est prolongeable
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en une section de L x F; au-dessus de lintérieur 7'* de 7"; mais
T»x Frc K" x Fyc £, donc la section prolongée a, par g, une image qui
définit le prolongement de s au-dessus de 7'». Par récurrence sur 7, on péut
donc démontrer I'existence d’une section s| (D)N—°.

D’aprés la deuxiéme des formules (2.1), nous pouvons choisir I*
et Kk X*, avec k>0 et v(k) <<k —p—+1; soit Tho+1—=DN=2+n K* Ja
dimension d’obstruction dans L x Fj étant v (k) +1, il y a des sections g—1s
au-dessus du bord de 7%-¢*! qui ne sont pas prolongeables & I'intérieur.
D’ou :

ProrosiTion 2.1. — La dimension d’obstruction a la construction des
sections de & au-dessus des squelettes. de dimensions croissantes de (D) est
N —p + 1, p étant défini par les relations (2.1). Toute section s | (D)N—2+
peut étre prolongée en une section s| (D)N—?.

Homotopie de deux sections. — Posons
I=[o,1], X=xx1  Li=x,<I

Soit (K) une triangulation de 1" dont les cellules fermées sont les pro-
duits K< {o}, Khx {1}, K> I pour tous les simplexes K* de (K).

Posons & =& x I, et munissons cet espace de la projection & sur £,
produit de la projection & de & sur X et de I'identité sur /. Posons L=L xr
et établissons des cartes sur é([’:):é‘r—1(£) de la maniére suivante : £ et
g définissant une carte sur & (L ), nous poserons & = £ x I et nous appellerons
8 la bijection de # sur &(Z) produit de g par I'identité sur 7. Si

L —et (Kv)n K", avec AKhc X*,
on a

Khx< I < chﬁcﬁ < Fy.

(On remarquera que la structure de & est celle d’un pseudo-fibré dont les
fibres et leurs monomorphismes sont les mémes que pour &, & cela prés
que X et les T, sont des variétés a bords et que le complexe (K) n’est pas
simplicial.)

Deux sections s|(D)¥—? et s'| (D)¥? étant données, on identifiera de
maniére évidente s (resp. s') & une section de & au-dessus de (D)t < {0}
(resp. (D)N=Px< {1}). Dire que s| 7" et s'| 7" sont homotopes, c’est dire
que les sections de &, qu'elles définissent sur une partie du bord de 7' x I,
sont prolongeables en une seule section  au-dessus de 7" x 1.
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Prorosition 2.2. — Deux sections s| (D)V—F et s'| (D)N~F sont toujours
homotopes au-dessus de (D)N—¢—' par une homotopie { |(D)N—¢=1. Une
homotopie définie au-dessus de (D)N—?=* peut toujours étre prolongée
au-dessus de (D)N—p—1,

Trc(D)N-tnX*k entraine o <LnZk—p—1,
donc k2> p —+1 et, d'aprés (2.1),
(k) > k—pXn 115

donc Fy est connexe, il s’ensuit que pour 7€ (D)N—¢—1, 5| TV et s'| T° sont
homotopes par une section | 7> I de &. Raisonnons par récurrence et
supposons que | 7% < I soit définie pour tout n'<<n et T (D)N—r—1,
Sur le bord d’un prisme 73 I, pour T'*C (D)N—?—1nX* 1l existe alors
une section définie par s| 77 {o}, s'| 77> {1} et ¢| T I. On peut
prendre L tel que 7nc L c.X* et une carte définie par 2 et & sur &(L);
comme v(k)>xn -+ 1, la section de 72 au-dessus du bord de 77 L image
par 2= de la précédente est prolongeable dans L n Fy, 1a partie prolongée
étant dans 7 I x FiC £, donc son image par Z définit le prolongement
cherché de la section de & au-dessus de 7' 1. D'ou I’homotopie
| (D)YN—¢f—1 < I que nous noterons aussi Y | (D)N—F—1,

Par contre, on peut trouver X%, Tnc X*n(D)N=7 et une section de é
au-dessus du bord de 7' < I qui ne soit pas prolongeable & l'intérieur.

ExenpLrs. — Si & est a fibres vectorielles p—=o0, N —p+1=/N +1, il
n’y a évidemment pas obstruction. Pour les espaces '& de types tangentiels F
est isomorphe & R* ou G*” privés de leur origine, donc p =1 et la dimension
d’obstruction est /V. Pour un espace & de type tangentiel réel (resp. complexe),
on a p=r (resp. p—=2r —1) et la dimension d’obstruction est /V — r 41
(resp. NV — 2r + 2). Si la partition de X" se réduit & une seule partie X;—= &
on retrouve des résultats classiques.

Prorosition 2.3 — «a. Si K°e X7 avec I~ 0, & posséde une section s
au-dessus de U'étoile ouverte U de K° dans (K).

b. St K°'e X7 et que F, est connexe, deux sections s|Uet s |U sont
toujours homotopes.

Nous construirons s au-dessus des simplexes AK*CU de dimensions
croissantes. s | K° existe puisque F,> &. Supposons s | K* déterminée pour
tout &' < k; soient alors KrcUnX*, L =UnK" et une carte sur & (L)
définie par g et £ CL X Fy; g—'s définit une section au-dessus de LnL
dans #° et a fortiori dans I'espace fibré trivial L < Fy; cette section définie
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' au‘—ldbessus de I'hémisphére LA L de la boule L est prolongeable au-dessus
de 'L en vertu du théoréme du relévement des homotopies; mais la partie
pl‘OIOngée est dans L x Fi.c £, donc on peut prendre son image par g,
laquelle définit le prolongement de s au-dessus de Z; aprés un nombre fim
d’opérations, on obtient donc s | U.

Pour démontrer b, reprenons les notations introduites dans la démonstra-
tion de la proposition 2.3 : l'existence d’une telle homotopie équivaut a
I'existence d’une section ¢ de 8= 8 x Lau-dessus de (' Iqui, surU <o}
(resp. U {1}), coincide avec s (resp. s'). Construisons ¢ par cellules
K*x1IcUx I de dimensions croissantes. Comme /7, est connexe, J existe
au-dessus de K < I; supposons | K% > [ déterminée pour tout A'<< h;
soient alors KteUnA* L —=K"'AU et une carte de &(L = I') définie
par & et Pcl < IxF. &'y détermine une section de £ et a fortiori
du fibré trivial (L =< /) x Fj au-dessusde L < {o |, L x {1 }et(iQnL) < {;
la réunion de ces parties est un hémisphére de la boule L x 7 (parce
que A~>>1), donc la section est prolongeable au-dessus de L > 7: mais la
partie prolongée est dans L x I > FyC £ > /== £, donc elle a une image
par & qui détermine { | L, d’ou la proposition.

RemarQue 2. 1. — Des démonstrations faites, il résulte qu'on peut appliquer
les propositions 2.1, 2.2, 2.3 & des espaces & pour lesquels les relations de
compatibilité (1) et (ii) entre les cartes n'ont pas été vérifiées.

Homologie et cohomologie sur .1 et les .1,. - Nous utiliserons I'homo-
logie simpliciale a coefficients entiers dont les chaines de hase sont les
cellules D orientées que nous désignerons par D} ct la cohomologie
correspondante & valeurs entiéres. Ce dernier point implique que nous nous
restreindrons a I’étude de certains espaces pseudo-fibrés; en effet, la valeur
d’une cochaine sur D" (D"n K¥—"= 1€ _X*) sera souvent définie par un
élément du groupe d’homologie H,(&(7°), Z). Tous ces groupes ne
forment un faisceau de coefficients que moyennant certaines hypothéses sur
les monomorphismes des F}. Pratiquement nous nous restreindrons aux cas
suivants ou il n'y a pas de nouvelles hypothéses & faire :

1° 7& est un espace de r-repéres associé 4 un espace & a fibres vectorielles
complexes, la variété 1" étant elle-méme presque complexe;

2° Pour r =1, '€ est associé a un espace & i fibres vectorielles réelles,
les I; étant orientés et la variété I différentiable.

Dans ces cas, chaque H,4 (&(71°), Z) est bien canoniquement isomorphe
aZz.,

Sur une partie X; nous considérerons ’homologie dont les chaines de base
pour la dimension k — p seront les DY—°n X¥ dont l'orientation est bien
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déterminée puisque .I; est supposé maintenant orienté. Les coefficients
seront pris dans Z ains1 que les valeurs des cochaines correspondantes.

Nous désignerons les espaces de chaines et cochaines ainsi définis
par C (A7), e (4}), e ([X), ¢€*(.l;) et les algébres de cohomologie
par 3¢ (A7) et 3¢*(X,).

Définissons les homomorphismes suivants :

Nt C (A =€, () est Thomomorphisme injectif défini par
b (DY X)) = DY,
Bt € (X)) —>e (A;) est 'Thomomorphisme surjectif défini par

. =DMt i DN A7~ 0,
e (DY) C S
—=o0 si DMA X, —=0;
Ao e(AX)—>¢ (L) est 'homomorphisme transposé de 4,, ;
i C(A) =€ (AX) est Thomomorphisme transposé de u,, .
Uiy et A7/ sont les opérateurs identiques sur €, (A7) et €' (A7),

Fixhi
4, conserve les bords et u commute avec l'opérateur cobord d, d’ou
I'homomorphisme 1) de 9¢* (1) dans #¢*(.1").

k étant la dimension de 1, %] diminue les degrés de N -k, ' les
augmente de /V— k.

Soit ce G4~ (X;), on a
(2.1 bis) {ple. DY S5 = e (DY ndy) >

ou zéro si DN nX,=0. 1 y a isomorphisme entre ¢*(A;) et le sous-
module différentiel &; (X') de €¢*(X') formé de toutes les cochaines s’annulant
sur toute chaine dont le support ne rencontre pas .I;; cet isomorphisme
augmente des degrés de /V — k. On posera

(2.2) uie==a.

Espaces pseudo-fibrés images réciproques par certaines applications.
Applications f. — Soient X et ¥ deux variétés orientées de méme dimen-
sion /¥ munies respectivement des partitions (f,) et (I;) en sous-variétés
orientées et des complexes (]Z') et (K') vérifiant les hypothéses de finesse.

Condition (f). — [ est une application simpliciale de (1?) dans (K) telle
que sa restriction & chaque sous-variété X, soit une application sur une sous-
variété I, qui est localement un homéomorphisme conservant I'orientation.
De plus, (K) est supposé assez fin pour que si I est I'étoile ouverte dans (R)
d’un point de /17}, la restriction de fa X,n U soit un homéomorphisme.

Prorosition 2.4. — Le degré topologiques local m () de f au voisinage



14 M.-H. SCHWARTZ.

d’un point quelconque % de X, de dépend que de X, on le notera m(_f,).

Soient, en effet, z € .1, z=f(Z)e X, U et U les étoiles ouvertes de %
et de x respectivement dans (I?) et (K), Z'e Unf; et z'=f(Z'). Soit
alors Z" € f~!(2')n U; si 'on avait &’ € X}, la dimension de T serait stric-
tement supérieure a celle de .f; et de .¥; et 2/= f(%') étant dans une partie

de méme dimension que X ne pourrait étre dans .1';; on a donc démontré

par 'absurde que 2" ezﬁn U; mais la restriction de fa /f’in U étant injective

par hypothése, on a nécessairement Z"— Z'. Le degré topologique global de

la restriction de f a U est donc égal a m(2'); m(«') est donc constant

dans fin U et, comme lorsque U varie, les X, U forment un recouvrement

ouvert de _f;, m (%) est constant sur ¥, on peut poser m (Z') :m(fl)
C. Q. F. D.

Prorosition 2.5. — Si (D) est un complexe dual de (K) dans (X), son
image réciproque par Uapplication f définit un complexe (]3) dual de (K)
dans X.

(T') étant un sous-complexe de (A), son image réciproque définit un
sous-complexe (7') de (&), les dimensions des cellules étant conservées.

Soit D™ une cellule ouverte de (D) avec 7°= D" n K!(l = N — m); soit T
un des points de f~'(7°) et ¥/ son étoile ouverte dans (K), U étant

celle de 7 dans (K). D= f~1(D")n T est un sous-complexe de dimen-
sion m de (7’) rétractible 3 7% comme D™ I'est & 77°; nous allons montrer
que c’est une cellule fermée. Le probléme étant purement topologique, nous
pouvons supposer que (K)N U est un complexe géométrique sitaé dans un
espace euclidien R¥ de dimension M assez grande, les 7' étant des polyédres
géométriques. Soient /, le I-plan de K?, @ un point de Un K* et H, le l-plan
paralléle a A, dans R¥ et passant par a; /, est dans le 2-plan de K*. Il existe
un voisinage fermé D' de T° dansD™ tel que, pour touta € D' n K*, H, coupe
canoniquement D™ dans U et D"n K" dans K*. H,n K" est une l-cellule
et la distance, dans R¥ de « au bord de cette cellule étant bornée inférieure-
ment par 7> o fixe indépendant de a€ D™, la cellule contient une /-boule
fermée de centre @ et de rayon fixe r qui correspond biunivoquement i sa
projection ! sur H, parallélement & D'mn K*. Lorsque a décrit D', cette
boule, qui coupe canoniquement D™ au seul point @, engendre un voisinage ¢

de 7° dans .X'; v admet donc un isomorphisme ! sur le produit &> D'm.
$=/f-1(9)Nn T est un voisinage de 7°° dans . Définissons I’application

suivante & de b D™ sur ¥; soient B€b!, € D" n K", on posera

(6, 3) =/ u(B, /())&
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T est une application continue car si f’ est la restriction de f a I;(", St est
continue dans I—f’l:f(l?”); % est bijective : soit, en effet, Z€ K" N7,
alors f(Z) =u((, 0) et §:f—’(8)nf('" est un point en vertu de I'isomor-
phisme entre K7 et son image; on a alors ﬁ(,@, 5) =Z.

Si aucun voisinage de 7" dans D nétait homéomorphe & une m-boule,
le produit /< Dm—g— () ne serait pas une variété au voisinage de ( 7o, T0)
ce qui est absurbe, donc il existe un voisinage de 7 dans ¥, donc dans 13’",
qui est une m-boule; il en est de méme du complexe b qui est rétractible

a 7. Cela démontre la propriété.

COROLLAIRE. — L'ensemble des points de X oii le degré topologique local
de f est strictement supérieur d 1, s'il n'est pas vide, est un sous-complexe
de (K) dont la dimension est N — 2 (*).

Ce sous-complexe admet une partition en sous-variétés A; de dimen-
sion N — 2, cela résulte de la proposition 2.%. Il suffira donc de montrer

que si m(A%)>1, avec k<N — 2, il existe X; > X% tel que m(X;)>1
ou encore de montrer qu'on a nécessairement A—=/V — 2 si I'on fail les
hypothéses m (X*) >1 et m(X,;)=1 pour tout .X';>_T* Faisons donc ces
hypothéses ; soit 7°e€ ¥+ n DN—*; d’aprés la propriété 2.5, I'image par f de
la sphére topologique HN—* est une sphére topologique D¥—* mais en tout
point & de DN—* % e £}, le degré topologique local de fest m( . X;)=1,
donc la restriction de f a DN=% est localement un homéomorphisme, il ne
I'est pas globalement puisque son degré topologique local est m (A7%) >1,
cela n’est possible que pour une sphére topologique de dimension 1,
donce N—k —1=1, k=N — 2.
C. Q. F. D.

La restriction de f & une cellule D, qui est une application conservant le
bord et les ouverts, a pour degré topologique m (AX;) si D"Nn . X;—= T°, nous

le noterons aussi ﬁ(ﬁ"), d’oul
(2.3) m(Dn) = m(X;) =m(T").

Cette formule est un cas particulier d’une autre : si Dnn.¥,=2 0, la
p

(*) La proposition 2.4 et le corollaire de la proposition 2.5 sont valables dans des condi-
tions plus générales, ¢f. ScawARTz (Marie-Héléne) : formules apparentées a la formule
de Gauss-Bonnet pour certaines applications d’une variété & n dimensions dans une
autre, Acta Mathematica, t. 91, 1954, p. 189-244, en particulier les propriétés 13.1, 17.1
et 17.2 et remarque 13.1.
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restriction de f a cetle partie est une application sur une partie Drn X, qui
conserve les bords et les ouverts, et dont nous désignerons le degré topologique
par Tﬁ( Drn X,-’), on a alors

(2.4) (5= m (Do £).m( ),

la somme étant étendue a tous les .1, ayant une méme image .1 ; par / et
rencontrant D,

Soit, en effet, T"eﬁ'"n/’t,; le nombre de ses images réciproques
dans D X, est m(Dmn X;); soit Ty Vune d’elles, la restriction ‘de f
a DX ;est un homéomorphisme au voisinage de 77, et le degré topologique
local de f au voisinage de 77, est, nous I'avons vu, m(J’J, donc, si @ est
un point de D™ et de 'étoile de 7" dans (7") qui, de plus, est dans un K%,
et a donc toutes ses images réciproques distinctes, le nombre de celles-ci,

, L. o~ ~ . N~ ~ ~
comptées dans les étoiles, dans (T)[des T}, est blean(D’“ nA ,») > m(/l’i).

I

Image réciproque d’un espace pseudo-fibré par /. — Soil & un espace
pseudo-fibré dont la base est .I', munie de la partition () et des
complexes (K) et (D); son image réciproque & de base £ muni de la
partition (f,) et des complexes (/t) et (D) sera ainsi définie : '’ensemble
de ses points sera la partie de produit ¥ > & formé des couples (7, z) tels
que

(2.5) f(Z)=w(z)

la projection & du point ¥ défini par le couple (%, z) sera Z; d’ou l'iso-
morphisme canonique de la fibre é(ﬁ;):ﬁr‘(%) sur la fibre &(z) pour
= f(Z) qui, & Z défini par (&, z), fait correspondre 3. Quand Z décrit .r-,
on obtient une application ]\‘,'de & sur 6.

Cartes sur 3([) — La restriction de f'a L est un homéomorphisme sur
une partie L de méme dimension ; en la composant avec 'identité sur F; on
obtient un homéomorphisme /£ de

sur £ défini par la formule (1.3). Par ailleurs, la 1'estrictionf’ de fa é(Z)

étant une bijection, a un inverse f’~'. Si une carte sur &(L) est définie pars
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et g, on définira la carte correspondante par 'application 3 = f~1gh de &
sur &(1).

Prorositions 2 . 6. — «. La topologie de Uespace p'seudo—‘/ibré & coin-
cide avec la topologie induite par celle de Txs.

be f conserve les ouverts.

Soit O un ouvert ¢lémentaire pour cette topologie induite, trace sur & du
produit d’un ouvert & de X par un ouvert O de &, sa projection & sur £ est

évidemment un ouvert; donnons-nous une partie I, 6né(l> est I’ensemble
des couples (Z, z) tels que x €8 et € ONE(LN[f(3)), done

J(OnE(L) =0ne(Ln/(@));

comme [ counserve la dimension des simplexes et 'orientation, 'image f(5)
est un ouvert de I' donc ONE(LN (D)) est un ouvert de &(L). Or,
d’aprés la définition de Z,

7 (ONE(L))=h g 1 [ONELNJ@))),

c’est donc un ouvert de &, et O est bien un ouvert pour la topologie d’espace
pseudo-fibré.

Réciproquement soit & un ouvert pour la topologie d’espace pseudo-fibré
de gf»; mdntrons d’abord que Q :](Q) est un ouvert de & : d’apres (2.5),
on a w(L :jﬁ';(fl), c’est limage par f d’un ouvert de T, donc un ouvert
de .1I'; par ailleurs, si QNE(L) -~ J, on a

S?.nst;(ld);:UfV(Qng(E,-)) pour Z,-C'/""(I,),

comme la restriction de fé &(L,) est un 1somorphisme sur & (L) chacun
des f(f!né(zl)) et leur réunion sont des ouverts de &(L). Q vérifie bien
les axiomes des ouverts.

Soient maintenant €8, &(%) =171, x == f(&), soit L; une partie L
contenant ., donc située dans son étoile ouverte U dans (K); T étant Vétoile

ouverte de ¥ dans <I~\r>, posons

2= (") F(@n&(L,))

pour tous les L;; de U dont I'image par f est L;, posons ensuite

S!’:UQ,; ona f(3)=3€Q'cl.
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Soit 0 = w (8'); les
wf(@n&(Ly)) =ra(En&(Ly))
sont des ouverts de L; pour la topologie induite ainsi que leur intersection ;

donc la réunion o de ces intersections, quand L; décrit U, est un voisinage

ouvert de # dans .I"; par ailleurs, comme les restrictions de f aux é(ZU)
sont des isomorphismes, chaque ; est un ouvert de &(L;); donc &’ est un

ouvert de &. § = f~*(o) N T est un ouvert de . Soit Z' (&, 3) un élément
de (3 < QYn&; on a alors f(#) =w(z) = axeL;, donc

F=f~()n&@)eOn&(Ly)c .

Donc £ qui contient la trace d’un ouvert élémentaire autour de chacun de
ses points est un ouvert pour la topologie induite.
L’application fest donc la projection sur & dans X < &; elle est continue

v
et, comme nous 'avons vu, I'image directe d’'un ouvert par f est un ouvert.
La propriété est donc démontrée.

Image réciproque d’une section. — Soient s une section de & au-dessus
de A, A =f-1(A) et Z € 4, l'isomorphisme entre les fibre &(%) et &(f(%))

permet de définir une section ¥| 4 par
(2.6) @) =] s(£(2)0E(@).

Image directe d’une chaine. — Nous désignerons par f, ’homomorphisme
de e,(.F ) dans e, (/IA}) défini par

(2.7) f(D,)=m(D) (D),

ou D, est une chaine élémentaire de support D;; la chaine élémentaire image
ainsi définie coincide avec la chaine singuliére définie par I'application f de
la cellule orientée D;, dans .I'. On vérifie que f commute avec 'opérateur
bord; en effet, 'orientation d’une cellule D" induisant celle de son bord, on a

1(B) =3 (D) = m( D) p ().

Groupons tous les [7~' qui ont méme image D', la somme partielle
correspondante des 72( [Jp=!) sera égale au degré topologique global 7 ( D, )

de la restriction de f & D”?; on a donc, compte tenu des orientations cano-
niques des bords,

L) =3 m (D) D=t =m( D) Dr=bord de £,(D,).
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Image réciproque d’une cochaine. — Nous désignerons par f* I'’homo-
morphisme de ¢*(A") dans e*(X) transposé de f,; il conserve donc les
degrés, commute avec 'opérateur cobord (df*= f*d) et induit un homo-
morphisme f* de #¢* (1) dans 56*(1?) On a, si cecr(X),

(2.8) ey Dy =m(Dm)e. (D).

Homomorphisme f; de @*(/I’,) dans ¢, (A7), avec X,-:f(/l’,-). — 1
est défini par la relation

fu(Dra X)) =m(Drn iy f(Drn X)) ee, (1)

Homomorphisme f? de ¢*([1;) dans 6*(/17 ,-). — Clest le transposé du
précédent; si k est la dimension de X7, il est donc défini, pour c € C*+"—N (LX)
par

2.9)  Lf().Dindp=m(Dnl){e.f(Dind)).
En vertu des définitions de f* et de 1.} [form. (2.1 bis)], on a
P o) Dy =7 (D) g (o). Dy = m (D) Ce. D X,

cecl en posant D= f(D") et en supposant X, n D=~ @. Ces expressions
sont encore égales, en vertu de la formule (2.4) et des définitions de f* et

* 3

de 71} a Vexpression suivante relative a tous les .I; d’image .I’; :
[+ P i J

Zm(i’i)m(ﬁnnff)<c.1)nn,tr,-> :2m(f0<f;(c).l7nn/1’,.>
i : ¢ ’

:Z m(/f,>< & fi(e) D" >,
d’ou, finalement, la formule

(2.10)  frug :2 m(xﬁ) g f7 pourles 1 tels que f(A;) =4 ;.

3. Etude locale des espaces pseudo-fibrés a fibres vectorielles.

Espaces I'. — Soit une base formée par la variété I munie de la parti-
tion (I;) et du complexe (K); un espace I' est un espace topologique muni
d’une projection @ sur X et tel que, si x€d*, I'(z) =o' (x) soit un
espace vectoriel réel (resp. complexe) dont la dimension (+(k) ne dépend
que de k.

Tous les espaces pseudo-fibrés i fibres vectorielles sont donc des espaces I'
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de méme que les espaces I' de type tangentiel déja définis au paragraphe 1;
pour ce dernier type on a 1.(k) = k dans le cas réel et, dans le cas complexe

w(k) =k/2.

Applications ¢ dans un espace I'. - - Une famille d’applications ¢, si elle
existe, se compose, relativement a chaque simplexe A’ d'un ensemble
d’applications ¢, vérifiant les conditions (), et (¢), suivantes (U; est1'étoile
ouverte du simplexe K’ dans (K) et Klc A7) :

(9)1 9 est une application injective continue de U; < I, dans I'(U;) dont
la restriction a { x| > F), est une application linéaire injective dans I'(z).

(¢): Soit KAcUn X" et U, I'étoile ouverte de K" (U, U;), alors, a une
application ¢; donnée, on peut associer une application g, de U, < F,, dans
I'(U,) telle que, pour xeU,, ¢,({x}x F,) admette pour sous-espace
vectoriel ¢;({z} =< F,).

ProrositioN 3.1. — Tout espace pseudo-fibré a [fibres vectorielles pos-
sede une famille d application ¢. De plus, si toutes les fibres et fibres types
sont munies d'une orientation et que les w conservent ces orientations, une
telle famille vérifie la condition (o), suivante : '

(9), Si g4 et ¢}, sont deux applications de U, < F,, dans &(U) définies
par la condition (¢),, elles sont strictement homotopes, c¢’est-a-dire qu’il
existe une application continue de U x F, < [o, 1] dans &(U) telle que,
pour ¢€|o, 1], sa restriction & U x F,, > {¢} soit une des applications,
soit @, (¢), définies par (¢),, avec v, (0) = ©; et 9 (1) = 0),.

En particulier, tous les espaces pseudo-fibrés a [fibres vectorielles com-
plexes vérifieront les trois conditions (v),, (0), et (¢).

1° Vérifions d'abord la condition (¢),. Remarquons que, d’aprés ’hypo-
these de finesse, A’N 17 contient un sommet K° dont Pétoile ouverte U,
contient celle de A?; il suffit donc de vérifier (¢); pour /=o. Soit "&
avec r — p.(p) l'espace pseudo-fibré des 1.( p)-repéres associé a &; d’aprés la
proposition 2.3, il posséde unesection s | U,. Soit Z, un p.( p)-repere fixe de F,
formé des vecteurs ¢; (1 i <_r); 'application de Z, sur le p.(p)-repére s(z),
x €U, définit une application linéaire injeclive de F, ou de {x} =< F,
dans &(x); lorsque « décrit U, on obtient une injection de U, F,
dans & (U,) qui vérifie bien la condition (9),.

2° Pour vérifier la condition (¢), supposons
KOC[?_/'CX:"} Koc Xp, K]’C/I/"', K"C./I,“,

soit Uy 1'étoile ouverte de A*, U,c U,. Supposons donnée 'application ¢,
de U,x< F, dans &(U,) et soit x€ U,cU,, donc xz€ X* avec k> m et
soit W (z) Vespace des . (m)-repéres de &(z) dont les j1.( p) premiers vecteurs
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forment le p.(p)-repére g,(x, Z,) obtenu en prenant 'image ¢,(x, ¢;) de
chacun des vecteurs formant Z,; lorsque « décrit U, W («) engendre un
espace W (U) muni d’une projection sur Uy ; pour vérifier la condition (¢ ).
il suffira évidemment de construire une section s de W (U): nous le ferons
en opérant au-dessus des parties L. N0, de dimensions n croissantes et,
comme il existe K°€ K'"n A" nous pourrons prendre L = K"n et K.
Supposons la section s déterminée au-dessus de tous les L. N U, de dimen-
sions n’ < n (n>x ) et la condition disparait pour n =— h); soient alors
gk
L—=Krnet K' J:’::U(Ln/l"/)xa,,cl,xf’k

qg=m

et g une application de 7 sur &(L) qui définit une carte de &. Soit x€ L,
considérons la variété des p.(m)-repeéres de { # | < F dont les p.(p) premiers
vecteurs sont les g—' o, (x, ¢;); lorsque « décrit L elle engendre un espace
fibré. Or, d’aprés 'hypothése de récurrence, on a une section Z—'s de cet
espace au-dessus de L n U, (I'image par 3~ d’un r-repére étant obtenu en
prenant les images par g—' de ses vecteurs). ILnUh est, topologiquement.
une (n — 1)-boule fermée privée d’une partie de son bord donc, d’apreés le
théoréme de relévement des homotopies, la section g—'s est prolongeable
au-dessus de L NU,; la partie prolongée étant dans LAU,c£ admet une
image réciproque par £ qui définit le prolongement de s au-dessus de L. n U,;
on obtient bien une section de W (U).
€. Q. F. D.

3° Pour vérifier la condition ()} il suffit encore de la vérifier pour les
applications ¢,. Reportons-nous & la premiére partie de la démonstration :
les applications g, et ¢ seront strictement homotopes si et seulement si les
sections correspondantes, soient s et s, de "&[r = p.(p)] sont homotopes
au-dessus de Uj. Or, d’aprés la proposition 2.3, elles le sont si la fibre type ”F,
est connexe : il en est toujours ainsi dans le cas complexe ou cette fibre
est PPQPP=GL (G, p/2); dans le cas réel cette fibre est GL(R, p) qui
n’est pas connexe mais si les fibres sont orientées et que les ¢ conservent ces
orientations, la fibre type qui interviendra sera la composante connexe de
P'unité dans GL (R, p).

Prorosition 3.2, — Siun espace Y’ posséde une famille d application ¢
vérifiant (@), et (9), il posséde une structure d’espace pseudo-fibré qui est
unique st Pon se restreint aux structures topologiques.

Soit L — et K'nKn, avec K'e X7 et K€ X+ : nous allons former une
carte sur I'(L) : on peut encore définir

qg=k
£ o= U (LX) x a2,c L x Fy;

qg=p
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on pourra choisir un w(k)-repére fixe de F; telle que, pour tout ¢, les ¢
premiers vecteurs soient dans a,, soient e; ses vecteurs. Soit mp la projection
sur F; dans £cL x F; soit K’chn_l"ch_(", U, étant 1l'étoile ouverte
de K%, (¢, )€ nF' (2y) entraine (%, z)€ (LNA¥) > oy avec kg,
donc ze€e U,n L, d'ou

(3.1) LT (ag)cUnn L.

Nous allons définir 'application g de # sur I'(L) en construisant ses
restrictions aux parties emboitées mz'(a,;) pour ¢ croissant. Pour ¢ = p,
np' (ap) =L X a, et nous pourrons prendre pour restriction de g a L < a,
la restriction au méme ensemble d’une application ¢, définie par (@)
Supposons la restriction de g déterminée dans 77" (o), et supposons de
plus que cette restriction coincide avec la restriction d'une application ¢y
a UynL x< ay (Uy est 1'étoile de K" avec K’l'an/I”l'cI?’l'). Soit alors ¢
I'entier de la suite des dimensions des .¥; coupant L qui suit immédiatement ¢’;
U, étant défini comme Uy, il existe, d’aprés (¢),, une application ¢' telle
qu’on ait, pour

ze U, Un, ow({z} X ag)Cop({z} < a);

donc @j "¢ définit une injection linéaire de {2z} < oy dans {2} < ag;
soit e;(x)[j <L (¢ )] 'image par cette injection, de (z, e;), e; étant un
vecteur fixe de la base de «, contenue dans celle de F,. Les ¢;(x)
forment un p.(¢')-repére de { x} < a,, soit V' (z) la variété des (g )-repéres
de cet espace vectoriel dont les 11(¢’) premiers sont les e;(x). Lorsque «
décrit la boule Uy, V() engendre un espace fibré qui admet une section s;
celle-ci détermine donc en tout point x € Uun p.(g)-repéres(x)de{z} X a,.
Soit v 'automorphisme de U < a, dont la restriction & { z} > a, est Pappli-
cation linéaire bijective pour laquelle les vecteurs de s(«), pris dans leur
ordre, sont les images respectives des (z, €;)[i<12(q)], les e; formant
le p(g)-repére fixe de a,. Donc ¢,—¢)y appartient & I'ensemble des ¢
relatifs & K”. Par ailleurs, la considération des vecteurs e;[{ < p.(¢')] qui
forment la base fixe de o,» montre que la restriction de ¢z a Uy X< a, coincide
avec ¢, 95" 9= ¢u. Nous pourrons donc prendre pour g sur (UynL) X a,
la restriction de ¢, & ce méme ensemble et contlinuer pour ¢ > ¢. L’appli-
cation g de £ dans I'(L) sera ainsi déterminée.

Les cartes ainsi déterminées vérifient évidemment la condition de compa-
tibilité (ii), pour vérifier la condition (1) il suffit de remarquer que, pourz€ L,
la structure linéaire de I'(«), donnée avec I, a pour image par g, (resp. g3)
la structure linéaire de £, (z) [resp. £,(2)]; la restriction & £, () de g7 g»
est donc bien une application linéaire (bijective) sur £,(x).

REMARQUE 3.1. — Les ¢; ont été choisis tels que si K2c X*NL; ona

(3.2) g ou(x, &) = (x, &) pour iZq et zeU,
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Mais ¢, a été pris arbitrairement; on peut donc énoncer : Si, un dans un espace
pseudo-fibré &, on se donne une application ¢ de U x F, dans & (U) vérifiant
la condition (9),, un p(p)-repére fixe de F,, formé de vecteurs ¢ et Lc U, il
existe une carte définie par une application g de £c L x Fy sur &(U) et un
(p)-repere fixe de I} tels que

(3.3) g'9(x,u)=(x,e&) pour iZp(p) et zel.

REMARQUE 3.2. — Si I est de type tangentiel réel (resp. complexe), la pro-
priété précédente peut s’énoncer ainsi, moyennant I’hypothése supplémentaire
que la variété I elle-méme est différentiable (resp. presque complexe) :

Soit comme précédemment une base formée de .X" muni de sa partition (X7)
et du complexe (K), les X; étant supposés diflerentiables (resp. presque
complexes), de méme que X. On suppose que si K’ X7 il existe, dans
I'étoile ouverte U, de K° un champ continu d’éléments de contact de X réels
(resp. complexes), de dimension réelle p qui, en chaque point de UN .17 est
tangent & 47; on suppose aussi que, pour K*c U,n X* il existe dans son
étoile ouverte Uy un champ continu d'éléments de contact de X réels (resp.
complexes) de dimension réelle z qui en chaque point de U,n.X7 est tan-
gent a X7 et contient I'élément de dimension réelle p déja déterminé. La base
est alors celle d'un espace pseudo-fibré de type tangentiel & déterminé de
facon unique.

Les classes de cohomologie qui seront déterminées plus loin sur les X; par
I'intermédiaire des espaces "& seront alors des caractéristiques de la structure
différentiable (resp. presque complexe) de la partition (X;) et aussi, a priort,
des complexes (K)et (D).

Un exemple. — Si tous les X, sont des variétés différentiables, I'espace I
des vecteurs tangents aux 4; posséde une structure d’espace pseudo-fibré.
D’aprés la proposition 3.2, il suffit, en effet, pour le démontrer, de vérifier les

conditions (@) et (¢,). Soient K, X7 et U= et K°. Construisons une appli-
cation ¢ de U F), dans &(U); fixons un p-repére de F, formé de vec-

teurs e;(1j=p), ordonnons les X; qui contiennent K° par dimensions
croissantes et supposons la restriction de ¢ a /_Y,-n U déterminée pour j<<1i
(hypothése triviale pour X, = X7). Soit /’E(/E) I'espace fibré des p-repéres
tangents 2 X;. ¢ détermine donc une section de PE(/E) au-dessus
de X,nU.X:nU est une boule ouverte et 'on pourra y prolonger la sec-
tion au-dessus des A N U de dimensions croissantes par relévement des homo-
topies; la partie prolongée étant dans »£(X;) = 7&(X;) définit bien le pro-
longement de Un X ;.

Pour vérifier (¢), considérons K"cUn A" et U= et K, c U; supposons
I'application ¢, qui doit étre associée & ¢ construite dans (X;nU,) x F,,
pour j < i; elle détermine une section au-dessus de X;nU dans D'espace

BULL, SOC. MATH. — T. 88, FaAsc. |. 3
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fibré B(_Y,) des m-repéres tangents a .¥; dont les p premiers vecteurs sont,
au-dessus de x, les ¢ ({x} < e;), cette section est encore prolongeable par
relévement des homotopies au-dessus de ¥;n U déterminant ainsi le prolon-
gement de ¢. Les conditions (), et (¢), sont donc vérifiées.

%. Etude locale des espaces "& de type complexe.

Sous-espaces C, 'A, '#3, de &(U), sous-espace de "3 de "€, Soit U
I'étoile ouverte du sommet K°, K°e€.17, avec p>p —1. Fixons un p/a
repére fixe du p/2-plan complexe F,, soit ¢; ses vecteurs. Considérons les
(p—1)/2=r —1 premiers parmi ces vecteurs et désignons par F,_,
leur (r —1)-plan complexe et par Z,_, le (r —1)-repére qu'ils forment.
Soit ©,—=¢ I'une des applications, arbitrairement choisie, de Ux F,
dans &(U).

€ sera I'espace fibré trivial image par ¢ de U < F,_.

!t sera l'espace fibré trivial image par o de U /), en désignant
par F’,, (ouF,— F,_,) I'ensemble des vecteurs de /7, non situés dans Fr,,,h
donc, en particulier, non nuls.

103 sera 'espace engendré, lorsque « décrit U, par la variété des vecteurs
de & () non situés dans ¢ ({x} < Fy_y).

703 sera I'espace engendré, lorsque x décrit U, par la variété des r-repéres
de &(«), dont les r — 1 premiers vecteurs sont les ¢ (x, ¢;) pour i=1, ...,
r — 1. Nous appellerons & (x, Z,_,) le (r — 1)-repére qu’ils forment.

Soit L c U, on peut établir des cartes sur '@ (L) et " (L). Nous avons, en
effet, vu [form. (3.3)] qu'on peut former une carte, application g de
sur 8(L) telle que

T o(x, &) =€ Fy pour i=rx, ..., p/a.
On appellera a; 4 le (r —1)-plan complexe défini pare,, ..., €.y, on a
(b.1) o,y Cay,Cay Coup=Fy.

Appelons a (ou a; — o, ) la variété des vecteurs de o, non situés dans a,, ,
et "B, la variété des r-repéres de a, dontles (r — 1) premiers sont ey, ..., e,._;.
L’application g définit de maniére évidente une application g' de

g=*k
£ = U (LNnA7) > o, dans'@B3(L)
g=p
et une application g,. de
g=k
e U (Lnb1y <G, dans @ (L).

g=p
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Les conditions de compatibilité sont vérifiées. La carte définie par "£' et g/,
sera la restriction a 7. de la carte sur "8 (L) définie au paragraphe 1 par 72
et g, a condition de former cette derniére avec la méme carte (£, g) sur &(L);
rappelons que ", est la variété de tous les r-repéres de a,,

Appelons DV la NV-cellule située dans U.

. . =N . L .
ProposITION k. 1. . Sis| (D)¥="NnD" est une section de "6 il existe une
section s' | (D)N=* D~ de "®, homotope d s en tant que section de’&; si s

est prolongeable dans "& au-dessus de (D)N=?+' DN, s lest dans "6 au-
dessus du méme complexe.

. . . ., N
b. Si deux sections de "3 au-dessus de (D)N—¢n D" sont homotopes dans
&, elles sont aussi homotopes dans "@.

Remarquons d’abord que la variété’3; étant rétractible a une (k — p)-sphére,
son premier groupe d’homotopie non nul est de dimension & — p; I'injection
canonique de "8; dans "o; définit un isomorphisme 7 de Hk_P("ﬁk)
sur Hy_, (o).

Formons s’ au-dessus des cellules de dimensions croissantes

Trc(DY—*nDY et  Trc(D)¥#'nDY

(ceci lorsque s| 7™ est défini); cela implique que 7" C 1% avec A p—+1
et "@(T") £ . Nous choisirons arbitrairement chaque s'(7°) dans "6 (7°)
qui est non vide, il sera homotope & s(7°) en vertu de la connexité des
variétés de Stiefel complexes, donc de "6 (7). Supposons s" et ’homotopie
entre s et s’ déterminées au-dessus de tous les 7" pour 7’ << n et considérons
la cellule 7"= DY-"**n K", avec K"c .X'*, nous avons vu, en démontrant la
proposition 2.1 que n =k — o.

Soit L = A"nU> T"; prenons sur & (L) une carte définie par "% et g,
telle que sa restriction & '« soit une carte sur "B (L), Vexistence d’une telle
carte a été démontrée ci-dessus : 25 's' est une section, au-dessus de 77
de "£'C L < "3, elle peut étre prolongée au-dessus de L, car n est stricte-
ment inférieur a la dimension d’obstruction & — o +1 de L x<'f3,.

Considérons maintenant, comme dans la démonstration de la proposition 2.2,
la carte, application 2, de PR [sur”8& (L) x I;identifions encore g;'s
(resp. g7's") a une section au-dessus de L < {o} (resp. L < {1}), 'homo-
topie au-dessus de 7 définit une section au-dessus de 7" x 7, donc on a une
section de "PclxT <" au-dessus du bord du prisme Trx< I;
si n+1{k—o0o-+1, dimension d’obstruction, la section est prolongeable
au-dessus de 7" < /; pour s’ comme pour cette derniére section, la partie pro-
longée est dans L < I x<"a,c’%, elle a donc une image par 2,, laquelle
définit s'| 7" et ’'homotopie entre s et s’ au-dessus de 7™.

Examinons le cas ot n=—=4% — ¢. Commencons, comme précédemment, a
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choisir un prolongement de s’ dans "G (7"), nous le désignerons, cette fois-ci,
par 8| 7. On a, comme précédemment, une section de rReL =< I ray
au-dessus du bord de 7% < I qui, si 'on oriente 7, définit un n-cycle.

Soit ce Hi,("az) la classe d’homologie de sa projection sur "o et
i'(c)€ i, ("Bk)- Appelons y' la chaine singuliére définie sur 73 par I'appli-
cation g, ' 8" de la boule 7™ on sait (*) qu'il existe une chaine Y’ applica-
tion de 7 dans "B; dont la restriction & 7 coincide avec celle de v" et telle
le cycle Y — y” appartienne a la classe d’homologie donnée ' (c¢); il définit,
par I'injection canonique de "3; dans "a;, un cycle de classe c. Nous défini-
rons alors s' | 7" par Ja relation suivante :

gt s (z) = (=, w,"(x))e"f::’ () pour tout xe€ T,

la derniére inclusion résultant toujours de ce que la partie prolongée est
dans £ x rBrcrel.

s, s’ et 'homotopie de s et s’ au-dessus de 7 définissent alors un cycle de i
dont la projection 7, sur "a; a pour classe d’homologie o comme on le voit
en ajoutant et retranchant la (X — p)-chaine v"; I'application dans “a; du bord

de 77 x< I qui définit ce (k — p)-cycle peut donc étre prolongée en une appli-
cation 0 de 77 x I dans "oy. L’homotopie entre s et s’ au-dessus de T sera

alors définie par la section ¢ de & > I au-dessus de 7" x< I telle que
gy =, 6(}/))6"2“ pour tout y € T 1

la derniére inclusion résultant encore du prolongement dans Lx<1xaerr.
D’ou finalement la construction de s’ et de I'homologie au-dessus de
tout (D)N—tn U.

Il reste & examiner le cas o n == & — p + 1. On a & prolonger g7' §'| 7™ dans
' L > "By, Orientons 7™, donc 7™ et cherchons la classe, dans le groupe
d’homotopie H;_,("Bi), du cycle singulier y défini par I'application mzgy"* s’
de 7™ dans "3;. Soit jy le cycle de "o; défini par y et I'injection canonique
de "3; dans "ay; il coincide avec le cycle obtenu en prenantl'image par 7t s'
de 7 x< {1} dans rRc L x I o, puis en projetant sur "oz. Comme, par
hypothése s| 7™ existe, j v est le bord de la chaine, somme de la chaine définie
par Vapplication 727" s de 7 < {o ] etdela chaine définie par I'application
de 7 {1)dans" c L x I x "o résultant de 'homotopie entre s et s' suivie

de 'application 7¥. Donc la classe dej'/'{ est nulle dans Z/;_, (") et celle de y
estnulle dans H("(3;). En conséquence, g;' s’ est prolongeable au-dessus de 77,

(*) LerscueTz (Solomon). — Topology. — New-York, American mathematical Society,
1930 (American mathematical Society. Colloquium Publications, 12), p. 84.
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la partie prolongée restant dans L > 73, C"£’, on peut prendre son image
par g. ce qui achéve la construction de s'|(D)N—?n D™ homotope & s
au-dessus de (D)¥—* N DN et des'| (D) —+'n DN au cas ou s | (D)¥—P+' A DN
existe.

Le point b de I'énoncé revient i ceci : On a une section s |[ (D)N—*nDN ]| x J

(avec J=[o, 1], J=1{o}ju {1 1) de I'espace r& = & x J déjaétudiéa propos
de la propriété 2.2; cette section est telle que

s|I[(DY=ADV | < JcrB="® < J;

on se propose de trouver une section s’ de »33 au-dessus de [(Dy¥=nDN] >/,
identique & s au-dessus de [ (D)¥—?yDV] x J. On imposera de plus a cette
section d’étre homotope a s dans & au-dessus de [ (D)M—+—1n DV | x Jetl'on
fera la méme construction que précédemment, les cellules 7 étant remplacées
par les cellules 7% > { o} et 77 > { 1 | sur lesquelles on a déja s’ = s et ’homo-

topie identique et les cellules 7 x J (on envisagera donc successivement les
casm—+1<<k—p m+1=k—o, m+1=k—p+r1).

Sections o | (D)% n DV de '@ associées ala sections (D)¥—¢n DNde &, —
L’application j qui, & chaque r-repére élément de 73 fait correspondre son
dernier vecteur est un isomorphisme de 763 sur '@ : la section ¢ =j(s'), qui
dépend du choix de s', est dite associée a s.

RemarQuE b.1. — Deux sections c, et o, associées a une méme section s ou
a deux sections s, et s, homotopes dans”& sont homotopes dans '03 au-dessus

de (DYN-° DN,

En effet, s\ =,='(o;) et ss=j '(o,) sont respectivement homotopes
dans "6 a s, et s, qui sont identiques ou homotopes; s, et s, sont donc des
sections de @ homotopes au-dessus de (D)N—?n DV dans 78, donc aussi
d’aprés la proposition 3.3 (&) dans 763. Par I'isomorphisme j on a le résultat
annoncé.

Nous traitons maintenant, dans toute la fin de ce paragraphe, un probléme
d’intersection canonique pour lequel la méthode que nous proposons gagne-
rait fort & étre changée.

Lemme b.1. — Soit & un espace fibré de base X différentiable a fibre vec-
torielle F. de dimension réelle k et @ un sous-espace fibré dont la fibre A (x)
est un sous-espace vectoriel de dimension p de &(x). Soit E une sous-
variété de dimension q de X différentiable par morceaux et s|Z une sec-
tion différentiable par morceaux de & au-dessus de Z, il existe alors une
section s' homotope a s dans & et telle que la q-variété s'(Z) coupe canoni-
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quement & dans &. Si, de plus, = est unc partie du bord Z de Z telle
que S(E ) soit une sous-variété différentiable par morceaux qui coupe canoni-

quement A dans &, on peut choisir lasection s' de fagon qilelle coincide avec s

wu-dessus de Z. La proposition subsiste pour les espaces fibrés '03 et 'Q
respectivement complémentaires, dans & et A, d’'un sous-espace fibré C de @
a fibres vectorielles.

Supposons d’abord que &= A X< I}, A=A < F, I, CF} et soit = la
projection sur /. Pour que s'(Z) coupe canoniquement & dans & il suffira
que 7ys'(Z) coupe canoniquement [7, dans. F7;. Référons-nous au théoréme
classique sur les approximations simpliciales (?) et construisons une triangu-
lation A arbitrairement fine de /% dont tous les simplexes ouverts coupent
canoniquement £, puis une application simpliciale ' de Z dans A homo-
tope a wps(Z) dans F, chaque point restant dans un simplexe fermé de (A).

Soit §,, t€(o0, 1 | application variable de = dans F} qui définit I'homo-
topie entre Tp5s — ¢, et ' —=1;. On posera, pour tout z€ X :

V()= (z, Yi(z)) et (x)=" ().

La section s’ est bien homotope a s et s'(Z) est une variété qui coupe canoni-
quement & dans &.

Si, maintenant s(E) coupe canoniquement ¢t dans 63, moyennant les condi-
tions de différentiabilité de Z et de s, on pourra déterminer la triangulation ()
de facon que mrs(Z) en soit un sous-complexe; on sait, d’apres la démonstra-
tion déja citée de Lerscuetz, qu’on peut choisir 5’ coincidant avec s,
donc s avec s sur Z.

Dans le cas général nous choisirons une triangulation différentiable (£) de .1°
assez fine pour que chaque simplexe fermé k soit dans le domaine de défini-
tion U; d'une carte définie par un homéomorphisme % de U; < F sur &(Uj;)
dont la restriction i U; < I, soit une carte sur & (U;) et, si € est défini, dont
la restriction a _X; < F, (F;, C I", C I}) soit une carte sur €(U;). Nous pour-
rons de plus, vu les conditions de différentiabilité, choisir (k) tel que =,
E, et = en soient des sous-complexes. Nous pourrons alors déterminer s’
successivement au-dessus des simplexes fermés /; de dimensions croissantes
en utilisant ’homéomorphisme / et le résultat obtenu dans le cas d’un pro-
duit pour = = Tet ==k,

Enfin, sisest unesection de '@ (complémentaire de € dans &), il sera possible,
aprés s’étre ramené au produit, de prendre la triangulation (A) de F} assez
fine pour que, tout point de mps(Z) étant hors de /), son étoile fermée
dans (A) ne coupe pas F';, on obtiendra une section s homotope a s dans '
et coupant canoniquement ' dans '@.

Nous nous restreindrons, a partir de maintenant, aux espaces pseudo-fibrés
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de type tangentiel complexe et nous énoncerons les conditions locales (¢);
sulvantes :

(9): « contient une restriction de nature topologique que nous n’avons -
pas pu lever dans le cadre des méthodes indiquées;

(¢)s b est une condition destinée i simplifier les démonstrations mais
qui pourra en général é&tre levée si 'on dispose du choix des triangula-
tions (K) et (D);

Conditions (¢);. — Soit & un espace fibré a fibres vectorielles de type

tangentiel complexe; soient U= ot Ko, Kee DNc Uet X*tel que X*n U@,
soit K° e Xr.

a. A tout compact = de X*n U on peut associer un homomorphisme %
du produit de Z par une (¥ — k)-boule 3 de centre O sur une partie @ de U
de facon que 2 (x, 0) =« et que, si Jo, a] est un rayon de (3 privé de son
origine, i (E x Jo, a]) soit situé dans un seul X%, 2> k; de plus, les restric-
tions de 72! 4 tout A'NO(AAL) et de A a A'(X"NO) sont différen-
tiables; /i~ et /; étant les applications linéaires tangentes ainsi définies et «
un point de Z, A(&(x) x [o, a]) doit étre une application continue
dans &(A({x}] < [o, a])); ¢ étant une application de U < F, dans &(U)
définie par la condition (),, Papplication J o définie sur O < F, doit étre
continue.

b. Toute cellule fermée D™ est différentiable dans le sens suivant : elle
peut étre prolongée en une variété différentiable de méme dimension.

ReMARQUE 4.2. — Nous dirons qu'une base d’espace pseudo-fibré dont
les A'; sont presque complexes vérifie (¢)1, (9), et (¢); si 'espace pseudo-
fibré de type tangentiel complexe qu’elle détermine en vertu de la pro-
position 3.2, vérifie (¢)..

Tous les raisonnements qui suivent supposent vérifiées les trois condi-

tions (¢) (*).

(¢) 1° Signalons un cas ou la vérification de (¢), est immédiate : on suppose que

toutes les T] sont des variétés différentiables et en chaque point ze€.X qu’il existe un
systéme de coordonnées locales (dans un ouvert U’ contenant 'étoile du point dans (K)

et défini par une application g de RN dans U’ dont la restriction a chaque j’i (xe/_f'l)
en est un systeme de coordonnées locales. On prendra alors pour 8 une boule dans
Pespace défini par les NV — p axes de coordonnées dont 'image par g ne sont pas
dans X7; pour z€Z et € on posera iz, {)=g(g (), §).

2¢ Pour vérifier que (¢), est réalisé lorsque tous les j:] sont presque complexes on
peut suivre le schéma suivant : on vérifie d’abord (¢),(@) pour .X; = X7 en déterminant
d’abord la restriction de A-! & un voisinage de K° dans une (N — k)-variété différentiable
qui coupe canoniquement X7 en K° et en prolongeant convenablement; ensuite, pour .Y;

quelconque on se raméne au cas précédent en « supprimant » les .X; qui ne rencontrent
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ProposITION |k.2. — Si o est une section de ' au-dessus de (D)N—n DN il
existe une section v qui lui est homotope dans ‘63 et telle que, pour tout X*
coupant DN, le (k — p)-complexe © [(D)N—¢n X% n D.N] coupe canonique-
ment la (k+ p)variété 'a(X*n U) dans la 2kvariété ‘& (X nU);
st DN= C DV, ©(DN=°) N '@ est une (p — p)-variété compacte et sans bords.

Rappelons qu'un complexe coupe canoniquement une variété dans une
autre, s'il en est ainsi pour tous ses simplexes ouverts.

Nous allons déterminer la section v & l'aide d’une suite finie d’homo-

topies ¢; dont chacune n’apporte de modifications que dans un certain
ensemble 0;.

A. Les exsempLeEs ©;. — Ordonnons les & qui coupent U par dimen-
sions croissantes, donc X,— _X?. Supposons donné un voisinage V,,

de U (X,nDV) pour j << i, ce qui n'implique rien pour /=o et déter-
i

minons les éléments suivants : Z et Z seront des compacts de X;n DV dont
les complémentaires dans _/T’,nl')"" seront dans V,_,, Z' étant un voisinage
de ; ils seront pris différentiables par morceaux et tels que le compact &' — z
admette une partition en rayons différentiables (x, z'). Soient (' une
(N — k)-sphére de centre O et de rayon 2, (3 la (N — k)-sphére concentrique
de rayon 1 et 4 un homéomorphisme de Z'x ' sur ©'c DV tel qu'il est
défini par la condition (¢);, soit enfin ® = A(Z < 3). @ est un voisinage
de ® dans DV,

Nous allons déterminer des rayons dans Z'< 3’ et, par image par £,
dans @'. Chaque rayon, noté (z, yi, ') sera bien déterminé par son extré-
mité '€ @'; son origine x sera dans Z, y, dans 0, la partie (z, y,) sera
dans O et la partie complémentaire notée )yy, y’) sera dans ©'— ©. Nous
définirons ainsi ces rayons : pour A~ (y') =(z, {) € Ex ' le rayon de E x5
sera le segment { x } < [o, {] et celui de ®' son image par 4.

Pour y'=h(a',{)€E/xp, soient (&, ') celui des chemins formant
partition de &' — 2 d’extrémité 2’ et y1=h(z4, {). Le rayon d'extrémité '
sera (&4, ¥1, ¥), avec

(@i, y1) =h({@ | x<[o, g]) et (i, Y)=h((@, )< {L}).

pas EnA;, puis en diminuant, au besoin ’ensemble obtenu de maniére & ce qu'il
ne coupe pas ces ;Y—l si on les rétablit. Les cellules D= étant prises différentiables
dans le sens indiqué, on prend pour E un voisinage a bords différentiables de
DNAX, dans X, et pour DA DN on établit un homéomorphisme différentiable de
r((EnDm) < [3) sur une m-boule de D™, on opére par dimensions croissantes et 'on

prolonge convenablement en une application g telle que g/ réalise les conditions de
(9); (aetd)
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Pour tout autre y'= A (x, {) € ®, x sera sur un chemin (z,, ') de la par-
tition de &' — Z et ¢ sera sur un rayon [a, @'] de la couronne 3’ — ﬁ On
prendra y,=h(x,;, a). Dans le rectangle curviligne [z, ] < [a, &] privé
du point 2 (y,) on aura pris une partition en chemins différentiables privés
de leur origine commune %(y;) qui comprendra les chemins {z, }<[a, o]
et (x,x) < {a} et qui variera contintiment avec le point (z,, a) ez xﬁ (on
utilisera par exemple une métrique auxiliaire fixe sur Z'). La partie 2= ((y1, »'))
qui restait & déterminer sera celui des chemins qui aboutit a »’.
En vertu de la condition (¢)s,

h(E x]o, a'])c Xy (>,

donc chacun des rayons privé de son origine est dans un seul .1,
Définissons un transport paralléle des vecteurs de &(9') le long de ces

. Y , o
rayons; ils ont tous des images par /2~!; définissons donc un transport paral-

N

lele des vecteurs tangents & Z < [o, | le long des rayons qu’il contient;

pour assurer la continuité par rapport a4 @ €’ on prendra une métrique
riemannienne fixe sur une sous-variété différentiable de &* dont la trace
sur DV contient = et I'on en déduira des métriques riemanniennes, donc des
transports paralléles dans les produits de cette variété par les [o, &].

Remarquons que si deux points de Z' < 3’ ont méme projection z sur =,
le transport paralléle conserve les projections des vecteurs sur le k-plan
tangent a X% en z et sur B’. Par image par % on obtiendra un transport
paralléle le long des rayons de ©’; si y et »” sont deux points d’'un méme
rayon el W (y)€&(y), le vecteur de &( ") obtenu par transport paralléle
sera noté

My, Yy W(y).

Définissons enfin une longueur sur les rayons qui sera conservée par /; il
suffit de la définir sur les rayons de &' < 3'; sur la partie d’un rayon qui se
projette en un seul point x € Z, la longueur sera celle de la projection sur f3'.
Pour un rayon (z, ¥, ') on connaitra donc la longueur p(y;) de (z, y1);
on supposera prise une métrique provisoire sur Z'< 3’ et 'on opérera une
contraction des longueurs sur chaque chemin (y,, »') de facon que sa lon-
gueur totale soit 2 — g (y,). La longueur de chaque rayon sera donc 2.
Comme tous les rayons qui passent par un point y € 0’ coincident entre leur
origine x et y on pourra désigner par o(y) la distance de z & y comptée sur

un rayon. p(y) est une fonction continue sur 0’ égale a 2 sur O, et 1a seule-
ment, et 3 1 sur 2A(E x ).

B. CONSTRUCTION DE L'HOMOTOPIE ; ET DE LA SECTioN 7| (D)N—¢nDY.

Posons S = (D) DV et formulons 'hypothése de récurrence suivante
qui disparait pour { = o (X, = _¥?) : on suppose donnés une section 7,4 | S
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homotope a 7 dans '@ telle que pour j <7, 7,1 (SnA’;) coupe canonique-
ment 'A(X;) dans 'G3(X;) suivant un compact et un voisinage V.,

de DVn U A; (pour j << 1), dans DN tel que pour tout j'> 7 on ait

J

Ti—J(Sﬂ/r/'ﬂ V,;q)ﬂ’t‘t:ﬁ;

montrons qu’on peul former t; et V. Posons .[X;= X% et utilisons les
ensembles =, =/, 0, @ que nous venons de déterminer.

10 Détermination de {; et v; au-dessus de SNZ. — Nous utiliserons le
lemme .1 en remplacant le Z qui figure dans ’énoncé par SNZ qui est
bien un complexe différentiable par morceaux, s par 7,4, s' par 7; et ’homo-
topie W' dans 'G3 par y;; on a : Zc Vi_1, donc, d’aprés I'’hypothése de
vécurrence, 7,_,(SNZ) ne coupe pas '@, nous pourrons prendre les trian-
gulations qui interviennent dans la démonstration du lemme assez fines pour
qu’il en soit de méme de Ti(Sni).

2° Prolongement de <; au-dessus de © (pour A< /V seulement). —
Nous allons donner a 7;()) pour y€0® — Z, une composante non située
dans ¢ (y, F',), donc a fortiori non située dans '@(y). Pour cela placons-
nous dans le produit Z < 3, appelons ¢(x, 7) le vecteur d’origine (z, ),

(% # o étant sur le rayon [0, @] de 3), équipollent & 0_2 et appelons 7 (z, {)
le (N —k —1)-plan [dans le (/V — k)-plan de 3] perpendiculaire & [0, a] en 7.
& () étant le A-plan tangent & X* en z, appelons P(x, {) le (/V —1)-plan
tangent & E <3 en (x, ) engendré par &(x)x<{{] et {x|xn(x,{).
Prenons maintenant dans la fibre type F, une base réelle (¢;) (7 <<p); en
vertu de la condition (¢);, chacun des vecteurs %“%{)(lz(x, 7), ¢;) varie
contintiment et, pour Z == o il est dans '@ (2) C&E(x); donc pour |0, {| <«
(on peut prendre o indépendant de = dans le compact Z), aucun d’eux n’est
colinéaire a ¢ (x, {) et leurs projections sur P (x, 7) parallélement a ¢ (2, {)
sont linéairement indépendantes; on peut donc déduire, par homotopie le
long des vecteurs projetants, du (/¥ — 1)-plan P (x, £), un (/V— 1)-plan P’ (z, {)
contenant ' (h(x, §), F,) et pas ¢ («, {). Nous appelerons (. () ¢ (2, ) la
projection de 7;(z) < { £ | sur ¢(z, {) parallélement & P'(x, §) [y = h(z, §)];
() tend vers o avec et (de méme que P(x, {) et P'(«, ¢)), varie conti-
niment pour £ - o. Nous poserons

B2y 5(y) =M@, y)m(@) + (p()) — () R (= ()

Le dernier vecteur de la formule n’est pas défini pour y € Z, mais comme,
compte tenu de son coefficient, il tend vers o avec p(y), () tend bien
vers 7;(2) lorsque ) tend vers z€X; de plus, la projection de - 7 (y)
sur ¢ (z, ) parallélement & un plan qui contient 2= ¢ (y, Fp) est o () v(y) Z o
pour ¢ % o, donc, dans ce cas, 7;( ¥) §*ct. Nous pouvons supposer que @' a
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¢été choisi assez mince pour que o =1, la relation (&.2) définit alors le

—

prolongement de 7; dans tout ® — =.

30 Détermination de = | ®' — ©. — Nous ferons en sorte que 7; coincide
avec 7;_, sur 0'. Soit (z, 21, ') un rayon tel que nous I'avons défini dans A,
x€Z, y,€0, y'€®'; partageons (yi, ¥') en trois parties de longueurs
égales (1, ¥2)y (¥2y ¥3)s (95, )'). Soit f une application de ()4, y») sur la
partie (2, y;) du méme rayon telle que f(y:) =y, f(12) =a et que les
longueurs varient proportionnellement; on posera

(5.3) () =2 () ) u(f(y)  [yE(yn ¥

La longueur de (y., y3), (2—p(y1))/3, est fonction continue de ).
Pour y € (y3, ¥3), si k() est le rapport de la longueur de ()3, y) & celle
de (%2, »3), nous utiliserons ’homotopie §; | = définie au 1° de B et nous
poserons

(&.4) () =M, y) (e, 1—k(y)) [y €0yl

Soit enfin f’ application de (3, y') sur (&, yy, y') telle que f'(y;) =,
S (') =" et que les longueurs varient proportionnellement; nous poserons
(+.5) SO =0y s (S [y ey o)

7; est ainsi une section continue de & au-dessus de @' coincidant avec 7;_;
au-dessus de ©'. Nous supposerons, en outre, que O a été pris assez mince
pour que si x€Z et y€ (&, ¥, )'), on ait A(x, y) ¥;(x, t)E'B(y), c'est
possible par raison de continuité et parce que la longueur a été fixée apreés
le transport paralléle; =; est alors une section de '@ au-dessus de SN @',

4 Détermination de b; au-dessus de ©'— Z. — Nous ferons en sorte

que, au-dessus de O, J; soit I'application identique. Considérons encore le
rayon (z, yy, ') 1 wy=p(y1), Us=0(y2), u;=0()s) sont des fonctions
continues de y'. Dans les plans auxiliaires des variables « et ¢ considérons
les rectangles w€(o, 2|, v€o, 1]; définissons-y un chemin /(u«) issu du
point (u, o) et variant continiiment avec « :

Si w€lo, u,], {(u) se compose dans trois segments
[(«, 0), (0, 0)], [(0,0), (0, )], [(0,1), (u, 1)];
Siweluy, u,] le troisitme segment est remplacé par
[(0, 1), w1 (ta— )/ (ta— )]s
Si w€[u,, u;], [(1) se compose des deux segments

[(u, 0), (0, 0)] et (o0, 0), (0, ts(tt;— w)/(us— w:))];



34 M.-H. SCHWARTZ.

Si uelu,, 2], {(u) se réduit au segment
[(w, 0), ((2u— 2uy)/(2 — uy), 0)].

Appelons m(u, t) le point de /(u) tel que le rapport de la longueur de {(u)
entre son origine (u, o) et m(u, t) a sa longueur totale soit Z€]o, 1]. Le
point m (u, t) est fonction continue « et ¢ ainsi que ses coordonnées que
nous noterons @ (u, t) et b(w, t); si a(u, t) n'est pas nul, c’est que b (u, t)
est égal 2 0 ou 1. Si y est le point du rayon tel que 5(y) = « nous pourrons
définir ; (y, t) par les formules suivantes :

Si b(u, t)=o, § étant le point du rayon tel que o(F)=w(u, ), on
posera

(&.6) by O =135 y) 7 (F);

Si a(u, t) = o on posera, U; étant déja déterminé en z€ X,
(b.7) Vi, &) =M@, y) il b(u, 1);

Si b(u, t) =1,  étant le point du rayon tel que p(P) = a(u, ¢), on posera
(%.8) Yi(ys O =MD, ) 7 ()

En vertu de 'hypothése de construction faite a la fin du 3° on a tou-
Jours Y (y, t) €'B(y).

Nous ferons ici une autre hypothése analogue, possible pour les mémes
raisons; au-dessus de =, {; ne rencontre pas '@ (d’aprés le 1°). Nous suppo-
serons Z'— Z pris assez mince pour que, si ) est un point d'un des
chemins (&, ') qui en forment une partition, avec r€SNE, on ait
Ma, y) i (x) &'@; on aura alors aussi

iy, H&E'@ et T (y) g

Les relations (%.6) et (. 7) [resp. (&.7) et (4.8)] donnent les mémes résultats
pour b(u, t) =o et a(u, t) =o [resp. a(u, t)=o et b(u, t) =1]. Comme x
et u sont fonctions continues de y, ; définit bien une application continue
de (SN®') o, 1] dans 'G3; on a

Yi(y, 0) =7ma(y) et (1) =n(y)

Pour vérifier cette derniére relation on remarquera que, pour ¢ =1,
m(u, t) est Pextrémité de la courbe /(u); on considérera séparément les
quatre intervalles déterminés par o, «,, u,, w;, 2 et 'on définira ;(y, 1) en
appliquant respectivement les formules (%.8), (%.8), (k.7) et (%.6); pour
le premier intervalle a(u, 1) =w=7p(y), doncy =y, d’ou le résultat; par
raison de proportionnalité, dans les 2¢ et 4° intervalles les » sont respecti-
vement égaux aux f(y) et f'(y) qui interviennent dans les formules (%.3)
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et (4.5), lesquelles donnent alors le résultat; encore par raison de propor-

tionnalité le & (u, 1) qui intervient pour la définition de ¢;(y, 1) dans

le 3¢ intervalle est égal au (1— k(y)) de la formule (%.4), d’ou le résultat.
Enfin, poury:by'eé)’nS, on a u==2, [(u) se réduit au point (2.1),

y=y et iy, 6) =7 () = ().

5¢ A Pextérieur de ®' on pourra donc prendre 7;=—=7;_,, {; étant 'appli-
cation identique, ce qui achéve de déterminer {; et 7;.

Vérifions les hypothéses de récurrence; comme 7; ne rencontre pas '@

au-dessus de Z'— = on peut trouver une (/¥ — k)-boule 3" concentrique & 3

et de rayon <2 2 telle que 7; ne rencontre pas '@ au-dessus de A ((E’ —Z)x B").
Appelons V; la réunion du complémentaire de ©' dans V,,, de

h((E'— E)=3") et de @ = 2 (Z x 3); cest bien un voisinage, dans DV de

la trace de U X ; pour j<<i; quel que soit j'>i, 7, (SN V,nX;)n'a=4g,
/

car cela est vrai, par récurrence ou par construction, pour les trois ensembles
dont la réunion est V;. Par construction également, 7;(Sn V;nAX;) (rappe-
lons que X;—= _¥*) ne coupe '@ qu’au-dessus du compact Z et l'intersection
avec '@ (X)) dans 163 () est canonique d’aprés 1°; comme tous les X, (j << i)
sont dans le complémentaire de ' dans ¥V, I'hypothése de récurrence
subsiste pour eux. Donc V; et 7; vérifient les hypothéses de récurrence.

Au bout d’un nombre fini d’homotopies on arrivera & un indice ¢ tel

que /I’i:/Y‘V<f,~: /I’), on n’aura i construire J; et 7; que dans Z et &' — X
et a prendre V;— DV. L’existence de la section v —1; ainsi obtenue donne
la solution de la proposition &.2.

COROLLAIRE DE LA PROPOSITION 4.2. — Sy s[l‘)“'—f’*’ est prolongeable

dans DN=+" on peut choisir ©| DN—%+' de maniére qu'il soit prolongeable

dans DN=t+' de telle sorte que =(DN—#+' n X,) coupe canoniquement ' (.X,)
dans *A (X)) suivant une (p — p + 1)-variété compacte et sans bord.

La proposition 4.1 (a) indique, en effet, que o,.(DN—#+) estle bord d’une
section o,.( D¥—7+1), il en est donc de méme pour oy. Dans la démonstration
de la proposition 4.2 nous pouvons alors prendre S = D¥—¢+1 (Pexistence

de o, | DY=¢+! intervient au B, 1°); la section 7 obtenue au-dessus de DV—¢+1
vérifie les conditions énoncées par le corollaire.

REMARQUE. — Soit DN—¢+t ¢ DV; son bord DN—#+ est une (/V — p)-sphére
topologique de (D)¥—¢n DV; si S se réduit & ce bord les propositions &.1 et .2

restent valables et :'([)N—pﬂn/l’,) a pour trace sur '@ une (p — p)-sous-
variété compacte.
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Supposons alors donné DY—¢+! qui coupe en un point le simplexe A?~' et

soient deux sommets de K¢, K°e X7 et K€ X7, U et U' leurs étoiles
ouvertes dans (K) et U" celle de A%, on suppose p' = p; on a

DYN—e+cU'c UNnU.

D’aprés Phypothése de finesse, il existe A% c X7n K¢ tel que K0 € K"; a
une application ¢’ de U' < F,» dans &(U") on peut donc faire correspondre,
d’aprés la condition (®)2, une application de Ux F, dans &(U) telle que,

pourzelU’'C et K", ¢ ({ 2} < F)) soit un sous-espace vectoriel de ¢ ({ | < F,).
En prenant F, ,cF, CF,ona alors, avec les notations évidentes,

QU et @ (U)='&(U").

Prorosition %.3. — On peut choisir =| DN=#+1 tel que ~(DN—++'n A7)
coupe canoniquement ‘A (X;) dans ‘63 (X;) et 'Q'(X}) dans '@ (X)), la
seconde variété intersection étant la trace de la premiére sur 'éU(X;).

&E=EZxFy, A=EZxF,, A=ZxF,, avec I, cF,cl}.

On prendra la triangulation A telle que ses simplexes ouverts coupent cano-
niquement les sous-espaces vectoriels F,, et /7, ; la section s’ obtenue & I'aide
de A sera telle que s'(E) coupe canoniquement, dans &, a la fois € et &';
les généralisations sont les mémes que dans le lemme; on les utilise dans la
démonstration de la proposition 4.2, au point B, 1°; pour la suite, il suffira
d’opérer & I'aide de I'application ¢, car (x)&'Q entraine =(z)&'@’; d’ou
la conclusion. ’

Revenons au cas ou S = (D) —¢+'n DY et considérons deux applications ¢
et ¢ du méme produit Ux F), dans & (U); choisissons, comme au début de
ce paragraphe, les vecteurs ¢; (resp. ¢;) formant une base de F,, ce qui
détermine F,_;, 'L et '@ (resp. Fy_y, '@ et '@'). En vertu de la proposi-
tion 3.2 il existe une application variable @, vérifiant la condition (¢); telle
que §o=¢ et g;=¢’; soit, par ailleurs, #, un automorphisme variable de /7,
(pour sa structure complexe) tel que wu, soit I'identité et que w, (e ) =—=¢;.
Pour z€ U et { € F, posons

G, ) =@ (2, £, 1) =G (@, 1 (7))
@, vérifie encore la condition (¢9), et ®(UxIxF,) définit un espace

fibré A c& =61 et O (UxIx FP_,) définit un espace fibré & dont nous
désignerons les complémentaires dans Qet & par 1@ et 133; on a

(o) QA (Ux (o) =1ax{o} et 'QUx{1}) =1 x{1},
' 1(%(U><{o}):'05><{o; et @B (U Ux{1})="%"x{1}.

Soit 5| S une section de & associons-lui, en vertu de la proposition k.1 une
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section ¢ de '@ (resp. ¢’ de '@'), puis, conformément & la proposition 4.2,
une section 7 (resp. T). On a alors :

ProvositioN &.% @ a. Il existe une section & | S>< 1 de '3 telle que

E(Sx{o})=c(8)x{o} et E(Sx<{1])=d(S)> {1}

b. 1l existe une section ©|Sx<1 de 1B telle que, pour chaque A7,
Z((SnAXy) < 1) coupe canoniquement 1a (A< 1) dans 3 (X< 1) et telle
que la section de 'G (vesp. '®B') définie, en vertu des formules (4&.9)
par | Sx{o] (vesp. £| S {1}) ait méme trace sur chagne *& (X)
[resp. 1€V (A7;)] que ©(S) [resp. T/ (S)] et coincide avec = (resp. 7') dans un
voisinage de la projection de cette trace sur X;.

La démonstration de « est le méme que celle de la proposition .1 a cela
pres que

!

gL x)cP=rxIclxIxF,

n’est pas un produit L x< /> a, mais on remplacera L x /[ <"3; par le
sous-espace fibré B de Lx<1x Fy, complémentaire de &'C(L x I).

el
@ admet un homéomorphisme d’espace fibré /o sur L < 1 <73, les dimen-
sions d’obstructions restent les mémes et il existe encore un isomorphisme J
entre les (A — 0)“m® groupes d’homotopie de 2 et de 3; enfin, au cas ol
n =~ —p, pour déterminer la section s' 4 partir de s” et de la classe j(¢)
on remplacera la projection 7, par m, 0 A.

La démonstration de b se conduit d’'une maniére analogue & celle de la
proposition 1.2 a I'aide d’homotopies successives L/'r)[, @[ étantrelatived ;< 1
et modifiant une section 7,_, dans un ensemble @,r et T,— & étant la section
définie par @) au cas ol ¢ =7 et ¢’—=<". Avant de préciser la construction
qui va dépendre de celles de v|S et de 7’| S fixons, pour chaque ¥, un
voisinage compact A ; (resp. A;) de w(z7(SN A7) N1A) [resp. w (7' (SN A )n*@)]
dans /I'/-nl.)l‘". Pour le point 4 de la démonstration on suppose encore

donné un voisinage V, | de <D"n U /I’/-> x [ (j<<i) dans DY I, on

/

opere comme précédemment en prenant toutefois les compacts Zet &
de maniére que les traces de leurs bords sur Ux{o}! et UxX{1{
soient respectivement dans les ensembles V;_,>< {0} et V;_; < {1} résultant
des constructions de 7 et 7'; il n’y aura évidemment pas de chemins (=, x')
issus des points intérieurs a la trace du bord de 2 sur Ux {ojetUx {1},
on vérifie qu'aucun raisonnement ultérieur n’en est modifié. La condition (¢;)
entraine I'existence d’un homéomorphisme hode 2 x @ sur une partie 6
de DN x< I; de plus, on prendra 0’ assez mince pour ne rencontrer aucun
des compacts Ay >< {o} et A\, > {1] pour les j> 7. Les rayons, transports
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paralleles et longueurs sont déterminés comme pour la propriété &.2. Dans

la partie B de la démonstration on formera 7; et {; par les mémes opérations
que précédemment, mais dans le 1° on aura soin de choisir la section

7 | (SN A&;) < I coupant canoniquement v, dans 1B (X< 1), le sous-espace
fibré & (X, I) de facon que sa trace sur U x| o} (resp. U x {1}) coincide
avec celle de (SN A7) < {o} [resp. 7' (SNnA;) < {1}], cela est possible en
vertu du lemme 4.1 et de l'intersection canonique de ce complexe avec
1) < {o} [resp. 1@’ (X;) x {1}] dans '@ (X;) < {o} [resp. '® (X}) < {1}].
Toutes les opérations suivantes seront les mémes que précédemment. La
section ? finalement obtenue sera bien homotope d & =%, dans '@ et
7((SnA;) < I) coupera canoniquement 1@ (X I dans 163 (X < I, de
plus, on aura
2((SNA) < [0}) =6((SNA;) x {o}) =7(SnA,) x o]
[resp. T((SNA)) < {1}) =7 (SnA;) < {1}];

pour démontrer ce dernier point, il suffit de remarquer qu’aucun (:l\/,- ne
modifie la section au-dessus de A;><{o} et A, > {1}, pour i = cela résulte
de la construction B, 1° telle que nous I'avons précisée et pour i cela

résulte du fait que les deux ensembles considérés sont en dehors de @, par

construction, et que {; y est, par conséquent, I'identité. La propriété 4.4 est
ainsi démontrée.

REMARQUE &.3. — Les propositions .1, 4.2, 4.3, b b restent vraies moyen-
nant les mémes hypothéses, si U'on remplace & par Uespace & < J(J =]o,1])
et (K), U, (D), S, 70,63, '@, 103, 1@ par leurs produits respectifs par J.
On vérifierait, en effet, que toutes les démonstrations données restent
valables [ ainsi qu’on I’a déja fait & propos des propositions &.1(d) et k.k].

Section de "& de type s le long du bord d’une cellule DN—p+1,
p=2r — 2. — Nous n’aurons a la définir qu’au cas ou

7o — DN—p+1 N Ke—1 E/I’p—i

Dans les cas simples cette section sera définie par un r-repére s(x) tel que

son dernier vecteur X (x) soit sortant du polyédre curviligne DVN—p+1 le
long de son bord et que les (7 —1) premiers vecteurs forment un (r —1)-repére
8 q p P

dont le (7 — 1)-plan complexe coupe canoniquement DN—¢+1 de facon que la
section de 716 qu’il définit puisse &tre prolongée a l'intérieur de DN—¢+1, le
plan du (7 —1)-repére coupant toujours canoniquement DN—f+!, Dans le
cas qui nous occupe nous donnerons la définition suivante :

Soit K°eKP—tn.Xe—! (un tel sommet existe d’aprés I'’hypothése de
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finesse) et U=et K°; utilisons la condition (9); pour A,— Aot
Z=T'e D ¢+, il existe un homéomophisme A4 de la (/N — p +1)-boule
{7T°) > 5 sur un voisinage ® de 7" dans DV-¢+1; soit

)*:‘::/l,(To, )edn I* {#o

7 étant sur le rayon (o, @) de 3; comme dans la démonstration de la pro-
priété 5.2 (B, 2°) considérons le vecteur ¢( 77, 7) ayant pour origine le
point (77, %) et équipollent au vecteur 0,_2 (il est sortant de (T} =< B
pour :eﬁ). On posera A (y) = hoo (T, ¢)€&(y). Par ailleurs iz(@(T") =< {)
est un (r —1)-plan complexe qui, au point de vue réel, coupe canonique-
ment le (kK — p -+ 1)-plan tangent en y & DN-¢+'n _X* dans le A-plan tangent
a Yh Si Z._,(T°) est un (r —1)-repére de &(T°), h(Z,_,(T°) < {¢}) sera
formé de r — 1 vecteurs de &(y) qui, par raison de continuité, formeront
un (7 — 1)-repére complexe pourvu que { soit assez petit, et formeront
avec A°(y) un r-vepére s(y); donc, en diminuant au besoin ® on obtiendra

une section de "6 au-dessus de . Cette section est, d’aprés la maniére
méme dont elle a été définie, prolongeable au-dessus de @ — 77;si elle est

prolongeable dans DN—¢+1 la restriction i H¥=¢+! du prolongement sera,
par définition, une section de type s.

CoxniTioN (@), (7) :

a. Avec les notations de la condition (9); on prend
Xk— _Xr et == Dr nArc DN )

toute section de "& au-dessus de @ — /L(E > ) est prolongeable au-dessus
D' — h(Z = (5); et si deux sections définies au-dessus de D"— h(Z x 53)
sont homotopes au-dessus de 0 I’homotopie est prolongeable au-dessus de
D h(Z = B).

b. Si p==p—1, deux sections de type s sont homotopes.

La condition (v),(«) entraine, lorsqu’on prend Z — 77, I'existence des
sections de Lype s; celte condition se vérifie simplement au cas ou, pour
tout K’ qui rencontre DY ¢+1, la trace sur K" de DN-¢+1— @ est homéo-
morphe a4 une boule fermée; on peut alors opérer au-dessus des parties L
de dimensions croissantes et former les prolongements des sections ou des
homotopies entre sections en utilisant le relévement des homotopies comme

(7) Celte condition est, en réalité, conséquence de la condition (¢),, mais Ja démon-
stration en est longue et fastidieuse (elle reprend par deux fois le schéma, modifi¢ sur
plusieurs points de la démonstration de la propriété 4.2).

BULL. SOC. MATH. — T. 88. Fasc. 1. 4
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pour la proposition 2.3. La condition (¢), () est, par exemple, vérifiée au
cas ou r —1 et dans les autres cas, c’est a celui-ci qu’il faut se ramener.

Prorosition &.5. — Toute section s| DN~¢+1 homotope d une section s' de
type s est elle-méme de type s et, d’'aprés (¢)., toutes les sections de type s
au-dessus de DN—¢+1 sont homotopes entre elles.

Soit en effet o, | DV—¢+1 la section variable qui réalise 'homotopie, g,== s
et g,—=¢'. s’ étant définie comme prolongement d’une section s’ 0. 1l existe
un homéomorphisme 4 de D¥—e+1 < [0, 1] dans DN—+1— @ tel que la
restriction de A & DN-p+ix {o] soit lidentité et que ze.X; entraine
A({a} x[o, 1])c X, Posons A=r(D¥-F+1x|o, 1]) et formons une
section s”| A telle que s” coincide avec s au-dessus de DV—F+! el avec s’
au-dessus de A (DN-p+13< {1}) = A. Faisons d'abord la remarque suivante :
soient une partie L contenant 77 et une carte définie sur 76 (L) par "£ et g;
LNA est une boule topologique fermée. Définissons une section auxi-
L NA en posant, pour x = A(&, t),

liaire sg

j sitelo, 1/2], sg(x) =gz, n,8" oul()];

(&.10) ] - -
| siteli/2, 1], s.(x)=g[a, et s (&, (20 —1)))];

s, coincide avec s au-dessus de DV-¢+1 L et avec s' au-dessus de An L.

Considérons Vapplication s,4 de DV—¢+13< [0, 1] dans &(L), elle est
homotope a l'application ¢ définie par I’homotopie entre s et s'; pour le
vérifier il suffit de considérer les applications sz,4, définies comme suit
pour u€lo, 1] : A, est Papplication de DN-¢+1x[o, 1] sur A,CA telle
que A, (&, t) = A(&, ut) et sz, est la section de & au-dessus de A, qu’on
obtient en posant, pour z = 4, (&, t),

2—1u’
. o—u , . 2—2£\\\
site Sl Sgu(x)=g| @, T8 8" Al 2| 1— . ) ’

et Sgoho (&, 8) =@ (&).

site[o,%‘], Sgu(x) =g, mpg~t ag(2)], avee 0= 2!
(.11)

on a bien
r=A, Sg1==S

Cette derniére application est indépendante de g. 1l en résulte une homo-
topie dans & de s;A et d’une application analogue s,/ 4 définie & partir d’une
autre carte. Il y a donc, entre s; et sy une homotopie au sens large qui
conserve les & (K"), mais peut-étre pas les fibres. Formons maintenant s” en
opérant au-dessus de parties L de dimensions croissantes; supposons s"
déterminé au-dessus des L de dimensions =</ —1 de facon que, au-dessus
de chaque L il soit homotope aux sections s, que nous venons de définir
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(pour la dimension minimale qui est p il suffira de prendre s —s;). Consi-
dérons alors K%, t*et L —et K'n K", une carte définie par £ et g et une
section s, du type précédent. s” et s, coincident au-dessus de L n DV—p+1 et
de LNA. Pour 4=k —1 le bord de L n A étant de dimension =k — p—1
les deux sections sont homotopes au-dessus de lui et, s, étant prolongeable
au-dessus de L N A, on peut prolonger s” en une section qui lui est homotope.
Reste a examiner les cas o s —k; d’aprés ce qui précéde, sur chaque
face L*'nA, 5" est homotope au sens large, & toutes les sections sz corres-
pondant donc en particulier a la restriction de la section s; choisie au-dessus
de LN A. s" et celte section s; sont donc homotopes au sens large au-dessus
de bord de LN A. Cela suffit a prouver que s est, comme s,, prolongeable
au-dessus de LN A.

La section s” étant ainsi définie au-dessus de A, nous pouvons la prolonger
au-dessus du reste de DV-¢+1— @ en la prenant égale a s'. L’existence de la
section s” (DN-¢+1— @) montre que s est obtenu par prolongement de la
section sortante s' N ®, donc est de type s.

€. Q. F. D.
ProposITION &.6. — Soit DN¥—p+2 une cellule telle que
T0= DN—e2n K2 c Xe
on a
DN—p2n Yo 1= Ty T, avec T,e DN*"'  (1=1, 2)

et il existe une section de "6 au-dessus du complémentaire dans DN—¢+
de DY—e+1y DY—0+ telle que sa restriction a DN+t (1=1,2) soit une
section de type s.

Soit K°€ DV un sommet de Kf—2n AP~ et U=— et K; appelons = le

chemin (779, 7°, T3) = DN—¢+2n _Xe—1, d’aprés la condition (9); il existe

—

une application % de & < 3 dans un voisinage ® de = dans DV dont nous

désignerons par @ la trace sur DV-¢+2. Prenons une section quelconque
de —'& au-dessus du chemin E et prolongeons-la par parallélisme en suppo-
sant O assez mince pour que le (7~1)-repére obtenu en un point y = A(z, {)
et le vecteur « sortant » /\’;(V(x, ¢)) forment un r-repére de &(y). Il définit
une section s de 76 au-dessus de @A, si Pon pose A= DN—9+2_ @, celte
section est prolongeable dans A, d’aprés la condition (¢),(a); comme
d’aprés la définition méme d’une section de type s, s| D¥N—F+1 en est une
(t =1,2), la proposition est bien démontrée.

Soit maintenant f une application de ¥ dans ¥ qui vérifie la condition (f)



42 M.-H. SCHWARTZ.
du paragraphe 2. Supposons que A" vérifie la condition (¢);. Soient

~

Py, pv=s(P¥)cU, EZch¥nat,  E— 1 (ZynbVc i
et w—f(3);

[

re

(= est, comme précédemment, un compact). Conformément a la condi-
tion (@) il existe un homéomorphisme / ‘de = > 3 sur une partie O de U,
5 étant une (N — k)-boule; soit 5'(Z) la partie connexe contenant Z de
S ({@} < ), la proposition 2.5 est de nature topologique donc valable si
I'on remplace D™ par {z] > 5 qui coupe aussi canoniquement 1% dans .1~
on en déduit que (3’ (&) est une (/N — k)-boule ['application 2! f de 3'(7)
dans { &} < $ vérifie la condition (f)]. Nous supposerons que f vérifie aussi
la condition (f)' suivante :

Condition (f)’. — Labase A vérifieles conditions (¢ ); et (¢), et il existe une
application i d’une (/N — k)-boule 5 dans la (/V— k)-boule 3 telle que
Papplication 2" f de 3'(&) sur x < 5 soit la composée d’'un homéomor-
phisme./~r (7)) de 5'(Z) sur [T} < Z, et de I'application f <y de & < 5
sur & > 5. O étant la composante connexe ou I'ensemble des composantes
connexes de f~' (@) qui contiennent Z I’application 7 de E <5 sur @
définie par 7(%) quand & décrit Z satisfait aux conditions (v);. Soient

To— DN~ n#) et s une section de type s le long de D¢+t c DY : elle

est obtenue par prolongement d’une section s|@; soit y€®n %, s(y) est
formé par un (r —1)-repére Z,_(y) dont le (p—1)-plan complexe est

tangent & O 1% et par un vecteur sortant 7“)()/). Considérons l'image

réciproque §| 0, soit Fe®dn At et v f(y); 3(F) sera formé d'un (1 —1)-
repere 7, (¥) qui est tangent i @ _T* et d'un vecteur ¥ (%) qui est sortant
de ®. 11 y a une section sortante 5’ telle que §'(7) soit formé de Z,_, (y) et
s/ (y). Comme ¢(y) et ¢'(») sont sortants ils sont homotopes par une homo-
topie dont tous les vecteurs sont linéairement indépendants au point de vue
complexe de tout (7 — 1)-repére tangent a ®n % La section définie par
Z,—1(5) et ¥(7) est donc homotope & s, il reste & voir qu’elle est homotope
a s' ou que les sections de "'& définies par Z,_, et Z',_; sont homotopes

dans un sous-espace pseudo-fibré qui coincide avec "'& au-dessus de 7 et

ailleurs avec l'espace des (7 —1)-repéres qui, en y €0, sont linéairement
<

indépendants de /4%, (7*); ’homotopie existe au-dessus de 79 €1~ [connexité

de GL(C, (r—1))] et est prolongeable au-dessus de G) en vertu de la
proposition 2.3(b) et de la remarque 2.1. Donc les sections § et § sont

homotopes au-dessus de @ et ’homotopie se prolonge, en vertu de la condi-
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tion (¢), au-dessus de D¥—¢+1 d’ou :

ProrosiTiox 4.7. — Si f vérifie les conditions (f) et (f), U'image réci-
proque d'une section de type s au-dessus de D¥N—¢+ :f(ﬁ“’“ﬁ“) est une

section de type s au-dessus de DN—¢+1.

5. Systéme obstructeur dans certains espaces pseudo-fibrés "&.

Soit & un espace pseudo-fibré a fibres vectorielles complexes de type
tangentiel qui vérifie (¢); et (¢),. Sa donnée revient a celle d’'une base .1’
vérifiant (@);, (@), (9); et (@);. "6 (1Zr = (/N/2) +1) sera un espace
de r-repéres associés 4 & ou un espace de r-repéres complexes de type
tangentiel pour lequel on a pu démontrer de facon quelconque toutes les pro-
positions de 4.2 a 4.7 et la remarque .3. Nous supposerons, en outre, que
la variété 1 = AN est elle-méme presque complexe. Nous allons définir un
systéme de classes ¢, (A7) telles que pour la cohomologie définie au para-
graphe 2 on ait

(5.1) Cr(/I/i)EHk_p+l</I;i>>

‘== (7) étant la dimension de .I;.

Nous définirons ¢, (X;) comme la classe commune d’une famille de
cocycles obstructeurs ¢, (A7, s) les s étant certaines sections au-dessus
de (D)N—¢. s et s’ étant deux telles sections et ¢ une certaine homotopie
entre s et s, U définie par une section ¢ de & = & = I au-dessus de
(D)N—¢=t> I, nous définirons en méme temps une cochaine différence

0 (N1 s, 8, b) et (X;).

Sections s et homotopies ¢. — Dans ce paragraphe nous ne désignerons,
sauf indications contraires par les lettres s ou J que les sections et homo-
topies vérifiant la condition suivante :

Coxpimions (s). — Appelons toujours p — p (D) la dimension de la
partie .I'; contenant D" n KN="; pour toute cellule DVN—¢+! tel que p—=p—1,
s est une section de type s (définie au paragraphe /) le long de DN—¢+1, Pour
tout DY¥—fC DN=e+1 (p(DN=e+1)y =p —1), $[(DN—2n (D)N—¢-1) < 1] sera
la restriction d’une homotopie entre s et s’ définie sur tout DV—°¢.

Montrons que de telles sections et homotopies existent; soient, en effet,
Dy—ert et DY—#+1 deux cellules distinctes pour lesquelles p—p—1.
Montrons queDY—#+n DY—¢+1== (j. S'il n’en était pas ainsi cette intersec-
tion contiendra®. une cellule D™ (m =Z/V — p), celle-ci couperait un KN-»
dont V'adhérence contiendrait 70 =— DN+ 0 ¥7?* (v=1, 2), d’aprés ’hypo-



44 M.-H. SCHWARTZ.

thése de finesse 770 et T seraient dans un méme K’ avec K*c Xp—,
donc h=p—1, mais K" ayant un point dans DY—¢+! et Pautre 4 I'extérieur
devrait couper canoniquement son bord, or cela est impossible puis-
que p —1+ /N —p <</N. Pour construire s on pourra donc d’abord choisir
séparément s sur le bord de chaque D¥N—¢+1 pour lequel p —=p — 1 de facon
a avoir une section de type s, cela est possible d’aprés la condition (9),;
ensuite on prolongera s sur le reste de (D)N—° par cellules 7 de dimensions
croissantes comme au début du paragraphe 2. Les sections s et s’ étant
données on pourra construire ¢ de la maniére suivante : d’aprés la condi-

~ ~

tion (@), il existe une section ¢ de & au-dessus de DN—¢+tx< [ qui définit

une homotopie entre s et s’ au-dessus de DN—p+1) sa restriction a la trace
de (D)N—¢ y définira 'homotopie U, ¢ étant ainsi définie sur des parties
disjointes pourra élre prolongée au-dessus de tout (D)V—f—! par simplexes 7™
de dimensions croissantes (comme dans la démonstration de la proposition 2.2).

Remarquons que si s vérifie la condition (s), toute section homotope a s
dans & la vérifie aussi, cela résulte de la proposition 4.6.

Avant de définir les valeurs des cochaines sur les chaines élémentaires D7,
qui seront des entiers, remarquons qu’il existe des isomorphismes canoniques
sur Z de plusieurs groupes d’homologie. £ étant I'espace fibré a fibres
vectorielles complexes de tous les vecteurs tangents a la variété presque
complexe X. IN—°("E(zx)) est canoniquement isomorphe a Z pour
tout e X. Si ze U—et K°, avec K°e X7, le vecteur Z,_, () = ¢ (x, Z,—y)
définit classiquement un isomorphisme canonique de MHN-¢("L(x))
sur AN—° (1L (x)), £ (x) étant 'espace des vecteurs linéairement indépen-
dants de Z,_;(z). L'injection de @ () dans /(z) définit un isomorphisme
canonique de HAN—¢ ('L (z)) sur Hr—¢ ("E(x)) : on peut, en effet, déter-
miner 'élément unité de //N—0 ('L (x)) par une sphére orientée située dans
un ((/V—p +1)/2-)-plan complexe supplémentaire, dans £ (x), du (r —1)-
plan-complexe de Z,_,(x) et 'élément unité de H7—? ('@ (x)) par la trace
de cette sphére sur '@ (x). Les fibres de '/ (x) et '@ (x) variant contind-
ment dans U on a des isomorphismes canoniques sur Z des groupes d’homo-
logie de dimension p — p des espaces suivants :

(5.2) 'Q(z), 'QU)='a, QU)xI, r&UnIr).

Indices de certains cycles. — Soit UL 'un des espaces de la ligne (5.2)
et soit Y un (p — p)-cycle singulier de U; I'entier Jy, image de sa classe
d’homologie par l'isomorphisme canonique de H7—?(4l) sur Z sera, par
définition, l'indice du cycle y. Pour un méme espace Al la classe d’homo-
logie d'un (p — p)-cycle est donc caractérisée par son indice.

ReMARQUE 5.1. — Considérons comme dans la proposition &.3 les deux
espaces 'A(U) et @' (U) de dimensions respectives p + /V et p'+ /N, tels
que 'A'(x) C'@(x); l'isomorphisme de Hr—° (1@ (U)) sur HP'—e ('@’ (U))
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défini par I'intermédiaire de Z, peut aussi étre défini directement par la consi-
dération des cycles et chaines de '@ (U) représentés par des sous-variétés
orientées coupant canoniquement '@’ (U) dans '@ (U). En eflet, d’aprés le
lemme du paragraphe %, & toute chaine on peut faire correspondre une
chaine homotope qui posséde cette propriété, donc il y a dans chaque
classe d’homologie un cycle y possédant cette propriété et, si on lui fait
correspondre le cycle v’ défini, dans '@’ (U), par la trace orientée de la
variété orientée qui définit vy, on obtient un homomorphisme conservant
les bords; il définit donc un homomorphisme de Hr—e('@(U)) sur
Hr'—=e(*@’(U)) qui est 'isomorphisme précédemment défini puisque les deux
classes d’indice 1 se correspondent : en effet, elles peuvent étre définies par
les traces respectives d’une (/N — p)-sphére de '//(x) sur '@ (z) et '&' (x)
et la seconde trace est la trace de la premiére. Il en résulte que les cycles v
et Y' ont méme indice.

Définition des cocycles obstructeurs ¢, (X}, s). — Nous les définirons
d’abord comme cochaines par leurs valeurs sur les chaines élémen-

taires DY—-o+1n Y, :

Si p(DN=e+1) =p —1 (cest-a-dire DVN—¢+nKe—'e€.IP~') on posera,
s étant un champ de type s :
o si ;£ A0,

(5.3) / e (A, S)‘(‘I_)}V_'STI N ]')>% :—- ¢ st A= Ao

avec ¢ ==-+-1 si les orientations positives de DY—¢+l et de K¢ ' définissent
Porientation positive de " et ¢ = — 1 dans le cas contraire.

Si p(DN=?1) >0 —1) (donc p>xp-+1), on peut, par application des
propositions .1 et .2 définir une section, TI DY-r+1 de 133 associée a s,
I'orientation bord de D¥—¢+! induit une orientation de r(D'N—P+'n/I’,-)
et de sa trace sur '@ laquelle est comme on I'a vu, une (p —p)-variété compacte
et sans bords, elle définit donc un cycle que nous désignerons encore par

T(DQ’—PH nXi) N 'A et nous poserons
(3.4) e Ay s) (DY-erind) > =a(G(D) = 'nX)n@).

Montrons que le second membre ne dépend que de r, X3, s et DN=P+! et
non des choix parliculiers de '@ et 7. Considérons d’abord, comme & propos

de la proposition k.%, deux espaces '@ et '@ définis sur le méme U= et Ky;
I’énoncé de la proposition &.%, () peut étre appliqué a

DN —p+1 c (D)]\'~pn[)1\’: S.

La section % de l'espace '3 au-dessus de DN—¢+' > [ coupe canonique-
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ment '@, donc le (p — o)-cycle différence des cycles
(DY X)) < {1)n'@& et 2(DY+nX,) < {o})n'&

est bord de la chaine & support compact ?((D;V—P'anl’i) < I)n’&, ces
deux cycles sont donc homologues dans 1@; 1@ ici nest pas défini comme
produit mais est homéomorphe a un produit, donc les cycles 7 et 7; de ¢t
tels que 7, < {1} et 7, <X { 0} soient respectivement égaux a ces deux cycles,
sont homologue dans '@ ; mais, d’aprés la propriété .k, () ils coincident
respectivement avec :

7(Dv-erin X )na et (DY¥-srin LX) na

donc les indices de ces deux cycles sont les mémes. 11 reste a vérifier que le
second membre de (5.4) n’est pas changé lorsque '@ et '@’ sont définis
dans les étoiles U et U' de deux sommets différents K'€ X7 et K'°e 17

y —,

(p'<p); pour la section ©| DN+t définie par la propriété 4.3 la variété
T(DN—«“('\/I”Z-)an coupe canoniquement '@’ dans 'l et sa trace
est ©(DN=+1nX;)n'@, donc les cycles qui leur correspondent aprés
orientation de DN—¢+! ont méme indice en vertu de la remarque 5.1.
Comme nous avons déja vu que pour A° ou K’ donnés, I'indice J proposé
ne dépendait pas du choix de '@ et 7, il en résulte qu’il n’en dépend dans
aucun cas ce qui justifie la définition des cochaines ¢, (.I;, s) dont nous
verrons plus loin qu’elles sont des cocycles.

Définition des « cochaines différence » d,(A;, s, s, &). — Pour
tout DN—¢ on a DN—¢nKre A7, avec p>p, donc, par raison de parité,
pXp—+1. En vertu de la remarque %.3 et des propriétés 4.1 et 4.2 il
existe une section &, de @R =r® < J homotope dans rE—=&xJ A la
section lIJ définie sur le bord de DN—¢x J par s, s et U comme précé-
demment (J est défini sur DN—¢x {o} par s, sur DN—F3x {1} par s' et
sur DN—¢>< I par q;) et il existe une section © homotope a &, = /o,
dans '3 =13 x J telle que T[bord (DN—f < J)n (X;>< J)] soit une variété
coupant canoniquement '& =@ x J, dans G suivant une (p — p)-sous-
variété compacte; aprés orientation de DN—¢, cette sous-variété définit
un (p — p)-cycle de '@ que nous écrirons par le méme symbole, DN,

étant remplacé par DY~ et nous poserons

(5.5) {0y 5, 8, 0) (DY=2n 1) D
— [ #[bord (DY 1) < N)]n'@]

En vertu de la remarque '+.3 et des propositions 4.1 et 4.2, le méme
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raisonnement que ci-dessus permettra de montrer que le deuxiéme membre
de la formule (5.5) ne dépend pas des choix particuliers de A?, 1 et 7.

Cobords des cochaines d,(A7, s, s/, &). — Déterminons d’abord leurs
valeurs pour D)—#+! tel que p > o —1; dans ce cas on peut choisir K°e A7
et former, en vertu de la remarque /.3 et de la proposition 4.2, une méme

section continue 7 de 103 au-dessus de
DYN—o+1 5 {0} U DN—8+1 5 (1 }U<])\"~p+| N (D)Nv(kq) < J;
on a, par définition

o (Xiy 5,8, 0) (DY 0 1) D =Y o, (s, o, 0)(DYen 1) >
/
avec DY—¢c DN—¢+1; appliquons la formule (3.5) : le cycle qui figure au
second membre est, comme on P'a vu, la somme de trois chaines se
projetant respectivement sur DY¥—¢x< {0}, D¥ < {1] et DY=¢x J. Dans
chacune des trois catégories sommons par rapport a j : comme

~ . .
}_‘ DYex< J=o
i
la somme des chaines correspondantes, qui est I'image de celle-ci par %,
disparait. L’orientation du bord de DY;¢ > J, dans sa trace sur DY—e+13¢ o},

est celle de — 5;"/-—9 > {0}; donc en sommant les deux catégories restantes
il vient

Cdd (X s, 8", 0) . (DY—201 0 X))

—J[2((DYn ) < 1)@ — o[ 2((DYernd,) =< [o])n@],
mais chaque crochets est le produit par {1} ou {0} du cycle 7" ou 7 associé
a s' et s donc, compte tenu de la relation (3.4), 1l vient
(5.6) Cdd, (A s, 8, 4y (DY-ev1n X))

= [e (o s) — e (X ) ].(DY#4 0 1y)
Cette formule est encore valable au cas ou p(DY—¢+') == — 1 pour tous

les .X; = Xe—t : en eflet, le second membre est nul en vertu de (5.3) et le
premier est nul en vertu du corollaire de la proposition &.2 puisque U est

prolongeable au-dessus de chaque l_)f}'w’* [condition (s)]. Donc, on a,
lorsque 9, (.13, s, s', ) est défini (donc .I; de dimension > p +1)

(5.7) do, (X s, s;d) =, (A 8" — e (X3, 5).

Remarquons que la définition de 9, (.17, s, s, &) est aussi valable pour des
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sections non sortantes et des § arbitraires; si s vérifie la condition (s) et si s’
est quelconque, la formule (5.7) pourrait servir a définir ¢, (X7, s') si 'on
avait démontré que do, (X, s, §', ) est indépendant du choix particulier
de {; c’est, en particulier, le cas lorsque tous les ¥, sont presque complexes.

Les c¢.(AX;, s) sont des cocycles. — Déterminons, en eflet, les valeurs
des dc, (X3, s) relatives & une chaine élémentaire DY—¢+2,

Considérons d’abord les I de dimensions >0 +1 : s et s étant deux
sections la relation (5.7) entraine : de, (A3, s') = dc, (X3, s); il suffira donc
d’associer & chaque DY—¢+2 une section s particuliére telle que

{de, (X ) <l7"‘=°+2 nt)>=o

pour que ce résultat subsiste pour tout s. Si DN—er2c DN cU est tel
que p>p —1 il n’y a pas a y considérer des sections sortantes; nous avons
vu qu’il existe sur U une section ¥ (propriété 2.3), nous prendrons pour s
sa restriction a DN—e+2n (D)N—2 prolongée sur le reste de (D)N—2; elle est
donc prolongeable sur chaque DY—p+! c DN=¢+2 on aura d’aprés le corol-
laire de la propriété 4.2,

{ep( Ay ) (DN 0 X)) > =o.
donc

{dep (X 5).(DVN=+2n X)) > =o.

Si maintenant D¥—¢+2 coupe un A?~! (donc p—=yp —1) la propriété 4.6
montre 'existence d’une section s qui est sortante sur les bords des deux
(N — o +1)-cellules de D¥—¢+* qui coupent X?—' et prolongeable dans
toutes les autres, ce qui entraine, pour ces derniéres, d’aprés le corollaire
de la proposition k.2, que ¢.(AX, s) s’y annule; cette cochaine s’annule aussi
sur les deux cellules qui coupent AP~ en vertu des relations (5.3), puisque
la dimension de .¥; est supérieure 4 o — 1. On a donc encore

< dC,~ (/I’iv S) D‘N—p_"i N _/I/l) > —_—= 0.

Donc pour tout s on a bien de. (X, s) =o.

Il reste a examiner le cas d’une sous-variété A¢—!, elle ne coupe que
des DN—e+* pour lesquelles p—=p —1 et ne coupe le bord d’'une telle
cellule qu’en deux points 7 € DN—¢+! (v =1, 2). Pour ces deux (/V — ¢ +1)-
cellules la section s est de type s et, comme elles sont orientées par le bord
de DN—p+2, ¢ (A1, s) prend sur I'un des 77 la valeur 1 et sur l'autre la
valeur — 1; donc de. (e, s) =1 —1=o.

C. Q. F. D.

La formule (5.7) montre que, pour r et X, fizes, et pour toutes les
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sections vérifiant la condition (s), les cocycles c, (X, s) sont cohomologues,
d'ou :

Définition du systéme obstructeur de &'. — Clest le systéme formé par
les classes c.(X%), c.(XF)eH—2(.IF) étant la classe commune des
cocycles ¢ (XF, s).

Cocycles ¢, (47, s). — Nous poserons, conformément a la formule (2.2),
(5.8) o (XE s) =pre(XE, s)yeeN—re+ (LK),

(8p( Xy 8). DN=o1 S = (X, 5) .(DN—P*’ NX;)> peut donc aussi étre
défini directement par les formules (5.3) et (5.4).

TuioriME 1. — On «

(5.9) Zﬁr(/l'i, s)=c (A, s),

14

ou ¢ (X, s) désigne la classe obstructrice de Chern définie sur la variété
presque complexe X par la section s| (D)N—¢.

Pour le montrer considérons encore DN—¢+1c U (pour p >p —1) el une
section Z,_,|U de "'&(U) définie par une application ¢ de Ux F,
dans &(U). Appelons 'A(x), x€ U, Vespace des vecteurs linéairement
indépendants de Z,_,(x) dans le /V/2-plan complexe //(x) tangent & X
en x et 'A lespace fibré engendré par 'A(z) quand z décrit U; son
premier groupe d’homotopie non nul est de dimension ¥ —p=/N—ar—+1.
Si 7, (@) est le r-repére défini par Z,_,(z) et =(x) le cycle T,(DI,)’—PH) est
homotope a s( DY¥—¢+1) dans 76 et a fortiori dans "E : { c.(X, s). DN-p+1
est donc égal a la classe dans £ du cycle T,.(,l){"—9+1) ou a la classe dans 14
du cycle t(DY-¢+1). Daprés la propriété 4.2, «(DY¥—¢+1)nX coupe
canoniquement '@ (A; N U) dans '@ (X;nU) et a fortiori dans 'A(A;nU);
donc le complexe t( D}=F+1) coupe canoniquement ' dans 'A suivant
une (p — p)-variété. L’isomorphisme de [IVN=¢ (1 4) sur Hr—¢('@) défini par
les variétés orientées coupant canoniquement 'l dans!A et par leurs traces
sur 'Cx conserve les indices (cela résulte immédiatement de la remarque 5.1,
'@ et '@ étant remplacés par 'A et '@). En décomposant (DN—#+1) en
cycles situés chacun dans un 7(A7;) et en appliquant les formules (5.4)
el (5.8), on obtient

{Cep (X, s). DY=++1> — classe dans HN—¢(14) de T(DQ’—P“)

:2( &(AX, 5). D=0+ >
i
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Si maintenant DY ¢+' coupe un 1¢~'(p=—=0—1) la formule écrite est
évidente, les deux membres étant simultanément égaux a 41 ou —1 suivant
Porientation de DN—¢+!,

ReMarQuE 5.2. — Supposons que I'un des X, soit 1%, soit presque

complexe. Si jk:E/I’/ et si c,\.(l"', s) est la classe obstructrice déter-
: i
minée sur A* par s | (D)N—?n 1% on démontre, de ]a méme maniére, que

" i N A v

(d.10) c,,(/l”‘, s) :Z oo (X, s) ou c,.</[ 9) Ms ¢ (X)),
J /

Si tous les .I; sont presque complexes, de telles formules permettent par

inversion de définir directement les ¢, (I}, s); posons, comme dans un
précédent article (®),

(5.11) /Yikzz oi,z?';.ﬁuz, 0, A%, avec o—=q<p—1Zq=k,

les 0;; étant des entiers positifs ou négatifs, 0,—1 et JT’/‘C/I"', donc toute
cochaine qui s’annule sur les chaines ne rencontrant pas 1" s’annule
@ fortiori sur celles qui ne rencontrent pas .17 ; par conséquent, en repre-
nant les notations du paragraphe 2, on peut former v;; = 1/~ 1 qui est un
homomorphisme de ¢*(.X%) dans €*(X}) augmentant les degrés de k — ¢
et conservant les cobords; il définit un homomorphisme 3/, de d¢* (A7)
dans ¢*(XF), on a

(5.12) c(frk)_z 95 ¢(X) € det—e1 (LTE)

J

et des formules analogues pour les cocycles obstructeurs et cochaines diffé-
rences (voir l'article cité).

ReyMarQuE 5.3. — Cas o r =1. — Ona /VN— o+ 1—=/V : appelons C(/R)
la classe de degré .V dont la valeur sur chaque composante orientée de .1,
est égale a sa caractéristique d’Euler-Poincaré; on ne suppose plus que

les .I; sont presque complexes mais on a encore la formule (5.11), sans
termes en ¢'. Le second membre de (5.12) définit une classe ¢, (A}) de

degré /L. Cette classe coincide-t-elle avec ¢, (.F)? Lorsque les .I; sont
différentiables, le raisonnement fait lorsqu’ils sont presque complexes
subsiste, on retrouve la formule (3.10), donc ¢, (1F)=¢ (XF). Cette
égalité peut se démontrer dans un cas assez général par construction d’une

(%) Scuwartz (Marie-Héléne). — FEspaces pseudo-fibrés, Séminaire Ehresmann,
1958-1959.
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section particuliére (*); mais elle sera aussi démontrée si I'on peut donner
une définition axiomatique des systémes obstructeurs qui fasse intervenir
comme propriétés caracléristiques les théorémes numérotées ici 2 et 3 qui
se démontrent trés simplement dans le cas des ¢, et que nous allons démon-
trer pour tous les ¢, (AX7).

REMARQUE 5.4. -—— Dans les deux remarques précédentes on a trouvé des
classes obstructrices qui peuvent étre définies a priori et ne dépendent pas
du choix des complexes (A’) et (D)) |ceci a un sens par le fait que pour un
méme A les 3¢/—2+' (_X,) définis par différents complexes (D) sont canoni-
quement isomorphes entre eux]. En est-il toujours ainsi et sinon dans quels
cas ? Le probléme est important pour la présente théorie qui semble surtout
intéressante que dans ces cas.

Tnrorine 2. — Une condition nécessaire el suffisanle pour qu’il existe
une section de '8 au-dessus du squelette (D)N=F+' est que loutes les
classes ¢, (X;) (2r =0 — 1) soient nulles.

La condition est nécessaire : su sons, en effet, qu’il existe une
1 dit t ppo R flet, il 1
section s| (D) —¢+', cela implique que (D) ¢+1n A?~'=—= (@, ce qui n'est
o—1
;

possible que s’il n'y a pas de .I'”~'. Il n’y aura donc plus de restrictions
relatives aux sections sortantes et nous pourrons prendre pour s | (D)N=7 la
restriction de s (D)N 2+, La section étant donc prolongeable dans
tout DN—¢+1 on aura, d’aprés le corollaire de la propriété 4.2,

e (A 8). DY~ =0, donc ¢, (A 8)=0 et ¢ (X;)=o,

La condition est suffisante : supposons que, pour tout .1, ¢, (.t;) == o;
en particulier ¢,.(A¥™") = o0; ¢, (AF", 5) est homologue a zéro et de degré o,
donc nul; d’aprés la relation (5.3), cela implique qu’il n’y ait aucun
point DN—t+1n k¢, Tous les .1; qui coupent (D) —F+! sont donc de
dimension > ¢ -+ 1, nous construirons la section s en opérant par .I; de

(?) Le procédé pourra étre, avec des hypothéses un peu différentes, celui que nous
avons utilisé dans l'article cité dans la Note (*) : (1’\)) étant une premicére triangulation
¢t (K) une subdivision de (K) ayant un sommet dans chaque simplexe ¢t (D) un com-
plexe dual de (K) dont les N-cellules D/V correspondront biunivoquement aux sim-
plexes I?,. de toutes dimensions. La section s sera déterminée par la restriction & (D)
d’un champ analoguc au champ barycentrique de Particle cité (les complexes (R) et (K)
correspondant aux complexes (13) et (3) de cct article). Pour la cellule D;\ correspon-
dant au simplexe 1?/' et tel que K'eDNnAr, <c,(xl’,., s).(]_)lkv/nzl’,.)> sera égal
a (—r1)”si X;=_Xr et nulle si X, X¥r. En sommant par rapport & ; on obtient
M (—1 ) pour tous les R¥c.I,, puis en sommant pour toutes le ties X, c.¥,
44< 1)” pour tous les A¥c.I}, puis en sommant po utes les parties X, c.X; on

obtient la caractéristique d’Euler-Poincaré de .I7;.
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dimensions croissante, soit k, la plus petite. Appelons W la réunion de tous

les 7™ tels que
T c Xhn(D)N-F+t pour Ak -1

et T"n X*=# @G, c’est un voisinage dans (D)¥—¢+t de la trace de X*; pour
k << ko, Wiy=¢J. Appelonsici X% ]a réunions des .¥; de dimension £ et A% ]a
réunion des I; de dimension A immédiatement inférieure. Raisonnons par
récurrence et supposons déterminée s | Wp.

a. Prolongement de s au-dessus d'une partie X*n (D)N—+'. — Appe-
lons X'* l'adhérence du complémentaire dans X* de la trace de Wiy.
Considérons provisoirement une section s'|(D)N-¢ dont la restriction &
Wi—in (D)N—¢ coincide avec celle de s. Pour tout DN—f+'C, on a donc,
d’aprés le corollaire de la proposition 4.2

{ep( Xy 8'). DY—701 > =o.
Du fait que ¢, (XF, s) est cohomologue a zéro

¥ en( ). (DY 0 A ) p=0

7

pour I'ensemble de tous les j; cette égalité subsiste donc si I'on se restreint
aux Di-V—P+1 dont la trace sur X% est dans .X'%, Mais, en vertu de I’égalité (5.4)
les valeurs < ¢, (X%, s’).(ﬁllﬁ—f’“nzl’”‘) > définissent un cocycle obstructeur
pour U'espace fibré 76 (X7%) et la section s' | DY—¢ A X" .Yt ayant un bord ¥
on sait que, & chaque section s'|(D)N-#~'n. "t est attachée une classe

obstructrice et que, si celle-ci est nulle, la section est prolongeable au-dessus
de (D)N=r+1n X'k, elle est bien nulle ici puisque

Cenlh o) (DY 1 8) > = 05

de plus la section, au-dessus de (D)V-?+1n X" coincide avec s, donc s est
prolongeable au-dessus de tout X% (D)N-¢+!, de méme pour tous les I’ de
méme dimension.

b. Prolongement au-dessus du reste de Wi. — Il suffit, pour chaque 1%,
de prolonger s le long des simplexes Tn tels que 7nC At (D)N—p+1 pour
k41 et Tin X #£Q (lorsque 7"C Wy on conserve la section s).

Opérons par dimensions n croissantes a partir de 1; supposons le prolonge-
ment fait pour tous les n' <<n et considérons une cellule 7" c X" n (D)N-p+1;

raisonnons comme dans la démonstration de la proposition 2.3 : ona 7" c L
et I'on considére une carte, application g de £CL x Fjsur &(L), g~'s est

défini au-dessus d’une partie du bord rétractible a 77= T"n 1'%, elle est
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donc, d’aprés le prolongement des homotopies dans L < F), prolongeable
au-dessus de 7™; la partie prolongée étant dans L x F) a une image parg
qui définit le prolongement de s. On obtient ainsi le prolongement de s dans
tout Wi. Pour k= /V il suffit de faire la construction (a) et la détermination
de s| (D)N-¢+! est achevée.

REMARQUE 3.3. — Quand "6 posséde-t-il une section au-dessus d’une variété
donnée, compacte sans bords ¥ de dimension /N —p 1 ? Lorsque cette
variété coincide avec un sous-complexe de (D)) etqu’elle peut étre munie
d’une orientation, elle détermine un (/N — o +1)-cycle V, et une condition
nécessaire et suffisante pour qu’il existe une section au-dessus de V est que,
pour chaque .1, on ait, avec les notations indiquées,

(5.13) Z<c,‘(/l’,~, $). (DY ein ) )
p

= (X)) Von > ={en(X). V, ) =o.

La condition est évidemment nécessaire, pour voir qu’elle est suffisante il
suffit de remplacer (D)V—¢+! dans le raisonnement précédent; on a, en parti-
culier, VnX7"'=¢.

Considérons maintenant une application f de X dans ¥ vérifiant les condi-
tions (f) (§2) et (f) (§ 4); ce qui implique que & et & vérifient (¢); et (9);. Si
Pon a défini ¢, (A} s) et que ¥ est la section image réciproque de s, elle

définit un des cocycles obstructeurs @,.(.f, s).

TukorEME 3. — s|(D)N—¢ étant une section de & qui vérifie la condi-
tion (s), son image réciproque }](ﬁ)N—P est une section de lespace de 76,
image réciproque de "& qui vérifie la condition (s) et lon a, pour

Xy=f(X,)

(5.14) c,.(/f’i, E’):f,‘ cr(Xj,s),
d’ou
(5.15) 'Er(/f'i>:f[‘c,.(/l’,-).

Il ne nous reste, aprés avoir appliquée la propriété 4.7, qu'a démontrer
la formule (5.14). Soit d’abord DY¥-e+t et ZT;V”PH:f(ﬁ?’—P“) tels que

p=p—1;5 etssont homotopes a des sections sortantes et I'on a
3.16) {7 (F 3).(By—erin ) > =L o (Xiy 5).(DY-0H1 0 1) 5

si, en eflet, la dimension commune & de .X; et I ; est égale & p — 1, les deux
membres de (5.16) sont, d’aprés la formule (5.3), simultanément égaux & 1
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ou & — 1 suivant 'orientation de D¥—¢+1, parce que f conserve I'orientation
des & et X;. Sik> p —1, les deux membres de (5.16) sont nuls, d’aprés
(3.3).

Considérons maintenant DV—¢+1 tel que p>.p -1, il en est de méme pour
son image DN—¢+1. Soient 7°= DN—¢+in Kot Koe Ke—'n Al U=et K°,
o une application de U< F, dans s(U), Z,e"Fyetd(x, Z,_\) =Z,_1(2);
703, 1A, 103 les espaces associés a @ et Z,_; comme au début du paragraphe v
et ., oy, T les sections définies par les propriétés k.1 et &.2.

Appelons /7, la variété des vecteurs du p/2-plan complexe /7, linéairement
indépendants de Z,_,; la restriction de 0 & U < F}, estun homéomorphisme
sur '&. Prenons des images réciproques de tous ces éléments de la maniére
suivante :

To—=DY-ernKor,  Keke—'nf1(K), UT=etko,

% application de U < F, dans &( 0) telle que f¢ coincide avec o (f x ¢), olie
est application identique sur /), [étant donné l'isomorphisme canonique de
Z (.i“) et &(f(Z)), T est bien déterminé par f3({ x| < Fp)=¢ ({ f(%) < F,) (],
4 (Z) ,ﬁx(if, Z.).
on a
S 2 (®) = 2 (S (2)), " B=](®)nE(D);
3= 100)n&(T), 1A&=f@Q)n&(T)=5(TxF});
e @) =0 (f(3), Ja@®]=a(/(®), JE@]=:(/@).

¥ et &, sont homotopes dans g, 7, et 7 sont homotopes dans 103 (on définit
ces homotopies par images réciproques de maniere évidente i partir des
liomotopies correspondantes dans "& et '@3). Comme a tout 7ed,nU on
peut associer un voisinage convenable & de # dans T}, tel qu'il y ait isomor-
phisme entre (&) et &(f(®)), on voit, par image réciproque, que
T (D‘V"P“ n/l'l-> coupe canoniquement ’&(xf',-) dans 133(.1;); on peut donc
appliquer la formule (5.4), d’ou les deux formules

.19y {2(Tn 5). (DYt n X)) > —a[z(Dy-—er 8 n@ ] =53
(3.18) (B Ay, 8). (DV-r+1n 1) > = a[t(DV-rn X))nta] = (Y,),

en désignant par ¥; et y; les cycles qui figurent entre crochets. Pour tout
couple Z et = f(Z) il y a homéomorphisme entre 1&(®) et a(f(®)),
entre 155(\7‘) et '@ (f(w)); donc, le degré topologique de la restriction de j'
ou fia DY¥-2+1n X, étant noté m(ﬁ“'—f’f’nz{}) comme au paragraphe 2,
on a

(3.19) S 3 =£1(%) = m(D¥-e+1n X,y
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Par ailleurs, comme U et U sont homotopiquement triviaux, I'indice du
cycle 31 (%) dans O x F, est égal & celui de son image

(f><e).3 (%) =o' (7))

& et ¢ étant des homéomorphismes sur 1@ et 1@ de Ux F, et Ux F),, les
indices considérés sont respectivement égaux a J (¥;) et

o(f.30 =3[ (m (D= a 1)y, |;

donc -
3 (50 =m(DYerind,) o (v
compte tenu des formules (5.17), (5.18) et (2.8) il vient
(3.20) (e (B, 3).(Dy—ennk)>
— m<1‘3N—-p+1 n jt) < cr (A, 8). <—5NH‘°—H n /lr/'> >
= fren( Xy 5).(Dyerind)),
cela démontre la formule (5.15).

Autres formules. — Pour faire intervenir f* au liea de /" nous utiliserons
la formule (2.10); compte tenu de (2.2) la formule (5.15) donne

" N VA (T R e 0Nt T
) S e (X sy =Y m(Xy) & (s, ) eer—en (D),
(5.21) i
pour les Ay e f~1(A7;).
Sommons le premier membre par rapport a j, nous obtenons, en vertu de

la formule (5.9), f*c¢.(.I, s); dans le second membre figurera une fois et
une seule chaque J?,-, donc

(5.292) Jre (X s) :2 m(,f,) ’i’,(/lﬂi, s) pour les XeX.

En appliquant aussi (5.9) a espace &, il vient
pphq 9 p )

(3.23) [ A, s =55 =X (m(L)—)e.(F,5)  (dex).

i

De telles formules permettent dans certains cas de déterminer les classes
obstructrices de 1" & partir de celles de X ().
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