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SUR CERTAINS ESPACES FIBRES HOLOMORPHES
SUR UNE VARIETE DE STEIN;

PAR

Yoz6 MATSUSHIMA et Axiniko MORIMOTO
(Nagoya).

Introduction.

Dans un Mémoire fondamental sur les variétés de Stein, J. P. SErrE [9] a
posé le probléme suivant : Un espace fibré holomorphe dont la base et la
fibre sont des variétés de Stein, est-il toujours une variété de Stein ?

Le but de ce travail est de donner une réponse affirmative a ce probléme
dans le cas ou le groupe structural est connexe. Dans la premiére partie de
ce travail, nous étudierons d’abord le cas d’un espace fibré principal sans
supposer que le groupe structural soit connexe. Nous prouverons qu'un
espace fibré principal holomorphe dont la base et la variété du groupe
structural sont des variétés de Stein est une variété de Stein (théoréme k).
Ce théoréme est déja connu dans les deux cas particuliers suivants :

1° Le groupe structural est isomorphe & un sous-groupe fermé du groupe
linéaire complexe (SERRE [9]);
2¢ Le groupe structural est discret (SteiN [10]).

Pour traiter le cas général, on a besoin de trouver une condition en termes
de groupes de Lie pour que la variété d’un groupe de Lie complexe soit une
variété de Stein. Cette condition sera donnée dans le théoréme 1. Dans la
démonstration du théoréme 1, on utilisera essentiellement le résultat de
Serre cité ci-dessus. Utilisant le théoréme 1, nous pouvons éclaircir la
structure algébrique d’un groupe de Lie complexe et connexe dont la variété
sous-jacente est une variété de Stein. Nous trouverons que la variété d’un
groupe de Lie complexe et connexe est une variété de Stein si et seulement si
le centre connexe de ce groupe est isomorphe au groupe C* < C*" pour cer-
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tains entiers 7, m > o (théoréme 2). Comme application du théoréme 1,
nous verrons que, si un groupe de Lie complexe opére effectivement et holo-
morphiquement sur une variété de Stein, la variété de ce groupe est néces-
sairement une variété de Stein (théoréme 3). Le théoréme & sera démontré
en utilisant ces résultats sur les groupes de Lie ainsi que les résultats de
SERRE [9] et de STEIN [10] cités plus haut. Dans la deuxiéme partie de ce
travail, nous étudierons un espace fibré holomorphe £ dont la base B et la
fibre  sont des variétés de Stein et dont le groupe structural & est connexe.

Notre but est de prouver que la variété £ est une variété de Stein (théo-
réme 6). Utilisant les résultats obtenus dans la premiére partie ainsi qu'un
résultat récent de GRAUERT [ 4], nous verrons d’abord que le groupe structural
de l'espace fibré principal associé a /' se réduit holomorphiquement a un

sous-groupe K de G qui est le « complexifié » d’un sous-groupe compact
maximal K de G. Si 'on désigne par P 'espace fibré principal holomorphe

de groupe structural K ainsi obtenu, £ est associé 2 P et la variété E est le
quotient de P < F par la relation d’équivalence

(2,E) ~(2z.a,a71.5)  (weP,LeF, aek).

P < F se munit d’une structure d’espace fibré principal holomorphe de base £

et de groupe structural K. La variété P est une variété de Stein d’aprés
le théoréme k& et, par suite, P < F I'est aussi. Notre probléme se raméne ainsi
a la démonstration de la proposition suivante : Soit P un espace fibré prin-
cipal holomorphe de base B et de groupe structural G. Si P est une variété
de Stein et si G est le « complexifié » d’'un sous-groupe compact maximal,
la base B est une variété de Stein (théoréme 5). Cette proposition sera
démontrée en fabriquant, d'une certaine maniére, des fonctions holomorphes
dans la base B & partir des fonctions holomorphes dans P et en utilisant un
théoréme de H. Cartan et le théoréme d’approximation d’Oka-Weil. Pour
utiliser le théoréme d’Oka-Weil, le résultat suivant sera essentiel : Dans un
groupe de Lie complexe et connexe G dont la variété sous-jacente est une

variété de Stein, I'enveloppe K d’un sous-groupe compact maximal K de G
coincide avec K (proposition 8),

Premiére partie.

1. — Soit G un groupe de Lie complexe et connexe, et soit A un sous-
groupe compact maximal de G. Soient g et k les algébres de Lie de G et de K
respectivement. Nous dirons que G satisfait a la condition (P) si l'on a
kny—1k=(0). Puisque les sous-groupes compacts maximaux de G sont
conjugués entre eux [6], cette condition ne dépend pas du choix de K.
kny/—1k étant la plus grande sous-algébre complexe contenue dans k, on

2

voit que la condition (P) est équivalente a la condition que G n'a pas de
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sous-groupe complexe et connexe de dimension positive contenu dans un
sous-groupe compact de G.

TutoriME 1. — Soit G un groupe de Lie complexe et connexe. Pour que
la variété de G soit une variété de Stein, il faut et il suffit que G satisfasse
a la condition (P).

Avant d’entrer dans la démonstration du théoréme 1, nous ferons quelques
remarques sur la condition (P) qui seront utilisées plus loin.

A. — 1l résulte immédiatement de la définition de la condition (P) que
tout sous-groupe complexe et connexe (pas nécessairement fermé) d'un
groupe satisfaisant &4 la condition (P) satisfait 4 la méme condition. D’autre
part, le groupe linéaire complexe GL (n, C) satisfait a la condition (P). En
effet, le groupe unitaire U(n) étant un sous-groupe compact maximal de
GL (n, C), soit u(n) l'algétbre de Lie de U(n). Les valeurs propres d'une
matrice dans n(7n) sont toutes imaginaires pures et, par suite, les valeurs
propres d’une matrice dans \/— 1u(n) sont toutes réelles. De plus, les
matrices dans u(n) sont semi-simples. Il en résulte immédiatement que
w(n)ny/—1n(n) = (o) et donc quele groupe GL (n, C) satisfait & la condi-
tion (P). Il résulte de ce que nous avons montré que tout sous-groupe
complexe et connexe de GL (n, C) satisfait a la condition (P).

B. — Soient G et G’ des groupes de Lie complexes et connexes. Suppo-
sons qu'il existe un homomorphisme holomorphe de G dans G’ qui soit un
isomorphisme local. Si G’ satisfait a la condition (P), il en est de méme
de G. 11 résulte de la et de A que tout groupe complexe et connexe admet-
tant une représentation linéaire holomorphe localement fidéle satisfait a la
condition (P). En particulier, tout groupe complexe et connexe & centre
discret vérifie la condition (P), car la représentation adjointe d’un tel groupe
est localement fidele.

C. — Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit L un sous-
groupe complexe et connexe contenu dans un sous-groupe compact de G.
Montrons que L est contenu dans le centre de G. En effet, soit ¢ la repré-
sentation adjointe de G. D’aprés A, I'image ¢(G) de G par ¢ satisfait a la
condition (P) et, par suite, ¢(G) ne contient pas de sous-groupe complexe
et connexe de dimension > o contenu dans un sous-groupe compact de ¢(G).
Par conséquent, on a ¢ (L) =1 et ceci signifie que L est contenu dans le
centre de G. Il en résulte immédiatement qu’'un groupe de Lie complexe et
connezxe satisfait a la condition (P) si et seulement si son centre connexe
vérifie la méme condition.

2. ProeositioN 1. — Tout groupe de Lie complexe semi-simple connexe
est isomorphe a un sous-groupe fermé complexe du groupe linéaire
compleze.
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Cette proposition est connue. Mais, pour étre complet, nous donnons ici
une démonstration. Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple connexe.
Désignons par ad G le groupe adjoint de G. Le groupe fondamental de ad G
est fini, parce que la variété de ad G est produit de la variété d’un groupe
semi-simple compact connexe par un espace euclidien (¢f. [6]) et parce que,
d’aprés le théoréme de Weyl, le groupe fondamental d’un groupe semi-

simple compact connexe est fini. Soit G le revétement universel de ad G et
donc de G. Soit Z le centre de G. Le groupe Z est isomorphe au groupe
fondamental de ad G et donc fini. 11 en résulte que Z est contenu dans
chaque sous-groupe compact maximal de é, car, si L est un sous-groupe
compact maximal de G, le groupe Z.L est aussi compact et, par suite,

Z.L—=TI. Soit G= é/Z, ou Z est un sous-groupe de Z. Soit K un sous-
groupe compact maximal de G. Le groupe Z étant fini, il existe un sous-

groupe compact maximal X de & tel que K =K/Z. Soit ¢ une représen-
tation unitaire fidéle du groupe compact K dans le groupe linéaire complexe
GL (n, C) (¢f. C. CuEvALLEY [3]). Soient g et k les algébres de Lie de G et
de K respectivement. On a alors

g:k—l—\/:k, kn\/_:l = (o).

Soit ¢’ la représentation linéaire de l'algébre k définie par ¢. Pour tout
élément X =¥ 4 \/—1 Z(¥, Zek)de g, soit 3 (X) = ¢/ (¥) + yV—1¢'(Z).
On vérifie facilement que 3’ est une représentation linéaire complexe fidéle
de P'algébre complexe g. 3’ définit une représentation linéaire holomorphe §
du groupe simplement connexe G. 1l résulte de la définition de 3 que si gelz,

on a $(g)=¢(m(g)), ™ désignant la projection canonique de G sur G.
Puisque la représentation § est localement fidéle, le noyau Z' de § est un

sous-groupe de Z et, par suite, K> Z'. Montrons que Z—=2'. En effet,
puisque 3 (g) = ¢ (m(g)) pour tout g€ R, sigeZ, ona

F(g) =9 (n(g)) =¢(e)=1

et, par suite, g€ Z'. Réciproquement, si g€ Z', ona 1=3(g) =9 (m(g)) et
donc m(g) = e, car la représentation ¢ est fidéle. Par conséquent, on age Z.
On a donc Z=—Z'. La représentation § de G définit alors la représentation
holomorphe fidéle ¢ de G = i/ Z. D’aprés un théoréme de K. Yosida [11],
tout sous-groupe semi-simple connexe de GL (n, C) est fermé. L'image Y(G)
de G est donc fermée dans GL (n, C). La proposition 1 est ainsi démontrée.

Comme la variété d’un sous-groupe fermé complexe du groupe linéaire
complexe est une variété de Stein [1], il résulte de la proposition 1 que la

variété d’un groupe de Lie complexe semi-simple connexe est une variété
de Stein
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ProrosiTiON 2. — Soit G un groupe de Lie complexe abélien connexe.
8¢ G satisfait & la condition (P), G est isomorphe au groupe C"x C*™
pour certains entiers n, m>>o.

Soit G —=A/D, ou A désigne un espace vectoriel complexe et ou D désigne
un sous-groupe discret de 4. Soient d,, ..., d, des générateurs libres
de D; d,, ..., d, sont linéairement indépendants sur les nombres réels.
Soit B le sous-espace vectoriel réel de 4 engendré par dy, ..., d,. L'image
de B dans G est le sous-groupe compact maximal de G et la condition (P)

N

est équivalente a la condition que Bny/—1B=(0). Supposons que G
satisfasse a la condition (P). Soit V=B +\/— 1 B. Alors V est un sous-
espace vectoriel complexe de 4 de dimension complexe m et les dy, ..., d,,
constituent une base complexe de V. Soit W un sous-espace vectoriel com-
plexe de A4 tel que A —= W + V (somme directe). On a alors

G=A/D>~W x (V/D), et V/D >~ C™ et W >~ Cnr,

n désignant la dimension complexe de W. La proposition 2 est donc
démontrée.

ProvrositioN 3. — Soit G un groupe de Lie complexe abélien connexe. Si
la variété de G est une variété de Stein, G satisfait a la condition (P).

Nous utiliserons les notations introduites dans la démonstration de la
proposition 2. Soit G = A /D. Soit ¥ la famille des fonctions holomorphes f
sur A telles que f(z + d) = f(z) pour tout z€ 4 et d€ D. La variété de G
étant une variété de Stein, la famille £ satisfait & la condition suivante
(ef [1]):

(%) Pour tout point z € A, il existe r fonctions dans § qui induisent un

systéme de coordonnées locales au point z (r désigne la dimension com-
plexe de 4). :

D’autre part, la restriction a B d’une fonction dans ¥ est bornée, car
'image de B dans G est compacte. En particulier, la restriction 4 Bny—1 B
d’une fonction dans # est bornée. Bny/— 1 B étant un sous-espace vectoriel
complexe de A, cette restriction est une fonction holomorphe sur Bny/— 1 B.
Il en résulte que la restriction & Bny/—1B d'une fonction dans § est
constante. 11 résulte de la et de la condition (%) de £ que Bny/— 1B = (o)
et ceci montre que le groupe G satisfait a la condition (P). La proposition 3

est ainsi démontrée.
Il résulte des propositions 2 et 3 la proposition suivante :

ProrosiTiON k. — Soit G un groupe de Lie complexe abélien connezxe.
La variété de G est une variété de Stein si et seulement si G ~ Cr < C*"
pour certains entiers n, m>\ o.
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La proposition suivante est due a J.-P. SErre [9] :

ProprosITION 5 (SERRE). — Un espace [fibré principal holomorphe dont la
base est une variété de Stein et dont le groupe structural est isomorphe a
un sous-groupe fermé complexe du groupe linéaire complexe est une
variété de Stein.

3. — Soit G un groupe de Lie connexe et soit A un sous-groupe fermé,
invariant et connexe de G. D’aprés un résultat d’Iwasawa ([6], p. 531), il
existe un sous-groupe compact maximal K de G tel que I'image de K
dans G/A et le groupe K n A soient les sous-groupes compacts maximaux
de G/A et de A respectivement. Alors, en utilisant le fait que les groupes
compacts maximaux de G sont conjugués entre eux et le fait que A4 est inva-
riant dans G, on voit que, pour tout sous-groupe compact maximal L de G,
I'image de L dans G/A et le groupe L N A sont les sous-groupes compacts
maximaux de G/A4 et de 4 respectivement.

ProrositioN 6. — Soit G un groupe de Lie complexe et connexe satis-
faisant a la condition (P) et soit K un sous-groupe compact maximal de G.
Soit A un sous-groupe fermé, invariant, complexe et connexe de G.
Soient g, k et a les algeébres de Lie de G, de K et de A respectivement. Alors
une condition nécessaire et suffisante pour que le groupe quotient G/A
satisfasse « la condition (P) est qu'on ait I’égalité suivante :

(1) (k-+-V=1k)ne=(kne) +y—1(kna).

Soit 7 la projection canonique de g sur ¢'—g/a. Alors mw(k) =k est
lalgébre de Lie d’un sous-groupe compact maximal de G/A. Supposons
d’abord qu’on ait I'égalité (1). On va montrer que k'ny/—1k'= (o). Soit
Z'ek ny/—1K. 1l existe alors des éléments ¥, ¥ ek tels que

Z=rn(X)=n(J=1T).
Soit W= —\/—1 V. Alors = (W) =o et, par suite WE(k—F\/—_lk)ﬂ 0.
Puisqu’on a I'égalité (1) et puisque la somme k + \/— 1 k est directe, on a ¥,
Yekna. Alors n(X)=n(V)=o et, par suite, Z'=mn(L)=0. On a
donc k' ny/— 1k = (o). Soit, réciproquement, k' ny— 1K = (0). Soit

Ze(k+y=—1k)ne etsoit Z=X-+\—1V, X, Vek.
Alors T(Z) =mn(X) -+ —1m(¥)=o et, par suite, 7(X) =— /=17 (F)

appartient 2 k' n\/— 1K' . Puisque k' ny/— 1k'=(0), ona ©(X)=n(¥)=o
et, par suite X, ¥ €kna. On a donc Végalité (1).

ProrosiTioN 7. — Soit G un groupe de Lie complexe et connexe satisfai-
sant a la condition (P). Si G n’est pas simple, il existe un sous-groupe
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Jfermé, invariant, complexe et connexe A de G de dimension positive et
différent de G satisfaisant aux conditions suivantes :

a. Le groupe quotient G /A satisfait a la condition (P);
b. A est isomorphe a un sous-groupe fermé complexe du groupe linéaire
complexe.

Si G est abélien, il existe un tel sous-groupe 4 d’aprés la proposition 2.
Si G est semi-simple, il existe un sous-groupe fermé, invariant, complexe et
connexe A de G qui est semi-simple et qui est différent de G et de (e) (cf. la
proposition 1). D’aprés la proposition 1, le groupe A satisfait aux condi-
tions « et b. Supposons donc, dans tout ce qui suit, que G ne soit ni abélien
ni semi-simple. Soit R le radical de G (R est, par définition, le plus grand
sous-groupe invariant, résoluble et connexe de G). R est fermé et complexe.
Nous allons chercher un sous-groupe fermé, complexe et connexe A de R qui est
invariant dans G et qui satisfait aux conditions & et b. Pour montrer que G/ A
satisfait & la condition a, il suffit de montrer que R/A satisfait a la condi-
tion (P), parce qu’on sait que G/ A4 satisfait 4 la condition (P) si et seulement
si le centre connexe de (/A satisfait & la méme condition, et parce que le
groupe R/A étantleradical de G/ A, R/A contient le centre connexe de G/A.
Remarquons ici que, si A est abélien, la condition & est toujours satisfaite,
car, comme A est un sous-groupe de G, 4 satisfait & la condition (P) et,
par suite, d’aprés la proposition 2, A est isomorphe au groupe C"x<C*.
Soit Z le centre de R et soit Z, la composante connexe de Z. Alors Z, est
un sous-groupe fermé, invariant, complexe et connexe de G. Puisque R/Z
est isomorphe au groupe adjoint de R, d’aprés 1, A, R/Z satisfait a la condi-
tion (P). D’autre part, Papplication canonique de R/Z, sur R/Z étant un
isomorphisme local, d’aprés 1, B, R/Z, satisfait a la condition (). Par
conséquent, la condition & est vérifiée pour 4 = Z,. Z, étant abélien, Z, est
isomorphe & un sous-groupe fermé complexe du groupe linéaire complexe.
Donc, si la dimension complexe de Z, est positive, Z, est un sous-groupe
cherché. Supposons donc dans tout ce qui suit, que Z,= (¢). Soit /V le
radical nilpotent de G (/V est, par définition, le plus grand sous-groupe
invariant, nilpotent et connexe de G). /V est fermé et complexe et VC R.
Soit L un sous-groupe compact maximal de /. On va montrer que L est
contenu dans le centre de /V. Soit ¢ la représentation adjointe de /V. Alors
les valeurs propres des matrices de ¢ (/V) sont toutes égales a 1. D’autre
part, L étant compact, les matrices de ¢ (L) sont unitaires. Il en résulte
immédiatement que ¢ (L)=1 et ceci entraine que L est contenu dans le
centre de /V. Puisque les sous-groupes compacts maximaux de /V sont conju-
gués entre eux dans /V et puisque L est contenu dans le centre de /V, tout
sous-groupe compact maximal de /V coincide avec L. 1l en résulte que L est
un sous-groupe invariant de G, car, pour tout g€ G, gLg—! est un sous-
groupe compact maximal de gNg—'=/N et, par suite, gLg—'=0L.
Supposons d’abord que la dimension de L soit positive. Soit €, le centre
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connexe de /V. On a alors L c C,. Soient | et ¢ les algébres de Lie de L et C,

respectivement et soit ¢ =1+ \/—1l (remarquons que cette somme est
directe). Alors aCc et a est un idéal complexe de I'algébre de Lie de G.
Soit A le sous-groupe de G correspondant a I'algébre a. Alors 4 est complexe
et invariant dans G. On va montrer que A est fermé. C, étant fermé, il suffit
de montrer que A4 est fermé dans C,. D’aprés la proposition 2, il existe un
isomorphe a de C* < C*™ sur C,. Soit M le sous-groupe compact maximal

de Cnx C*™ et soit m l'algebre de Lie de M. Alors m 4 \/— 1 m est 'algébre
de Lie de C*m et I'on a o' (m) =1, ou o désigne 'isomorphisme de l'algébre
de Lie de C»x C* sur ¢ défini par «. Alors o(m -+ \/—1m)=a et, par
suite, a(C*") = A. Donc A est fermé dans C,. On va montrer maintenant
que R/A satisfait & la condition (P). Soit K un sous-groupe compact
maximal de R et soit k 'algébre de Lie de K. Alors KnA =— L et, par suite,
kna=1L. Donc

e=Il+y—1l=(kna) +/—1(kna).

Par suite, aCk + \/— 1k et donc (k—i— \/——Ik)na: «. Par conséquent, la
condition (1) de la proposition 6 est vérifiée et R/A satisfait & la condi-
tion (P). Le groupe A étant abélien, A satisfait aux conditions requises.

Supposons maintenant que L = (e¢). Alors /V est simplement connexe.
Soit R =R, et soit B, =[R,, R,], le groupe dérivé de R. Définissons par
récurrence

R2:[Ria R1]7 ey Ri:[-Ri—h Ri—i]-

Alors RiD R,D> ... et puisque R est résoluble, il existe un entier positif & tel
que Rp7(e) et Ry y—(e). D'aprés le théoréme d’Engel, on a Ry C/N.
N étant simplement connexe et nilpotent, tout sous-groupe de Lie connexe
de /V est fermé et simplement connexe (voir CnevaLLEY [2]). En particulier,
Ry est fermé et simplement connexe. £z étant abélien, R; est isomorphe & un
sous-groupe fermé du groupe linéaire complexe. Il est clair que Ry est un
sous-groupe invariant de G. Nous allons montrer que le groupe quotient
R/ Ry, satisfait a la condition (P). Soit K un sous-groupe compact maximal
de R. R étant résoluble, K est abélien. Soient r et k 'algébre de Lie de R et
de K respectivement. Alors l'algebre dérivée [r, r] est l'algébre de R;.
Montrons que (k+y/—1k) n[r, ] = (o). En effet, soit {/ la représentation
adjointe de r. Utilisant le théoréme de Lie, on voit facilement que les
matrices dans ¢'([r, r]) sont toutes nilpotentes. D’autre part, K étant

compact abélien, les matrices dans L[/(k -+ /= 1k) sont toutes semi-simples.
I1 en résulte immédiatement que

¢ ((k+V=1K)n[r, £]) = (o),

ce qui entraine que (k-+\/—1k)N[r, t] est contenu dans le centre de r.
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Puisqu’on a supposé que le centre connexe de R se réduise a l'unité, on a

(k- y=1k)n[r, ] = (o).

Soit vy 'algébre de Ri. Alors ryC[x, t] et, par suite,
<k —+ \/:k>ﬂfk: (0).

La condition (1) de la proposition 6 est alors trivialement vérifiée pour a ==tz
et, par suite, R/R; satisfait 2 la condition (P). Le groupe R satisfait alors
aux conditions requises. La proposition T est ainsi démontrée.

ExempLE. — Soit G le groupe des matrices diagonales de degré 2 a coeffi-
cients complexes. G est isomorphe & C* < C*. Soit A le sous-groupe de G des

matrices de la forme
exps o
—_— b)
0 expy—1s3

s parcourt les nombres complexes. On voit facilement que A est fermé dans &
et isomorphe & C'. On va montrer que G/.1 est un tore complexe. En effet,
(7 est un espace fibré principal de base /A4 et de groupe structural 4. Le
groupe A étant isomorphe a C', cette fibration est topologiquement triviale.
Il en résulte immédiatement que le groupe fondamental de G/A est iso-
morphe & celui de G. Par conséquent, le groupe fondamental de G/A est un
groupe abélien libre & deux générateurs. La dimension complexe de G/A
étant égale & 1, ceci entraine que G/A est un tore complexe. Le groupe
quotient G/ A ne satisfait donc pas a la condition (P).

. DEMONSTRATION DU THEOREME 1. — Soit G un groupe de Lie complexe et
connexe. Supposons que G satisfasse a la condition (£) et nous allons montrer
que la variété de G est une variété de Stein. Nous raisonnons par récurrence
sur la dimension complexe de G. Si la dimension complexe de G est égale a 1,
G est abélien et, d’aprés la proposition 2, G est une variété de Stein.
Supposons donc qu’on ait déja démontré que la variété d'un groupe de Lie
complexe et connexe satifaisant & la condition () de dimension complexe
plus petite que 7 est une variété de Stein. Soit G un groupe de Lie complexe
et connexe de dimension complexe n satisfaisant & la condition (). D’aprés
les propositions 1 et 2, si GG est semi-simple ou abélien, la variété de G est
une variété de Stein. On peut donc supposer que G ne soit ni semi-simple ni
abélien. Soit 4 un sous-groupe de G satisfaisant aux conditions de la propo-
sition 7. La dimension complexe G/A étant plus petite que n, d’aprés
I'hypothése de récurrence, la variété de G/A est une variété de Stein.
D’autre part, G est un espace fibré principal holomorphe de hase G/A et de
groupe A. D’aprés la proposition 3, la variété de G est une variété de Stein.
Nous avons donc démontré que la variété d’un groupe de Lie complexe et
connexe satisfaisant & la condition (P) est une variété de Stein.

BULL. SOC. MATH. — T. 88, FASC. 2. 11
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Nous allons maintenant montrer que tout groupe de Lie complexe et
connexe dont la variété sous-jacente est une variété de Stein satisfait a la
condition (P). Soit G un groupe de Lie complexe et connexe. Supposons que
la variété de G soit une variété de Stein. Soit Z le centre de G et soit Z, la
composante connexe de I'unité de Z. Comme Z, est un sous-groupe fermé
complexe de G, la variété de Z, est une variété de Stein, car une sous-
variété fermée complexe d’une variété de Stein est une variété de Stein
(¢f. [1]). Z, étant abélien, le groupe Z, satisfait alors a la condition (P)
(proposition 3) et, par suite, d’aprés 1, G, & satisfait & la méme condition.
Le théoréme 1 est ainsi démontré.

5. Il résulte du théoréme 1, de la proposition & et de 1, G le théoréme
suivant :

TueoriMg 2. — La variété d'un groupe de Lie complexe et connexe est
une variété de Stein si et seulement si le centre connexe de ce groupe
est isomorphe au groupe C">< C*"* pour certains entiers n, m>s o.

Pour démontrer le théoréme 3, on utilisera le lemme suivant dont la
démonstration est facile :

LemMe. — Si une fonction holomorphe sur la variété d’un groupe de Lie
complexe abélien connexe est bornée, c’est une constante.

THEOREME 3. — 8¢ un groupe de Lie complexe opére holomorphiquement
et effectivement sur une variété de Stein, la variété de ce groupe est une

variété de Stein.

Soit G un groupe de Lie complexe opérant holomorphiquement et effecti-
vement sur une variété de Stein V. Soit G, la composante connexe de 'unité
de G. Comme on voit facilement que la variété de G est une variété de Stein
si et seulement si la variété de G, est une variété de Stein, on peut supposer
que G est connexe. Soit Z, le centre connexe de G. D’aprés le théoréme 2 et
la proposition k&, il suffit de montrer que la variété de Z, est une variété de
Stein. Soit L un sous-groupe complexe et connexe de Z, contenu dans un
sous-groupe compact K de Z,. Soit z € V. L'orbite L.x de x par les opéra-
tions des éléments de L est une sous-variété complexe et connexe de F
contenue dans le sous-ensemble compact K.x de V. Soit j l'application
identique de L.x dans V et soit f une fonction holomorphe sur V. Alors la
fonction holomorphe fo; sur L.z est bornée, car L.z est contenue dans le
sous-ensemble compact K.z de V. D’autre part, la variété L.z est holomor-
phiquement homéomorphe a la variété d’un groupe quotient du groupe abélien
complexe et connexe L. Il résulte alors du lemme que toute fonction holo-
morphe bornée sur L.z est constante. Par conséquent, pour toute fonction
holomorphe f sur V, la fonction fo; est constante. D’autre part, V étant une
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variété de Stein, pour tout y € L.z, il existe n fonctions fi, ..., f, sur V qui
induisent un systéme de coordonnées locales au point y (n désignela dimension

complexe de V). Alors une partie des fonctions fioj, ..., f, o constitue un
systéme de coordonnées locales de la variété L.z au point y. Puisque les
fonctions fioy, ..., fuo/ sont constantes, la dimension complexe de L.z

doit étre égale a zéro et, par suite, L.z =a, car L.x est connexe. On a
donc démontré que, pour tout z€ V', on a L.x=x. Puisqu’on a supposé
que G opére effectivement sur }V, ceci entraine que L = (e) (e désigne
I'unité de G) et, par suite, le groupe Z, satisfait a la condition (P). La
variété de Z, est alors une variété de Stein. Le théoréme 3 est donc démontré.

REMARQUE. — Dans la démonstration du théoréme 3, on n’a utilisé que la
propriété suivante de la variété de Stein 1 : Pour tout ye V, il existe n
fonctions holomorphes dans 1° qui induisent un systéme de coordonnées
locales au point . Egalement on démontre le théoréme 3 en utilisant
seulement la propriété suivante de V': Pour x, y€ V, z Z y, il existe une
fonction holomorphe f dans V' telle que f(z):= f(y). En appliquant ces
remarques dans le cas '—=G (G opére a gauche) on voit que chacune des
conditions suivantes est nécessaire et suffisante pour que la variété d’un
groups de Lie complexe G soit une variété de Stein :

1° Pour tout y € G, il existe m fonctions holomorphes dans G qui induisent
un sytéme de coordonnées locales au point y (m désigne la dimension
complexe de G);

2° Si x, y€ G, x 7y, il existe une fonction holomorphe f dans G telle

que f(x) #Z f(y).

6. TaroriME k. — Un espace fibré principal holomorphe dont la base et
lo variété du groupe structural sont des variétés de Stein est une variété
de Stein.

Soit P (G, B) un espace fibré principal holomorphe dont la base B et la
variété du groupe structural G sont des variétés de Stein. Nous allons
montrer d’abord qu’on peut supposer & connexe. Supposons donc que le
théoréme soit démontré pour G connexe. Soit G, la composante connexe de
l'unité de G. La variété de G, est une variété de Stein, parce que G, est
fermé dans G. Soit P/G, 'espace quotient de P par la relation d’équivalence
z~z.g(g€ Gy). Alors P/G, est un espace fibré principal holomorphe de
base B dont le groupe structural est le groupe discret G/G,. D’aprés un
résultat de Stein [10], P/G, est une variété de Stein. D’autre part, P se
wmunit d’une structure d’un espace fibré principal holomorphe de base P/G,
et de groupe (. Puisqu’on a supposé que le théoréme 3 est démontré dans
le cas ou le groupe structural est connexe, P est une variété de Stein. On
suppose donc, dans tout ce qui suit, que le groupe structural est connexe.
Nous allons démontrer le théoréme 3 par récurrence sur la dimension
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complexe de G. Si la dimension complexe de Gest égalea 1, (s est abélien et le
théoréme 3 résulte des propositions Ik et 5. Supposons douc que le théoréme 3
soit démontré dans le cas ou la dimension complexe du groupe structural est
plus petite que n. Soit P(G, B) un espace fibré principal holomorphe dont
la base B et la variété de G sont des variétés de Stein et dont la dimension
complexe de G est égale & n. Si & est semi-simple ou abélien, il résulte des
propositions 1, &k et 5 que P est une variété de Stein. On peut donc supposer
que G ne soit ni semi-simple ni abélien. Soit 4 un sous-groupe de G satis-
faisant aux conditions de la proposition 7. Il résulte du théoréme 1 que la
variété du groupe G/A est une variété de Stein. Soit P/4 I'espace quotient
de P par la relation d’équivalence x ~ 2.g(g€4). P/A est un espace fibré
principal holomorphe de base B et de groupe G/4. D’aprés 'hypothése de
récurrence, /A est une variété de Stein. D’autre part, £ se munit d’une
structure d’un espace fibré principal holomorphe de base P/A et de groupe A .
La variété du groupe A étant une variété de Stein, d’aprés ’hypothése de
récurrence, P est une variété de Stein. Le théoréme & est ainsi démontré

Deuxiéme partie.

1. Nous prouverons ici quelques lemmes et propositions qui seront utilisés
plus loin.

Lemme 1. — Solent (z, ..., 3,) les coordonnées de C" et soit U un voisi-
nage de Uorigine de C. Il existe alors un nombre ¢ > o satisfaisant d lu
condition suivante : st [, ..., f, sont n fonctions holomorphes dans U telles
que | fi(5) — 5| <<e pour tout 5= (51, ..., 3,)€U et i=1,2,..., n, les
Jonctions f, ..., f, constituent un systéme de coordonnées locales a I’ origine.

En effet, on peut supposer que 'ouvert U contienne un polydisque fermé A :
|| La;(i=1, ..., n). On a alors

-dﬂ N I f(th"‘a Il _~l
— 0y = = dz,. .. dg,.
ldz;]::,, ou (277:1)"'[:‘[:(11 f] Looe 23T

snl‘ﬂu
Il en résulte que la valeur absolue oz — 0;; | devient aussi petite
/ =0
qu’on veut, si 'on prend ¢ suffisamment petit. Alors le jacobien _—.—_—j“ o fn

0 (31, .e0y Bn)

n’est pas nul a l'origine et le lemme 1 est démontré.
Soit V une variété complexe. Nous désignerons, dans tout ce qui suit, par
H (V) I'ensemble des fonctions holomorphes sur V. Pour tout sous-ensemble

X de V lenveloppe X de X est I'ensemble des points ¥ € V tels que

[f(n)1=supf(=)]
pour toute fe H(V)
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Lemne 2. — Soit G un groupe de Lie compleze et soit K un sous-groupe
de G. Alors I'enveloppe K de K est aussi un sous-groupe de G.
Pour toute fe H(G) et pour tous x, y € G, posons
fl@)y=fl@),  fule)y=fle.y), [ful@)=[(y.).
11 est clair que j’; Jvs fr € H(G) quel que soit y € G. Soit x€ R. On a alors

| f(x.0) | =] fi(@) | ZLsup | fi(z) |[==sup]| f(s.»)|== sup | f(5)]
€K €K z€K.y
pour tout y € G. En particulier, on obtient I'inégalité suivante :
(1) |f(x.)')[ésu’}()|f(z)j pour zek et yEA.
<€

De méme en utilisant f;, au liea de f,, on voit que

(2) | fx.y)| < sue{]f(z)] pour x, veK.
ZEX
D’aprés (1) on a pour tout sexK (xek), I'inégalité suivante :

/()] = sup [ /(s |-
€N

Par conséquent on obtient, en vertu de (2),
f(@.y) | Zsup | ()|
€K

pour tous &, ye/’\\ et toute fel (G). Donc, si z, ye€ If', ona x.y€ K.

D’autre part, pour tout ek, ona

|fla ) | = /(@) | Zsup| fis) | =sup| f(s—) | =sup| f(z) .
z€K €K €K

1l en résulte que 2~ ' € K. L’ensemble R est ainsi un sous-groupe de G.

ProrositioN 8. — Soit G un groupe de Lie complexe et connexe dont la
variété sous-jacente est une variété de Stein. Alors pour tout sous-groupe

compact mazimal K de G, on a K =K.

En effet, d’aprés le lemme 2, A est un sous-groupe de G. D’autre part,
d’aprés la définition méme de la variéié de Stein, K est compact et K> K.

K étant un sous-groupe compact maximal de G, ceci entraine A — K.
Dans le paragraphe suivant nous utiliserons les résultats suivants concer-
nant des variétés de Stein.

A. — Soit V une variété de Stein et soit W une sous-variété complexe
fermée de V. Alors pour toute fonction fe H(W), il existe une fonction
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g€ (V) telle que f soit la restriction de g a W (théoréeme de H. Cartan,
cf. Exposé XX [8]).

B. — Soit V une variété de Stein et soit X un sous-ensemble compact de
V tel que £ = X. Alors pour tout ouvert U contenant X, il existe un
ouvert U, tel que UDUy,D> X qui satisfait a la condition suivante : Pour
tout nombre positif : et pour toute fonction holomorphe f dans U, il existe
une fonction ge (V) telle que |f(x)—g(x)|<<: pour tout xeU,
(Théoréme d’approximation d’Oka-Weil, cf. [8], [T])-

Esquissons la démonstration de B. D’aprés le lemme de I'exposé I1X [8],

on peut trouver un systéme de fonctions (f;, ..., fi) [fi€ H (V)] et un ouvert
Uy tels que UoU,D> X et |[f;| <1 sur U; et que l'application F de U,
dans le polydisque ouvert A : |z |<<1 ({i=1,...,s) de C* définie par

F(z)=(fi(«), ..., fs(x)) soit une application holomorphe biunivoque
propre et de rang maximal de U, dans A, ce qui entraine que U, est une
variété d’Oka-Weil au sens de [8]. Alors on peut appliquer le théoréme
d’approximation d’Oka-Weil pour la variété U; et 'on voit donc qu'il existe
un ouvert U, possédant des propriétés requises.

3. Lemyne 2. — Soit P(B, G) un espace [fibré principal holomorphe de
base B et de groupe structural G. Supposons que G soit connexe. Soit K
un sous-groupe compact maximal de G. Pour un point x,€ P, posons

K=z, K={x,.8|g€K|.

Si la variété P est une variété de Stein, alors K, coincide avec son

enveloppe k,.

Remarquons d’abord que la variété de G est une variété de Stein, car la
variété de G est isomorphe a une fibre de P qui est une sous-variété complexe
fermée de P. Soit 5 = 7 (x,), ™ étant la projection de P sur B. Montrons que
]30C7r*’(;o). En effet, soit , un point de P tel que 7w (x,) =5, 7 5. Soit
W =mn"(3,)Un"(5). Soit fla fonction sur W telle que /= o sur =~ (5,)
et f=1 sur m—!(z;). Alors f étant une fonction dans H (W), d'aprés 1, A,
nous trouverons une fonction g€ H(P) telle que f soit la restriction de g.
Puisque

g(x)=1>0= sup |g(x)|[>sup|g(x)|,
2E€R1(z0) x€K,

on voit que 2 & K,. On a donc K,C 7' (z,). Utilisant 1, A, on voit alors
que R, est égal a 'enveloppe de K, dans la variété m—'(s,). Or, puisque la
variété m—'(z,) est isomorphe a la variété de G par la correspondance

&> 2,.g, on voit que K,—= K, d’aprés la proposition 8. Le lemme 3 est ainsi
établi.
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3. Soit & un groupe de Lie complexe et connexe et soit A un sous-groupe
compact maximal de G. Nous dirons que G est le complexifié¢ de K, si la
condition suivante est satisfaite : Pour tout point g€ K, il existe un voisi-
nage ouvert U de g et un systtme de coordonnées locales zi, ..., 5, de &
dans U tels que I'ensemble Un K soit égal & I'’ensemble des points 2 € U tels
que les coordonnées 5;(x) (i =1, ..., n) soient toutes réelles. Soient g et k
les algébres de Lie de G et de K respectivement. Alors pour que ( soit le
complexifié de K| il faut et il suffit que

g=k-+\—1k,  kny—1k={(0).

Par suite, si un groupe de Lie complexe et connexe G est le complexifié d'un
sous-groupe compact maximal de G, la variété de G est une variété de Stein
(cf. théoreme 1) ().

ReMArQUE 1. — La condition suivante est nécessaire et suffisante pour que
G soit le complexifié d’'un sous-groupe compact maximal : G est réductif et
le centre connexe de G est isomorphe au groupe C*” pour un certain entier
m > o. En particulier, tout groupe semi-simple complexe et connexe est le
complexifié d’un sous-groupe compact maximal.

TukoreME 5. — Soit P(B, G) un espace fibré principal holomorphe dont
la variété P est une variété de Stein et dont le groupe structural G est
connexe et le complexifié d'un sous-groupe compact maximal K de G.
Alors la base B est aussi une variété de Stein.

Soit dg la mesure de Haar sur le groupe compact K dont la mesure totale
est égale & 1. Soit 0 'application holomorphe de PG dans P définie par
0(z, a)=x.a (rx€P, acG). Soit fe H(P). Considérons la fonction f
définie par

Fla) = f 10 (z, 8)) dg = f fla.g) dg.
K K

Alors il est clair que feH(P) et que f(z.g)=f(z) pour tout geK.
Montrons que f(x.u) :f(x) pour tout z € P et tout a€ G. Fixons le point

x € P. Soit g la fonction holomorphe sur G définie par g(«) ::f(x.a). Alors
& est constante sur K. G étant le complexifié de K, il en résulte que g est

constante sur ( tout entier. Par conséquent, f"(a;.a) :f(x) pour tout a € G.
La fonction f induit alors une fonction holomorphe f* surlabase B telle que
f(x):f*(n(x)) pour tout x € P. Réciproquement, si fest de la forme

(') D’une maniére analogue on peut définir la notion de complexification sans supposer
que K soit maximal. Mais par exemple, un tore complexe de dimension complexe # d’un
certain type est le complexifié d’un sous-groupe compact de dimension réelle n, et un
tore complexe n’est pas une variété de Stein.
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f:f’o 7, on af(m.a):f(x) pour tout z€ P et tout « € G et, par suite,
flar= [ fla.g) as.
K

Par conséquent, l'application f— f* est une application de H(P) sur H(B)
et I'on a

(m(x)) = x.g)dg
S (m(x)) /;(f( 7) d
pour tout z € P.

Pour prouver que B est une variété de Stein, il faut vérifier les trois condi-
tions sulvantes :

2

a. Sizte€ B, z2€ B et 51 52 il existe une fonction k€ H(B) telle que
h(zY) £ h(=2).

b. Pour toute suite infinie .S de points de B, sans point adhérent dans B,
il existe une fonction dans H(B) non bornée sur S.

c. Pour tout z°€ B, il existe n fonctions dans /(B) qui induisent un
systéme de coordonnées locales au point 5° (n désigne la dimension complexe

“de B).

DEMONSTRATION DE a. — Solent 5!, 52€ B et 5'32 5. Utilisant 1, A, on peut
trouver une fonction fe H(P) telle que f=o sur 7 (s!) et f=1sur ' (s%).

Alors f*(z') = o0 et f*(5?) ==1 et la condition & est vérifiée.

DEMONSTRATION DE b. — Soit § = { 5!, 5%, ...} une suite infinie de points

de B sans point adhérent dans B. Alors W= U ' (zk) est une sous-variété
k=1

complexe fermée de P. Utilisant 1, A, on peut trouver une fonction f€ H(P)

telle que f= &k sur n='(z%) (k=1r, 2, ...). Alors f*(z*) =k (hk=1,2,...)

et la condition b est vérifiée.

DEMONSTRATION DE ¢. — Soit 2° un point de P tel que 7(z°) = z°. Soit
{21, %2..., %, | un systéme de coordonnées locales au point z* dans un voisi-
nage ouvert U de z°. Posons

K—=2'.K={2.g, g€K}.

Puisque 7= (U) D K, et que K,= K, (lemme 3), il existe, d’apres 1, B, un
ouvert V, tel que 7='(U)> V,D> K, qui satisfait & la condition suivante :
Pour tout nombre positif ¢ et pour toute fonction fe H(m *(U)), il existe
une fonction g€ H(P) telle que | f(x) — g(x) | < ¢ pour tout z€ V,. Or, il
est facile de trouver un voisinage ouvert V, de a° tel que V> V,.K>K,,
en désignant V. K ={x.g, x€V,, g€ K|. Prenons un nombre &> o.
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Considérons maintenant les fonctions f;—=zome H (' (U)) (i =1, ..., n).
11 existe alors des fonctions g; € H (P) telles que

| filz) —gi(z) ]| <ce pour tout z€ 1.

On obtient alors, pour tout z€ 17,

|fi(z) — 8i(2) | =

f(fz-(x.g ~gz(z-g))dgl
K

(x.g) —gi(x.2)|dg dg—=c.
éfwlf(x )~ gi(z.g) | de <st, ¢

Donc on a l'inégalité suivante :
I.f?(.}/) '“8',-*()’) [ < ¢ pOlll‘ tout }rGT:( [/l)'

D’autre part, il est clair que f*(y) = =z;(y) pour y € (V). Par conséquent,
on obtient |z;(y) — A;(y)|<<e pour tout yemn(V;) en posant h;=g;.
D’aprés le lemme 1, on voit que { £y, ..., k,} est un systéme de coordonnées
locales au point z° en prenant ¢ suffisamment petit. La condition ¢ est donc
vérifiée et en méme temps le théoréme 5 est démontré.

ReMARQUE 2. — On se demande si 'on peut se débarrasser de ’hypothése
faite sur & dans le théoréme 5. Mais il existe un contre-exemple (1'exemple
dans I.3) pour cela, méme si P est un groupe de Lie abélien et G est un

sous-groupe fermé de P qui est isomorphe & C, B étant I'espace quotient
P/G.

k. Dans ce paragraphe nous démontrons le théoréme suivant qui est le but
essentiel de ce travail :

TreorEME 6. — Soit L'(B, F, G) un espace fibré holomorphe de base B,
de fibre F et de groupe structural G. Si les variétés B et F sont des
variétés de Stein et si le groupe G est connexe, la variété E est aussi une
variété de Stein.

Nous pouvons supposer que & opére effectivement sur . La variété de &
est alors une variété de Stein (théoréme 3). Soit A un sous-groupe compact
maximal de G. Soient g et k les algébres de Lie de G et de K respectivement.
On a alors kn\/—_fk = o (théoréme 1). Soit F=—k+ V—1k. K est une sous-
algébre complexe de 3. Soit & le sous-groupe de G correspondant a k. Alors
K est un sous-groupe compact maximal de A et K est le complexifi¢ de K. Noas
allons montrer que le groupe structural de E(B, F, () se réduit holomor-
phiquement au sous-groupe A de G. Désignons par Cy(B, L) [resp. Co(B, L)]
Iensemble des classes d’équivalence d’espaces fibrés différentiables (resp.
holomorphes) de base B et de groupe structural L. Alors on obtient le
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diagramme commutatif suivant :

CoB, Ky S (B, ) 0B, 6)
mt ot
Co(B, K)— Cu(B, G),
Js

ou les applications j,, J, et j; sont les applications induites par les injections
des groupes correspondants. D’aprés un résultat récent de Graverr [4], [5],
|41 et s sont des applications bijectives. Or, on sait que I'application j, o0,
est surjective et donc que j, 'est aussi. Par conséquent, I'application j; est
aussl surjective, ce qui dit que le groupe structural & se réduit holomorphi-
quement au sous-groupe A . Soit P(B, K) 'espace fibré principal holomorphe
de groupe structural A associ¢ a E. Puisque la base B et la variété du
groupe structural X sont des variétés de Stein, la variété P est aussi une
variété de Stein (théoréme &). La variété I est le quotient de P < F' par la
relation d’équivalence

(@, 5)~(z.g,87"5) (wel teF, gek).

On vérifie facilement que P/ se munit d’'une structure d’un espace fibré

principal holomorphe de base £ et de groupe structural K dont les opéra-

tions sur P < F des éléments de A sont comme suit :
(2,5).8=(x.g,8".%) (xeP,iel, gek).

Puisque £’ et # sont des variétés de Stein, £ > F I'est aussi. Donc on peut
appliquer le théoréme 5 et 'on voit finalement que [ est une variété de
Stein. Le théoréme 6 est ainsi démontré.
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