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INTRODUCTION.

Nous allons étudier du point de vue de la continuité stochastique une
classe de processus réels dans lesquels le hasard intervient d’une facon per-
manente. De tels processus ont été étudiés pour la premiére fois par
E. SLursky [49] et ont été appelés normaux par P. Livy ([38], p. 27;[37])
s'ils satisfont en outre a certaines conditions de continuité. On peut les
décrire au moyen d’une fonction aléatoire réelle d’une variable continue
réelle ¢ : on entend par la une application X": 7 < Q —R ou / est une partie
mesurable-B de R (en fait nous prendrons pour / soit un intervalle fermé
[Ty, Ty], Ty<< Ty, soit [0, o[) et ou £ est I'ensemble fondamental on
catégorie d’épreuves. Sur & est définie une tribu borélienne g de parties
et sur cette tribu une mesure de probabilité . On suppose en outre que
pour tout te/ l'application X7 : |t} < & - R est mesurable par rapport
a {t] X Bq, c’est-d-dire que pour toute partie /£ mesurable-B de R on a
ATV (E)e{t] < @Bg. On dira alors que I, est mesurable-P. Dans la suite
nous désignerons une fonction aléatoire par A'(¢, w), tel, w€Ll.

Notons qu’on peut toujours, sans modifier la loi temporelle, prendre
pour L I'espace des fonctions réelles définies sur / en associant a 1'élément
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o =/(.)€Q la fonction (., w)=7(.). Cest le théoréme de la repré-
sentation de J. L. Doos ([11] p. 14 et 49-50).

Nous nous restreindrons en principe aux processus du type de Markoy.
On entend par la que, si £ <. la loi de probabilité de ¥ (7, w) dépend de
la valeur prise par .4(¢, w) mais, une fois cette valeur fixée, est stochasti-
quement indépendante de I'ensemble des variables aléatoires { 1 (¢', w), t'<<¢}.

Puisque nous sommes dans le domaine réel, nous définirons une loi de
probabilité par la donnée d'une fonction de répartition, ce qui revient a
n’envisager sur la droite que la tribu borélienne des ensembles mesurables-B.

Dans ces conditions, on sait qu'un processus réel de Markov peut étre
décrit par la donnée simultanée d’une fonction de répartition initiale (si le
processus a débuté a l'instant 7 =o0) et d’une fonction de répartition de
passage que nous écrirons

Ft,z;7,0) =P{ X (1, 0)<i| X (¢, w) =2 | avec ¢ <T.

Cette fonction satisfait nécessairement a I’équation de Chapman-Kolmogorov :
“+»
() Feeinn=[ Fl.ymndFeely (<0<,

P'intégrale du second membre étant entendue au sens de LEBESGUE-STIELTJES.
Notons que (1) n’est pas caractéristique des processus de Markov. P. Ltvy [39].
a donné un exemple d’un processus réel satisfaisant a (1) et qui n’est pas de
Markov. Les résultats que nous obtiendrons, dépendant pour la plupart
uniquement de (1), seront ainsi valables pour une classe de processus plus
généraux que ceux de Markov et appelés v-markoviens par A. BLANC-LAPIERRE
et R. Forter ([4], p. 198).

Dans la suite, nous nous occuperons principalement de processus réels
presque-sirement (p.s.) continus. Ce sont d’ailleurs ces types de processus
qui fournissent les modéles les plus appropriés pour décrire certains phéno-
ménes physiques (c¢f. R. Forter, [20]), Mais cette notion souléve des le
départ de sérieuses difficultés. En effet, pour caractériser dans I’espace Q
des fonctions réelles une fonction réelle continue, il faut considérer des
événements du type suivant :

{m:fxell}[/l’(t, w) — X (¢, w)|>s;:t\¥{w:]1"(t, w) — A (¢, w) [ > ¢}

(ou [ désigne un voisinage de #,), c’est-a-dire des événements qui sont
la réunion d’une infinité non-dénombrable d’événements mesurables-2.
J. L. Doos [8] a montré que les événements de cette espéces ne sont en
général pas mesurables-P et qu'en conséquence la partie € des fonctions
réelles continues ne I'est pas non plus.

La raison profonde de cet échec tient au fait que la tribu borélienne @3g
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n’est pas assez riche. D’ou I'idée de prendre pour ensemble fondamental une
partie &, de 2, qui contienne encore C et telle que C€®Bg,. J. L. Doos [8]
propose de prendre pour tribu borélienne d3g sur &, la trace sur 2, de ®Bq,
soit B, — QN #Bq et, si L€ Bq, B, — Q nEedg,, de définir sur GBg, une
mesure de probabilité P, par P;(F,)=—P(L). 11 a également montré
([8], théoréme 1.1) qu’il existe effectivement des parties £2, C £ susceptibles
d’étre prises pour nouvel ensemble fondamental et qu’on peut méme choisir £,
de telle facon que toute fonction aléatoire de la classe { 1 (¢, ), 0 €, !
satisfasse 4 une condition dite de séparabilité qui revient a postuler que
pour tout intervalle ouvert / de valeurs de ¢ il existe une suite dénom-
brable {¢;} de valeurs de ¢, dense sur [ telle que, avec une probabilité-P;
égale a 1, on ait

inf X (¢, w) = inf X (¢, ),

tel uer

su?/I’(t, w) =sup A (¢, ).
te el

On dit alors que le processus { (¢, w), w €L, | est séparable.

On montre d’ailleurs que si un processus est séparable, et en outre loca-
lement continu en probabilité en tout point f€[o, o[, toute suite dénom-
brable {¢;} de valeurs de ¢, dense dans [0, o] peut étre prise comme suite
de séparabilité (c¢f. J. L. Doos [11], p. 54, théoréme 2.2). On voit immé-
diatement l'intérét des processus séparables; pour eux, toute propriété de
régularité réalisée lorsque ¢ parcourt un certain ensemble dénombrable de
valeurs, est automatiquement réalisée lorsque ¢ parcourt un ensemble
continu de valeurs.

L’importance de cette notion réside encore dans le fait qu’a tout processus

_I'(¢, ») on peut associer un processus X, o) séparable, défini sur le
méme ensemble fondamental £ et admettant méme loi temporelle que
(¢, w) (ef. J. L. Doos [11], p. 57, théoréme 2.4).

Dans la suite, nous supposerons le processus { A (¢, w), €0, o[, n €}
réel et séparable. Notons que cette hypothése n’implique aucune restriction
quant au probléme que nous avons en vue. En effet, nous avons déja dit que
nous nous occuperons principalement de processus réels p. s. continus liés
a des fonctions aléatoires de ’espace € des fonctions réelles continues. Or
nous avons vu qu’on peut toujours choisir I’ensemble fondamental 2, de
telle facon que Cc L.

Les deux premiers chapitres sont consacrés a une étude approfondie des
divers modes de continuité stochastique. Dés le début, nous ferons une
distinction trés nette entre le point de vue local (chap. 1) et le point de vue
global (chap. 2). La raison de cette distinction apparaitra clairement dans
la suite. Dans le chapitre 3 nous établirons la forme générale d’un processus
de Markov p. s. continu dans un intervalle fini. Enfin, dans le dernier
chapitre nous discuterons une autre méthode pour traiter les problémes
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relatifs aux processus de Markov, a savoir la méthode des opérateurs
linéaires. L

Les principaux résultats de ce travail ont été publiés dans quatre Notes
aux Comptes rendus (A. Fucns, [23], [24], [25], [26]).

CuariThe 1. — Point de vue local.
1. Continuité locale en probabilité. — Continuité stochastique au sens
de E. SLutsky [49].
DeriviTioN 1. — On dit que la fonction aléatoire réelle X (t, w), te R

est continue en probabilité au point t, si a tout couple =, n> o on peut
associer un votsinage ouvert I(t,, ¢, n) de t, tel que

(I) P;|/l(t7 w)_‘/lv(toe w)i>6}<n (VZE[)

On notera que cette définition ne fait appel qu'a la seule loi temporelle;
on peut donc définir la continuité locale en probabilité méme pour des
processus non séparables.

ReMARQUE 1. — On définit de fagon évidente la continuité locale en proba-
bilité a4 droite ou a gauche de ¢, Mais l'intérét de ces notions est assez
restreint, comme il ressort de J. L. Doos ([11], p. 356, théoréme 11.1).

ReMaRQUE 2. — On dit que la continuité locale en probabilité posséde au
point ¢, un module de continuité ¢(.) si a tout n > o on peut associer un
voisinage ouvert /[ ¢, ¢(.), n] de ¢ tel que

Pl X(t,0)— A (L, o) | >c[|t—1t]]} < (Vtel),

¢(t) élant une fonction réelle positive définie sur [0, o[, décroissante et
telle que lim ¢(¢) —o.
N0

L’intérét de la notion de continuité locale en probabilité réside dans le
fait qu’a toute fonction aléatoire .1°(¢, w) continue en probabilité en tout
point d’un intervalle on peut associer une fonction aléatoire mesurable
A (¢, ) qui, dans cet intervalle, admet méme loi temporelle que X' (¢, )
(¢f. J. L. Doos, [11], p. 61, théoréme 2.6).

TnkoriME 1 (Cavcny). — La condition nécessaire et suffisante pour que
la fonction aléatoire réelle X (t, w), t € R soit continue en probabilité au
point t, est qu’a tout couple =, n >0 on puisse associer un voisinage ouvert
[(ty, &, n) de t, tel que

P{lA(t0)—X(t,o)|>c<n [V, ) elx]

BULL. SOC. MATH. — T. 88, rasc. 2. 12
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La condition est suffisante, il suffit de faire ' —=¢,. Elle est nécessaire;
en effet posons

X, 0) — X, 0)  [Xt 0)— X (t, w)) [ A (2, ) — X (¢, w)]
7 = T + T :

Par hypothése on peut choisir /(¢ ¢, ) de facon qu’on ait simultanément

P{|X|>cl<m, P{Y|>cj<n [V(,)elx]I]
= P{Z[>2e} P {(|X[>)U(| V][> ¢)]
ZP{|X|>e}+P{|V]|>c]<an

2. Continuité locale presque-sare (p. s.).

DeriviTioN 2. — On dit que la fonction aléatoire réelle X (¢, w), t€ R est
presque siirement (p. s.) continue au point t, st a tout couple ¢, n > o on
peut associer un voisinage ouvert I(t,, ¢, n) de t, tel que

(2) Psup| X (¢, w) — X (ty, w) | >¢e) <.
lier f

On notera que cette continuité ne peut étre définie a partir de la seule loi
temporelle. Pour que la probabilité qui figure dans (2) soit bien définie, il
faut faire certaines hypothéses supplémentaires, par exemple 'hypothése de
séparabilité que nous avons adoptée.

REMARQUE 1. — On définit de facon évidente la continuité locale p. s. a
droite ou & gauche de ¢,. '

RemarQue 2. — On dit que la continuité locale p. s. posséde au point ¢,
un module de continuité ¢(.) si a tout n > o0 on peut associer un voisinage
ouvert I[t,, ¢(.), n| de ¢, tel que

P{fg};[ll’(t, ») — X (&, w)l*ﬁ(il~fol)]>0}<‘m

¢(.) étant une fonction réelle positive définie sur [o, o[, décroissante et
telle que lim ¢(¢) = o.
tyo

L’intérét de la notion de continuité locale p. s. réside dans le fait que
toute fonction aléatoire I (£, ») p. s. continue en tout point d’un intervalle
est mesurable dans cet intervalle (¢f. J. L. Doos [11], p. 60, théoréme 2.5).

TreoriME 2 (Cavcny). — La condition nécessaire et suffisante pour que
la fonction aléatoire réelle X (t, ), t€ R soit p. s. continue au point t, est
qu’a tout couple €, 11 > o on puisse associer un voisinage ouvert I(t,, <, n)
de t, tel que

P{ sup |AX(¢ 0)— X (L, m)|>sg<‘r;.

Vi, eer<r
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En effet, de la double inégalité évidente

sup | X (¢, w) — X (4o, ») |4 Sup | X (8 w)— X (¥, )]
(el nNelx1

42 sup | X (¢, w) — X (4, w) |,
tel
on déduit les deux inégalités

P{ sup | X (t,w)-—X(ty, w)|> el { sup ]zl’(t,w)~/[’(t’,co)|>s},
13 LUYET <] )
{
1

sup | X (8, w)— X (L5, w)|>¢
te )

\A

=P
P{ sup |AX(t,w)— /I’(to,w)|>25} P
lLieyer<i
qui établissent le théoréme direct et sa réciproque.
La continuité locale p. s. de X' (¢, w) au point ¢, peut encore s’exprimer
sous la forme

lim P(suglzl’(t 0) — . l(to,co)léa} (Ve>o),
[ 11>0

ot | 1| désigne la mesure-B du voisinage / de ¢,.

Posons E (1, C)—-%w:sup] X, w) — A (¢, m)]éei Si I,>1, on a

nécessairement £ ([, z)c E (1, ¢). Soit alors /,>1,> ... une suite dénom-

brable monotone décroissante de voisinages de ¢, telle que 11m|1 | =o0. 1
ll

en résulte que J7([,, e)C L (I, :)C ... sera une suite denombrable mono-
tone croissante de parties de £ admetlanl donc une limite

3&1{(1,,, g) == U E,, 5.

n—1

On aura en outre (¢f. P. R. Harmos [28], p. 38, théoréme D) :
lim P{E(l, )} ~P( lim E(7,,

n—>« n—}v
Or, il résulte de I’hypothése de séparabilité que
im P{E(I,, ¢)}—= lim P{E, &)} —1 (Ve>o0);
n-> o ’ [ 7]>0
d’ou
PfllmL([,,, t——l" lim F (1, 5)14-1 (Ve>o)

lny> o § ? | T]>0
ou, en d’autres termes :

Pty 0) == A (Lo, @) = X (b, 0) | ==1,
ou
A (¢, w)— lim supA (¢, w),
[1}>0 tel

A, (ty, )= lim inf X (¢, w).
11}>0 t€l
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Certains auteurs, notamment J. L. Doos ([9], p. 474), ont pris cette
derniére égalité comme définition de la continuité locale p. s. ‘\Ious venons
de voir que cette définition s’identifie avec la nétre.

Les deux définitions précédentes s’appliquent a toute fonction aléatoire
réelle, qu’elle soit de Markov ou non. Dans le cas des fonctions aléatoires
réelles de Markov on peut introduire un nouveau mode de continuité locale
que nous désignerons d’aprés W. FELLER.

3. Continuité locale de Feller, propre aux fonctions aléatoires réelles de
Markov.

DerviTioN 3. — On dit que la fonction aléatoire réelle de Markov
A (¢, w), teR présente au point t, la continuité locale de Feller si a tout
couple ¢, n > o on peut associer un intervalle I(1,, ¢, n) de valeurs de t,
admettant t, comme extrémité gauche et tel que

(3) sup P{ | X (t, w) — X (4, 0) | >
x,E€R

/r(to,m):xog<~n (Vtel).

Cette condition s’écrit, en utilisant la fonction de répartition de passage
F([a Z;5 T E)v <]t

lim sup f d F(ty, xy; t, x) =0 (Ve>o).
Vi, 2€R a—ay|>¢

RemarQue 1. — De par sa définition la continuité locale de Feller est une
continuité a droite.

\

ReMARQUE 2. — Pour les processus réels de Markov a accroissements
indépendants, la continuité locale de Feller s’identifie & la continuité locale
en probabilité a droite du point Z,.

TnrorkMe 3 (Caveny). — La condition nécessaire et suffisante pour que
la fonction aléatoire réelle de Markoy X (t, w), t € R présente au point t,
la continuité locale de Feller est qu'd tout couple =, 7 >0 on puisse
associer un intervalle I(t,, ¢, n) de valeurs de t, admettant t, comme
extrémité gauche et tel que, pour tout (t, 'Y€l < I, ' =t on ait

sup PV| X (1, ) — X (!, )| > al,r(z’, w) = | <.
xR '

k. Continuité locale réalisée en tout point d’un intervalle fini fermsé.

TutoriME k. — S7 la fonction aléatoire réelle X (t, w) est localement
continue en probabilité ou p.s. en tout point d’un intervalle fini fermé
[Ts, T], elle est nécessairement uniformément continue, aw sens corres-
pondant, dans cet intervalle. Cela signifie que la mesure-B du voisinage
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1(ty, ¢, 0) de t, qui figure dans les définitions | et 2 peut chaque fois étre
choisie indépendamment de t,€[T,, T, ].

"Pour la continuité locale en probabilité, ce théoréme a été démontré par
E. Svursky [49] et pour la continuité locale p. s. par P. Levy ([38], p. 35).

5. Relations entre les trois modes de continuité locale. — Nous allons
comparer les trois modes de continuité locale que nous avons définis en
nous limitant en principe aux processus réels de Markov séparables définis
sur [0, oo[. Dés le début on est amené a supposer que les inégalités de défi-
nition (1) et (2) sont valables uniformément par rapport a la fonction de
répartition initiale. En effet, les continuités en probabilité et p. s. expriment
des restrictions portant sur la mesure de probabilité a priori P tandis que
la continuité de Feller exprime des restrictions portant sur la fonction de
répartition de passage F. Si donc un processus posséde la continuité de
Feller en un point donné, il partage cette propriété avec tous les processus
admettant / comme fonction de répartition de passage. Or il y a autant de
processus de ce genre qu’il y a de fonctions de répartition initiales. Il n’en
est pas de méme pour les processus possédant la continuité en probabilité
ou p. s. en un point donné. Pour pouvoir espérer une équivalence entre ces
divers modes de continuité, on concoit ainsi qu’il faille faire des hypothéses
sur I'uniformité de la valabilité des inégalités (1) et (2). Dans cette section,
nous allons toujours faire cette hypothése.

THEOREME 5. —— Pour les processus réels de Markov la continuité locale de
Feller au point t, et la continuité locale en probabilité a droite du pomt to
sont deux modes de continuité équivalents.

Notons que P. Livy ([38], p. 64) a énoncé un théoréme analogue :
«. La continuité de Feller entraine la continuité en probabilité :
En effet, si on pose ® (¢,, x,) == P { X (t;, ») < x| il vient
Pl X(t, w)— A (t, o) | > e}

I

= I_)-H/I’(t, w) — X (ty, w)|>¢

v

A (ty, w) =, ; A, ® (L, 24 ),

d’ott 'on déduit I'inégalité
PlX(t w)— X (b, w)|>c¢}

= sup P/ ]/I (t, w) — A (¢,
2 €R

W) = &y,

qui établit que sous ’hypothése de la continuité de Feller au point ¢, I'iné-
galité (1) est valable uniformément par rapport a la fonction de répartition
a priori ® (¢,, z,).
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b. La continuité en probabilité entraine la continuité de Feller :

Par hypothése & tout couple ¢, >0 on peut associer un intervalle
1(¢y, &, m) de valeurs de ¢, admettant ¢, comme extrémité gauche, et tel que
pour tout £€/, on ait

7 >P{ At 0)— X (b, o) | >z}
4>
tf P-t | X (2, w) — X (&, o) | >= ‘ Aty ») —= 2, %dxo([)(to, Zy).
Supposons en outre que cette inégalité soit valable uniformément par

rapport & ®(¢,, «,). En prenant pour @ (#,, x,) la fonction de répartition de
la masse + 1 placée a I'instant ¢, au point x,, il vient

P; | A (8, ) — X (b, o) | >c| A (L, o) =z ( < (Vx,eR).

Cette inégalité étant valable uniformément par rapport a z,€R, on a en
définitive

sup P{ | A (t, w) — A (b, )| >¢ | A (¢, ») == ( <.
ER ’

Il serait intéressant de voir comment se modifie le théoréme & si l'on ne
fait plus 'hypothése d’uniformité dont il a été question. Il est évident, pour
les raisons que nous avons indiquées, qu’il n'y aura plus équivalence parfaite
entre les deux modes de continuité. La continuité de Feller entrainera
toujours la continuité en probabilité (méme uniforme). Voyons dans quelle
mesure la continuité en probabilité (non uniforme) entraine la continuité
de Feller.

Par hypothése, lorsque 4 o, X (&+ %, ») L X (4, ») (—p> désignant la
convergence en probabilité). Nous allons voir qu'il suffit de considérer une
suite dénombrable de valeurs de A, toutes > o, soit { 2,} et tendant vers
zéro lorsque n—-o. En d'autres termes, il suffit que lorsque n— o,
X (ty+ hn, ©) 5 ¥ (4, »). En effet il existe alors une suite partielle {2, 1,
extraite de {2,], et telle que lorsque n—co, X (¢ + A, w) 23 K (2o, »)
(E—sﬁ désignant la convergence p. s.). Le processus étant supposé séparable,
un théoréme de J. L. Doos ([11], théoréme 2-3) affirme alors que lorsque
Ao, X(t+ 4, 0) 23 X (4, »), ce qui implique X (¢, + 4, o) B X (ty, w).
En définitive il suffit donc de considérer :
o=lim P{| X (ty+ dy, ®) — X (&, ®) | > ¢!

n->ow

+ %

= lim P{ | X (fo-+ Ry 0) — K (o, 0) | > 1 X (to, ) =4 | d, ® (Lo, 7o)

n>».J o
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Or la probabilité conditionnelle

Pty Dy 0) — A (to, 0) | >z

X (t, ») | §

est une variable aléatoire f,(f)> 0, ou .1 est elle-méme une variable
aléatoire de fonction de répartition @ (¢, a,). Notre hypothése est donc

+ %
]ml f Sol@o) dp, ® (ty, o) = lim E{ f,( 1)} =

n->®

Autrement dit, f,(X)-—>0 en moyenne d’ordre 1, donc en probabilité
c'est-a-dire f, () 5 0. Mais alors il existe une suite partielle {n'} extraite
de | n |, et telle que f, (X)) v 0, c’est-a-dire qu'il existe un ensemble £ de
valeurs de .y, de mesure-® nulle et tel que pour tout z,&F, f, (z,)—o.
Mais alors un théoréme d’Egoroff (¢f. P. R. Hatmos [28], p. 88) affirme
qu’il existe un ensemble F' de valeurs de x,, de mesure-® arbitrairement
petite, et tel que la suite f, (x,) tend vers zéro uniformément sur R—(£'U F)
ou la mesure-® de L'U F est arbitrairement petite; en d’autres termes, on a,
en posant FUF = G,

mesg (G) <& @ lim sup  fu(xy) =0
n>»n r,€R—G

ou, en vertu de I’hypothése de séparabilité

lim  sup P; | X (to+72, 0)— A (4, w) [ >¢
LYo 2 ER—G

A (ty, ) =2, ? =o.

Donc & tout couple z, 71 > 0 on peut associer un intervalle /(¢,, ¢, n) de
valeurs de ¢, admettant ¢, comme extrémité gauche et tel que pour tout t€/,
on ait

sup P: | A, 0)— U(ty, w)|>c¢
rHER—G

/{ (lo, __'LZ‘O}<'/;.

(C’est le meilleur résultat qu’on puisse obtenir en partant de la continuité
en probabilité non uniforme; la présence de I'ensemble G de mesure-® arbi-
trairement petite rend ce résultat inintéressant parce que la mesure-® est
essentiellement arbitraire. Nous voyons ainsi le bien-fondé de notre hypo-
thése d'uniformité.

TrEOREME 6. — Pour les processus réels de Markov séparables la conti-
nuité locale en probabilité a droite du point t, et la continuité locale p. s.
a droite du point t, sont deux modes de continuité équivalents.

«. La continuilé p. s. entraine la continuité en probabilité :

Ceci résulte de l'inégalité suivante, valable pour tout t€/3¢, :

P X(e, w)~X(t0,m)|>s}4PCsuP|X(l w) — K (b, )| >¢ %
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Remarquons d’ailleurs que cette inégalité est vérifiée pour un processus
quelconque pas nécessairement de Markov et pour un voisinage 7 arbitraire
de t,.

b. La continuité en probabilité entraine la continuité p. s. :

Supposons que le processus réel de Markov .1 (¢, w) soit continu en
probabilité au point ¢. D’aprés les théorémes 3 et 5, a tout couple ¢, v >0
on peut associer un intervalle /(Z, ¢, 7) de valeurs de ¢, admettant #, comme
extrémité gauche et tel que V (¢, ¢')el < I,, ' <, on ait

(4) sup P;’]X(x, w) — X (1, 0) | >c| X (t, 0)=2'| <u.
' €R ‘

Appelons alors, avec J. R. KiNnNeY ([33], théoréme 5) s, I'extrémité droite
de (%, &, M) : t,<<s, et partageons I en intervalles partiels au moyen de
points de subdivision pris dans l'’ensemble dénombrable D, dense dans 7,
qui nous a servi dans l'introduction & définir les processus séparables.

Soit T, ={t, < t, < <. . <t < t,=5,}, t; €D ce partage.

Posons

A (b, 0) — X (4, ) = Api(@) (=1, ..., n),
X (4, ) — X (4, o) ZZAM(&)):S,,[(Q)) (i=1, ..., n).

k=1
et introduisons les ensembles suivants :

}J.___{(x) : ISnn(w)‘<£}7
j—1
A= (Yo [Sulo]Zoelnio | Sy(e)[ =20 (0<j<n),
i=1

Ay={w | Sim(w) — Sy(w)]|>c} (o< j< n).
Les ensembles A, ; sont disjoints, et I’on a nécessairement

LNAC N NAY; (o<<j<n)

n—1 n—1
- P=N UL\,,/ Uy-{'\( U.\n,‘

j=1 J=1

n-—1 / n—1

c\J @auna ol (U

=1 j=1
n—1 n—1

= P Z X PlAynA, | +1—P A,

j=1 j=1
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Or
PiAynNy = [ P AL ) = 2y dey @ (1, )
Au,‘
Zsup P{A, ;| X (¢, ) =x; | P{ Ay}
JL‘I'GR

<nP{A,;} daprés (4)

N P(mél—o—n)P{ UA,,,,-}

j=1

= P
= 11— I— 7

U-\n/}L I—P(P‘) —_— P{ I/Y(S‘n, ) — A'(t“' ®) [ = 32.

j=1 7

Cette inégalité est indépendante de n et du choix du partage 77,. Faisons
croitre n de facon a ce que 7', se rapproche de plus en plus des points de D

n—1
appartenant a /. L’ensemble ‘ ’An/ = A ™ est mesurable-P.
=1
Puisque 7,,4D> T, on a A5 A donc lim A" = A existe et est mesu-
q -+ ’ )

n>w®
rable-P et nous avons encore

P{| X (s, w) — X (¢, w)‘>e}.
I—7

PiA} <
Le processus étant supposé séparable, cette inégalité peut encore s’écrire
(c¢f. J. L. Doos, [11], p. 54, théoréme 2.3) :

P A (s, 0) = A (g, o) [ > ¢}

L1

(5) P{flelfl’lfr(h 0) = A(t), w)>2:] <

qui établit la réciproque .
REMARQUE 1. — Sans restreindre la généralité on peut choisir 1 < é 5
de sorte que (5) s’écrit
(5): Plsup | X (¢, w) — X (L, w)|>2¢i
lter 5
Z 2P {| X (sy, 0) — X (¢, ) [ > ¢}

Notons que dans le cas particulier du mouvement brownien réel séparable
J. L. Doos [11], p. 392, théoréme 2.1) a établi une inégalité équivalente
a (5'). Mais sa méthode de démonstration ne se généralise pas au cas actuel
puisqu’elle utilise le principe de symétrie de Désiré-André.

REMARQUE 2. — Dans le cas des processus réels additifs le théoréme 6 est
I'extension & la théorie des processus du théoréme de P. Lévy selon lequel,
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pour une série de termes aléatoires indépendants la convergence en proba-
bilité et la convergence p. s. sont deux modes de convergence équivalents.
Ceci parait étre un phénomeéne trés général (¢f. J. Gerrroy [27 ).

Finalement nous voyons que dans le cas des processus de Markov réels et
séparables, les trois modes de continuité locale que nous avons introduits
sont équivalents (pourvu qu’on tienne compte de la condition d’uniformité
pour les deux premiers).

CuapiTRe 2. — Point de vue global.

Considérons un intervalle fini fermé [ 7', T%], T << T, el supposons que
la fonction aléatoire réelle X (¢, w), t€[ Ty, T ], soitlocalement p. s. continue
en tout point t€[ T,, T;] (pour le point 7 il s’agit de continuité a droite et
pour 7’y de continuité a gauche). Nous savons alors que cette continuité est
uniforme dans cet intervalle. Elle exprime I'absence p. s., dans cet inter-
valle, de discontinuités fizes, c’est-a-dire de discontinuités dont la position
est connue d’avance. Mais elle n’entraine pas pour autant que (¢, w) soit,
dans cet intervalle, p. s. une fonction continue : elle n’empéche pas qu'il
puisse exister, dans cet intervalle, avec probabilité > o, des discontinuités
dont la position est elle-méme aléatoire et qui pour cette raison s’appellent
discontinuités mobiles. La fonction aléatoire réelle X (¢, w), bien que locale-
ment p. s. continue en tout point €[ 7. 7], n’est pas nécessairement une
fonction p. s. continue considérée dans son ensemble. Nous voyons ainsi
apparaitre une différence fondamentale entre le point de vue local et le point
de vue global.

Il peut paraitre paradoxal qu'un événement de probabilité nulle (disconti-
nuité en un point donné) puisse, par sa répétition engendrer un événement
de probabilité > o (discontinuité dans un intervalle fini fermé). Cela tient
essentiellement au fait que I'axiome d’additivité totale perd son sens pour
une infinité non-dénombrable d’événements disjoints comme c’est le cas ici.

Des exemples simples de processus présentant ce phénoméne sont fournis
par les processus de Poisson.

Considérons en effet un processus réel a accroissements indépendants
X (t, w), t€[ Ty, T)] ne pouvant varier que par sauts dont l'intensité est
un nombre entier > o et dont les accroissements obéissent 2 une loi de
Poisson (n>0) :

o (AA)r .

PilX(t+Ato)— Xt w)nl= Te—“‘ (At >o0, A >0).

On vérifie que ce processus est localement p. s. continu en tout point
te|T,, T)] mais qu'il y a une probabilité > o pour qu’il soit discontinu
dans l'intervalle [ 7%, 7;]. La signification physique de ce phénoméne est
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claire : interprétons X (¢, w) comme le nombre de tops enregistrés par un
compteur Geiger dans l'intervalle de temps [o, ¢[, £>0; il y a alors une
probabilité nulle pour qu'un top se produise & un instant ¢ déterminé
[AX(t, ) p. s. continue en ce point] mais il y a une probabilité > o pour
qu’un top au moins se produise dans un intervalle de temps donné [ T, 77|
[ (¢, w) discontinue dans cet intervalle].

Toujours en partant des processus de Poisson, P. Levy, [38], p. 26)
a donné un exemple d'un processus localement p. s, continu en tout point
d’un intervalle fini, mais pour lequel il y a presque sirement, dans tout
intervalle aussi petit soit-il, une infinité de points de discontinuité (nécessai-
rement mobile).

Pour éliminer presque-siirement ce nouveau genre de discontinuités, il
faut faire appel & des modes de continuité plus stricts que ceux que nous
avons étudiés et qu'on appellera continuités globales.

Partageons l'intervalle [ 7, 7], T9<< 7; en n intervalles partiels au
moyen de points de subdivision {¢;} pris dans 'ensemble D, dense dans
[T, T1], qui nous a servi dans l'introduction & définir les processus sépa-
rables. Soit { T\y— ¢ <t;<<...<t,1<<t,=— T;} un tel partage. On le
rendra de plus en plus fin en ajoutant des points de subdivision & ceux déja
existants. Nous poserons

— j ;1/1‘ ) .
{ [,tl ”tj] ! ‘ (J=1,n, ..., n).
X (L, ) — X (41, 0) = Bny(w)

1. Continuité globale en probabilité.

Dervimion 1. — On dit que la fonction aléatoire réelle X (t, w),
te[ Ty, T,] est globalement continue en probabilité dans [lintervalle
[Ty, T,] si a tout couple ¢, n > o on peut associer un nombre h(e, n) > o,
tel que

max (¢;— t;_4) < h(z )
Jj=1

. P% An' W) | >z <.
j—_-l
Cette condition implique lerfax [ A, (w) > ss <n; notons que dans le
j=1 .

l

cas des processus réels additifs ces deux conditions sont équivalentes (cf.
J. L. Doos [11], p. 421; P. Levy, [40], p. 104).

La définition ci-dessus ne fait appel qu’a la seule loi temporelle; on peut
donc définir la continuité globale en probabilité méme pour des processus
non séparables. Mais alors la condition (1) n’entraine plus 'absence presque
sire des discontinuités mobiles comme le montre I'exemple suivant : soit
X (¢, w), te o, 1] une fonction aléatoire nulle partout sauf en un point dont
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la position est choisie aléatoirement avec une loi de probabilité uniforme
sur [0, 1] et ou elle est égale & 1. X' (¢, w) n’est pas séparable puisqu’on a,

avec la probabilité 1 : sup X (¢, w) —=1 et, pour tout ensemble dénombrable
[€(0,1]

{t:] dense sur [0, 1], sup K (#, w)=o0, en outre elle est discontinue avec
G E(0,1]

probabilité 1 sur [o, 1] et pourtant la condition (1) est vérifiée, le premier
membre de I'inégalité étant toujours nul.

TutoriMe 1. — Une condition suffisante pour que la fonction X (¢, w),
te[T,, T,] soit globalement continue en probabilité dans lintervalle
[Ty, T,] est qu'on ait

(1Y lim —P{|X(t+Alw)— .U o)|>c}=0 (At >0,V <o),
A[\L/(\A

la limite étant prise uniformément par rapport a te|T,, T} |.

La démonstration est immédiate.
Notons que dans le cas strictement stationnaire cette condition est aussi
nécessaire. En effet, dans ce cas
PiA(w) > =a(t;— t;)
n
de sorte que (1) s'écrit Zcp(f,j—— {j—y) <. Partageons alors [ 7,, 7] en
j=1
n intervalles égaux de longueur A¢ de sorte que 7', — 7,—=n At. On aura
1 n o
ng(At)<n = —9(A) < 5——  (Vi€[T,, T\
A/ 7, —T,

Dans le cas non stationnaire la continuité globale en probabilité n’entraine
pas (1') comme on le montre facilement.

2. Continuité globale p. s.

DiriNiTION 2. — On dit que la fonction aléatoire réelle X (t, w), te [ T,, T]
est globalement p. s. continue dans Uintervalle [Ty, T, si a tout couple
&, i > 0 on peut associer un nombre h(z, n)> o tel que

mgx(t,—l,‘_1) </l(87 A/‘)
j=1

(2) = ZP\sup[/I(f o) — (i, m) I>-)<IA-
/:1 le}”j

Cette condition implique que

max | A (8, w) — A (t;_y, m)[>€%<‘n.

L= le i
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De méme que précédemment, ces deux conditions sont équivalentes dans
le cas des processus réels addditifs.

On notera que cette continuité ne peut étre définie a partir de la seule loi
temporelle; pour qu’elle ait un sens il faut donc faire certaines hypothéses
supplémentaires, par exemple 1"hypothése de séparabilité que nous avons
adoptée. Remarquer aussi que si (2) est applicable, elle exprime I'absence
p- s-, dans [ 7%, 7', |, de discontinuités fixes ou mobiles.

Tutorise 2. — Une condition suffisante pour que la fonction aléatoire
réelle X (t, w), t €[ Ty, Ty] soit globalement p. s. continue dans Uinter-
valle [ T,, T ] est qi’on ait

lim — P su X (z, — X, )
(2") Aryo At {TE;/,[EAI]I (% ) (& w)[> §

(At >0, Ve>o0),

=0

la limite étant prise uniformément par rapport a te[T,, T,].

La démonstration est immédiate. Notons que dans le cas strictement
stationnaire cette condition est aussi nécessaire.

ReMARQUE. — Divers auteurs, notamment H. M. Max~ [43] et D. Dueut [42]
ont défini des continuités globales (appelées par eux « fortes » et qui
entrainent toutes deux notre continuité globale en probabilité. Elles
s’appliquent a tout processus non nécessairement séparable, mais alors elles
n’entrainent plus nécessairement I'absence p. s. des discontinuités mobiles.

3. Continuité globale de Feller, propre aux fonctions aléatoires réelles
de Markov. — Les deux définitions précédentes s’appliquent & tout processus
réel séparable, qu'il soit de Markov ou non. Dans le cas des processus réels
de Markov on peut introduire un nouveau mode de continuité globale que
nous désignerons d’aprés W. FELLER.

DeriNiTION 3. — On dit que la fonction aléatoire réelle de Markov X (¢, ),
te| Ty, T,] présente dans lUintervalle [T, T\] la continuité globale de
Feller si a tout couple <, 1> o on peut associer un nombre h(z,n) > o tel
que

n
max (4;—t; ) < h(e )
Jj=1
n

3 = Y sup Pl|A,;
(3) > 25U Pyl Au(@) >

j=1

X (o, 0) =2 <.

Cette condition s'écrit, en utilisant la fonction de répartition de passage
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F(t,z; 7, b)), t<7:

. N\ ~
. lim sup d‘"'/ F (t/_‘, Xj_q} t/-, (E,’) =0
max (tj— i) >0, Zj— €R Jaj—aj | >€
j=1
(Ve>o).
Tueoréme 3. — Une condition suffisante pour que la fonction aléatoire

réelle de Markov X (t, w), te[T,, T,] présente dans lintervalle [ T,, T,]
la continuité globale de Feller est qu'on ait

(3 lim — dyF(t, 23 t+ A1, y)==0  (At>o0, V&> o),
Atvo At .

ly—x|>¢
la limite étant prise uniformément par rapport a te[ Ty, Ti] et ¢ x€R.

La démonstration est immédiate. Notons que dans le cas des processus
réels de Markov homogénes dans le temps cette condition est aussi nécessaire.
Supposons en effet qu’on ait (3) et que le processus soit homogéne dans le
temps. On a alors

sup Ay F (3 jas 1)y @) = e (8 — L),

I fes ~
—€R |xj—awji_y]| ~€

de sorte que (3) s’écrit
zc?e(ljv' f/_1)<‘f1.

j=1

Partageons alors [ 7, 7] en n intervalles égaux de longueur A¢ de facon

’ Vie[T,, T,]).
ng. (A <n = ﬁq}e(At)<ﬁ ( [ [ 1])

C. Q. F. D.

Notons que pour les processus réels de Markov additifs la continuité
globale de Feller se réduit immédiatement & la continuité globale en pro-
babilité.

ReMARQUE. — W. FELLEr [13] a introduit la conlinuité globale dont nous
venons de parler sous la forme (3’) (sans 'uniformité toutefois) qui est en
fait une « condition de Lindeberg ». Dans ses travaux ultérieurs, ([16],
[18], [19]) sur les semi-groupes (correspondant aux processus réels de
Markov homogénes dans le temps) il appelle « processus de caractére local,»
'ou « processus de diffusion » ceux qui jouissent de la propriété (3’).
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b. Relations entre les trois modes de continuité globale. — Pour les
raisons que nous avons exposées au chapitre précédent on est amené a sup-
poser que les inégalités (1) et (2) qui définissent les continuités globales en
probabilité et p. s. sont vérifiées uniformément par rapport aux mesures

O (1, z) = P{A(1) <),

THEOREME . — Pour les processus réels de Markov la continuité globale
en probabilité sur [ T,, T,] et la continuité globale p. s. sur [Ty, T,] sont
deux modes de continuité équivalents.

I suffit évidemment de montrer que la continuité globale en probabilité
entraine la continuité globale p. s.

En effet, au chapitre 1, nous avons établi I'inégalité

Pg sup | A (¢, 0) — A (¢, ,,m)[>2e‘:é2P{|X(i,~,m) ——/Y(t,-_,w)]>sz
= § !

valable pour les processus réels de Markov séparables pourva que

max (t; — tj_1) < h(s, ).
J=1

Or, d’aprés le théoréme & du chapitre 1, & (g, 1) peut étre choisi indépen-
damment de ¢;. On a donc

n

EP{ sup | A (4, ) — A (tj_1, ) | >2¢)
-~ (€L !
/:

L2 P X (L, 0) — F(t, 0) | > e

Jj=1

Notons que dans le cas des processus réels de Markov additifs, J. L. Doos
([11], p. 420, théoréme 7.1) a établi I’équivalence de ces deux continuités.

THEOREME 5. — Pour les processus réels de Markov la continuité globale
de Feller sur [ T,, Ty] et la continuité globale en probabilité sur[T,, T}
sont deux modes de continuité équivalents :

a. La continuité de Feller entraine la continuité en probabilité

-+ %
PilAy@|>e)= [ P8y w)] >

= sup PYAy(w) > | X (10, 0) = ajm |
xrji— €R

X (tj—1, 0)=a; 4 % Aoy (Ljo1s X j1)

= D P{Ay @) >z = sugnpg|A,,,(w);>s
i Xj—1

j=1 j=1

Aty 0) =) |
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cette inégalité étant en outre valable uniformément par rapport aux mesures
(), 2)) =P {X(t), 0) <.
b. La continuité en probabilité entraine la continuité de Feller.

Par hypothése a tout couple ¢, v > o0 on peut associer un nombre A (g, n) >0

n
tel que max (¢;— ¢;_4) << h (e, 1) entraine
=1

n

1> ¥ P{|Ay ()] >¢]

j=1

n S+
::Z f P A (0) > | A1, 0) =2 1 | doy @, 2;0),

j=1 -
cette inégalité étant en outre valable uniformément par rapport aux mesures
®(¢;, ;). En prenant pour ®(¢;, x;) la mesure obtenue en placant a
linstant ¢; la masse -+ 1 au point x;, il vient alors

n
0> 3 PLA ()| >

j=1

‘/I"(t/'—h w) = Zj—1 ;

et ceci uniformément par rapport 4 2, , € R, donc finalement
n
S
0> sup W PI[A,(0)]>c| Xt o) =a, |
x4 €R : /
j=1
Nous voyons finalement que, dans le cas des processus de Markov réels et
séparables, les trois modes de continuité globale que nous avons envisagés
sont équivalents, pourvu qu’on tienne compte de la condition d’uniformité
pour les deux premiers.

RemarQue. — W. FeLter ([ 14 ], p. 325, remarque 2) a soulevé la quéstion
du rapport entre la continuité globale de Feller [sous la forme (3)] et la
continuité globale p. s. J. R. Kixney [33] a établi que la continuité globale
de Feller [sous la forme (3')] implique la continuité globale p. s. et
D. Ray [47] a récemment montré 'équivalence de ces deux continuités dans
le cas des processus homogénes dans le temps.

Cuaritre 3. — Etude des processus réels de Markov
globalement p. s. continus.

Considérons un processus réel séparable de Markov A (¢, w), t€[ 7o, T4],
Ty < T}, globalement p. s. continu dans [ 7, 7',]. Nous partagerons l'inter-
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valle [ 7, T, ] en n intervalles partiels au moyen de points de subdivision { ¢ }
pris dans 'ensemble dénombrable D, dense dans [ 7%, 7], qui nous a servi
dans 'introduction & définir la séparabilité. Soit

{(Ty=ty <<t <... <l <tp=T,}
ce partage. Nous poserons
Lt i) =1uj; Xt 0) — X, o) =D (0)  (V;=1, ..., n).
On rendra le partage de plus en plus fin en ajoutant des points de subdivision

a ceux déja existants.
Introduisons alors les variables aléatoires « tronquées »

' __( Anj(w) si Ay (w) [ ZL¢,
A'l/(w)—? sio Qg (@) ] >

Nous nous proposons tout d’abord de comparer la somme
prop p

ATy, »)— X' (T, ») :EA’M‘(‘“)
j=1
2 la somme initiale
X (T, ») — X (T, w) :2 A ().
=1

Il vient
PLA(T,, 0)— A (T, o) ZAXA (T, w)— X (T, o)}

=P (A (0) 5 A ()
j=1

Z X P ()| >¢]

j=1

éZPg(’seuplzl’u 0) = A (L, 0) | > 5]
j=1 "

Dans I’hypothése de la continuité globale p. s. sur| 7%, 7';] on peut choisir
un partage {¢;} tel que le dernier terme soit << v de sorte que, dans cette
hypothése, on peut remplacer I'étude de X' (7', w) — X (7, w) par celle de
X(Ty, w) — X (T, ), quantité qui ne difféere de la premiére que dans des
cas de probabilité arbitrairement petits. Mais ce faisant nous avons progressé
sensiblement. En effet X7 (7}, ») — X" (7. ) est l]a somme de termes aléa-
toires uniformément bornés en valeur absolue par z et dont par conséquent
les moments de tous les ordres existent et sont finis. En particulier les deux

BULL. SOC. MATH. — T. 88, FAscC. 2. 13
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premiers moments conditionnels de A, ; (w) existent et sont finis; ils s’écrivent
respectivement :

E{AY (0) | A (L1, w) =2/ |

= (@) — @jm) do) F(tjay @i 4, 2)),
|xj—xjy|<e

E{[A,; (@) | X (tj, 0) =2/ |

:f (2 —2j1) da; F (1)1, 213 1) 7)),
|xj—xjg|<E

Ce sont la les deux moments conditionnels tronqués déja introduits par
'W. FeiLer [13]. On voit ainsi que, sous une hypothése de continuité conve-
nable (nous avons adopté la continuité globale p. s.) il n’est pas nécessaire,
comme l’'avait fait A. KoLnocorov [3%] de prendre, pour évaluer les deux
premiers moments conditionnels, le domaine d’intégration sur | —co, + oo [
(ce qui pose des questions d’existence d’intégrales); il suffit, comme I’avait
entrevu W. FELLER [13 ], d’intégrer dans un domaine |z, — x;_, | < ¢; toutes
les questions d’existence sont alors automatiquement écartées. Notons que
W. FELLER était arrivé & ce résultat en imposant au processus la continuité
globale de Feller [sous sa forme (3')]. Nous arrivons ici au méme résultat en
introduisant directement la continuité globale p. s.

1. Processus réels de Markov additifs séparables. — Dans ce cas la
continuité globale en probabilité s’exprime par

max (¢;—tj—1) < (e n)
/=
= P Ay (w)]>e]=Pimax|Ay(w)] > <n.
J=1
j=1
Autrement dit (7, w) — X (T, ) :Z A,;(w) est alors la somme de

j=1

n variables aléatoires indépendantes dont la plus grande est négligeable en

probabilité. Nous venons de voir qu’on peut remplacer I’étude de la somme
n n

Z A,;(w) par celle de la somme EA’,,/-(w) de n variables aléatoires indé-

j=1 j=1
pendantes uniformément bornées en valeur absolue par .

Dans ces conditions P. Lvy [40], p. 166) a montré que

nj

ATy 0) = X' (To, 0) = 3,4, ()

Jj=1
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suit une loi de Laplace-Gauss; il reste alors deux fonctions A(t) et B(1z),
nécessairement continues, A (¢) étant en outre croissante, telles que

YTy, w) — (T, )= B(T,) — B(Ty) + Z(w) JA(T:— Ty),

Z(w) étant quels que soient 7, et 7', une variable aléatoire réduite de
Laplace-Gauss (¢f. P. Levy, [38], p. 75, théoréme 18.3).
La signification des fonctions A4 (¢) et B(t) apparait immédiatement
Ty

(1) BTy~ B(T)=| E{dX(1,w)]=p(Ty Ty),

T,
Ty
(2) 4»1('*1)~J4(’1’(,>:f | £ {1ax (2, o))
7,
—[E{dX(t, 0) } ]| =a(Ty, Ti)>o0.

Supposons maintenant le processus globalement p. s. continu dans | 7%, 7, ].
Tout ce que nous avons dit demeure vrai (¢f. Lukacs [#1], [52]).

On peut interpréter les fonctions a(7,, T,) et B(Ty, 7)) comme des
fonctions de P'intervalle / == [ 7, 7, ] et les représenter par (/) et 3(/); or
par définition elles sont respectivement la variance et I’espérance mathéma-
tique de X" (7', ) — A'(T,, w) = A, .X'(¢, ») ou'on désigne par A, A7 (¢, w)
I’accroissement de A'(¢, ) sur I'intervalle /.

Partageons alors / — (7, 7'\) en un nombre fini d’intervalles disjoints
L, ..., 0, :1—=/1u...ul, On peut définir d’'une facon cohérente

a(l)y=oa(ly) + ...+ a(ly),
BU) =B + ...+ B(L).

Autrement dit le domaine de définition des fonctions d’ensembles a(.) et
B(.) peut élre étendu aux ensembles qui sont la réunion d’un nombre fin:
d’intervalles disjoints et relativement & ce nouveau domaine de définition ces
fonctions sont des fonctions additives d'ensembles.

Il est naturel de chercher i étendre le domaine de définition des fonctions
a(.)et3(.) ala tribu des ensembles mesurables-B de [ 7, 7', ] et de sup-
poser que les fonctions d’ensembles ainsi définies sont bornées. Ces propriétés
ne découlent pas des hypothéses que nous avons faites et il est nécessaire de
les postuler explicitement. On prendra par exemple ’hypothése (H) suivante :

Hyeornise (H). — Il existe une constante K > o telle que, quel que soit
I’ensemble fini d’'intervalles disjoints { 7;} c[ T, T’ ], on ait

l

sy <k<e, Nal)<K<w.

Moyennant cette hypothése les fonctions a(.) et 3(.) sont des fonctlions
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complétement additives d’ensembles définies sur les boréliens et bornées.
Si S est un borélien, «(S) et 3(S) peuvent étre interprétés respectivement
comme la variance et I'espérance mathématique de AsA7(¢, ), As X"(¢, w)
représentent I' « impulsion » au sens de H. Cramer [5] subie par I (¢, o)
sur ’ensemble S.

Nous avons vu qu’en outre ces fonctions sont des fonctions continues de
1, c’est-a-dire qu’elles s’annulent lorsque / se réduit & un point. Or, d’aprés
le théoréme de Lebesgue sur la décomposition d’une fonction bornée com-
plétement additive d’ensembles, chacune des fonctions a(.), B(.) est la
somme d’une fonction complétement additive absolument continue et d’une
fonction complétement additive « singuliére »; en outre cette décomposition
est unique.

On a donc, de facon unique :

o (ly=oy (L) + ay (),
5(1):@1(1)+52(1)v

les fonctions a«,([), 3;() étant les composantes absolument continues
et oy (1), B2 (1) les composantes « singuliéres ». En outre «(.) étant une
fonction positive et monotone, il en est de méme de a;(.) et o, (.).

Le théoréme de Radon-Nikodym montre alors qu'il existe deux fonctions
mesurables a(¢) et b(¢) telles que

ay (1) :fa(t) dt, B (1) ::fb(t)dl,
I 1

d’ou 'on déduit que, sauf peut-&tre sur un ensemble A; des valeurs de ¢ de
mesure-B nulle, on a

thr\;loai([,l—_'_At).:a([)éo, limé%gl:b(t).

At Ao

Quant aux composantes singuliéres a,(.), 3:(.), elles ont leurs dérivées
nulles sauf peut-étre sur un ensemble A, de valeurs de ¢ de mesure-B nulle
ou ces dérivées sont infinies. On a donc finalement, sauf peut-&tre sur
I’ensemble A — A, U\, de mesure-B nulle :

im a(t, t+ At)

(3) llzvo i —=a(t)>o,
. A
(4) Altr;‘l)é—(-f’—%—t—)- =b(t).

En se référant aux définitions des fonctions a(.), 8(.) ainsi qu'aux for-
mules (1) et (2), (4) s’écrit

I
lim——f zd, F(t, t +At;5)==b(¢)
Aeyo At [ ( ) (
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et (3):

. , ,
hmAI lf P F(t, t—+— At z) — (f zd. F(t, t—l—Al;z)> ]
Ao LY Jy e Jslze

,——,]imif 2d F(t, t+At,b)—hm b2(t) At —=a(t) > o,
Aol e Aryo

de sorte que

3/ lim — ! 22d F(t, t+At;z)—=a(t)>o,
! lm—- sd.F(t, t-+ At; ) —=b(t).
(@) All»w At V/I;l\ A P %) ()

Nous retrouvons ainsi les limites déja introduites par W. FeLLer [38];
nous venons de voir que la seule hypothése de continuité globale p. s. jointe
a 'hypothése (4) suffit & assurer 'existence presque-partout des limites (3')
et (4).

Finalement, avec cette seule hypothése, l’équation différentielle sto-
chastique

(9) dX(t, ) =B, t +dt) + E(¢, 0) Va(e, t + Af)

[ot Z(¢, w) désigne une variable aléatoire réduite de Laplace-Gauss] jointe
aux conditions initiales (répartition de la masse + 1 a 'instant 7',) détermine
entiérement le processus. Dans le cas ou les composantes singuliéres a, (. )
et 5,(.) s’annulent identiquement et dans ce cas seulement le processus peut
étre déerit par P’équation différentielle stochastique linéaire déja introduite

par P. Levy ([38], p. 53) :
(5" dX(t, o) =b(t)dt + Z(t, w)\a(t)dt

jointe aux conditions initiales.

Nous voyons ainsi que la seule hypothése de continuité globale p. s., jointe
a ’hypothése (H), bien qu’assurant l'existence presque-partout des limites
(3') et (4'), ne suffit pas tout a fait a décrire le processus au moyen de I'équa-
tion différentielle stochastique (5') jointe aux conditions initiales; il faut
pour cela une hypothése supplémentaire assurant la continuité absolue des
deux fonctions a(.) et 3(.).

Il existe pourtant une classe importante de processus réels additifs ou une
telle hypothése supplémentaire est superflue : c’est la classe des processus
réels additifs homogénes dans le temps. Dans ce cas en effet les fonctions
«(t) et b(t) sont indépendantes de ¢, se réduisent donc & des constantes @
et b qui existent partout et non plus seulement presque-partout; on en con-
clut que a(f) == a mes (1), 3(1) —= b mes (/) sont bien des fonctions absolu-
ment continues.
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2. Rapports avec les équations de la diffusion. — L'équation (5) montre
que, en appelant u (¢, 7; £ — 2) la densité de probabilité de X (z, ) — X (¢, »),
t<<tona

R S _[E==2) 8@ )
wlt, 758 “’”)-¢;‘a(—t,7)e"l"< 2a(lF )'
Or on a vu qu’on a presque-partout :

B (¢, da(t,

_—@Ld?i)_: b(t), %‘c): a(zT),

9Bt 7) daf(t,7)

9 =—b(¢), —ar =—a(tl).

On vérifie alors que, presque-partout u(t, 7; £ — x) satisfait aux deux
équations différentielles adjointes de A. KorLmoGorov [33] :

du  a(t) *u ou
(Ky) W—FT 0 +b([)d—£‘-~ 0,

du  a(r) du Ju
(K») p PE +b(~)d—z;_0.

Dans (K,), 7 et £ figurent comme paramétres; on en conclut que cette
équation est encore vérifiée par la fonction de répartition
t—ax

F(t,x;';:——a:):'t/ w(ty v, z) ds.

o/ _w

Dans (K,) ce sont ¢ et « qui figurent comme paramétres.

La solution fondamentale commune aux deux équations adjointes (K,)
et (K,), supposées vérifiées partout et non plus seulement presque-partout,
est alors

L o r [(2—ax)—3:(L, D))
u(t’f’gﬁaw_“\/zﬂai(t, T)exp<— 20, (L, 7) >

ou

oy (8, T) :fra(}\)d)\ et By(¢, 7) :f b (1) da.

Autrement dit, cette solution ne nous fournit que ce qu’on pourrait appeler
la partie absolument continue du processus correspondant a 'équation diffé-
rentielle stochastique linéaire :

dX(t, w)=b(t)dt+ Z(¢, w) Val(l)dt.

Notons que dans le cas particulier des processus additifs homogeénes dans
le temps, la classe des processus globalement p. s. continus est équivalente a
celle des processus obéissant aux deux équations différentielles adjointes de
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A. KoLMOGOROY qui s’écrivent alors
q

3 du a 0’u Jdu
(k) PRI iRl ra

Ju a d*u du
(Kz) E_ET;’Z_de_Z_O’
ou

u—u(t—1t;t—x),

ou encore & celle des processus régis par I’équation différentielle stochastique
linéaire a ccefficients constants :

dX(t, 0) =bdt+Z(t, w)\adt.

RemarQuE. — P. LEvy a montré ([38], p. 161) que les processus réels
additifs localement continus en probabilité en tout point d'un intervalle
[Ty, T,] dépendent d’une formule ou figure une fonction arbitraire /V (¢, u)
de deux variables et deux de une variable : A (¢) et B(t), & savoir :

izu
1+ u?

(¢, 2) :L'B(t)z—A(t)%2 —|—f_+w [exp U —1— ]d,,/V(t, u),

ou A(t) et B(¢) sont les deux fonctions considérées précédemment et ou
N(t, u) est une fonction liée & I'existence de discontinuités mobiles.

Parmi ces processus, ceux qui sont Laplaciens forment une classe ne
dépendant que de deux fonctions de une variable chacune [alors V (¢, u)=o]
et ils sont caractérisés par une condition de continuité globale ('absence p. s.
de discontinuités mobiles). P. Lkvy a bien voulu me communiquer qu’'une
circonstance analogue se produisait pour les processus réels de Markov les
plus généraux (cf. P. Lavy [38], p. 69).

3. Processus réels de Markov généraux.

TutorkME 1 (2). — Pour tout processus réel de Markov globalement p.s.
continu dans [T,, T.] et qui satisfait en outre a I'hypothése (H) les coeffi-
clents a(t, x) et b(t, x) qui entrent dans l'équation de la diffusion existent
presque partout (par rapport a la variable t), c'est-a-dire qu'on a, pour
tout ¢ > o, (At > o).

(%) Nous avons énoncé ce théoréme dans une Note aux Comptes rendus ([23]) sans
faire ’hypothése (H). Un contre-exemple de J. L. DooB [11] a montré que cette
hypothése, ou toute autre analogue, est nécessaire pour I’existence presque partout
des fonctions a(¢, z) et b(¢, x).
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1l existe un ensemble A | T,, T,], de mesures-B nulle tel que

Vite[T, T,]—A et VzeR, on ait

hm— zd, F(t, x; t+ At, x +3) = b(¢, ) (finl),

Ao ALy, .

hm— B2d,Ft,z;t+At, x +32)—=a(t, z) (>0) (fini).
Ao AL

Ces limites ont déja été introduites par W. FELLER [ 13 ]; mais leur existence
avait été postulée; ici elle découle immédiatement de I'hypothése de la con-
tinuité p. s. du processus jointe & '’hypothése (H). Notons qu'un théoréme
analogue a été démontré par K. Yosia ([54], [55]) dans le cas d’un pro-
cessus homogéne dans le temps et additif.

Montrons d’abord l'existence presque-partout de &(¢, x). A cet effet nous
introduisons I'intégrale

—+ o
Bt 80 = [ [[ sd Pty s+ AL, x+z>]dx®<f, 2 (At>o),
—= LY |zj<e
ou
D(t, z) =P{X(t o) <<l

Cette intégrale est absolument convergente, d’ou, en appliquant le théoreme
de Fubini :

Bt t+ At) = PlX(t+ At w)—X(t w)<s

|z[45

Or nous savons que, le processus étant globalement p. s. continu dans
[Ty, T], on peut remplacer I'étude de A (7', ) — A (T, w) par celle de
AT, w)— X' (T, w), et ceci avec une probabilité arbitrairement voi-
sine de 1.

Pourvu que A7 soit suffisamment petit, on a
AL (¢, w|Le et B(t, t+At) =F{AX' (¢, w)}.
Mais alors
E{X'(T,, o) — A" (Ty, »))} ::ZE{AX’U, w) ]
d’ou, en faisant At o

Ty
E{ X' (T, w)— X' (T,, w);:f E{dX'(t, w)}.
T,

Nous pouvons ainsi définir une fonction 3(/) de I'intervalle /[ 7. T ]

par 8(1) ::fE{d/I/'(t, w)}; cette fonction est une fonction additive de son
1
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argument, U'intervalle 7; en faisant I'hypothése (H) nous pouvons étudier sa
définition a la classe des ensembles mesurables-B et la fonction d’ensemble
ainsi défini sera bornée et complétement additive.

Le processus étant par hypothése globalement p. s. contina dans [ 7%, 7, |,
est & fortiori localement p. s. continu en tout pointt €[ T, 7 ]; il en résulte
que () est une fonction continue [c’est-d-dire si / se réduit & un
point, 3(/) = o]. Mais alors, d’aprés le théoréme de Lebesgue surla décom-
position d’une fonction bornée complétement additive d’ensemble, on a d’une
facon unique : (1) =B, ({) + B. (), ou 3, (1) est la composan te absolument
continue et 3,(/) la composante singuliére. D’aprés le théoréme de Radon-
Nikodym, on a alors, sauf peut-étre sur un ensemble \, de valeurs de ¢ en
mesure-B nulle :

. B, 4 At .
Iim —————— = 5(¢) [b(t) fini]
Aryo At i

et, sauf sur un ensemble A, des valeurs de ¢ de mesure-B nulle :

. ;Bi(t. l -+ At)
lim =—————<:—o,
Awyo A¢

d’ou, sauf peut-étre sur A == A, UA,, mesp(A)=o0:

Hmﬁmt+An

Aryo At =b(1) [b(t) ﬁm],

c’est-a-dire, avec nos notations initiales :

—+ oc

lim [A_If :dsF([,m;t+At,x+;)]dx(l)(t, x) =b(t).
Awyod__, t |2«

En supposant, pour les raisons que nous avons déja indiquées, que I'iné-
galité (2) du chapitre 2 a lieu uniformément par rapport a la mesure de pro-
babilité @ (¢, ), une relation de ce type, avec un & (¢) différent, a lieu quelle
que soit ® (¢, x). En placant a 'instant ¢ la masse + 1 au point z, il vient
alors

1imlf Sd-F(t, it A, @+ 3)—=b(t, )
AwoAt |zl<e

et ceci
Vie [T, T\] —A, mesg(A) = o0 et V xz€R.

Cette condition peut s’écrire
Eld A (t, 0)| X'(t, w)—=a|—=b(t, z)dt,

c’est-a-dire l'espérance mathématique conditionnelle de l'accroissement
dX'(t, w) est un infiniment petit de I'ordre de dt.
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Montrons a présent I'existence presque-partout de a (¢, z). A cet effet nous
considérons un point ¢ A, c’est-a-dire un point ¢ pour lequel b (¢, z) existe.
Nous avons

f A F(t, 25 L+ Al @+ 3) = E{[AX (8, 0) | X/(t, 0) = x|
|2]<e
:E{[A/I”(t, w) — E{AX(t, 0)| X' (¢, ») :ar:}]2l/1”(t, ) =/

a un infiniment petit en A¢? preés.
Ceci nous conduit a introduire le processus ¥Y'(¢, w), t€[ Ty, 7] défini

par
AV (8, )= A" (2, 0) — E{AX (8, 0) | X (8, 0)} = A X" (2, 0) — b[t, X" (¢, )] At

el pour lequel
LAY (t, 0) | V(¢ w)] ==o.

Introduisons alors l'intégrale
—+ % 7
O!(t,l+At):f [f ,z‘—’d;F(t,x;t+At,x—|—;)deq9(t, )
J_ . |al<e

= B2d P{A(t+ At, w) — X (¢, w) < =}

lz]<e

= E{[AY'(¢, ») ]?}
a un infiniment petit en A¢? prés. Compte tenu de la relation
E{AY' (¢, 0)| V' (t, )} —o,
nous avons alors (¢f. P. Levy [40], p. 233)
E{[Y'(T), o) — Y'(Ty, »)P} = T‘E{[dY'(h ) J*}.

7o

Nous pouvons alors définir une fonction « (/) de l'intervalle /c (7%, 7)
par

(1) :fE{[dY’(t, o).
I

Cette fonction est une fonction additive de son argument, l'intervalle 7. En
faisant 'hypothése (H) et en faisant le méme raisonnement que précédemment
on conclut que, sauf peut-&tre pour un intervalle A’ de valeurs de ¢ de
mesure-B nulle, on a

lim a(t, t + At)

Aryo A¢ =a(t)=o0  [a(¢)fini],
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c’est-a-dire avec les notations initiales :
o [0
lim le 2d.Ft, z;t + At, z + :)] dr® (¢, z) = a(t) >o.
Aryo _, ¢ Izlze

Pour les mémes raisons que précédemment une relation de ce type, avec
un «(t) différent, a lieu quelle que soit @ (¢, ). En placant & l'instant ¢ la
masse -+ 1 au point z on obtient en définitive

.o
llm—/ Bd.F(t,z; t +At, x+3)=a(t, x)>o0
!
et ceci

Vie[T, T,]— A, mesp(A') =0 et VY z€R.
Cette condition peut s’écrire
EildA'(t, w)P| X' (¢, w) =2} =a(L, x)dt,

c’est-a-dire le second moment conditionnel de 'accroissement d.X"(¢, w) est
un infiniment petit de 'ordre de dt.

Comme nous venons de le voir, les coefficients a (¢, ) et b (¢, 2) n’existent
que presque-partout; ceci est di en grande partie & I'existence des compo-
santes singuliéres «,(/) et 3,([1). 1l en résulte que le processus ne peut étre
décrit entiérement par les coefficients « (¢, x) et b (¢, ) ; on ne peut atteindre
par ce procédé que ce qu’on pourrait appeler sa partie absolument continue.

Ceci nous conduit & isoler dans ’ensemble des processus réels de Markov
globalement p. s. continus dans [ 7, 7’ ] la classe de ceux pour lesquels les
coefficients a (¢, z) et b (¢, x) existent partout et non plus seulement presque-
partout. Les composantes singuliéres «, (/) et 5, (/) sont alors nécessairement
identiquement nulles. Nous dirons que cette classe satisfait a 'hypothése
supplémentaire (H') qui est en quelque sorte une hypothése de continuité
absolue p. s.

Il est une classe importante de processus du type étudié ou la seule
hypothése de continuité globale p. s. jointe & I'hypothése (H) implique
Ihypothése (') : c’est celle des processus réels de Markov homogeénes dans
le temps. En effet, dans ce cas, les coefficients a (¢, ) et b(t, x) sont indé-
pendants de ¢, se réduisent donc & «(x) et b(x); si donc ils existent pour
presque tous les ¢ ils existent nécessairement pour tous les ¢.

Supposons maintenant que le processus réel de Markov X (¢, w),t€[ T, T ]
soit globalement p. s. continu dans [ 7', 7', ] et satisfasse en outre aux hypo-
théses (H) et (H'). Nous allons, comme précédemment, remplacer I'étude de
A (t, w) par celle de .¥'(¢, ) et nous introduirons le processus Z'(¢, »)
dont I'accroissement est défini par

AX'(t, w) — bl t, X'(t, »)]dt

Valt, A'(t, w)]

dZ'(t, w) =
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pour lequel on a

(a) E{dZ (1, )| X'(¢, )} =o,
(b) E{dZ' (t, )| A (L, )} =dt

a un infiniment petit en (dt)? prés.

Si en outre a(t, z)> ¢, V (¢, x)€R < R, dZ/(t, ») est bornée en valeur
absolue par une expression du type 7 (7, — T,) :

(¢) dZ'(t, o) | <n(T,— T,).
En effet
a7 (t, )| =

[dX (o) | (B (L 0)]dt]

_ fdt
Valt, X (t,w)] Valt, A7(t, w)]dt

€

e
T Valt, X(t, 0)]

d'ou, sia(t, x)>¢ AL, z)ER<R:

+\/dt,

[dZ! (1, o) | Z Ve dl <0l T,—T))

pour un 7 convenablement choisi.
Un théoréme de P. Levy ([40], p. 238) montre alors que les trois condi-
AT
tions (@) (b) (¢) entrainent que dZ'(t, ») suit une loi de Laplace-Gauss
T,

d’espérance mathématique nulle et d’écart-type \/7, — 7%, ce qui peut s'ex-
primer sous la forme

fﬂ__‘iw’_ﬁ)__ _fh blu, 1" (u, )] du==Z(Ts, ) — E(Ty, o),
Jr, Valu, X' (u, )] 7, \/a[u, X', w)] ' S

ou =(¢, w), L€ Ty, T,] est le processus de Wiener-Lévy.

Le raisonnement que nous avons fait étant valable quels que soient 7%, 77,
on a de méme

t 1
f dt' (v ) / L, A (e, (u)] du—=—2(t, w) — Z(T,, w)
valu, X'(u, )] NValu, AT (u, o) ]

(Ve[ Ty, Ti]).

On peut écrire cette équation intégrale stochastique sous la forme différen-
tielle symbolique introduite par K. Ito ([31], [32])

dX'(t, w) =b[t, X' (t,w)]dt + Va[t, X (t,0) |dE(t,0)  (Vte[T,, T,],

d’ou le théoréme (ot I'on supprimera l'indice prime de A7).
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TuiorkMe 2. — Tout processus réel de Markov p. s. continu dans
[Ty, Ti], qui satisfait aux hypothéses (H) et (H') et pour lequel
a(t, z) ¢, e >0, YV(¢, z)eR <R peut étre décrit, dans [T,, T,] par
Uéquation différentielle stochastique

(E) dX (¢, w)=b[t, X (1, w)]dt +\Ja[t, X (1, w) ] dE(¢, w),
ou Z(t, w) est le processus de Wiener-Lévy.

Cette équation, déja étudiée par K. ITo donne la loi de la probabilité de
I'accroissement d.X (¢, w) si I'on connait la valeur de (¢, w) & I'instant ¢.
Ainsi, conditionnellement lorsque X' (¢, ) == 2, on a

dX (t, w)—=b(t, z)dt +\a(t, ) dE(t, »),

c’est-a-dire dA'(¢, w) est une variable aléatoire de Laplace-Gauss d’espérance
mathématique b (¢, z) d¢ et d’écart-type \/a (¢, x) dt. Le déplacement infini-
tésimal d.X (¢, ») résulte donc de la superposition d’'un déplacement non
aléatoire de vitesse b, X (¢, w)] et d'un mouvement laplacien d’espérance

mathématique nulle et d’écart type \a[(, X (¢, »)]dt.

ReyarQue. — Dans le cas des processus additifs satisfaisant aux hypothéses
du théoréme 2, I'équation (E) s’écrit

(B dX(t, 0) =b(t) dt + \Ja(t) dZE(t, w) = b(t) dt + E(w) Va(t) dt,

Z (=) étant une variable aléatoire de Laplace-Gauss réduite.

P. Levy ([40], p. 166) a montré que, sous la seule hypothése de la con-
tinuité p. s. dans [ 7%, 7’ ] un processus additif peut étre décrit, dans [ 7%, 7',],
par I’équation différentielle stochastique linéaire

(E") dX (t, ) =dB(t) + E(w \/dA (1),

A(2) et B(t) étant deux fonctions continues, la premiére étant en outre
croissante. Pour obtenir la forme (E’) la seule hypothése de la continuité p. s.
dans [ T, 7', ] ne suffit pas; il faut en outre faire les hypothéses (H) et (H')
qui entrainent en particulier que A (¢) et B(¢) sont des fonctions dérivables.

4. Discussion de 1’équation différentielle stochastique de K. Ito. —
N. Wiexer [50] a établi que si les fonctions « (¢, x), b(¢, x) se réduisent a
des counstantes (cas correspondant au mouvement brownien linéaire) le pro-

cessus défini par
l
.

t
X(t,w) — X (To,w)= [ bdu+ | VadE(u,») (te[Ty, T}]

T, Ty

admet des trajectoires qui sont p. s. des fonctions continues. Nous nous
proposons d’étendre ce résultat au cas général d’un processus décrit par
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I’équation différentielle stochastique

(6) A (t,0)—X(To,w)—= Ib[u,/l’(u’,w)]du

Ty

-+ l\/a[u,_/f(u,,w)] dZ(u,w) (te|T,, 1))

T,

au prix de certaines hypothéses assez légéres.
P yp

TuktoreME 3. (¢f. R. Forter [ 21 ], p. 199). — Toute fonction aléatoire X (t, w)
solution de (6) est de Markoy.

Il suffit de montrer que la loi de probabilité de X (¢, w), ¢ > T, ne dépend
que de ¢, Ty, A (T, »). Mais ceci est évident sur (6) puisque dans les inté-
grations n’interviennent que des valeurs a des instants u > 7.

TuroreME k. (cf. J. L. Doos [11], VI, § 3). — S les coefficients a(t, x)
et b(t, x) satisfont aux hypothéses suivantes :

a(t, x) ‘
b(t, x)}él{<°° [V (¢, z)eR < R],

Ii-; ‘ Valu, X(u, w)]-—Valu, X(t, w)] |2 t At w)y=—=x ( ZK(u— 1)

avec
N> 0, t<u et VYzxeR

alors toute solution X (t, ») de (6) est p. s. une fonction continue.

DemonstraTiON. — Nous poserons, pour At > o :

X(t+ Aty w) — X (¢, »)

t+At 1+-A¢
:f b(u, x)du +f Va(u, x)dZ (u, »)
't L

t+A¢
~!—f o[, V(u, )] —b(u, x);du
12

-+t
+f {\u[u, Ay w) | — Ve (u, x)} dZ (u, »)
14

L L+ 1+ 1,
= PYHAU+A 0) = T (1 0) [ be] X (4 0) =2
A

- — ol
At w) =2 .

ESN A

i=1

Nous allons majorer successivement chaque terme du second membre.
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1° 7, est une intégrale ordinaire de Lebesgue :

= || LKAt si donc At<i1} ona || <e,

= Pl|L|=c|X(Lo)=al=0 (VzeR).

2° I, est une variable aléatoire de Laplace-Gauss centrée et d’écart-type

PYRNLY)

cﬁ\/v/ a(u, z)du = \K At.

Il vient donc

PilLsc| X (4 0) =2}
I / u : [ (-2

— exp| — du :j — exp <——- —> dv

uise O V27 p( 2°> - Vor 2

- 2 VKAt < 2 >
= —exp| — — |dv £ — ex
- et Vo p< 2) T \erm  E P K At
Sy

3 Pi|L|xe

+A¢
éP{‘f [o[u, X(u, w)]—b(u, x)|duce| A (¢, w):x}

; ‘ A 2
= ;,E [ / |olu, A (u, w)] — b(u, x)‘du_l ‘/I’(t, a:):w}

(L
t+A¢
éé?tﬁ{f [b[w, A (u, ®)] —b(u, z)|*du

41(2

X@M:x}

(A2)2

> /I’(t,w):;lf;-

1 1+ At _
= <2 Eﬁ{ [ / (\/[l[l(, A (u, w) | —ya(u, x))

x dZ(u, m)]QIX(I, w):x}

.vl—'

t+A¢
f {I\/’a[u,zl’(u, w) | —Va(u, z) IQ‘/I'(t,m)r:x}du
t+A¢

h— K 147
[ (ll—t)‘*m(At) .
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En rassemblant ces quatre résultats, nous aurons en définitive
_I'P{ | (e + Ae) - ’X(t)!é[l’ilzf(t, w):xf

= \/zr VK \/%t <_ 2122At> _‘_41(‘2 At.J,._L (Ag)n (VzeR).

g2 e2(1+m)

Il en résulte que lorsque A¢ |, o le premier membre tend vers zéro unifor-
par rapport a xeR et a te[ Ty, T,]; on sait alors que .1 (¢, w) est presque
stirement une fonction continue.

Une variable aléatoire est de I'ordre de grandeur de sa dispersion; dans les
conditions indiquées on a donc

I+ L= O(yAr).
1,—= O (Ae),

1,—= O(y(Ar)™ (n > o),
d’ou
LA L+ 1+ [,= X (L + At, ) — X (¢, ) = O(JA?).

On en conclut que A'(¢, ) est p. s. non dérivable en aucun point.

5. KEtude du module de continuité. — L’étude des probabilités d’absor-
ption rend nécessaire I'introduction de modules de continuité (en probabilité
ou p. s. suivant les cas) pour les processus dont on sait qu'ils sont p. s. con-
tinus dans un intervalle. Dans ce qui suit nous prendrons pour intervalle de
définition I'intervalle [o, 1].

DerixiTioN. — Soit ¢ (k) une fonction de 22> 0, continue, croissante et
s’annulant avec 4. On dit que la fonction f(¢) vérifie la condition de Lipschitz
(ou de Holder) faible relative a ¢ (2) s’il existe un nombre ¢ > o, tel que

[ —t|=h=ec = |ft)—ft)|Lo(h) (V¢ te o, 1]).

a. Processus de Wiener-Lévy. — Soit { X (¢, w), t€[o, 1]} le processus
de Wiener-Lévy considéré dans l'intervalle [0, 1]. P. Levy ([40], p. 172) a
trouvé pour ce processus un module de continuité p. s. valable uniformé-
ment dans tout I'intervalle [0, 1]. Il a énoncé le théoréme suivant :

TukorkMg a. — Soit 9.(h)=c\/2hLog1/h.

Pour ¢ >1 le processus de Wiener-Lévy vérifie la condition de Holder
faible relative & ¢, (%) avec probabilité 1; pour ¢ <1 il ne la vérifie pas, avec
probabilité 1.

Ce théoréme ne dit rien pour le cas ¢=1. Ce point a été précisé par

T. Sirao [48].
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TutoREME b. — Soit 9.(h) =\/h[2Log 1/h + cLogLog 1/h].

Pour ¢ > 5 le processus de Wiener-Lévy vérifie la condition de Holder
faible relative a ¢, (%) avec probabilité 1; pour ¢ <<—r1 il ne la vérifie pas,
avec probabilité 1.

11 est possible de donner des précisions pour les cas c =5 et c =—1.

Nous énoncerons sans démonstration le théoréme :

TrEoOREME ¢. — Soit

9c(h) =\/h[2 Log1/h + 5 Log Log1/h + ¢ Log Log Log1/A].

Pour ¢ > 2, le processus de Wiener-Lévy vérifie la condition de Holder
faible relative & o.(%) avec probabilité 1.

Soit ¢.(h) =\/h2Log1/h — LogLog1/h + c LogLog Log 1/h
Pour ¢ <C o il ne la vérifie pas, avec probabilité 1.

b. Cas d’un processus décrit par Uéquation différentielle stochastique de
K. Ito. — Supposons que le processus { A (¢, »), &€ [0, 1] soit décrit par
I’équation différentielle stochastique

(E) dX (t, w)=0b(t, X (¢, w)]dt+\a|t, X (¢, w)]|dZ (¢, ).

TneoriME 5. — Soit ¢.(h)=c\/2/hLog1/h.

Si les coefficients a(t, x) et b(t, x) satisfont aux hypothéses sui-
vantes :

a(t, x)

|b(t7 x)I}éK<OO [V(ta x)ERXR]’

E{|Valu, X (w4, 0)] —Va(u, X6 o)} | At 0) =z {ZK(u—1)",

avec

n>Ii, t<<u et VzeR,

alors le processus { X (¢, w), t€|o, 1]} vérifie la condition de Holder
Jaible relative a o (h) pour ¢ > \/K et ceci avec probabilité 1.

Notons que ce théoréme étend un résultat de R. ForTer [21 ] qui avait sup-
posé a(¢, x) =1, |b(t, 2)| £ K < w0 et encore certaines autres hypothéses.

BULL. SOC. MATH. — T. 88, FAsC. 2, 14
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Posons

X(t+h, o) — X, w)
t+h t+h
f Va(u, ) dZ (u, w)+f b(u, x)du

L+
*f [\/a [, X (1, w) | —Va(u, x) ) | dE (1, w)
t+/L
+f [w, A (u, )| —b(u, 2) | du— 1+ 1, + I+ I,.

Nous allons évaluer la quantité

a(h)y=P{|X(t+h o)— X, 0)|>9sh))
&

ZPI L >k |+ X P> (Ve>o),
j=2

en observant que
Py Li|>al{=E|P{|L]|>a}| X (o)} (Vi=1, ., b)

1° /; est une variable aléatoire de Laplace-Gauss centrée et d’écart-type

Al
G \/] a(u, x) (ltcé\/ﬂ;
l

1l vient donc

P{[’ii>¢?c(’t)|/r(1, W) =@ = /_l_f exp(~m)du
VR s el
VKR
> VK& ( 92 (h)
“““ = Vo ol &P - th)

d’ou cette majoration étant uniforme en z€R :

PUL| > g0 (h) |

> VKR ¢i(h)
—\/ o cpc(h)e}‘p(” 2K/z)
2° [, est une intégrale de Lebesgue ordinaire et |ZI,|=<Kh; en

h .
outre ——— —> o lorsque / | o de sorte que pour & assez petit :

e ()
Kheo.(h) = p;[[z|>%(h)‘/r(t, w),.—_w;.f:o (VzeR)
P{II‘-’]><P5(]Z);':O-
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30 PL|>qe(h) | X (2, 0) =2

E§|13 2

_
9z (h)
(Pe(h)f I\/“ [w, X (u, 0)]— \/a(u,w]',l(t m)_x du

t+h
K At
e K(u—t)idu—= - h>1),
“‘@?(h)/,‘ ( ) 1+ 7 o2 (h) ¢ )

P{|Ly| > 9e(h) | < -
o PHL]>0:(W) | X (1, 0) ==

t+h
éP{f 6w, X(u, w)]—b(u, x)ldu><pe(h)l/1’(t, w):x}

t+h 4
é@é—zh)ﬁg<[ & [u, X (v, w) — b(u, 1')|du> I./I’(t, w):x}

(2 K h)*
L
= 9i(h)
d’ou, cette majoration étant uniforme en x€R :
(2 K )Y
HI |>‘-Ps(h)>_ oI () .

En rassemblant ces résultats, on a pour £ > o assez petit :
2K \h C gl (h) K .
oz(h)é\/——ﬂ— (Pc(h)exp<~~ 2Kh) Tt cpg(h)_'—(zK) Q¢
K 1 . K I (2 K)* h

_ /K
e Juin———

™ ¢y\/Log1/h o (i1 n) Logifh 4o (Logi/hr

Pour 4 assez petit, le second membre est une fonction monotone croissante
de 4; en outre

(¢*/K>1,n>1).

.\ o etk hn h?
a(h) ~ (I)[W+Log1//z+(Logl//l)2:|

Formons alors la quantité
n ¢ 1) L S ! L

n Rl eHK) + 112 n
= Zn.z"a(\;)m’@(l)[x oY= 1+Z 2")7‘— 2 "]'

n n
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Puisque ¢*/K >1 et 1 >1 les séries au second membre sont toutes conver-
gentes; celles du premier le sont donc également. Puisque (/%) est borné,
pour A assez petit, par une fonction monotone croissante de 4, la conclusion
s’obtient comme pour le processus de Wiener-Lévy.

CHAPITRE k. — Application de la théorie des opérateurs linéaires
a I’étude des processus réels de Markov.

Nous allons étudier certaines familles d’opérateurs linéaires qu’on peut
associer aux processus réels de Markov. De tels opérateurs ont été introduits
en 1937 par N. M. KryrLov et N. N. Bogorjusov ([35], [36]) et par R. ForTeT
dans sa Thése, [ 22]. Depuis lors, leur étude a fait I'objet de nombreux tra-
vaux, notamment de K. Yosipa et S. Kakurant [1], W. FeLLer ([3], [T]),
E. Hiute ([1], [2]) et récemment J. Nevev ([45], [46 ). Tous ces auteurs se
sont placés d’emblée dans le cas des processus homogénes dans le temps, ce
qui leur permettait d’appliquer le formalisme de la théorie des semi-groupes
a un paramétre. D’ailleurs J. Neveu ([46 ], p. 338) a montré que le cas général
se raméne au cas homogéne au moyen d'une transformation relativement
simple. Nous allons néanmoins faire une étude directe du cas général sans nous
restreindre de prime abord au cas homogéne.

Soit toujours X (¢, w) une fonction aléatoire réelle de Markov de fonction
de répartition de passage

F(t,z;0, ) =P { X (r,w)el| X (t, ) =x) ! (t< 1),

FE’ étant un ensemble linéaire mesurable-B.
Elle satisfait nécessairement a I’équation de Chapman-Kolmogorov :

F(t, x5, E)::f F(t, z;s, d)l) F(s, ;7 E) (tLs L)

qui est & la base de toute la théorie.
Nous allons considérer la fonction F' comme le noyau commun de deux
familles d’opérateurs linéaires intégraux définis de la facon suivante :

1. Opérateur progressif. — Soit M I’espace des fonctions d’ensemble
(réelles ou complexes) définies sur la tribu des ensembles linéaires
mesurables-B, complétement additives et 4 variation totale bornée. Dans M
on peut définir une norme en prenant pour norme de ¢ € M sa variation

totale
n«.nu.u:f o (de) .
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On peut également y définir des éléments positifs par la convention

o0 <> ¢(E)>o0 (VEmésurabIe—B).
On a alors
los+oallu=1lollu+ 92l si 1, 0225 0.

L’espace M muni de cette norme est un espace de Banach complexe par-
tiellement ordonné; la convergence est la convergence en variation.
Définissons alors la famille d’opérateurs { 7, . —t<<7} de M :

oeM — V=T,.9eM

<:)¢(b):f °°cp(dw)l‘*"(t,x;*&', E) (t<1).

On vérifie que 7', jouit des propriétés suivantes :
a. linéaire;

b. positif : & 9o>0= T, 9> 0;

¢. borné : plus précisément || 7', ||,, =1;

d. isométrique pour les éléments positifs :

= 90 = [T 9llu=09]|x;

e T . =T,:T;,, t<s<r.
S—7 7

Cette loi de composition (associative) est une conséquence directe de I'équa-
tion de Chapman-Kolmogorov.
Dans le cas homogéne, elle se réduit a la relation de définition des semi-

groupes a un paramétre.

ReMARQUE. — G. BirgnOFF ([3], p. 137) a donné aux opérateurs de cette
famille le nom d’opérateurs de transition qui s’explique tout de suite : si en
effet on prend pour élément ¢ € M la distribution de probabilité a priori a
I'instant ¢, c’est-d-dire un élément positif de norme 1, d’aprés (b) et (d) le
transformé 7", ¢ sera encore un élément positif de norme 1 qui n’est autre
que la distribution de probabilité a priori a I'instant > ¢.

2. Opérateur rétrograde. — Soit M l'espace des fonctions (réelles ou
complexes) définies sur R, bornées et mesurables-B. Dans M on peut définir

une norme en prenant pour norme de GGM :

1% ]m=sup @) ]

On peut également y définir des éléments positifs par la convention

g0 = Glz)>o (VzeR).
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On a alors
o1+l =z +:lm st @, %o

L’espace M muni de cette norme est un espace de Banach complexe par
tiellement ordonné; la convergence est la convergence uniforme.

Définissons alors la famille d’opérateurs { 7, : ¢t <<} de M :

jeM - §=T.3

)

= @(x):ff G(A) F(t, z; 7, dh)
=FE{9[X (1, 0)]| X (¢, 0) =2} (¢ <)
On vérifie que 7%, jouit des propriétés suivantes :
a'. linéaire; o
b'. positif : &= o> 0= T;,0>0;

¢’. borné : plus précisément || 7%, ||l =1;
d'. laisse invariant tout élément constant :

= sig(z)=k = T;,0=0;

_ o L
e. T.,:=171,,T:; (t<<s<<r).
— —r

Cette loi de composition (associative) se déduit encore de I'équation de
Chapman-Kolmogorov et se réduit a la relation de définition des semi-groupes
a un paramétre dans le cas homogéne.

Notons que les opérateurs de cette seconde famille ne sont plus isomé-
triques pour les éléments positifs; ce ne sont donc plus des opérateurs de
transition. En fait ils ne transforment pas les distributions de probabilité a
priori mais les distributions de probabilité conditionnelles. En effet, reve-
nons & I'équation de Chapman-Kolmogorov et faisons pour un instant abstrac-
tion des variables t et & que nous considérerons comme des paramétres.
Cette question s’écrit alors

+»
F(t, z) :f F(¢t, z; s, dh) F(s, d}) (t<<s)
e F(t,.)=—T., F(s, .)
ce qui justifie la notation 7%, (¢ < 7).

ReMARQUE 1. — On fait souvent 'hypothése plus stricte que, pour ¢, 7, &
fixés F(¢, z; 7, E), t < 7est une fonction continue en z € R. Dans ce cas M
doit étre remplacé par l'espace C(—, +o0) des fonctions (réelles ou
complexes) définies sur R, bornées et continues. Muni de la norme
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[|@|lc=—sup|@(2)| cet espace est un espace de Banach complexe et partiel-
*€R

lement ordonné, les éléments positifs y étant définis comme dans M.

Notons qu’un processus de Markov dont 'opérateur rétrograde est un endo-
morphisme de C (— 0, +0) et qui satisfait en outre & la condition de conti-
nuité globale

1

lim —Fit,z;t+ A,z — V(z)—o}

Aty o At

uniformément en ¢, x et pour tout voisinage ouvert V' (x) de x s’appelle un
processus de diffusion dans la terminologie de W. FeLLER [17].

ReMARQUE. — Dans la plupart des applications F (¢, z; 7, £) est une fonc-
tion absolument continue de £'; il existe alors une fonction f(¢, 2; 7, ¥) >0
telle que :

1° c’est une fonction mesurable-B est sommable £ en y sur (—o0, o) et
ceci (uels que soient ¢, «, 7; en outre

+w
f ft, x50, y)dy =1,

2° c’est une fonction mesurable-B en x, quels que soient ¢, 7, y;
3o elle satisfait & I’équation de Chapman-Kolmogorov :

fle, z; 7, ¥) :f St x5 s, 1) f(s, ks 7, ) di (t<<s<<r).

Les deux opérateurs 7', ; et T, peuvent alors s’écrire sous la forme

A0

veM — V=T :9; LP(E):fdy/ ¢ (dx) f(t, x5 7, )5
E .
—_— - —_— +®
el — U=T.3; ¢(x):f SO f(4, @5 7, 1) di.

L’interprétation de Uopérateur 7, ne subit pas d’altération. Quant a l'opé-
rateur 77 ¢, si nous bornons son domaine d’application & 'ensemble des fonc-
tions 9 €M qui sont elles-mémes absolument continues, on peut le consi-
dérer comme un opérateur défini sur L, (— 0, -+o00) de la facon suivante :

+w®
vel, — Y=Tz9; Y ::f ¢ (z) f(¢, 257, y) de.
Il est clair qu’avec cette nouvelle interprétation 'opérateur 7', ; est toujours

linéaire, positif, de norme 1 et isométrique pour les éléments positifs; c’est
donc encore un opérateur de transition au sens de G. BIRKHOFF mais il ne
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transforme plus les distributions de probabilité a priori mais les densités de
probabilité a priori.

Associons au couple ¢ € M, g€ M le « produit scalaire »

(1) <e5>=[ )3

pour lequel on a I'inégalité de Holder :
<o, e><=lollxllFlx-

Nous dirons que les espaces M et M sont adjoints par rapport au produit
scalaire (1). Remarquons qu'ils ne sont pas adjoints au sens strict de
S. Banacu ([1], p. 99-100).

Pour un couple fixé de valeurs ¢, t les opérateurs 7', et 7%, sont alors
également adjoints par rapport au produit scalaire (1); en effet, en écrivant
de deux maniéres différentes I'intégrale double absolument convergente

-+ + o
/ f 9(dz)3(y) F(t, z; 7, dy),
il vient
< (*P, T‘r,t$> == T[,T cPa EP.>,

cette quantité étant en outre majorée en valeur abolue par || ¢[|,, || @[3 Dans
le cas homogéne cette relation a été établie par K. Yosma et S. Kagurani ([51],
lemme 4.3).

Remarquons également que les opérateurs 77 - et Tu ne sont pas adjoints
au sens strict de J. Banach.

Algebre de Markov 3. — Nous allons considérer le noyau commun
F(t, 7, E) des deux opérateurs T ; et TW (¢t << t) en tant que fonction
de z€R et de F — ensemble mesurable-B de R, comme élément d’une
algébre complexe de Banach appelée algeébre de Markov 1 et définie de la
facon suivante :

A est P'espace de fonctions (réelles ou complexes) E(x, F) des deux
variables x et E satisfaisant aux conditions suivantes :

1° mesurable-B en x;
2° complétement additive en F;

+o
3o supf | F(x, d))| <.
TER J_

Dans 34 on peut alors définir une norme par

1Fla=sup [ Fa )]
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et 'on vérifie que, muni de cette norme 3 définit une algébre complexe de
Banach, la multiplication de deux éléments F,, F, € 31 étant définie par

+oo
F=F,F, < F(x,E):f F\(x, d1) F,(), E).

On aura trivialement
| FioFollgg < || Fi |l ga || 2 || gu-

On verra facilement que cette multiplication est associative, mais non com-
mutative en général et qu’elle admet un élément neutre, a savoir

.. {1 (zek),
A Afa, E)_l 0 (xg¢ E).

Il résulte des définitions précédentes qu’'on a

|| T ||u + . ‘
(2) _ < sup |F (¢, 257, di| = || F o ||,
| 7o)~ wer .
d’ou
THEOREME. — Les normes des opérateurs T, et 7’,,1 considérés comme

opérateurs dans leurs espaces respectifs sont bornées par la norme de leur
noyau commun considéré comme élément de M. Ces normes sont toutes
égales a 1 lorsque F (t, z; v, E) est une fonction de probabilité de passage.

Les opérateurs correspondant a I'élément unité A de 31 sont respective-

ment les opérateurs identiques sur M et M.
On a en effet

[ et A@ By =om)  (veem,

+o _
[ Ea@ ) =5 (veed).

—»

Mode de continuité (C). — Bornons-nous dorénavant aux noyaux
F(t, 2; 7, E) qui sont des probabilités de passage. :Nous allons introduire
pour ces noyaux un mode de continuité locale applicable aux processus réels
de Markov.

DeriviTioN. — On dit que la fonction aléatoire réelle de Markov X (¢, w),
te (T, T,) présente au point ¢, la continuité (€) si 'on 'a simultanément
lim || F Ar— A =o0
Aiyo || to to-+ At ”1%1 ?

Altuvln0 | Flomnr,o— Al ga = o
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RemarQue. — La continuité locale (€) au point ¢, exprime que, lorsque
At|o, F(t, x; t,+At, E) tend vers A(x, E) en moyenne absolue
d’ordre 1 et ceci uniformément en .

TuroreME 1. — La continuité locale (C) au point t, entraine la conti-
nuité locale de Feller au point t,.

Ceci résulte immédiatement de l'inégalité

sup F(t,, z; to+ At, dy)
TER V| y—x|>e
= sup | F(ty, z; ty+ AL, dy — A(z, dy) |
CERJ x| >:
| Fovae— Al (We>0)l
ReMARQUE. — La continuité locale (€) au point 7, (respectivement ¢,)
entraine
S ([ Fonens— Fiflm=o0  (t<%)
im || Fyoago— Fiel|lgg =0 (th< ™)
Arvo

(cf. une continuité dans A. Branc-Larierre et Forter (4], p. 334). Ces pro-
priétés se démontrent simplement en utilisant I'équation de Chapman-
Kolmogorov.

THEOREME 2. — La continuité locale (€) au point ¢, entraine :

a. la convergence au sens de la topologie uniforme dans M, lorsque At |, o,
de Popérateur 7’ . A, vers Popérateur identique / dans M ;

b. la convergence au sens de la topologie uniforme dans M, lorsque At Jo,
de l'opérateur TH_A,,, vers 'opérateur identique 7 dans M.

En effet, il résulte des inégalités (2) que

H T{,z+Az - IHM

— - ZNFivne— Al
” TH—A{,z"]“/TI ” Lt+At “11}[

On voit de facon analogue que
lim Tt Atl”"[ M==0,
Jim | 7o — Tl =o,
Sm 17 ac— T =o.
Il en résulte que les opérateurs 77 et Tr,t’ t <<t sont alors continus au

sens de la topologie uniforme respectivement dans M et M en ¢ et T séparé-
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ment. En effet

Tl+At, T Tl,: == L A\t Tt+At, T Tr, t+At— Tt—a—At, T [ I— Tt, t+At ]
=> ” Tt+A1,r - Tl,'r “Mé ” Tt,H—At"‘ I” M

et des inégalités analogues lorsqu’on remplace le couple (¢ + A¢, 7) par les
couples (¢ — A¢, 7), (¢, T+ A7), (¢, = — A7), ce qui établit la propriété pour
lopérateur 77 ;. Méme démonstration pour I'opérateur 7% ,.

Dans le cas homogéne cette propriété est la suivante : si 7%, 220 est
continue, au sens de la topologie uniforme dans M, a droite de I'origine,

il est continu, tout court, au sens de la méme topologie, en tout point A > o.
De méme, pour .

La continuité locale (€) au point ¢ entraine que l'opérateur 7% . A,
(A¢ > 0) admet un opérateur inverse 7} A,, du moins pour A¢ assez petit,
et que cet inverse est unique,

Soit alors $M° I'algébre de Banach dont les éléments sont les opérateurs
linéaires bornés qui transforment M dans M : M°—= & (M) — algébre des
endomorphismes de M. L’inverse de x € #M° appartient également a IH° et
est une fonction continue de 2z (¢f. E. HiLLe [29], p. 92, théoréme 5.2.3).

Nous avons déja vu que 77 ; (¢ << <), est une fonction continue de 7, =1'in-

5
tégralef Ty de, t Za<<(3, prise au sens de la topologie uniforme,
a

existe pour des valeurs finies de o, 3 et est un élément de }1°. En outre, on
a, pour toute valeur de a (> 1),

8
. I !
lim f T,.dc=T,.
%L

By — &

Or nous avons vu que pour T—¢ assez petit 7' - admet un inverse dans
0. Donc il existe e >0 tel que pour tout ¢ =2 << 3 <<{—+ ¢ l'intégrale

38
/ T: . dr admet également un inverse dans 331°.
Jy

Cieci dit, considérons l'identité

3

fzﬁ—i,_i’wd:: [ 7 o] Teni—1 h>o,
o h Jy ’ . h lé9(<‘j<30

3
Puisqu’on peut choisir o et 3 de facon que l'opérateur f Ty, - dr admet
%
un inverse, on en conclut que la condition nécessaire et suffisante pour que
I'opérateur infinitésimal

A (t)lim T~ 1
o h
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existe au sens de la topologie uniforme est que la limite

3
(1) lim Tin:— Tz dr

Ay ooy h

existe dans le méme sens; A (¢) est alors un élément de $H°.
Posons alors
Tt—h,r_ 77[,1:+h: R(la 75 Il)

La condition (1) s’écrit

lim TZHI' T'”dr—i—llmf R({ °s h)d
hvo Jg h hyo

Or la premiére limite existe puisque 77 ; est continu en 7 au sens de la
topologie uniforme; en effet

.3 . 1—}—/!
Tovn— Tz y 1 T, . dr— T,rdﬂ-
. h h 2k

342

wlf‘
h;’ﬂ

TukoriMe 3. — Dans le cas ou Uopérateur T, (t <<7) est continu en t
et en T au sens de la topologie uniforme, la condition nécessaire et suffi-

; . o . Tope—1I .
sante pour que lopérateur infinitésimal A (¢t) = lim l—hh'—— existe au
hy o

A1
1
Tl’TdT_Zf T,:dr — Tis—Tis
X

d’ou le théoréme

sens de la méme topologie est que la limite

8 .
limf Mdr
v oy h

existe dans le méme sens ; A (t) est alors un élément de °.

Cette condition est réalisée lorsque R(¢, t; h) =L (¢, ) h, L(¢t, 7) étant
un opérateur borné mesurable-B en 7. Remarquons que dans le cas homo-
géne cette condition est vérifiée puisque R(f, 7; &= 0. On retrouve alors
un théoréme de N. Dunrorp (cf. E. HiLe [29], p. 165). Dans ce cas, la
continuité locale (€) a elle seule suffit & assurer 'existence, au sens de la
topologie uniforme, de lopérateur infinitésimal (indépendant de ¢) :
A—=lim D1
iy o

. A vérifie en outre

8
Af Tydt=Tg— T, (0 La< B <o),
&



CONTINUITE DES FONCTIONS ALEATOIRES DE MARKOV. 200

. \ . 1 eoe e Topn—1

Dans la suite nous avons également a considérer la limite lim Lith .
h<0 ¢

La condition nécessaire et suffisante pour qu’elle exisle et soit égale & A (¢)

est que R(¢, t; h) =o(h); pour le voir, il suffit de considérer I'identité

Tl—/:,l—‘ [—_ T[,H—/L_" ]_ R(t7 l; IL)
h h - h

En définitive la continuité locale (C), jointe aux restrictions sur R(¢, 7; /)
assure I'existence au sens de la topologie uniforme, des limites

lim

711——/1,/" 7 . ]ifll —’[Y[. l+h = 1 . A(l)
hyo h o hyo h o )

Un théoréme analogue vaut pour 77 .

3. Equations de Kolmogorov générales.

THEOREME k. — L’existence de l'opérateur infinitésimal A(t) assure la
dérivabilité en t et en 7, de Uopérateur T, . (t <7).

En effet, vu la continuité de 77, - en ¢ et 7, on a pour A¢ > o,

TH_Ar.t— Tt,—._ T I — Tt,/+A1
Az t+At,74At
d
= W 7"/’7:'~ T/,T"/l ([).
On montre de méme
d v —_— v
O Tp=— T A),
Jd
()?_ TZ,T: A(T) 7"[]»:7
9J .
()T_T[’—':: A(T)T,T;
d’ou finalement
z;; T e=—T,:A()
(2) d (l<T)‘
S Tie= A() T

Pour 'opérateur 7', on trouve, dans les mémes conditions :

—T—_,:—Z(t) T,,r
(3) (t<<T).
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ReMARQUE 1. — Dans le cas homogeéne, ona 7 .—= T, (¢t <7), de sorte
que

., 9 0+ 0

— T - ——(WTt'T; ETT'I:—;)—Z T;,.

Les deux groupes d’équations (2) et (3) s'écrivent alors

(2') -d‘)—tT,:A T,—TA,
, 0w
(3) mTt:AT,:t IA

Les deux semi-groupes 7 et 7', ont alors les mémes propriétés.

REVARQUE 2 :

s oror Le=grgp Toe— AR T A1)
(t<<7)

»
Idt—dcT = 5oy Lo — AW T A7)

et dans le cas homogéne

5);» = A T,= T, A*,
(;)ﬂ T,— A T,— T, A

A partir des équations (2) et (3) on peut déduire des équations différen-
différentielles portant sur la fonction de répartition de passage F' (¢, xz; 7, [),
<.

1° veM - V—=T.0 = q)(E):tf 'cp(dx)F(f,x;f,E).

Prenons la seconde des équations (2), il vient

(%(Tz,rcp)w A()[Th-¢] (VoeM).

En prenant

e (E>x)
AE)M% 0 (Epx)
il vient
) SE( @55, )= A R 255,

ou A(z7) opére sur la fonction F considérée comme fonction de E, c’est-
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a-dire sur /' considérée comme élément de M.
-+ oo
20 GeEM — Y=T.,3 = Y(z)-= G(y) F(t, z;5 1, dy).

—

Prenons la premiére des équations (3); il vient

O (Tos)=—AW[T,5]  (veel).

En prenant

5 (@)= W{I (x€F)
IR o (24 E)

il vient

(5) (%F(t, T BE)y=—A(t)F(t, .; 5, B),

ot A(t) opére sur la fonction F considérée comme fonction de z, c’est-a-

dire sur F considérée comme élément de M.

3

Nous aboutissons ainsi & un résultat un peu plus général que S. Bocuner
[2] qui s’était limité au cas ou la loi de probabilité de passage admet une
densité de probabilité.

Nous donnons en outre l'interprétation des opérateurs A (¢) (opérateur

infinitésimal de 77, ) et A (¢) (opérateur infinitésimal de 7’},,).

Montrons que les opérateurs A (¢) et A (7) sont adjoints par rapport au
produit scalaire (¢, 6>, ve M, e M.

En effet puisque les opérateurs 7’ ., 7., d’'une part et les opérateurs
identiques /, 7 dans les espaces M et M respectivement de I'autre sont adjoints
par rapport  ce produit scalaire, on a, Yoe M, 5€ M, At > o :

<Q?’ T/—FA/,/"j—\_,__/TI,IﬂLAI""I ) EP—\

A Y TN M mr/
) . . Trni—1 . T —1 .
d’ot, lorsque les limites lim —2%307 % oy Jim L5807 % existent au sens
Atyo At Atyo At

de la topologie uniforme dans leurs espaces respectifs :
(o A g ={A(t)9, 8,
ce qui démontre I'affirmation.

. Etude des opérateurs dans la topologie forte. — Du point de vue de
la topologie uniforme ott nous nous sommes placé jusqu’a présent les espaces

de Banach sous-jacents M et M ne jouaient aucun role; seule importait
l'algébre de Banach 1 que nous avions appelée algébre de Markov. Il en
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résultait que les deux opérateurs adjoints 77 ; et T—,,,(t<r) étaient simul-
tanément continus au sens de la topologie uniforme.
Il n’en est plus de méme dans la topologie forte ou il faut avoir recours

aux propriétés des espaces de Banach M et M. 11 en résulte en particulier que

les opérateurs T, ;et 7},, (¢ << 7) ne sont plus nécessairement simultanément
continus au sens de la topologie forte; la continuilé forte de 77, ; sur M

implique seulement la continuité vague de _7_’-,,1 sur une partie de M et réci-

proquement (cf. J. Neveu [45], p. 336).

a. Opérateur rétrograde. — Prenons pour espace fondamental la partie

de M constituée par I'ensemble C(—oo, o) des fonctions (réelles ou
complexes) bornées et continues sur R. On prendra la norme usuelle

|G ]lc= sup | ¢ |(z). L’opérateur 7% (¢ <), est alors un endomorphisme
*ER
de C (—oo, + ) et posséde toutes les propriétés de opérateur 7, opérant

sur M.

TutorEME 5. — La continuité locale de Feller au point t entraine lu
convergence au sens de la topologie forte dans C(—ow, +o0), lorsque

At o, de Popérateur Ty, a,,, vers lopérateur identique I de C(— o, + ).
= tim (T —D3l=0  (¥5€C[(—w, +x)]
On aura de méme

7‘/, —A¢ —f> 1
On a en effet,

[(Tiian, —1)3](2) :fﬂF(t, x; t+At, dy)[3(y) — % (2)]

= + ’ (Ve>o0)
|y—ax|£Le ]|_;__x]>5
= ” <T’+A”‘ - 7)6. ”C: S‘éf;{ [ [(Tl+Al,t — j)@] () l

= s [¢() —%(@)]

+2M sup F(t, z; t+ At dy),
TERV )y~ >z
ou
M= sup |9 (x) <oo;
r€R

1° d’aprés la continuité uniforme de ¢ (2) sur R, ¥7n >0, Je(n) >o0:

sup_[3(y) — (@) | <n;

Iy —a
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2° d’apreés la continuité locale de Feller au point ¢, W (s, n)>o,
Jh(e,n)>o0:
0<At<h(§) n) = sup j F(t, x5+ At, dy) <.
TER V| y—z|>e
En choisissant d’abord ¢, puis %, on peut donc réaliser

H (TI+A/,1 — 7) 9 ”cé (t+2.M) .

Ce théoréme peut étre considéré comme une double généralisation d’un
théoréme de K. Yosia [54]. En effet K. Yosipa énonce son théoréme seule-
ment dans le cas homogeéne, et il utilise en outre une hypothése de continuité
globale de Feller alors qu’une hypothése de continuité locale suffit comme
nous venons de le voir.

ReMARQUE. — On a également, dans les mémes conditions (¢ <7) :
' 7‘:»—A7,z _’; T‘:,l
. P At o,
Teipe,,— T,
I S
5 71, 1At =T

=

’I}Ati,o.

l 77, —At —/" N

N
A

Démontrons la premiére de ces formules

Toose,— To= T2 (Toran: — 1)
= [[(Teoan, — To)8lle 2| (Trar: — D5 e

b. Opérateur progressif. — Prenons pour espace fondamental la partie
de M constituée de 'ensemble L, (— o0, + o) des fonctions (réelles ou com-

plexes) sommables sur R. On prendra la norme usuelle || ¢ ]|L:/ |¢(x)|dzx.

L’opérateur 7, - est alors un endomorphisme de L,(—o, + o) et pos-
séde toutes les propriétés de 'opérateur 7', - opérant sur M.

THEOREME 6. — La continuité locale de Feller au point t jointe ¢ la
+w®
condition f(t, z; 7, y)dxe Z1 entraine la convergence au sens de la

topologie forte dans L, (—w, + ), lorsque At o, de lopérateur T,
vers lopérateur identique I dans L, (— o, o)

< lim “<71,1+Az—7>°{’“h:0 [Woe€Ll,(—w, +w)]
Atyo

. f
On aura de méme Ty _pr->1.

BULL. SOC. MATH. — T. 88 FAscC. 2. 15
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Considérons la fonction caractéristique de U'intervalle [ a, b
q )

L (zela, b]) )

@(x):)ﬂ[a,m:; §@<1’7 vel,

o (z€[a, b])

il vient

b
Oé[Tt,H-Atq?](}’):f S, x5 t+ At y) de 1.

Or T, . A; est isométrique pour les éléments positifs de L,; dans notre
cas :

+ = b
b—a=|9|L =] TI,I+A/‘?HL.:f dyf f(t, x5 t+ At, y) dz,

Supposons maintenant que le processus posséde au point £ la continuité
de Feller, (g, n) >0, 3A(c, n)>o0:

o< At<<h(e,mn) = supf St x; t+ A, dy <
xeR Jly—x|>2

b
= || Tz,H—AzaDHL.éf dxf St x5t Aty y) dy <on(b—a),
a ly—aiZe

d’ou, lorsque At o :

b
lim dxf S 25088 y)dy =Im || T n 9]l =b —a
Atyol, | y—azs| Atyo

b
= lim dx/ J(t, x5 t+ Aty y)dy —o.
Atyo./, > ‘

Or pour z€ [a, b]:

Hy —z|>ci2{(y>b+)u(y<a—ce))

b
= fdxf St x5 t+ A, y)dy
a ly—x|>e

S, z; 1+ At, y) dy —o,

}

t>o0 étam arbitraire il vient
b
(1) lim dyf flt, x5t + At y)yde =0

Aevoygarn a

b
(2) = limf dy[f(t,x;t+At,_y)d.zfzb—a.
VE[a,b) “a

Atyo
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1)e 2 euven encoresecrire
(1)et(2)p t é

(1) Iim | Ady[(Tyn— 1) 9] (y) =0,
Avvodygia,n

(2/) lim f dy[( — Ty on) 9] (3) = o.
Avvodyga,n

De par nos hypothéses, les termes entre crochets sont > o de sorte que nous

obtenons par addition :
+»

lim dy |[(T,x—1)g] (y)|=o
Aiyol

== lim “ (TZ,I+L\I-"[)CP||L11_— 0.
Aryo

Le théoréme est ainsi démontré pour les fonctions caractéristiques d’inter-
valles © =4, 5. Or les combinaisons linéaires de telles fonctions sont denses
dans L, (— o, +o0). Puisque || Ty, il =1, il vient || T p— 1] L2 et
le théoréme de Banach-Steinhaus (¢f. E. HiLLe [29], p. 25) affirme alors que
le théoréme est valable pour tout o € Ly (— %, +).

Dans le cas du mouvement brownien linéaire, ce théoréme a été démontré
par E. HuLe ([29], p. 433, théoréme 21.10.1).

REMARQUE. — On a également, dans les mémes conditions (¢ <7) :

g T1,1+A‘r ’/’ T/,r ?
T/, -.aAr‘l; Tt,‘: )
{ Tt—l—Al,'E ’i; Tz,c
|
\

Ato,

} Atlo.

A
TI—~AI,T - TI,'L’
Démontrons la premiére de ces formules :

T/,H—At - T/,T: (TT, T+AT I,) T/,T.
= “ (T/,€+A:* T,-)0 ”Lté || (TT,T+AT’— 1) L!J “Lu
ou
V=T 9€ L, (—x+0).

5. Obtention des équations de Kolmogorov habituelles. — Dans ce qui
précede nous avons précisé les hypothéses qui assurent I'existence au sens de
la topologie uniforme des opérateurs infinitésimaux adjoints A4 (¢) et A4 (¢).
Parmi ces hypothéses figurait la continuité locale (€).

Pour que ces opérateurs soient des opérateurs différentiels paraboliques
adjoints il est clair qu’une hypothése de continuité locale ne suffit pas; il
faut une hypothése de continuité globale. En effet R. Forter [20] a montré
que la solution de la premiére équation de Kolmogorov définit, lorsque les
coefficients « et b satisfont & certaines conditions, un processus de Markov



272 A. FUCHS.

p- s. continu dans un intervalle. Faisons donc I'hypothése de continuité
globale p. s. dans un intervalle que nous écrivons sous la forme de W. Feller -

llm——f dyF(t, z; t + At, y) = o, Ve>o (At > o,
Ao ALy
la limite étant atteinte uniformément en z€R et t€eR.

Faisons en outre les hypothéses supplémentaires qui permettent de déduire
de cette continuité que le processus satisfait & I’équation différentielle stochas-
tique de K. Iro :

(1) dX (¢, ) =0b[¢, X (¢, w)]dt +\alt, X(t, »)]dE (¢, »).

En nous bornant alors aux noyaux f(¢, x; 7, A), { <<t représentant des
densités de probabilités de passage, dérivables une fois en 7 et deux fois en
et 7, les hypothéses que nous avons faites entrainent que les opérateurs A4 (¢)

et A(t) sont les opérateurs différentiels adjoints définis localement par

[A(0) ] () = )] — (b1, @) 9ty )

[4()3] (2) = (1/2) alt, ) 2ty @) + b(t, 2) 5 (1, 2).

a. Opérateur progressif (cf. P. Levy [38], p. 64). — Soit ¢ une fonction
réelle d’une variable réelle munie de deux dérivées continues et a support

compact et considérons I'expression
-+ o0

M) =E{o[X(z,0)]| X (t,0) =2 ] = e@ Stz 0ds (<)

S

o —x

Ecrivons de deux maniéres différentes la dérivée par rapport a = de cette
quantité.

1° en dérivant sous le signe somme :

(a) = e g

2¢ en se servant de 'équation différentielle stochastique (1) :
do[ X (z, w)]_—_ o' [X (7, w) ] dX (v, w) + (1/2) ¢" [ X (z, w)] [dX (r, w)]* + o (dr)

(zr, w)]{b[r, X (z, w)] dr+Va[z, X (7, ©)] dE(T, ») ]
1/2) o"[X (7, w)]alr, X (7, w)][dE(z, »)]* + o(dr)
(;ic‘o X (7, 0)]| X (¢, w):x;
b, X (t,0)] ¢'[A (7, w)]

+ (1/2) al[r, X (7, )] o"[X (7, »)]| X ({, w) ==}

e -/ e n e @1 (6 s D

dM (z')

I

gLr
tG
g
|
E|

]
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En intégrant par parties et en admettant 'existence de &%, o, a%?, il vient
oM (t T 0? . e
v 2= e | et fe im0
. d y | L
- y[[)(‘l’, C,)f(t’ x5 T, 1)] d::'

En égalant (@) et (&) et en remarquant que I'égalité ainsi obtenue a lieu
quelle que soit la fonction o appartenant a la classe envisagée, il vient

6 250 =(1/) (5 D) f (6 35, 0] — ZBED f(6wim Dl

b, Opérateur rétrograde :

Tt+ tt'—'I +n_ )
[+ ](x) At[fn C?()’)F(l,x;t—}—At,dy)_?(x)]

L f (Y F(t,z;t+ At dy) — o (x) | +¢c(Ag),
at [y—xlLs
ou :(At) — o lorsque At | o :

e[+ AL )] — 79[
=£ 5,

A, 0)] ‘ A (¢t, w) :x} + e (A¢)
ou £' désigne I'espérance mathématique tronquée.
Supposons que § () soit deux fois dérivable en 2 :

QA (t+ At )] — [ A (¢, »)]
=AX(t,0) G [ (¢, w)] + (1/2) [AX (¢, 0) 20" [ X (¢, )] +o[(AX (¢, »))?]

. Tt+Al,t_i — 1,
= I:T— C?] (‘l‘)

AX
:E'{———yt’ )|k, w):xgia(x)
+(I/2)E’{M' (¢, m)_ﬂ§ dqcp(x)—i—O(At)

d’ou, lorsque A¢ | o :

[4()5](z)=b(¢, 2)

J _ 02 _
dxcp(x)—e—([/z)a(t, x)ﬁgq)(x).
Prenons ¢(x) =F(t+ At, x;7,%) ¢

Tonn,—1 _ A
= [%——cp](w)———F(t x; 7, %),



5]
—
A~
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L'existence de la limite [ 4(¢) cﬂ () assure alors celle de — %F(t, x5 7, k)
et 1l vient

Jd . J ., . N .
S @7 = b @) S Pt 037, 0) + (1f2)alt, ) 5 Pt 237, 5) = o,
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