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Détermination du nombre des arrangements complets ot les
éléments consécutifs satisfont & des conditions données; par
M. Désirt ANDRE.

(Séance du 13 décembre 1878.)

1. — Introduction.

1. Les arrangements complets de m objets n & n sont, comme
on le sait, les groupes qu’on obtient en placant sur une méme
ligne, les uns A la suite des autres et de toutes les maniéres pos-
sibles, n des m objets donnés, un méme objet pouvant entrer plu-
sieurs fois dans un méme groupe, et deux groupes différant entre
eux soit par les objets qu'ils contiennent, soit par 1'ordre ou ces
objets s’y succédent.

Les objets dont nous parlons constituent les éléments des groupes
et sont de nature quelconque. Ils peuvent étre, par exemple, des
lettres de l'alphabet. Quels qu'ils soient, le nombre des arrange-
ments complets de m lettres n & n est égal & m~.

Nous ne rappellerons point ici le procédé trés-simple et trés-
connu qui conduit & ce résultat, le présent Mémoire ayant uni-
quement pourbut la résolution des problémes particuliers contenus
dans I'énoncé général suivant :

Parmi les m" arrangements complets de m objets n & n, combien
y en a-t-il o les éléments consécutifs satisfont & des conditions
données?

2. Ces problémes particuliers sont en nombre infini, car les
conditions données peuvent présenter une variété inépuisable. Ils
sont difficiles, ou, du moins, réputés tels. Nous exposons d’abord
une méthode générale qui permet de les résoudre tous, quelque
compliqués qu’en soient les énoncés, d’'une maniére uniforme et
simple.

A cause méme de sa pleine généralité, cette méthode, pour étre
bien comprise, demande a étre appliquée & de nombreux exemples.
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Le premier probléme auquel nous 'appliquions est celui-ci :

Avec un alphabet contenant ¢ voyelles et ¢ consonnes, combien
peut-on former de mots de n lettres oi il n’y ait jamais consécu-
tivement plus de deux voyelles ni de deux consonnes?

Ce probléme rentre évidemment dans notre énoncé général. I
en est de méme du suivant :

Avec v notes distinctes, combien peut-on former de phrases
musicales différentes présentant une durée déterminée et dans
lesquelles chaque temps ne subisse que des divisions d’un certain
ordre?

Le troisiéme probléme considéré par nous ne rentre point aussi
visiblement dans notre énoncé général [1]. Au fond, toutefois, il
s’y raméne, et notre méthode lui est parfaitement applicable. C’est
le probléme que voici :

Sur un damier présentant une largeur de c cases et une pro-
Sondeur indéfinie, par combien de chemins différents un pion
qui ne recule jamais et qui part d’une case donnée peut-il arriver
a une autre case donnée ?

On connait la difficulté proverbiale des problémes sur le cava-
lier du jeu d’échecs. Notre méthode néanmoins s’applique trés-
bien a celui-ci :

Sur un échiquier présentant une largeur de c cases et une pro-
fondeur indéfinie, par combien de chemins différents un cavalier
qui ne recule jamais et qui part d’une case donnée peut-il arriver
a une autre case donnée?

Ces quatre problémes, résolus facilement par notre méthode
générale, suffisent, croyons-nous, a en montrer la commodité et
I'importance. Nous nous bornons donc & ces quatre applications,
et nous terminons par quelques réflexions sur la méthode en ana-
lyse combinatoire.



II. — Méthode générale de résolution des problémes considérés.

3. Rappelons d’abord notre énoncé général [1] :

Parmi les m” arrangements complets de m objets n & n, com-
bien y en a-t-il ol les éléments consécutifs satisfont & des condi-
tions données?

Puis, supposons formés tous ces arrangements dont on demande
le nombre, et désignons ce nombre lui-méme par X,.

4. Evidemment, les conditions données nous fournissent le
moyen de classer en différentes espéces les parties terminales de
nos X, arrangements, et, par conséquent, ces X, arrangements
eux-mémes. Cette classification est le premier fondement de notre
méthode. '

Supposons qu’elle soit effectuée, c’est-d-dire que nos X, arran-
gements soient ainsi distribués en différentes espéces, et désignons
par A, le nombre des arrangements de la premiére espéce, par B,
le nombre de ceux de la deuxiéme, par C, le nombre de ceux de
la troisiéme, et ainsi de suite. Nous aurons

X,=A,+B,+Cr+...,

et le calcul du nombre X, sera ramené a celui des nombres A,,

B,, Cp, ....

5. Pour déterminer ceux-ci, revenons aux conditions données.
Quelles qu’elles soient, elles fournissent, pour les nombres A,,
B,, Cp, ..., des équations liant chacun d’eux aux nombres A,_,,
Bueiy Caiy ooey Apay Baa, Cpoay ooy Apyy Baosy G, . o, ete.
Dans la presque totalité des cas, ces équations ne contiennent,
outre A,, B,, Cp, ..., que les nombres A,_,, B,_i, Cs_y, ..
Dans des cas exceptionnels, comme le probléme [2] surle ca-
valier du jeu d’échecs, on est obligé de prendre aussi A,_,,
B,_2, Cn_a, . ..; mais il n’arrive pour ainsi dire jamais qu'il faille
aller jusqu’aux nombres A,_,, B,_3, Cs_s, ..., 0i, a fortiori, aux
nombres antérieurs.

Quoi qu'il en soit, si nous appelons A le nombre des espéces de
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nos arrangements, les conditions données entre les éléments con-
sécutifs nous fournissent A équations reliant les nombres cherchés
Ay, B, C,, ... aux nombres analogues correspondant aux précé-
dentes valeurs de 7.

6. Entre ces A équations et celles qu’on en peut déduire en
faisant varier n, séparons les nombres A, B, C, ..., c'est-a-dire
effectuons les éliminations nécessaires pour obtenir, i la place de
ces équations, des équations nouvelles, telles que chacune d’elles
ne renferme que des nombres A, ou des nombres B, ou des nom-
bres C, etc.

L’équation ne contenant que des nombres A exprime la loi
d’'une suite récurrente dont A, constitue le terme général. De
méme pour celles qui ne renferment que des nombres B, que des
nombres C, et ainsi de suite.

7. Ainsi A, est le terme général d'une certaine suite récurrente
dont on connait la loi. Comme on peut toujours calculer direc-
tement les premiers termes de cette suite, on peut, en se fondant
sur la théorie des suites récurrentes, parvenir a I'expression géné-
rale de A,. Par des procédés identiques, on arrivera a celle de B,,
a celle de G, etc.

Il va sans dire que, dans le cours de ces calculs, on profitera de
toutes les simplifications qui se pourront présenter, et que, les
expressions de A,, B,, G, ... une fois obtenues, il suffira de les
ajouter pour avoir X, c’est-a-dire pour oblenir la solution méme
du probléme considéré.

8. En résumé, notre méthode se réduit aux quatre opérations
suivantes, dont les deux premiéres sont purement combinatoires
et les deux derniéres purement algébriques :

Tirer des conditions relatives aux éléments consécutifs un
mode de classification des arrangements dont on cherche le
nombre;

Déduire de ces mémes conditions les équations qui donnent
Ay, Bg, Cp, . .. en fonction des nombres analogues correspondant
aux précédentes valcurs de n;

Entre ces équations et celles qu’on en déduit en faisant varier



n, séparer, par une suite d’éliminations, les nombres inconnus A,
B,G,...;

Enfin, déterminer les expressions respectives de A,, By, Cp, ...
et les ajouter.

9. Nous allons appliquer, et d’une fagon absolument littérale,
cette méthode générale a la résolution des quatre problémes que
nous avons déja énoncés [2].

III. — Probléme sur l'alphabet.

10. Avec un alphabet contenant v wvoyelles et c consonnes,
combien peut-on former de mots de n lettres oi il n'y ait jamais
consécutivement plus de deux voyelles ni de deux consonnes?

Tel est le premier probléme énoncé par nous. Il rentre évidem-
ment dans notre énoncé général [1], et, par suite, notre méthode
générale lui est applicable. Cette application, comme nous I'allons
voir, présente une simplification remarquable qui, d’ailleurs, se
rencontre trés-fréquemment et que I'on peut, pour ainsi dire, faire
naitre a volonté.

11. Supposons formés tous les mots de n lettres dont nous
cherchons le nombre, et, par la considération des conditions don-
nées, d’une part, des lettres qui terminent ces mots d’autre part,
tichons de les classer.

Nous trouvons que ces mots sont de quatre espéces différentes :

1° Ceux qui finissent par une voyelle unique;

2° Ceux qui finissent par deux voyelles consécutives;

3° Ceux qui finissent par une consonne unique;

4° Ceux qui finissent par deux consonnes consécutives.

Appelons V;,, V), C, G, les nombres de mots respectivement
compris dans ces quatre espéces; désignons par X, le nombre
total des mots cherchés. Nous avons

X, = v'n -+ V'IIL + C'n -+ C’I’L'

W "

et nous serions conduits a calculer V), V, G , C), n’était la sim-
plification annoncée. *
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12. Continuant a appliquer notre méthode générale, cherchons
les équanons qui lient les nombres V', V', C,
Vn—l’ n—-1? C'n-n C’I’l—l'

Les mots de n lettres finissant par une voyelle unique se dé-
duisent évidemment des mots de n—1 lettres finissant soit par
une, soit par deux consonnes. Il suffit, pour obtenir ceux-la,
d’écrire 4 la suite de ceux-ci, successivement, une i une, les

¢ voyelles données. De la cette relation

Vo= (Coy+ Cy) .

C’, aux nombres

n n’

Chaque mot de n lettres finissant par deux voyelles s’obtient
évidemment par 'adjonction d’une des ¢ voyelles données a la
suite d'un mot de n — 1 lettres finissant par une voyelle unique.
Donc

" 4
V,=V,_v.
En raisonnant de la méme fagon sur les mots terminés par une
ou par deux consonnes, on trouve les deux nouvelles relations

C= (Vs +Vi_y)e,
C.= Gn—i Cy

qui, jointes aux précédentes, forment un nombre d’équations égal
au nombre des espéces de notre classification.

13. A Tl'aide d’un calcul fort aisé, nous tirons de ces quatre
équations les quatre relations nouvelles

V,=vcV,_,+ve(v—+c)V,_y+ (ve)2V,_,,
V,=veV,_y+vc(o+c)V)_y+ (ve)? V';,_‘,
C, =vcC,_y +vc(v+c) n_3+(vc)’C'
C,, =vcC;,_, + ve(v +¢)C;,_, + (vc)*C,

Ces relations, o V', V/ C’, G’ sont séparés, montrent que
ces nombres sont chacun le terme général d’une série récurrente
proprement dite.

Il se trouve que ces quatre séries récurrentes ont des lois iden-
tiques, et cette particularité, origine de la simplification annoncée
[10], nous dispense de calculer isolément V', V7, C, C! et nous
permet d’obtenir immédiatement X,,. .
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14. En effet, ajoutons membre & membre nos quatre derniéres
équations, en nous rappelant I’égalité fondamentale

Xn:Vn+v'/’z+ C'u'l“ C':z;
nous trouvons aussitdt
X, =vcXpey+ve(v+¢)Xp g+ (ve)2 X,y

Le nombre X, est donc le terme général d’une série récurrente
proprement dite, dont I'’équation génératrice est I'équation du
quatriéme degré

xt—ocx?— vc(v +c)x — (ve)?=o.

Comme nous ne connaissons point les racines de cette équation,
nous ne pouvons appliquer, pour écrire '’expression générale de
Xy, les régles de Lagrange, lesquelles supposeraient cette équation
résolue. Nous recourrons donc aux régles que nous avons précé-
demment données pour écrire le terme général d’une série récur-
rente en fonction, non plus des racines, mais, ce qui est infiniment
plus commode, des coefficients de I'équation génératrice.

Ces régles pourraient nous conduire a plusieurs expressions
de X, ; nous n’en donnerons qu’une.

15. Posons, conformément a ces régles,
Xy=way,
X = ,,
X3 = x5+ vcX,,
X, =z, 4 vcXy+ vc(v + ¢) X;.
Le nombre cherché X, sera donné par la formule
X,=x,%(n, 1)+ 2,¥(n,2) + 23¥(n, 3) + x,¥(n, §),

dans laquelle x,, x,, x3, x;, qu'on peut aisément calculer, ont
pour valeurs respectives v+ ¢, (v +c¢)?, 2vc(v—+c) et 2(vc)?,
et ou ¥ (n, i) est fourni, pour chaque valeur de i, par I'égalité

B—l—- + d)!
vimi) =3 ES T ok e,

le signez s’étendant, pour les entiers B, y, d, & tous les systémes
YIL. 4
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de valeurs positives ou nulles qui satisfont & la condition
28+ 3y +4d=n—.i.

Telle est 'expression générale de X,.

IV. — Probléme sur la musique.

16. Avec v notes distinctes, combien peut-on former de phrases
musicales différentes présentant une durée déterminée et dans
lesquelles chaque temps ne subisse que des divisions d’un certain
ordre?

Avant d’aborder la résolution de ce trés-intéressant probléme,
nous ferons remarquer que l'on peut toujours le ramener au cas
ou les temps ne sont point divisés. Si les temps étaient partagés,
par exemple, en moitiés, en tiers ou en quarts, on pourrait prendre
une moitié, un tiers ou un quart de temps pour unité de durée.
En d’autres termes, nous pouvons toujours supposer la durée to-
tale de la phrase partagée en un certain nombre de petites durées,
toutes égales entre elles, et remplir chacune entiérement par un
élément musical unique ; rien ne nous empéche d'appeler chacune
de ces petites durées un temps.

En conséquence, nous pouvons, sans restreindre la généralité
de notre présent probléme, en mettre 1’énoncé sous cette nouvelle
forme :

Avec v notes distinctes, combien peut-on former de phrases
musicales différentes, de n temps non divisés ?

17. A chacun de ces nouveaux temps correspondra, comme
nous venons de le dire, un élément unique. Donc chacune de nos
phrases sera un groupe de n éléments.

Ces éléments, d’ailleurs, seront évidemment de trois sortes :
note articulée, silence, prolongation.

La note articulée sera I'une quelconque des v notes données;
elle pourra se placer aprés un élément quelconque.

Le silence pourra aussi se mettre aprés tout élément.

La prolongation pourra suivre une note articulée ou une pro-
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longation, mais ne devra jamais suivre un silence, un silence pro-

longé ne différant point, en effet, d’'un silence répété; il y aurait
double emploi.

18. Ces explications données, supposons formées toutes les
phrases musicales qu’on nous demande et désignons-en le nombre
par X,.

Ces phrases sont de trois sortes, puisque leur dernier élément,
qui occupe par hypothése le n¢™ rang, est une note articulée, un
silence ou une prolongation.

Nous désignerons par A, le nombre des phrases de n éléments
qui finissent par une note articulée ; nous appellerons S, le nombre
de celles qui finissent par un silence, et P, le nombre de celles qui
finissent par une prolongation. A

19. Conformément i notre méthode générale, nous venons de
classer nos phrases de z éléments. Il nous reste, pour transformer
notre probléme en une simple question de calcul, a trouver les
équations qui relient les nombres A,, S,, P,, dont la somme est
Xy, aux nombres précédents A,_,, S,_y, Pn_y.

Evidemment, on obtiendra toutes les phrases de n éléments
terminées par une note articulée en faisant suivre successivement
de chacune des v notes données toutes les phrases de n — 1 élé-
ments. De la cette premiére équation

A, = (An—-l + Sp—y+ Ppy ) Y.

De méme, on obtiendra toutes les phrases de n éléments finis-
sant par un silence en placant un silence aprés toutes les phrases
de n —1 éléments. De la cette deuxiéme équation

S,=Ap 1+ By +Cpy.

Enfin, pour former toutes les phrases de n éléments terminées
par une prolongation, il suffira d’écrire une prolongation 2 la suite
de chacune des phrases de n— 1 éléments finissant soit par une
note articulée, soit par une prolongation. De la cette troisiéme
équation

P,=Ap g+ Pps.

4.
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Nous possédons ainsi trois relations entre les nombres A, S,
P, et les nombres A,_,, S,_,, Pn_,.

20. De ces relations et de celles qu’on en déduit en faisant
varier n on tire, par un calcul facile, les trois relations nouvelles
(“ +2) A, 4+ A, =0,
— (v+2)Spy + Sy =0,
Pn — (V -+ 2) P, +P, =0,
qui nous permettraient de déterminer les expressions respectives
des nombres A,, S,, P,.
Grice a I'identité de ces relations, nous sommes dispensés de

cette détermination. En les ajoutant membre & membre, nous
trouvons immédiatement

X,— (v+2)Xpy+X,3=0,

et nous voyons que X, est le terme général d’une série récurrente
proprement dite, dont I’équation génératrice est évidemment
x?— (v -+ 2).Z‘+I:0.

21. En appllquant a ces derniers résultats le procédé de La-
grange, nous trouvons, pour l'expression générale de X,

X,==t,R? + 4, R2,

R, et R, étant les racines de ’équation génératrice qui précéde [20].
et t, et ty des coefficients indépendants de 7, satisfaisant aux équa-

tions
qR+ 4Ry =X,;, R} +4RI=X,,

dans lesquelles on a, comme on peut le voir directement,
Xy=v+1, Xy=»2+ 3v+1.
Si 'on effectue les calculs, on trouve finalement
v v ~+2 Vv: + 4y »
I+ e -+ 4 )
\/yz -+ 4.“ 2 2

<|_ v )(v+2_m)n.

CEANE »

+
N |-
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22. Si, au lieu du procédé de Lagrange, on emploie le premier
de ceux que j’ai fait connaitre, on trouve

X,=(v+1)¥(n,1)—¥(n,2),

¥ (n, i) étant donné par I'égalité
-+
¥(n, i) _Z u“! te'? v+ 2)*(—1)f,

dans laquelle leE s'étend a tous les systémes de valeurs possibles
des entiers non négatifs a et 3 qui satisfont a la condition
«a+2f=nr—Ii.

23. On peut remarquer que, si, négligeant absolument les effets
d’intonation, on veut ne tenir compte que des effets de mesure,
notre probléme se réduit 3 celui-ci :

Parmi les phrases musicales composées de n temps non divisés,
combien s’en trouve-t-il qui différent par la mesure?

Ce probléme est évidemment un cas particulier du précédent;
il suffit, pour en obtenir la solution, de remplacer, dans les ré-
sultats qu’on vient d’écrire, la lettre v par I'unité.

V. — Probléme sur le jeu de dames.

24. Sur un damier présentant une largeur de c cases et une
profondeur indéfinie, par combien de chemins un pion qui ne
recule jamais et qui part d’une case donnée peut-il arriver & une
autre case donnée?

Pour abréger les éliminations auxquelles conduit notre méthode,
nous supposerons c¢ égal a 6. Cette hypothése n’aura d’autre effet
que d’abréger les calculs; notre méthode générale n’en sera ni
restreinte ni altérée.

25. Nous supposons donc notre damier formé par une suite de
rangées de six cases chacune. Nous supposerons de plus que, dans
la premiére rangée, la premiére case a gauche soit blanche, et que
notre pion parte d’une case blanche de cette premiére rangée.
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Nous distinguerons d’ailleurs deux sortes de rangées : celles de
rang impair, qui commencent par une case blanche et que nous
nommerons rangées impaires; celles de rang pair, qui commen-
cent par une case noire et que nous NOMMErons rangees paires.

La case de départ de notre pion appartenant toujours a la pre-
miére rangée impaire, la case d’arrivée pourra appartenir soit a
la n'*™° rangée impaire, soit & la n®*™ rangée paire. De 13, dans le
probléme actuel, deux cas différents que nous traiterons I'un aprés
Iautre.

26. Supposons d'abord que notre pion ait sa case d’arrivée sur
la n'*™® rangée impaire.

Tous les chemins par lesquels ce pion peut arriver sur une case
de cette n'*™ rangée impaire peuvent se classer en trois espéces :
ceux qui se terminent sur la premiére case blanche de cette
rangée, ceux qui se terminent sur la deuxiéme, ceux qui se ter-
minent sur la troisiéme, les cases étant comptées a partir de la
gauche.

Nous appellerons P,, Qn, Ry, les nombres respectifs de ces trois
sortes de chemins.

27. La n'*™ rangée impaire est précédée par la (n—1)"*™® rangée
paire. Si nous appelons S,_,, Tr_i, Un_; les nombres respectifs
des chemins qui se terminent, a partir de la gauche, sur la pre-
miére, la deuxiéme ou la troisiéme case blanche de cette rangée
paire, nous avons, d’aprés la marche bien connue du pion du jeu
de dames, les six égalités suivantes :

P,=Sp1, Sp—1 =Pp—y+ Qp1,
Qr=S,—1 + Toty Tpoy= Qn—l + Ry,
R,=Tupy+ Upty, Upy=R,,,

d’ou nous tirons immédiatement

P,=P,, +_Qn——h
Q=Ppy +2Qp—1+ Rp—y,
R,=Q,+2R,_,.

28. Une suite d’éliminations faciles, effectuées sur ces der-
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niéres égalités, nous donne les relations suivantes :
P,= 5Pn-l - 6Pn—-: + Py,
Q= 5Qn—-l - 6Qn—! “+ Qp—s»
R,= 5Rn—i —6R,y+ R,

lesquelles nous montrent que chacun des nombres P, Q,, R, est
le terme général d’une série récurrente proprement dite, admettant
I’équation génératrice du troisiéme degré

2514 6xr—1=0.
29. Par suite, si nous posons
P, =p,,
P! =—Ps -+ 5Ph
Py =p;+ 5P,— 6P,
la valeur de P, nous est donnée par la formule

Po=p,¥(n, 1)+ py¥(n, 2) +p3¥(n,3),

I'expression ¥ (n, i) étant définie par 1'égalité

(n, 1)__2 u—«}-'g'—;—y -52(— 6)¢,

dans laquelle lez s’étend A tous les systémes possibles de valeurs
des entiers non négatifs «, (3, 7 qui satisfont a la condition
a+2B+3y=n—i.

Les expressions de Q, et R, sont identiques; il suffirait, pour
les obtenir, de remplacer dans tout ce que nous venons d’écrire P
et p soit par Q et ¢, soit par R et r.

30. En raisonnant de méme pour le cas ou la case d’arrivée
appartient i une rangée paire, on trouverait

Sp =58,y —68,_ 3+ 8,
T,=5Tp— — 6Tp—g+ Tp—s,
U,=5U0,,—6U,_,+ U,_;.

Pour obtenir les expressions de S,, Uy, Ty, il suffirait de prendre
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celles de P,, Q,, R, et d’y remplacer les lettres P et p, Q et ¢, R
et r respectivement par les lettres S et s, T et't, U et u.

31. Il est bien clair que, par les résultats qui précédent, notre
probléme sur le pion du jeu de dames se trouve complétement
résolu. Pour le bien montrer, considérons-en un cas particulier
quelconque, celui, par exemple, ou, la case de départ étant la se-
conde case blanche de la premiére rangée impaire, la case d’ar-
rivée est la troisiéme de la n'*™ rangée paire.

Le nombre cherché est U,. Nous trouvons, par un calcul direct,

U‘:(), Uz:l, U3:4,
et, par suite,
Uy=—0, us=—1, Uy=——1I.

Donc nous avons, pour toutes valeurs de 7, et en conservant aux
expressions ¥ les significations [29] que nous leur avons assignées,

U,=¥(n, 2)— ¥(n,3).

VI. — Probléme sur le jeu d’échecs.

32. Sur un échiquier présentant une largeur de c cases et une
profondeur indéfinie, par combien de chemins différents un ca-
valier qui ne recule jamais et qui part d’une case donnée peut-il
arriver & une autre case donnée?

Tel est le probléme que nous nous proposons de résoudre.
Pour en abréger les calculs, nous prendrons ¢ égal a 4. Mais nous
ferons observer que cette valeur particuliére attribuée a ¢ n’enléve
rien & la généralité de la méthode que nous allons suivre; elle n’a
d’autre effet que de rendre moins longues les éliminations aux-
quelles se réduit la troisiéme partie [6] de notre méthode gé-
nérale.

33. Dans cette hypothése, notre échiquier aura une largeur de
quatre cases et une profondeur indéfinie. Nous pourrons le re-
garder comme formé par une suite de rangées de quatre cases
chacune. Nous supposerons que notre cavalier ait pour point de
départ une case de la premiére rangée et pour point d’arrivée
une case de la n'*®°,
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34. Les chemins différents que peut suivre un cavalier partant
d’une case de la premiére rangée et arrivant, sans jamais reculer,
a une case de la ™ peuvent se classer en quatre espéces, suivant
qu’ils aboutissent finalement & telle ou telle des quatre cases de
cette rangée. Prenons ces cases de gauche a droite, et appelons P,
le nombre des chemins aboutissant a la premiére case, Q, celui
des chemins aboutissant 4 la deuxiéme, R, et S,, ceux des chemins
qui aboutissent respectivement a la troisiéme et & la quatriéme.
Si nous donnons un moyen de calculer chacun de ces nombres,
notre probléme sera résolu.

35. Pour trouver ce moyen, cherchons les relations qui existent-
entre les nombres P,, Q,, Rz, S, et les nombres analogues d’in-
dices moindres.

La marche connue du cavalier et la figure formée par les trois
rangées correspondant sur notre échiquier aux trois indices n,
n—1, n— 2 nous donnent immédiatement les égalités suivantes :

Pp= Qu2+ Ry,
Q=P +Rya+ S,
R,=Ppy+ Quo+ Sy
S, = Qp—1+ Ry

et, amenée & ce point, la solution de la question n’est plus qu’un
calcul ordinaire.

36. Par une suite d’éliminations, que des remarques assez
simples peuvent rendre faciles, nous déduisons des quatre rela-
tions qui précédent les quatre relations suivantes :

P,=—2P, ; + 2P, + 4P, +2P;_c — P,
Q=2Qu—s + 2Qn—s + 4Qu—s + 2Qu—s— Qu—s,
R,=2R,_s+2R,_,+ 4R, s+ 2R, _;— R, 4,
Sp =128, + 28,4 4+ 4Sp—5 + 2S,-5 — Sp—s,

qui nous montrent d’abord que les nombres P, Qn, R,, S, con-
stituent chacun le terme général d’une série récurrenle propre-
ment dite, ensuite que chacune de ces séries admet 'équation

génératrice
ad— 228 — 22" — fut— 22+ 1=20,



laquelle peut s’écrire aussi
(+1)(2®— a2 — 2 —1) (2*+ 22 —1) =o0.
37. Or, les procédés que nous avons fait connaitre nous don-

nent immédiatement I'expression générale de P,, Q,, R, S,. Con-
sidérons, en effet, P,; nous savons que, si I'on pose

Py =p,,
Py = pa,
P; = p;+ 2Py,
P, =p,+ 2P,,

Py = ps+ 2P+ 2P,

Py = ps+ 2P, + 2P, + 4Py,

P, =p,+ 2Py+ 2P, + 4P, + 2Py,
Py —=ps+ 2Py + 2P, + 4P;+ 2Py,

on a identiquement

8
P, ::Z‘pi\Y(n, i),
1

¥ (n, i) étant donné par I'égalité

, Ww(B+d+e4+854+06)! .
W(""):z(”"o(ﬁ T ITTIT R

dans laquelle le signeE s’étend 4 tous les systémes de valeurs des

entiers non négatifs 3, d, ¢, , 6 qui satisfont a la condition
2B+ 48+ 5s+65+80=n—..

Les expressions de Qn, R;, S, se déduiraient d’ailleurs instan-
tanément des relations qui précédent; il suffirait de remplacer,
dans toutes celles-ci, Pet p par Q et ¢, ou R et 7, ou Sets.

38. Nous voyons ainsi que P, Qn, Ry, S, seront connus dés
que 'on connaitra I'indice », ainsi que les valeurs numériques des
nombres p, g, r, s, qui sont, dans chaque espéce, au nombre de
huit. Or, ces derniéres valeurs pourront se calculer directement
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dés que 'on connaitra la case de départ; donc notre probléme est
complétement résolu.

39. Pour en bien faire comprendre la solution, prenons un
exemple particulier. Supposons que la case de départ soit la se-
conde de la premiére rangée et la case d’arrivée la quatriéme de
la n'*m° rangée. Il s’agira de calculer S,.

Or, dans ce cas particulier, on voit directement que les huit
nombres s,, 55, 53, 54, S5, 5o, 57, §5 sont respectivement o, 1,0, —1,
1, 1,0, 0. Donc on a

S,=Y¥(n,2)—Y¥(n, 4)+ ¥(n,5)+ ¥(n,6),

les quantités ¥ gardant les significations qu’on leur a données [37]
plus haut.

VII. — Sur la méthode en analyse combinatoire.

40. Les problémes de I'analyse combinatoire sont de telle na-
ture, que larésolution s’en réduit presque toujours i la recherche
du nombre X, , des groupes que I'on peut former, suivant cer-
taines lois données, avec m objets pris » & n. La détermination
de ce nombre dépend évidemment des lois données; d’ordinaire,
elle présente des difficultés réelles d’autant plus grandes, qu’on
ne trouve, dans les Livres et Mémoires, pour ainsi dire aucune
indication sur la maniére de les surmonter.

Evidemment d’ailleurs, ces difficultés sont de deux sortes, les
unes de raisonnement, les autres de calcul; car la détermination
du nombre X, , comme la résolution des problémes de I'analyse
ordinaire, comprend deux parties successives : une partie de rai-
sonnement, analogue a la mise en équations des problémes d’Al-
gébre; une partie de calcul, analogue & la résolution de ces équa-
tions.

4. C'est dans la premiére partie que se présentent les difficultés
les plus sérieuses. On s’y propose, non pas, certes, de trouver 'ex-
pression méme de X,, , en fonction de m, de n et des paramétres
introduits par les lois dont nous avons parlé : une détermination
aussi immédiate ne pourraitconvenir qu’a des cas tellement simples,
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que leur extréme simplicité leur enléverait toute espéce d’intérét;
on s’y propose, disons-nous, de découvrir des relations ou entre
I'inconnue X, ,; la grande difficulté, c’est d’arriver a de pareilles
relations.

Si I'on étudie les procédés, si nombreux et en apparence si
divers, employés jusqu'a présent dans cette recherche, on voit
qu’ils consistent tous & comparer les groupes dont on cherche le
nombre X, , soit & des groupes dont les nombres sont connus,
soit a des groupes dont les nombres sont inconnus.

Avec quels groupes doit-on comparer les groupes étudiés? De
quelle maniére doit s’effectuer cette comparaison? La réponse &
cette double question ne peut étre donnée pour tous les cas pos-
sibles. La formuler pour une série de cas déterminés, c’est-a-dire
pour un ensemble déterminé de problémes, ce serait donner la
méthode générale permettant de résoudre tous ces problémes, ce
serait faire pour eux ce que nous venons de faire pour ceux qui
rentrent dans I’énoncé général [1] donné au commencement du
présent Mémoire.

Nous pouvons dire seulement, d’'une fagon assez vague, et en
nous fondant bien moins sur le raisonnement que sur notre expé-
rience, que le plus difficile n’est pas d’effectuer la comparaison
des groupes étudiés avec d’autres groupes, mais de choisir ces
autres groupes. Nous serions méme tenté d’énoncer cette régle
empirique : toutes les fois que la comparaison des groupes étudiés
avec les autres groupes ne s’effectue pas trés-facilement, toutes les
fois, en d’autres termes, qu’elle ne conduit pas, d’une fagon presque
immédiate, & une ou plusieurs équations, c’est que les autres
groupes sont mal choisis; il faut procéder & un choix nouveau.

42. Quoi qu'il en soit, les groupes étudiés, comme ceux avec
lesquels on les compare, n’entrent que par leurs nombres dans les
relations auxquelles on parvient. Les groupes dont les nombres
sont connus n'apportent, dans ces relations, que des quantités
connues, dont il est pour ainsi dire inutile de s’occuper. Les
groupes dont les nombres sont inconnus y apportent des quantités
inconnues, et ces quantités inconnues, qu'il est indispensable de
considérer, se partagent en trois classes parfaitement distinctes :

D’abord, le nombre Xn,n des groupes étudiés;
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Ensuite, les nombres X/, X nny « .+, qui correspondent &
des groupes formés suivant les mémes lois que les groupes étudiés,
mais différant de ceux-ci par les valeurs numériques des indices m
et n,ou de 'un seulement de ces indices;

Enfin, les nombres Y, 4, Yy oy «vvy Zrsy Lo, - .., etc., qui
correspondent a des groupes différant de ceux qu’on étudie, non
point par des valeurs numériques d’indices, mais par les lois
mémes qui président & leur formation.

L’inconnue X, , entre forcément dans une ou plusieurs des re-
lations qu’on obtient; les inconnues Xy, nry Xy « . ., jointes a
Xyn,n, donnent lieu a des lois de récurrence simples ou doubles,
suivant qu’elles présentent des variations d’un seul ou des deux
indices; les inconnues Yy ¢, Y., -oey Zrygy Ly g, ..., €tc., peuvent
presque toujours étre regardées comme des inconnues auxiliaires
qu'il faut éliminer.

43. Supposons maintenant qu’on ait achevé la partie de rai-
sonnement, c’est-i-dire qu’on ait réussi i former une ou plusieurs
équations entre les inconnues. Il faut passer & la partie de calcul,
qui, comme nous 'avons dit, est de beaucoup la moins difficile
des deux.

Les difficultés qu’elle présente ne consistent, en effet, que dans
des calculs & effectuer, et ceux-ci s’effectuent par les seuls pro-
cédés de I'Analyse ordinaire, non pas prise dans toute sa généra-
lité, mais réduite aux trois théories de la résolution des équations,
des séries récurrentes et de ’élimination.

SiI'on n’a introduit dans les calculs que la seule inconnue X,, ,,
auquel cas il a suffi de former une seule équation, on n’a qu’a ré-
soudre cette équation. ,

Si, outre X,,,,, on a considéré encore les inconnues analogues
Xont,nty Xomtnny « « «, correspondant & des groupes de méme nature
que les groupes étudiés, 1'équation ou les équations reliant ces
inconnues expriment des lois récurrentes d’oa 'on pourra, dans
la plupart des cas, déduire 'expression de X, ».

Si enfin I'on considére a la fois I'inconnue X, ,, les inconnues
analogues Xy, 1y Xpn,ny - - - €t les inconnues non analogues Y, ,,
Ypi,qr ooy Lrsy Lt gy -, €tc., il faudra d’abord, par des éliminations
convenables, séparer les inconnues, c’est-a-dire obtenir des équa-
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tions ne contenant plus que des quantités X, ou des quantités Y,
ou des quantités Z, etc.; il faudra ensuite, cette séparation une
fois effectuée, étudier les lois récurrentes données par les équa-
tions obtenues. Comme dans le cas précédent, on en pourra géné-
ralement conclure 'expression méme de X, ».

44. A cet avantage de se traiter par les procédés de I’Analyse
ordinaire, la partie de calcul joint celui, non moins appréciable,
de se traiter dans tous les cas possibles d'une maniére uniforme.
La partie de raisonnement ne participe point a cette uniformité :
elle varie toutes les fois que I'on passe d'un genre de problémes a
un autre.

Y

45. En résumé, pour calculer X, ,, la marche a suivre, tant
dans le raisonnement que dans le calcul, dépend surtout de ce que
la comparaison des groupes donnés avec d’autres groupes porte
sur des groupes dont le nombre est connu, ou sur des groupes
dont le nombre est inconnu et qui sont de méme nature que les
groupes étudiés, ou enfin sur des groupes dont le nombre est en-
core inconnu, mais qui difféerent des groupes étudiés par la loi
méme de formation.

Le cas ou la comparaison embrasse a la fois ces trois sortes de
groupes comprend évidemment tous les autres. Nous plagant dans
cette hypothése, nous pouvons esquisser de la maniére suivante la
marche & suivre pour arriver a Xy, p :

1° Choisir les groupes auxquels on comparera les groupes
étudier;

2° Comparer les groupes étudies aux groupes qu'on vient de
choisir, pour relier par des équations les nombres qui leur cor-
respondent ;

3o Séparer les inconnues, de fagon & n’avoir plus que des égqua-
tions dans chacune desquelles les inconnues correspondent toutes
a des groupes d’une méme nature;

4° Résoudre, par la méthode des séries récurrentes, celle de
ces nouvelles équations qui répond aux groupes étudiés.

46. Si en regard de cette esquisse un peu vague, dans ses deux
premiéres parties surtout, on place la méthode [8] qui fait I'objet
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du présent Mémoire, on voit que cette derniére comprend aussi
quatre opérations successives, rentrant tout i fait dans celles que
nous venons d’indiquer, et il s’ensuit immédiatement que cette
derniére méthode [8], qui nous permet de résoudre toute une série
de problémes, peut étre regardée comme un type pour les méthodes
qui permettraient d’en résoudre d’autres séries.

On voit par 1a I'importarce extréme de cette méthode [8];
mais, nidt-on ce réle de type qu’elle peut, selon nous, remplir,
elle n’en serait pas moins trés-importante, puisqu’elle permet de
résoudre une infinité de problémes, et que ces problémes appar-
tiennent a '’Analyse combinatoire, c’est-a-dire i une partie des
Mathématiques ot les méthodes générales étaient jusqu'a présent
fort rares, pour ne pas dire inconnues.



