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UN PROLONGEMENT DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE
QUI TRANSFORME LA SOLUTION UNITAIRE
D'UN OPERATEUR HYPERBOLIQUE
EN SA SOLUTION ELEMENTAIRE (°)

(PROBLEME DE CAUCHY, IV) (');

PAR

Jeax LERAY

(Paris).

INTRODUCTION.

Soit rz(.r, T) un opérateur différentiel linéaire a coefficients holo-
- 3

morphes, & partie principale réelle et dont le conoide caractéristique n’a pas

de singularité réelle; nous allons donner 'expression suivante de sa solution

élémentaire I (x, y) :

(1) E(x, y)=£[UE )]

U* (%, y) désigne la solution unitaire [1I] de I'adjoint «* de a; £ désigne un
prolongement de la transformation inverse de Laplace.

L’allure de E(x, y) résulte de celles de £ et U* : voir n" 1h.

Une expression explicite de I (z, y) par quadratures résulte aussi de (1),

J .
quand a(:c, d—), dont l'ordre est m, a ses coefficients d’ordres m, m —1
x

et << m — 1 respectivement linéaires, constants et nuls; par exemple quand «
est l'opérateur de Tricomi (voir n°® 15).

Nous nous limitons ici au cas ou « est hyperbolique, la solution élémentaire
E(z, y) étant alors celle qui s’annule quand 2 est hors de la nappe externe
du demi-conoide caractéristique de sommet ) : on sait qu’elle résout les
problémes de Cauchy bien posés (voir par exemple [9], chap. VII). Le cas

(°) Je remercie vivement L. GARDING d’avoir relu, corrigé et clarifié ce travail, au cours
de rencontres que nous ont permis DIlInstitute for Advanced Study (Princeton),
PInstitut des hautes Etudes scientifiques (Paris) et le Collége de France.

(') Nous désignons cette série d’articles par [1], ..., [VI]: voir la Bibliographie, p. 156.
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général se traite en modifiant convenablement la définition de £; son étude
est en cours avec la collaboration de L. Giroing. Quand a est elliptique, la
formule (1) a déja été établie et employée par I'. Jonx [8].

1. Notations. — .1 est un domaine d’un espace affin, réel, de dimension
réelle
dim, X =1,
on le suppose suffisamment petit ().

Z est P'espace vectoriel des fonctions linéaires, définies sur .4, & valeurs
numériques complexes; la dimension complexe de = est

dim,Z —=/{+1.

x et y sont des points de .I'; £ et n sont des points de X ; la valeur de
en x est notée :

AN

P =bi+Ebixi+. ..+ Ly,

(), ..., /) élant les coordonnées de x et (%,, 2y, ..., %) celles deZ: r et v
sont supposées liées par la relation

n.) = 0.

Nous définirons en outre : I'espace projectif Z* image de Z — o; deux
espaces ® et @; des projections de domaines de @ et ® dans = et Z*;
I'uniformisation. Ces définitions figurent déja implicitement dans I'énoncé du
théoréme d'uniformisation de la solution unitaire (théoréme 1 de [1I]).

2. L’espace projectif complexe Z* a pour points les sous-variélés
analytiques planes, de codimension 1, de I'espace affin contenant .T" : a tout
point £ # o de E correspond un point §* de Z*; c’est la variété de l'espace
affin contenant 1" qui a I’équation

On a

dim 2=/

Sur = définissons deux formes différentielles extérieures :

!
O (D) =W (=) Gdig A N N N
j=0
{

W (B) == Y (= 0 dE N N di e NdE i N N s

J=1

les transformations linéaires, unimodulaires de = les laissent invariantes.

(*) Autrement dit : nous remplacons plusieurs fois I par une boule quelconque,
contenue dans X" et de diametre donné.
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Soit f(£) une fonction holomorphe, homogéne de degré — n (n : entier
positif, négatif ou nul); comme I'explique le n® 9 de [I11] :

sin=1{+1, alors (%) »*(%) est une forme holomorphe et fermée de =":
elle s’annule sur toute sous-variété analylique de Z*;

si n =1, alors f(Z) (%) est une forme holomorphe de Z*; elle est fermée sur

loule sous-variété analytique de =*; elle s’annule sur une telle sous-variété

de codimension 1.

Les points & et y de .I” ont pour images les deux sous-variétés planes .r*
et y* de Z* ayant les équations

*

ax” . i.xiio; )’*Z ‘f).:)'r‘:().

3. Les espaces ® et . — Soit une droite numérique complexe, compac-
tifiée par 'adjonction d’un point a 'infini; soit un espace vectoriel complexe,
de dimension /; soit ® leur produit topologique muni du groupe de transfor-
mations, & un paramétre numérique complexe 00, que voici : soient /
et (0, ..., n) les coordonnées de cette droite et de cet espace vectoriel:
un point ¢ de ® a donc les coordonnées

(&, n)y =l iy -y ),
¢ pouvant valoir oz ; 0 transforme ¢ en
(3.1) 0 = (01-¢, Ony, ..., Ony),

m étant un entier, que le n® & devra choisir > 1.

Bien entendu, le produit par 0 de £ € Z est
(3.2) 02 = (0%, 0%, ..., 02).

L’espace projectif Z* est le quotient de = — o par le groupe de ses homo-
théties 0. Notons ® le quotient de la partie de @ ot v 52 o par le groupe des
transformations 0 : un point § de ® est 'image de I'ensemble des transformés
d’un point (¢, 1) de ® tel que 132 o; par abus de langage (¢, n) désignera
souvent §.

La sous-variété de ® d'équation ¢=o0 est un espace projectif complexe,
que nous identifierons 4 y*, en définissant donc 7, par la relation 7.y ==o.

® est un espace fibré, la base du point 3 étant " : la base de D est 1 et
sa fibre est la droite projective complexe.

Note 3.1. — Le point 3 de ®, image du point (¢, ) de @, est donc d base
réelle quand le point v* de y* est réel.

Nork 3.2. -~ Nous emploierons sur @ la forme différentielle extérieure

(3.3) w(t,n)=0—m)tdoy \...\dn—dt \ o (n).

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FAsc. 1. 6
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Soit f(¢, n) une fonction holomorphe de (7, ) telle que
SO0, ) = Ot £ (1)
on voit aisément que
S, 0)w(t, )

est une forme holomorphe et fermée de 3 ; elle s’annule sur toute sous-variété

analytique de .

k. Les projections. — Nommons projection toute application holo-
morphe
E(ty,n,y): X —Z
ayant les propriétés suivantes :
1 W est un voisinage de la partie y* de ® ou £ = o; son équation est
W |t]n|""<e (¢o.: constante);

2* 2(0, 1, ) =1;

30 £(¢, n, ¥) == o si et seulement si 7, = o;

40 20, Oy ) = 0202, 0, )5
par suite

Etynyy): W K> E* (¥ : image de W dans ®);
5¢ Z(¢, 0, y) est réel pour (¢, n) réel.

On voit aisément que pour £ =Z%(¢, 0, ) :

; D
(4.1 o (2) = st ).

Notons — g la valeur, pour /—=o0, du déterminant fonctionnel de la
projection Z :
Dt y))

(!l-.f!) g.<),7 hn) = — D([’ n) .
c’est-a-dire

5 wir gy Doty y) 2w _du
(%.3) gy m) S 7 R ()l')l*'“ dt_)/.

Vu 4%, g(y, m) est un polyndme homogéne en (n, ..., r;), de degré m,
a coefficients fonctions holomorphes de »; on le nomme polynéme de la
projection.
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La sous-variété & de I est définie par 'équation
T E(t,n,y).x=o0;
¢ la projette donc sur z*.
¥ se décompose en deux variétés : I'une est I'espace projectif complexe
y i t=o;
elles se coupent suivant la variété algébrique projective
g t=gy, 1) =o.
£*(y) sera souvent noté g*; Re g désignera la partie réelle de g*.
Bien entendu &N y* est plane :
Z N Y o t=n.x=o.
Les hypothéses suivantes seront faites :
Re g* n’a pas de point singulier (*) et sa courbure totale ne s’annule pas;
c’est-a-dire
(&.4), Hess, [g(y, n)]Z 0 pour “g(y, n) —o, mn réel.

(Hess,, désigne le Hessien : déterminant des dérivées secondes en 7);
aucun hyperplan de y* ne touche Re g* en plus d’un point (*); c’est-a-dire

(B.4) (&o(yym) =gy, d), g0, n) =gy, 1) =—=o0;

? implique le parallélisme des vecteurs réels 0 et /',

Le cone C(y). — Nous notons C(y) 'ensemble des points z de & tels
que Z touche Re g*; c’est un cone de sommet y dont les génératrices corres-
pondent biunivoquement aux points de Re g*; celte correspondance entre la
génératrice du point 2 de C(y) — y et le point n* de Re g* est définie par
I'une quelconque des trois conditions équivalentes :

N : o 0
(k.5) z—y=tg,(y,n) [g.n:grdg_——_(d—;', 7()—‘?”)],
Z touche Re g* en 7*;
7 touche C(y) en .

Les nappes de C(y). — Silest impair, si zx€C(y) et si (¢, n) est réel
et vérifie (4.5), alors la condition

(%.6) tHess, [g (v, n)] (mdr,+...+mdx) >o

(3) c’est-d-dire : g est de type principal (au sens de Hérmander).

(#) Cette hypothése (4.4), n'est pas essentielle; elle simplifie Pexposé. Elle sert a
prouver (n° 36 et 37) que Z a au plus un point singulier réel. Si on la supprime, les
nappes de C(y) peuvent se couper, sans se toucher; de méme celles de X(y); en un
point d’intersection de plusieurs nappes de K(y), la singularité de £[f] est la somme
de celles que portent ces nappes.
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est indépendante du choix de (¢, 7) : en effet, si 'on multiplie » par 0, il
faut, pour préserver (%.35), multiplier ¢ par 0= et le premier membre
de (&.6) se trouve multiplié par 00—~ qui est > o, car 0 est véel; les
vecteurs dz, issus de € C(y) et vérifiant (%.6) sont dirigés d’'un méme
coté de C(y) : nous le nommerons coté positif de C(y).

Si [ est pair, alors Hess, [2(y, )] est un polynéme en 7, homogéne, de
degré pair; vu (%.4), il a un signe constant sur chacune des nappes de Re g*;

*

nous nommerons nappes positives (ou négatives) de Re g* celles de ces
nappes ou

(%.7) Hess; [g (), 1)] > o,

c’est-a-dire celles dont la courbure totale est négative (ou positive); nous
nommerons nappes positives (ou négatives) de C(y) les nappes correspon-
dantes de C(y).

Le conoide K(y). — Nous notons K () 'ensemble des points « tels que
la sous-variété 7 de ¥ ait une singularité réelle. Les n°* 36 et 37 prouveront
ceci : Si x € K(y) — y, alors celte singularité réelle de 7 consiste en un seul
point (¢, n); c’est un point double quadratique; £*(¢, n, ») est I'hyperplan
tangent en z & K (y) — ¥, qui est une sous-variété de .1" réguliére, analytique
et de codimension 1; ) est un point conique de K (y), dont le cone des
tangentes en y est C(y). Pour que £*(¢, 7, ¥) touche K(y) —y, il faut et il
suffit que

D(EO([7 7),)’)7 e El) — o.
D(t, n)

Si / est impair, la condition

(%.8) tHess, [2(y, n)] (Er day+. ..+ i day) > o.
[(¢, n) point singulier réel de T; 2 =72 (¢, 7. y)]|

définit des vecteurs dz, issus de x € K (y), dirigés d'un méme coté de K ().
qui sera nommé c6té positif de K(y) : il correspond au coté positif de C(y).

Si / est pair, nous nommons nappes positives (ou négatives) de K(y)
celles ou

(k.9) Hess, [g (), 11)] > o,
elles sont tangentes en ) aux nappes positives (ou négatives) de C(y).
Note k. — Si =2, toutes les nappes de A (y) sont négatives : on le
déduit aisément de la formule d’Euler relative aux fonctions homogénes.
ExexpLe. — La projection la plus simple est la projection polynomiale
(. 10) bo==my—tg(m), Ei=my .., Q=W
[g(n) : polyndme en (v, ..., n/), homogene, de degré ];

alors K(y)= C(y). Cette projection joue un role fondamental.
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5. L’uniformisation. — De&riNiTION. — Soit f(%, y) une fonction homo-
géne en £ de degré — n, holomorphe au point (£, ) quand £* € y*— g*. Nous
disons que la projection % (1, 1, y) Uuniformise quand f(Z(¢, n, y), y) est
une fonction de (¢, 1, ) holomorphe sur ¥ < I

Nous disons que cette projection uniformise la forme différentielle

JEY NN\ di
quand, pour dy = o,

SEW 0, ), 0) dia(t, 0, p) N N\ de(t, a, y)

est une forme de (¢, 1), fonction de », holomorphe sur W < I, c’est-a-dire

quand

,/(:_(/, T“’T')’)‘)T[(E';—)

est une fonction de (7, 7, »’) holomorphe sur W > I Alors, vu (%.1) :
f(i (17 1 .)')a 1) (’)*(2(\,’ i, )))

est holomorphe sur W > .1'; si n ==+ 1, c’est une forme différentielle holo-
morphe sur ¥, prés de y*; elle est fonction de y.

Des fonctions ou des formes qui peuvent étre uniformisées (par une méme
projection) sont dites (simultanément) uniformisables.

Des fonctions f(Z, y) ou des formes fdt, A\ ...\ d& sont dites ration-
nellement (et simultanément) uniformisables si, quel que soit le polynéme
homogeéne & (%, ..., E) =0b(%), les fonctions ou les formes

I

1 .
e z ) T (£ g 3 v 1:
[)(E)/‘(" )) ou b(a)f(-_v})d—,o/\ /\‘-.1

sont (simultanément) uniformisables par des projections de polyndme
b()g(y, k), & étant indépendant de b; g est appelé le polynéme de f. Nous
choisirons b tel que le polyndme bg vérifie nos hypotheses (%.4).

Enoncons trois propositions que prouvera le chapitre 5 :

Prorosition 5.1. — S0 f(5, y)di, N\ ...\ diy est uniformisé, et si
S (&, y) Sannule p fois pour .y = o, g(y, &) 7 0, alors il existe une fonc-
tion rationnelle de %, ....% « coefficients fonctions holomorphes de y,
r&, y), telle que
P G Y)
(—&.p)”

r(t, y) a pour dénominateur g+ (%, y); doncn Zmp + m — p. St f(£, y)
est uniformisé, alors r a pour dénominateur gP; donc n = (m —1) p.

En particulier, si f(£, y) est (rationnellement) uniformisable, alors
S(n, y) (est nul) est un polynome.

(5.1) =r.y) pour Z.y=—o (p>o0);
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Prorosition 5.2. — Si f(, y) est uniformisé, alors la projection qui
luniformise uniformise simultanément

Sdeo N Ndey frdio N Nday frodig NN A
Si f(E, y) est rationnellement uniformisable, alors
f‘lil’ /\ [P /\ dE_[, fio dE,o /\ cee /\ d;:_/, fu dio /\ e /\ L[f_[

sont rationnellement uniformisables.

Réciproquement, si

PICY) ge p o p

an

est uniformisé par t(t, v, y) (est rationnellement uniformisable) et si

1 £(C ar
flny )y ooy ?—,——d‘Efp(f—"?) sont des polyndmes (sont nuls), alors
=0 =

d%"""_‘""lf(&, ),»)
Oz 0Ly ...y

est uniformisé par :(t, v, y) quand qo—+...~+ r;<p (est rationnellement
uniformisable quand q1—=...=q;=o0, qy+ri+...+ 1< p).

ProrosiTion 5.3. — Le support des singularités de f (%, y) détermine les
nappes de K (y), excepté celles qui correspondent aux nappes de Re g*(y)
sur lesquelles f (%, y) est holomorphe; pour plus de détails, voir le n° k5.

ExempLe 5. — La projection polynomiale (%.10) uniformise la forme
différentielle
1
——dt .. v
gy oy b oA\ N de,

qui est donc rationnellement uniformisable.

6. La classe d’homologie compacte /L(‘i”, JU)'*). — Rappelons que L
est la partie de ® ou
T npr < e

Par suite I'application, dépendant du paramétre numérique 7(o =~ 71)
(6.1) T(t, n) = (¢, n)
applique ¥ en lui-méme; pour 7 =1 elle est I'identité; pour T=o elle est

une rétraction de W sur y*; donc y* est rétracte par déformation de W',

done H.(¥, »*) est nul et, pour définir une classe d’homologie £ (W', ZFu y*),
il suffit de définir son bord dans & :

(6.2) ()/l(li’f, Zu )’*>:/t (Z, ).
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Les ns T et 8 vont définir une classe A (%, 1*); /l(“i", :i'U)r’*) désignera
la classe d’homologie que définit (6.2).

7. La classe A(Z, »") quand Z(/, m, ») est la projection polyno-

miale (&k.10). — Nous construirons cetle classe a partir de la partie réelle
d’une variété de dimension paire, munie d’une orientation changeant sur une

sous-variété. L’emploi de parties réelles de variétés fut préconisé par
L. GirbIxnG.

Nous nommons partie a l'infini de @ et notons = la sous-variété de ®
d’équation

o (== .

La fibration de ® induit un homéomorphisme
(0, 0) = (%, n)
de »* sur &; il transforme g*(y) et g*(y) N Z en les sous-variétés de =< :
Flo): t=w, g(n)=o;
F(o,x): 1= 0, &(n) —=n.x=o,
ou
0.2 == 0y (X1 — Y1) oot (20— 1)
Puisque £(¢, n) est la projection polynomiale, T est la partie de d ou
{7~

. ~ ~
YW—q - ;

7 est la sous-variété de U d’équation
(T.1) F:otg(n) =mn.x, t = o
vu (k.4), Re & et = sont en position générale; & U F (o) est une sous-

variété de @, n’ayant de point singulier a base réelle que pour z€ C(y);
si z€C(y)— v, ce point est unique et réel; il vérifie

&(n) —=+n.x=o; el —y ||t nlr Lo —yl,
(e, et ¢, : constantes).

Quand | est impair, donnons i Re Z l'orientation

- ® (¢ 0 ~
(T.2) -#—n—z——>0 sur Re &
: tin|—dt.x
(tetnréels; | n |~ estun polyndme; le premier membre est une forme-résidu :
voir [1I11]). Le n° 28 montre que Re &, complété par ses points & I'infini et
ainsi orienté, est un cycle de (Z U Z (%), y*); notons h(Z, y*) la classe
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d’homologie de deux fois ce cycle Re Z, détourné de la partie a Uinfini de &,
au sens du n® 29 : cest la classe d’homologie des cycles 3 =23,+ (3, de
(&, ") que voici : 3 est la partie de Re 7 ont

el fnlmr<clz =yl

5, est une chaine, identique 4 son imaginaire conjuguée et appartenant a la
partie Z. de Z :
(7.3) &e: tg=m.x, [l a)"=c|le—)], 7" voisin de Re 1*;

¢ est une constante suffisamment grande, ne dépendant que de g.

Quand [ est pair, supposons donnée une fonction gy (7), continue, réelle,
homogéne de degré m -1 et telle que

(7.9) g1(n) # o pour: v réel, o () = o.

Quand g aura été supposé hyperbolique (n® 9), nous choisirons

0 (4
&i(n) — "b_g]?) N

Notons %(g (o), Z(, 2)) la classe d’homologie de Re F(oc) muni de
I'orientation
- g (n) o (n
(7.5) D'——————————( i[): ()
‘ ’ (n.x) =" dg(n)

> o0 sur Re J(x).

Cette orientation change sur $(o, ) qui est I'intersection de & et de la
sous-variété g (x) de Z :

Bla): glo)=naw=o, I#n;
Z(x), complétée par sa partie a I'infini §(o, x), est sans singularité réelle
et en position générale par rapport & &, si x g C(y).

Alors, puisque »* n’a pas de point & linfini, le n° 3 de [III] définit un
homomorphisme cobord

0: He(F(w), (o, x)) > H(Z,y'V &(x));

mais (6.1) applique 3 () sur lui-méme et montre que »* N F(«) est rétracte
par déformation de g(x); H.(Z, y* U F(x)) est donc identique & H.(Z, ") :
on a

0 He(Z(»), &(o, x)) > H.(Z, "),

nous définissons

(1.6)  R(F ") 8h(F(w), ¥, 2))  pour x & C(y).
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Le n° 32 prouve que 2 (&, y*) posséde une propriété analogue a celle qui
la caractérisait quand / était impair : 2 (%, )*) contient des cycles B de & du
type suivant :
3980+ 5y

31 est une chaine de ., que définit (7.3); c est une constante suffisamment
grande, ne dépendant que de g; 3, est la partie ou |[¢]|7|"'Z¢ de Ia
chaine Im %, dont voici la définition :

Définition de Im #. — Soit B une chaine de T telle que :

B est identique a son imaginaire conjuguée;
OB est somme d’un cycle réel et d’un cycle étranger a .7
B est en position générale par rapport & &.

L’intersection .3 de B et de la variété analytique &, munie de son orien-
tation naturelle, est un cycle non compact de (Z, ReZ); son imaginaire
conjuguée est — .1, car les imaginaires conjuguées des variétés analytiques
.complexes Z et ¥, de dim,/—1 et /, sont (—1)—12 et (— )W 2.1 est
donc une chaine de &

opposée a son imaginaire conjuguée,

A bord réel, donc nul;

7.B est donc un cycle de 7.

Ce cycle %.B est noté Im & quand on a

3~ B dans (li Re li)

B étant la chaine que voici; les cycles ImZ sont donc des cycles de &, non
compacts, homologues entre eux.

Définition de B. — Soit B I'ensemble des points de " dont la base est
réelle et appartient au voisinage de Reg* ou g,(n) < 0. La fibration de ®
fibre B, que nous allons orienter en donnant a sa base 'orientation

- o' (1) ] . N
1.7) —T—r(—l'/l >o0 deRey" (n est réel; |7 |’ est un polyndme)
I

et  sa fibre I'orientation suivante : cette fibre est la droite complexe; nous
multiplions son orientation naturelle par sgn [ (n) Im(¢#)] :

(7.8) gy (n) Im (¢) dt )\ dt> o sur la fibre de B.

Pour justifier cette définition, il suffit de montrer que Z.dB est réel; or, les
points de Z non réels, & base réelle, ont évidemment leur base sur Re g*.
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Note 7.1. — Cette intersection Im 7 de & et de B est la partie de @ ou

(7.9) n.xz =g (n) =o, 7 réel,

munie de l'orientation (!)

z'd[ A dt N\ g (n) o (n) o
|n|—dg(n) Ndn.x ~

(7.10)

Nore 7.2. — Supposons ! pair; soit un voisinage donné de Reg*; il
contient les bases de tous les points de 3 quand c¢ est suffisamment grand,
car on a (30.1) sur 3, et g=o sur 3,; & la décomposition de Reg* en
composantes connexes correspondent donc des décompositions de (3 et

de 2 (Z, y*) :
h(F, ') =X hi(# 5%,

Note 7.3. -— Supposons /=—=12; ce qui précéde se simplifie; puisque
x ¢ C(y) par hypothése, 3 (), F(, x) sont vides, ImZ = o, By=o.

8. La classe /1 (Z, »") quand £ (¢, 7, )) est une projection quelconque. —
Le n° 41 continuera a définir 2(Z, »*) comme la classe d’homologie d’un
cycle

p=200+ P de (T, 07);

£, sera une chaine de la partie de & ot |¢].|7 " '==c|ax — y|; elle sera
définie par continuité & partir du cas ou la projection % est polynomiale;
3, sera, comme ci-dessus, la partie ou | ¢|.| 7| ' Zc|x — v | de Re Z (/impair)
ou de ImZ (/ pair; méme définition qu'au n° 7);

¢ est une constante suffisamment grande.

Voici les propriétés de cetle classe 2 (%, »*) et de la classe 2(T, FUyt)
que définit (6.2); le n° i1 les établira :

Provositios 8.1, - A(T, # Uy*) et son bord I(Z, y*) sont des classes
d’homologie compacte de dimensions respectives | et | —1. La transfor-
mation de chaque point de T en son imaginaire conjuguée transforme h
en (—1)—1h.

(') Cette orientation s’obtient comme suit : on choisit I'un des n; égal & 1; on divise
ilm(e)de \ di N\ gy(n) o' (),
qui est > o sur B, par )
(T.11) idltg(n)—mn.z) \d[tg(n)—n.z)
ou ¢t g —m.z est une fonction holomorphe s’annulant une fois sur z; or, vu (7.9), m est

réel et (7.11) est égal &
2Im tdg(n) A\ dn.x.
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h(Z, y*) contient des cycles ne rencontrant aucun autre point singulier
de X que le point double quadratique réel qu’a & pour xe K(y); prés de
ce point singulier, h(Z, y*) est la classe d’homologie de

2 ReZ muni de Uorientation (7.2) si l est impair;
w (L, n)

2ImZ muni de Uorientation associée a lorientation g, () Bl

>0
de Re W, si  est pair.

/L("F, EU)’*) et I(Z, y*) dépendent donc continiiment de x, hors de K (y)
et le long de K(y), au sens du n° 11 de [III].

Note 8.1. — Supposons / pair > 2 : & la décomposition
K(y)=Y ki

de K(y) en ses nappes correspondent des décompositions

RQE, 20 0) =Y (T, 2upt), A& ) =X hi(F ),

ou
hi (T, %) id/)i("f"', ;'Z'U)’*)

contient des cycles étrangers & tout point singulier de & quand x & K.

Note 8.2. — Supposons /=2 : K(y) se décompose en m courbes K;(y) :

Ky =\JK(n);

i=1

a chacune d’elles est associée une classe d’homologie /;(Z) qui s’annule
(est évanouissante, au sens de Lefschetz) pour 2;€ K; (¥); le role de A (%, »*)
est joué par
n
h(F) =Y, = hi (&),

i=1

le signe == qui précéde /; changeant quand « traverse K;(y).

ProrosiTioN 8.2. — Quand x tend vers y le long d’une droite ¢ C(y),
alors une partie de & devient voisine de y*— g* : on peut appliquer dans ¥
tout compact de y*— g* par des applications voisines de U'identité, dont la
restriction a TN y* est Uidentité. Elles appliquent sur h(Z, y*) la classe
h(y*—g*, &) dont voici la définition :
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Derimion 8. — Supposons 2 ¢ C(y). Si { est impair, h(y*—g*, &) est
la classe de deux fois le cycle Rey* détourné de g*, 'orientation de Re y* étant

/
(8.1) —(&;—(2;—1 > o0 sur Re)".
Si / est pair,
(8.2) h(y*—g* Z)—0oh(g", @),

*

ou h(g*, Z) est la classe du cycle que constitue Reg”.

tion (7.5).

muni de l'orienta-

Note. — On peut, bien entendu, écrire (y*— g*. 2"), (g* 2*) au lien
de (.)'*"’ .‘gl*> ";)7 (g'*y 'Z)

9. Hyperbolicité. — Rappelons briévement la

Définition d’un polynéme hyperbolique. —- Notons G* I'ensemble des
points réels v* de y* ayant la propriété suivante : toutes les droites réelles
de y* contenant v* coupent g* en m points réels distincts (m est le degré
de g). Si G* n’est pas vide, alors le polynéme g(y, n), la variété algébrique g*
et la projection § (¢, v, ) sont dits hyperboliques.

On prouve aisément ceci (voir (4] ou [9], chap. lII, § 1 et 2, p. 46-60) :
G* est un domaine convexe de ), situé hors de Reg”; sa frontiére est une

*

nappe convexe de Reg™; la nappe interne de Reg™.

Nous choisirons des coordonnées telles que
(9.1) (— 1, 1,0....,0)€G";

I'équation en v :

gl m) =0

a donc toutes ses racines réelles et distinctes quand 7., .. .. v, sont réels:
donc
(9.2) 2e (vim) Zo pour & (¥, n)==o. 7 réel

Dés lors a2y, si @€C(y)— . Notons C,_(y) la partie de C(y)
ol &>, : Co()) est un demi-cone; celle de ses nappes qui est 'image de
la nappe interne de Reg™* est nommée nappe externe de C..(y) : elle est la
frontiére d’un demi-cdne convexe @. (y) contenant toutes les autres nappes
de C, ().

Soit K, (y) la partie de K()) ol &> y,; les demi-tangentes a K, ())
en v constituent C,(y); la nappe de K (y) tangente a la nappe externe
de C(y) est nommée nappe externe de K, (y); celui des deux domaines
qu’elle délimite et qui est tangent & @, (y) est noté &, (1) et est nommé
émission de y.
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Opérateur hyperbolique. — Soit un opérateur différentiel, linéaire, a
coefficients holomorphes, d’ordre m :

() ) — ()irk...'ki,
alae, <—)— Wy () 5——s—-
2 2- i () dxs. . .0z}
A A Zm
Soit g(y, %) la partie principale du polynéme a( y, n) qui s’en déduit en

J
remplacant x el g paryetn:
A v

- .
g(y.m) == 24 Wy () e

il =m

dx
ce sont les hypersurfaces w(z)-=o0 de .I" vérifiant 'équation non linéaire
du premier ordre :

rappelons que g sert a définir les variétés caractéristiques de a (x, — )

2(x, uy) = o.
y AN

L’opérateur a <J‘, (;—)x) est dit hyperbolique quand ce polynéme g(y, n)

est hyperbolique; nous faisons les hypothéses (.4) et (9.1).
Le n° 35 prouvera la

ProrosiTion 9. — Supposons g hyperbolique, x>y, et z®, (y):
alors h(y*— g*, &) —=o.

10. La transformation £ qui prolonge la transformation inverse
de Laplace. -~ Soit f(%, 5) une fonction, homogéne de degré — n en ;
supposons

f(f’ »ydig NN dE

uniformisé par une projection hyperbolique, :(t, n, y), vérifiant (%.4)
et (9.1); alors £ f] est la distribution (°) de (z, y) que définit pour o >y,
I'une ou l'autre intégrale :

(F pyn—l-—t
0.0 w[f)= i/ = ILACEARNGL

(ami)=t o ), (n—1—

oul<<n, h=h (‘T Zu V*);

o

“0‘ 1), fl/] - (—1)n -l—1 1 /‘dl—fn[f(:é’ )’) o (i)J,

(2me)l=t o (df.z)rri=n

-

oun =1, h=~{&, y*); les notations sont celles de [III], n® 7.

() Gest une distribution de¢ z, fonction de y et, en méme temps, une distribution
de y, fonction de .
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Le n° 53 prouvera que £[f]=o prés des points z = 1 tels que 1=y, ;

on achéve de définir £[f] pour 2 y, en posant

(10.2) L£[f]l=o0 pour @, =y, rFy.

Dans les formules (10.1), % désigne la projection Z(¢, v, y); le n° 52
prouvera que £[ f] est indépendant du choix de cette projection.

£ f] est défini (n°® 5h) pour tout (z, y) quand fdij N\ ...\ d% est
rationnellement uniformisable, & étant hyperbolique.

Les propriétés formelles de £ sont les suivantes (°) :

£ est linéaire, en le sens que voici : si les ¢;()) sont des fonctions holo-
morphes de y et si les formes f;(%, y) do )\ ... /\ d% sont (rationnellement
et) simultanément uniformisables, on a

Zomdﬂm:f[Zwqu-

i

Quand fdz, A ...\ dt est (rationnellement) uniformisable, on a

(10.3) ;%mﬂ:fmﬂ;
(10.4) n—l—1— \“ 1,01‘ £[f]= £ f)-
/_1

Quand f est uniformisable, on a
(10.5) r,l.’[f]:»l?[g—:f] pour =z Zy,
e -
quand f est (rationnellement) uniformisable, on a

(10.6) £f]= ~r[‘)f

0%
af 1.
10.7 —— L‘
(10.7) 1= 2|5
Quand (%, . ... Z/) est une fonction ralionnelle, homogeéne de degré — n,
de dénominateur g, ou plus généralement g7, 2(Z,...,%) élant un polyndme

—E.yyr
hyperbolique, alors £[r], ou plus généralement £ [ﬂ__’;‘_?) r() ](q}_p— 1),
est défini; c’est une distribution de z — y, qui est lu transformée inverse

(°) elles valent pour x # ) (ou sans celte restriction dans le cas : rationnellement
uniformisables ).
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de Laplace de r; elle est positivement homogéne en z — y de degré n — /.
En particulier on a

(10.8) Lli]=0(x—y) (0 : mesure de Dirac).

ox
soit f(%, y) une fonction (rationnellement) uniformisable, ainsi que toutes
ses dérivées d’ordres << m; on a
)]

) ,
10. a(',(—>£’ £y —c[ <
(10.9) Yooy ) FIE X
) . P ) .
> un opérateur différentiel, d’ordre m, &

L. 7
ExempLe 2. — Soit a<x, P
X

. 0
ExempLe 1. — Soit a <x, —> un opérateur différentiel linéaire d'ordre

\

. . . o0 .
coefficients polynomiaux; soit 4 < 3 i_) son transformé de Laplace, au
i

d!)L+Il 1‘/‘(_7 ¥ )

sens du n® 3 de [II]; son ordre est noté m + n; si g
.0

est unifor-

misable, alors

(10.10) a(ar, ) elrC ) = 2[4 (2] sE 0| pour ey

Voici des propriétés de la transformation £, montrant en particulier
que £ est biunivoque :

TutoreMe 1. — 1° L'image par £ de Uensemble des fonctions f(%, y)
(rationnellement) uniformisables, homogénes et de degré donné croit avec
ce degré.

20 ST fdig N\ ...\ di est (rationnellement) uniformisable et si [ f]
est une fonction holomorphe pres‘ de y (sur X') sur X —y, alors f(Z, y)
(est nul) est un polynome en t a coefficients fonctions holomorphes de y
et fdig A\ ...\ di; est donc rationnellement uniformisable.

Le chapitre 6 prouvera toutes les propriétés de £ qu’énoncent ce n° 10 et

le n® 11, sauf celles de £ [g——ill)— r (g)J ; le chapitre 7 établira ces derniéres,

aprés avoir exprimé au moyen de & les transformées de Laplace des fonc-
tions rationnelles, homogénes ou non, a dénominateur puissance d’un poly-
néme hyperbolique, homogéne ou non; cette expression, qu’énonce la
proposition 62, facilite I'étude de ces transformées de Laplace.

Le chapitre 7 l'établit par des calculs analogues aux calculs classiques
de HErGLOTZ [T] et PETROWSKY [10]; il emploie la projection polynomiale; il
suggérerait de définir o, z, /z(t‘f), .T'U)f*> et (&, y*) si le chapitre 3 ne
'avait déja fait. Ses conclusions essentielles, complétées par le théoréme 3,
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sont analogues a celles de la théorie des transformées de Fourier des distri-
butions homogénes, théorie que GELFAND et Snariro [5], Borovikov [1],
L. Girping [3] ont développée.

11. Allure de la transformée £°| f]. — Voici un théoréme sur le support

de £{f]:

TuaeorkME 2. — La distribution £|f] est nulle dans le domaine ou
rTEEL(Y).

Le n° 53 déduira aisément ce théoréme des propositions 8.2 et 9.

Voici un théoréme sur Uallure de 2| f] pour x = y; il emploie la fonc-
tion ou distribution, d’une variable réelle &, que voici :

DermvimioN 11.1 ¢

) kr . 1
1. volh] == —m—— > si A>o0 et ~ == enlier > o,
M0 Bk = g o e ploemierso
. 1 .
=0 si A<<o et p-—+ = == entier >~ 0;
kr o Ak o1 | ) 1 1
::%—sgn/{—i—‘——. log|hkj- 1— - ... — =
plta2" pltmi]l 7 2 D
si p-—entier>o0 (sgnh=—=-41s1 k>0, —=—1s1 k<0).
[ el bl

1
On a donc, pour p > N

. d .
(11.9) p k] = e nlhl,
1 kv . .
— s1 p =—=enlier > o,
TLpt
=pyplk] sinon.

(AL.3)  kyp (A= py,lk]+

On définit par la relation (11.2) la distribution ¥, quel que soit p multiple
de 1/2; par exemple :
U (g . L dlog [ K] - irac) :
LK== 0 (k) + A (9 : mesure de Dirac) ;

on vérifie de suite que (11.3) vaut quel que soit p.

TnkorEME 3. — Supposons fdz, )\ ...\ di; réel et uniformisable. Alors :
2| [f] est une fonction holomorphe de (x,y) pour ¢ K. (y). Soit un
point de K. (y)— y; choisissons en ce point une équation locale, analy-
tique, réelle et irréductible de K. () :

K, (3): k@ y)=o  (k.Zo),
telle que, si l est impair :

(1.4) k(x.v)>o0 ducité positif de K, (y) (voir n® k) ;
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il existe alors, en ce point, des fonctions holomorphes H,(z, y), H,(z, y)
et Iy (z, y) telles que

(AL1.5)  £lf]=Re {H: (2, ) yo1—upm[k (®, y)] + Hogo k] } + H; (2, y) ;

si L est impair, alors I,— o, H, et H; sont réels; si l est pair, alors Hy=o
pour l/2 < n, Hj est réel, H, et H, sont imaginaires purs sur les nappes
positives de K, (y) et réels sur ses nappes négatives.

La valeur de H,(x,y) pour x€ K, (y) sobtient comme suit : pour
€K, (y)—y, T aun point singulier réel unique, dont nous choisissons
les coordonnées (t, 1) en sorte que (7)

(11.6) it y) =ky(x,y)  (J=1,...,0);
on a
41
11. H, (x, = rim—nt
(11.7) (2, y) (2m) /21— \/Hessn[——i(t, 7, ). o]

D)
D(t, )

B, D) .
J (& )’)m:

bien entendu, le produit f

£ —
D) —=o0; dans (11.7) le signe de \/Hess est choisi comme suit :
D(t, )

est défini, alors que f ne l'est pas et

que

DeriviTion 11.2. — Soit g(n) une fonction réelle telle que Hess,g(n)72 o :
la forme quadratique de coefficients gy, s’obtient en ajoutant p carrés de
formes linéaires et en en retranchant ¢ —=/— p carrés de telles formes : sa

signature est (p, q); (—1)7 Hess,[g] > 0; on choisit le signe de \/Hess,g
tel que

(11.8) %VH%%Q]>m

Nore 11. — Notons K;(y) les nappes de K, (y). Supposons/ pair et > 2;
alors, vu la note 8.1 et le théoréme 3,

£[f1=Y, #lf)

£, f] étant holomorphe sur X' — K;(y) et vérifiant (11.5) sur K;(y).
Supposons /=2, n > 2; alors, vu les notes &, 8.2 et le théoréme 3,

e[f1=X =l f],

(7) Si ! est impair, nous devons donc avoir

tHess, [g(, n)] > o.

Sinon, c’est que (11.4) n’a pas lieu : k, m, ¢ doivent é&tre remplacées par — k, — ,
(—1)"1¢,

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FAsc. 1. 7
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£;[ f] étant holomorphe sur X — y, le signe == qui précéde ;[ f] changeant
quand x traverse K;(y), ou

k2 (2, y)

£ olfl= in (z, ) Ty 1 8" k(x, ¥)5

H, est holomorphe et a la valeur (11.7) pour z € K;(y).

Le n° 50 prouvera le théoréme 3, dont voici une conséquence évidente :

CororLare 3. — La restriction de £[f] a un ensemble compact de
couples (z, y), vérifiant x = y, posséde la propriété suivante : ses dérivées

vérifient une condition de Hélder d’exposant 1/2

d’ordre =~ n — l—;— 5

Q

o

. {
st { est IMPAIR et ~n;

ses dérivées d’ordres = n — 2 — (I/2) vérifient une condition de Hélder
d’exposant arbitraire < 1 si l est PAIR el 2 + ([/2) < n;

ses dérivées d’ordres =~ n —1— (l/2) sont bornées si | est pair, x n’'est
Jjamais sur une nappe positive de K. (y) et 1+ (I/2) Zn.

Nore. — Si la projection £(Z, 1, y) qui uniformise f (£, y)dZ, N\ ... \ di;

et la fonction f(z(¢, n, y),y)%w sont fonclions holomorphes

d’'un paramétre 7, alors le théoréme 3 et le corollaire 3 valent évidemment
quand on y remplace (x, y) par («, y,7) : k(x,y, <), H;(z, y, <) sont
holomorphes; [ f] est une fonction de («, ), 7) ayant la propriété qu’énonce

le corollaire 3.

Voici un théoréme sur U'allure de £ f] pour x =y :

TutoriMe k. — Supposons que f (5, y)dio N\ ... N\ dZ; est uniformisable
et que f (£, y) s'annule p fois pour &.y —o. Si

1+ ({/2) <nm,
alors (*)
(11.9) L2 f]1=0[|z —y|+r]

[C'est encore vrai pour 1+ (I/2) = n, [ pair, K(y) négatif]. Notons r(%, y)
la fonction de (%4, ..., %1, y) rationnelle en by, ..., &, que définit (5.1); si

1+ (I/2) <n,

on a

(o) elf)=e| e ) [+ oo -y,

(®) o[u] désigne w’importe qucelle fonction de w telle que ©fujfu soit borné.
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ot p=0p(l, n) est la fonction suivante des deux entiers (I, n) :

. p(l, n) n’est pas défini pour n Z1 -+ (I/2);

p(l,n)=1/2si n:l+3, / étant impair;

(11.11) p(/, n) est arbitraire <1 si n=2+ (//2), { étant pair, K (y)
ayant des nappes positives
p (§, n)y=1si n=12+ (//2), [ étant pair et K (y) négatif;
p(l,n)=1sia+ ({/2) <n.

Le n° 51 prouvera le théoréme k.
Voici un théoréme sur l'allure de la fonction «[f] pour x et
y complexes; il montre qu’elle est zétafuchsienne :

TutoriéMe 5. — Supposons fd:, A\ ...\ df, uniformisé; complétons les
hypothéses (h.4) par la swivante : g* n’a pas de point singulier. Considé-
rons le prolongement analytique de la fonction £[ f]aux valeurs complexes
de (z, y) : il se ramifie sur U'ensemble W des points (x, y) tels que % ait
une singularité; ses déterminations sont des combinaisons linéaires, a coef-
Jicients entiers, d'un nombre fini d’'entre elles; celles-ci subissent donc une
substitution linéaire a coefficients entiers quand (x, y) décrit un lacet
autour de W; leur nombre est .= (m — 1)/,

Le n° 56 prouvera ce théorcéme.

12. Expression de la solution élémentaire /(z, y) d’un opérateur

différentiel, linéaire, hyperbolique, a coefficients holomorphes a( «, d%:)

. . o 0 N
au moyen de la solution unitaire U*(%, y) de son adjoint « y ) y).

— On connait intérét de la solution élémentaire F (x, ) d’'un opérateur
hyperbolique : elle permet de résoudre tout probléme de Cauchy bien posé
(voir par exemple [9], chap. VII, § 3 et &). On sait que (voir [11], n°1la
définition de a*)

Y S P
)

(12.2) ﬂ*<5(1—/’}'>15(13}’):6(1‘—-)’),

(12.3) F(x,y)=o0

quand @ est hors d’un demi-cone fermé, de sommet ) contenu, sauf y dans
le demi-espace y, << 2.

On sait que (12.1) résulte de (12.2) et (12.3).

La transformation £ permet d’étudier /7 (x, y) : cherchons a représenter /
par une expression

( 1 ) ]I‘((If, )’) —= (3[ v (E* .y) ]’
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U* (£, y) étant une fonction, homogéne en £ de degre nul, rationnellement
uniformisable ainsi que toutes ses dérivées d’ordre << m (m est I'ordre de a);
vu le théoréme 2, (12.3) est vérifié; vu (10.9), (12.2) s’écrit

* d k[ 2
ﬁ[a (5, y) U (g y)]:f)(w—y);
vu (10.8) et le théoréme 1, cette relation équivaut a
* d *
(g5 7) U BN =1,

enfin, vu la proposition 5.1, U* (£, y) et ses dérivées d’ordre < m s’annulent
pour £.y =o0. Donc U*(E, y) ne peut étre que la solution unitaire de

(L*(%, y) , dont le n° 13 rappelle la définition et les propriétés; la premiére

d’entre elles est qu’elle est rationnellement uniformisable : la formule (1)
définit donc effectivement la solution élémentaire. Vu (10.6), elle équivaut
a la formule, d’une application plus commode :
(12.6) E@)=#[U;En) o Uien=(- ) veon.
=0
Cette formule réduit I'étude de £ (x, y) — fonction ou distribution ayant

toujours des singularités — & celle de U* (&, ) — fonction uniformisée —
c’est-a-dire a des calculs de fonctions holomorphes.

13. Enoncé des propriétés de U* (£, y). — [II] a défini la solution uni-
taire U* (¢, y) de a* par le probléme de Cauchy,

(13.1) a*<%, y> Uk, y)=r, U’ (£, y) s’annule m fois pour £.y—o.
Sa dérivée U, (&, y) définie par (12.4), vérifie évidemment :

9 Ny
a(@’y)Um(;’))'—‘o

\

et sera donc nommée onde unitaire.

Rappelons que F. Jon~ [8] a déja employé ces fonctions & la construction
de la solution élémentaire des opérateurs elliptiques.

ProrositioN 13.1. — U* (£, y) et ses dérivées en &, et y d’ordre << m sont
rationnellement uniformisables; Uy (£, y) dsg N\ ... \ dz; Uest donc.

Le n° 63 déduira aisément cette proposition du théoréme 1 de [I1], qui
uniformise toutes les dérivées de U}, (£, ¥) d’ordres << m. Pour les unifor-
miser, [I1] emploie la
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Projection caractéristique t(t, n, y). — Notons () g(y, £) la partie prin-
cipale du polynéme a(y, %) de £;E(¢, n, y) s’obtient en construisant la
solution « (¢, 0, ¥), £(t, 0, y) du systéme différentiel

f dej=gy(@,Ddt,  di;=—gydt, diy= [ Zx;gx,—g] dt

J

(13.2)
( G=1r )
que définissent les données initiales
(13.3) x(o,n,y)=y, E&(o,n,y)=mn  (rappelons que n.y =o).
On a
20, Oy ) = 0E(t 0, ), @ (Bt Ony ) =2 (8, ).

[I1] a montré que le systéme (13.2) admet les intégrales premiéres

(13.4) sz, £), Lx+(a—m)tg(x k)

et la forme différentielle invariante

(13.5) (d2).x -+ g dt;
en posant
— v , D(&) __D(EO,E1...’E1)
‘x—‘x(t77},‘y), Q*C(t7 n’))’ I)(t7n)——l)(t7 My ooy 7)1),
on a donc
(13.6) gz, 8) =8y, 1),
(13.7) E(L,n, y).x(t,n,y)=(m—1)tg(y, n),
(138) ‘ El(lv 77,)*)..17(& n,y):—g(}/7 y)), E.“’ij‘x:Oy
{ (=1, ...,0;

ces derniéres relations entrainent évidemment :

D} D (1, ~-'74
150 Bl =80 ™) e

Ces relations vont nous permettre de déterminer le conoide K () associé
(n° &) & la projection caractéristique; nous le nommons

Conoide caractéristique. — Les points singuliers réels (¢, n) de Z sont
définis par le systéme

zl(ta 71,.)’)~x:0> E'ﬂj([’ "7»)’)--75:0
(¢, n : inconnues réelles; x, y : données réelles);

(?) g est moté h par [I] et [II]; désormais & désigne des classes d’homologie.
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d’ou
D) .
D(t,m)
d’ou, vu (13.9) et (13.6) :
(13.10) gy, n)=g(z,t) =o;

et vu (13.8)
x=x(t,n,y)
donc vu la définition et les propriétés de K (y) qu’énonce le n° b : K(y) est
le lieu des points z(t, m, y) quand g(y, n)=o (¢, n : réels); alors
£'(t, m, y) est Chyperplan tangent a K(y) en (¢, 1, y).
Vu (13.10), I'équation k(x, y) = o de K (y) vérifie donc

g(x, kx)=o0 pour A =o;

c’est I'équation des caractéristiques de I'opérateur @ : le conoide K (y) est
une caractéristique de lUopérateur a. Vu la théorie des équations aux
dérivées partielles du premier ordre, les éléments de contact de K ()) sont
donc ceux des bandes bicaractéristiques (1°) issues de y.

L’équation k(x, y) =0 de K(y) peut étre choisie comme suit : I'hypo-
thése (&.4)4, et les équations (13.2) impliquent '

D(xl(tv 717)/)~ S &)
D(‘Ih, "'fnl)

Zo quand {20, g(y,n)=o;

remplacons alors les variables indépendantes (¢, n, y) par (¢, z, y), l'inva-
riance de (13.5 ) s’énonce
(de).x =—gdt+ (dn).y;
ou bien
d{f.x)=—gdt -+t de, ...+ de;—ndy,—...— 1 dyy;

ou encore, vu (13.7)

t.a
(—m)t’

) 0 .
2 (oa) = 7 (-0) =5,

il existe donc une fonction k(z, y) telle que

1
e, ).zt n,y) =L k(2 y), L=k,
1
77/': . ’ t ll—m, /;”

(13.11)

(') Une bande bicaractéristique est une famille & un paramétre ¢ d’é¢léments de
contact z,, ..., Z;; &, ..., £, vérifiant le systéme différentiel :

d$j=§'gi($, §) dt, di,v:—é’x,.(l, g) dt, g(z, &) =o.
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[t et m sont réels; k(x, y) est défini au produit prés par == 1]; k(x, y) est
défini quand 2 est voisin de y dans un cOne contenant & son intérieur
C(y)—y; k(a, y) est holomorphe; K(y) a pour équation k(z, y) =o;
vu (13.6), (13.7) et (13.11), & est solution des deux équations
(7 I)m k

m —1

(13.12)  g(@, ky) ==+ m—‘_—I-A-, gy, ky) ==

Voici d’autres propriétés de &, que le n°® 6% prouvera aisément :

Si m est impair, le signe == figurant dans (13.12) est indépendant du
signe de k; prés de chaque nappe de K, (y) cest le signe qu'a gz, (¥, £)
quand £* touche cette nappe.

Si m est pair, ce signe change évidemment quand on remplace & par — £.

On a

1

,/ﬂ':@[]x—y[”jz]; | ke| /| ky|voisin de 1;
’ | ke| /|2 — y | borné sup et inf;

(13.13)

kot by | = 0| |2 — 3 i),

Notons dét(k,,y) le déterminant d’éléments k., y .
Si  est impair, nous définirons le signe de k de sorte que

(13.14) dét (k. y) < o;
alors k(x, y) > o du coté positif de K(y).

Si [ est pair, alors
(13.15) dét(kyy) >0 [ou <o]

sur les nappes positives [ ou négatives| de K(y).
La fonction } sera introduite par [ VI], qui notera

0% g(x,
(13.16) o'E~-—2 oi(,f).a ,

&' (z, £) = Partie prmcxpale [a(x, ) —g(z, E)],

ainsi g(z, £) et g'(x, £) sont des polyndmes homogénes en £ de degrés m
et m —1, tels que

a(x, E) ——g(.l‘, E) ﬁgl(x) E)

soit de degré —m — 2; [VI] montrera que g'(z,5) — (1/2) gee (2, &) est
une fonction de I'élément de contact du premier ordre (x, &) invariante par
les changements de coordonnées unimodulaires (de déterminant fonctionnel
égal a 1); elle est identiquement nulle si Popérateur « est self-adjoint [c’est-
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a-dire si @*=(—1)"«a]; [ V1] définira une fonclion A (¢, n, y) en adjoignant
au systétme (13.2) et aux conditions initiales (13.3) l’équation et la
condition

(13.17) d).:[g’(x,‘g)—égxlg(x,i)]dt, A(o, m, y)=o;
X(t, n, y) vérifie, comme (¢, 0, y), la condition
10, On, y) =2(2, m, ¥);

on peut donc définir une fonction A(x, y) par élimination de (¢, n) entre
A(t, n,y) et x(t,n, y); A, y) est holomorpbe quand z est voisin de
K(y)—y.

[VI] déterminera la partie principale de la singularité de la solution du
probléme de Cauchy sur la caractéristique tangente a la variété qui porte les
données de Cauchy et obtiendra en particulier la

Prorosition 13.2. — La fonction de (¢, 1, y),

(13.18) U (5, y) — —— _-,.[D<Eu---,£_z>]

o=

g(yvn)e D("h,---,'ﬂ[)

ou

ref~

i:Z(t> Tl’.}’)7 ‘:)‘(tv 7)7)/)7 []

=1 pour {=o,

est holomorphe pour | t|.| n|"' << Cte; elle s'annule deux fois pour t = o.
Enfin le théoréme de réciprocité de [I1] (théoréme &, n° 3) s’énonce :

ProrosimioN 13.3. — L'onde unitaire U,, (¢, y) de ladjoint a*<(—%/a y)

de a(:v, %) est l'onde unitaire homogéne de son transformé de Laplace

ad
— 0 E ).
(=%
On peut donc déterminer explicitement U}, quand A est du premier ordre,

c’est-a-dire quand « est 'opérateur général de Tricomi :

, S d \
DerisitioN. — L'opérateur général de Tricomi a(x, oz ) est Popérateur
z
d’ordre m, dont les coefficients d’ordres
m, m-—1, m-—2

sont respectivement
linéaires, constants, nuls :

0 Jd a
(13.19) a(x, %)Zg(;(a})%—l’jéﬁ(d—a‘:)

o\ /0
+...+2 4 (TI-‘)_'—g oz ’

les g; étant homogénes de degré m et g’ homogéne de degré m — 1.
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La projection caractéristique £(¢, v, y) est alors la solution du systéme
(13'20) di]:_bl(z)dt (./':07 I, al)

issue de £ (o, v, ), ou 1.y = o.
La relation (11.2) de [1I] donne, vu (13.9), puis (13.17) :

Dy, ..ok ¢ .
(1320 H:ep[—f m(&)dt],
ou
., _ d
=8t n) (J=1,...,1), é’ri— é;;zl :

(13.22) e ;))((rf,l,’ :Ej;_exp( f & (;)dt]

On a la proposition suivante, que [II] (théoréme B, n° &) énonce et prouve
quand g'—=o:

ProrositioN 13.4. — Si a<x % ) est Uopérateur général de Tricomi,
alors Uy, s'obtient en annulant la fonction (13.18); c’est-a-dire, vu (13.9) :

D(Eo»gu--w ‘1)——6‘)‘ D(Eu---azl),

(13.23) m(z )D(l 777~"’1“)_ m

ouf==%(¢, 7, y); le second membre est donné par I'intégrale (13.22).

1h. L’allure de la solution élémentaire /~'(x, y) résulte des théorémes 2,
3, heth (no11).

Les théorémes 2, 3 et B s’appliquent immédiatement & £—= £[U,,], e
faisant n == m; dans le théoréme 3, la formule (11.7) peut étre 1emp]acee
par la suivante : si nous définissons k par (13.11) et (13.14), alors, nous
avons pour x€ K. (y) :

(1. 1) I (z, y)= l((’;vr_)mz—‘ Vdét(kyy) e My)

ou

Vdétk,,,/t\Hess, [— tg(y, n)] > o,

yHess ayant la définition 11.2.

Le n° 65 prouvera aisément cette formule.
Pour appliquer /e théoréme v a I/, construisons, par quadratures et réso-
lution d’'un systéme différentiel d’Hamilton, deux distributions E, et E,;
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ce sont des approxzimations de E, (théorémes &k b et li ¢), qui sont dans les
cas les plus simples égales a ' (théoréme 6).

Définition de E, et E,. — Soit

(1h.2) E,(x.y):’*"[éTyl—a“)]’

! L Eayr=t S DE 8

[/ —_ et bt R
A%.3)1 Es (2, y) = (ami)=t 2/, (m——l—l)!e D(nyyoovyny)

@ (L, 7)

oul<<m, h= lz((i), z Uy*)', E(t, 7, y) estla projection caractéristique (n° 13)
@ est défini par (3.3);

(1&‘.3)2 Ez(w,)’>
-_-(__I)/—-nl 1 dl—m m ‘
“Gro zf(ob >1+‘—'"[ \/mw(t’ "

oum I, h=~h(Z%, y*); (notations de [III], n° 7).

Le n° 66 déduira aisément de la formule (11.9) du théoréme & le
TrioreME b a. — Supposons -

oLpi+.. .+ q<<m—1— ({/2)
[ ou méme

0Lpi+...+qLm—1—(l/2)
quand [ est pair et K(y) négatif|; alors

Pt L

[/ —_—
(1%.5) oxhr. . .0yf

B, y) = 0[| & —y[-trem]

Soit un entier positif

p>(l2) —m+1

{ouméme > (I/2) — m 41, quand K(y) est négatif]|; alors E(x, y) est
une distribution, somme de dérivées en x d'ordres —p de fonctions
O[|z—y|"tr] de (x, y), continues pour x 7 y [bornées sur tout fermé

ouxFyl.

Notes. — Le théoréme 3 montre que le premier membre de (1%.5) n’est plus
une fonction bornée pour z 7 y quand m — 1 — (//2) < p, ...+ q;; n’est
plus une fonction, mais est une distribution quand m — ([/2) = p,~+...-+ q.;
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le théoréme &6 montre qu'on ne peut pas améliorer le second membre
de (14.5).

Le n° 66 déduira aisément de la formule (11.10) du théoréme & le
THEOREME & b. — S

0L pi+. .. q<<m—1— (I/2),
alors
()/”4—..‘ -0/ 1

W[E»(x’ y)—Ei(z, y)] =0

x —y 1/u~l-/)1—...~r/1+p]’

oup=0p(l,m—p, —...—q) est défini par (11.11).

Note. — £ — F est holomorphe pour z¢ K (y)UC(y).
Le n* 66 déduira aisément de la formule (11.9) du théoréme k& le

THEOREME & ¢. — S¢
oLpi . q<m— (I]2)
ou, encore, St 0 Zp,—+...+ q=m — (l/2), | pair, K(y) négatif|; alors
P q p J S

()/)ri-u-*“/l

Y — f ] — € _ Ml y— . 2
Far oyl E (@ ) = Bl )| =0l @ —y prinse o).

Note. — £ et £, sont holomorphes pour x & K, (y); les parties princi-
pales de leurs singularités sont les mémes.

15. Détermination explicite de la solution élémentaire. — La propo-
sition 13.4 a pour conséquence évidente le

TrtoriMe 6. — 1° L’opérateur hyperbolique, homogéne, a coefficients

0 . , .
constants g <—> a pour solution élémentaire

ox

E(x—y)::b}:Ezzf[é%g)].

20 L'opérateur général de Tricomi a pour solution élémentaire, la ou
il est hyperbolique,
Bz, y) =E (2, y).

Par exemple :

COROLLAIRE 6. — L’opérateur de Tricomi :

PR, _0_)
*\ 0z, + oz,

2/
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a pour solution élémentaire une fonction valant

E(a, y)=+ ¢ %

P si x€8, (y) (£ =o sinon);

95 désigne la plus petite période imaginaire pure de l'intégrale abélienne

de premiére espéce / %——iié)—/: de la cubique

o 1
P+izt+z=30+ny:+ 0

Qo1 =

du plan projectif dont les coordonnées sont ¢ et n.

Le chapitre 9 prouve ce corollaire, qui est sa proposition 67 ; puis il expli-
cite (proposition 68); enfin il emploie (') la fonction hypergéométrique,
a l'instar de GERMAIN et BADER [6] : il obtient une variante de leur expression
de £ (proposition 69 ). Rappelons que cette solution élémentaire de I’équation
de Tricomi avait été étudiée, bien antérieurement, par Tricomi [11] et

‘WEINSTEIN [12].
Les opérateurs non homogénes a coeﬁcients constants ont, eux aussi,

leur étude facilitée par 'emploi de la transformation £ : soit a(——-) un

ox

opérateur hyperbolique, a coefficients constants, vérifiant (4.4) et (9.1);

il est bien connu que la solution élémentaire de al’<——) [p : entier > o]

oz
est la transformée inverse de Laplace de a—7 (%) ; la proposition 62 en donne
'expression suivante, dont I’emploi est commode; voir J. CuaiLLou [14] :

TaEOREME T. — al'<dix> a pour solution élémentaire
E(z—y)=r[U.(y)]  [r£(m—npa1],
ou
1
ami

Ura )= oy P ey exp(—y) e ([<[grand),

est uniformisé par la projection polynomiale (&.10), pour r = (m —1) p.
Note. — 11 est évident que Uj; est la solution unitaire de a” et que

U

* LT e ——
Ur+1 - dzo

(1) De la résulte une expression intéressante des périodes de l'intégrale elliptique par
la fonction hypergéométrique; Particle de A. H. M. LEVELT, qui suit le présent article,
déduit cette expression des propriétés classiques de cette fonction.
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CuaritRe 1. — Dérivation d’une intégrale,
ou figure une uniformisation.

Le présent article est, techniquement, le développement de [III].

Le théoréeme 3 de [IIL] (n° 10) énonce deux formules de dérivation, ou
figure une série linéaire de sous-variétés; le n” 46 en tirera (10.3); [III] les
déduit de ses deux formules fondamentales de dérivation (60.1) et (60.2).
Ce chapitre-ci, aprés avoir rappelé I'énoncé de ces deux formules fondamen-
tales (n° 16), en déduira deux nouvelles formules de dérivation (proposi-
tion 17.2), concernant des intégrales ou figure une uniformisation; le n° 48
en tirera (10.7).

16. Rappel de deux formules de dérivation. — lLes notations sont celles
des n* 1 et 60 de [III]; A" et 7 sont des variétés analytiques complexes;
S(¢t) et 8" sont des sous-variétés de X'; S'=S,u...uSy; S(¢), S, ..., Sx
sont sans singularité, en position générale, de codimension 1; leurs dimen-
sions complexes sont

dimX =/, dim S (¢) =dimS; =7 —1;

S’ est fixe; S(¢) dépend du paramétre ¢t € 7'; son équation locale, prés d’un
point y, est

s(x, y, 1) =o, [se#0, 2 =(2, ..., x;) € X,

s étant holomorphe en (z, t) quand x est voisin de y.

L( X, SuS) et A(S,S") sont des classes d’bomologie relative, a supports
compacts, dépendant contintiment de ¢;

(16.1) dimA (X, SuS')=/{; dimA(S, §'Y=1[1—1;
9 désigne ’homomorphisme bord :
(16.2) OH. (X, SuS)—H.(S,S).

9 (, t) est une forme différentielle en x, fonction de ¢; elle est homogéne
en (dzy, ..., dz;) de degré L.

LemME. — Supposons donnée une équation locale de S () telle que :

Ky v, L .. ,
M—’——) soit indépendant de y.

s(z, y, )

1° Si la forme ¢ (z, t) est holomorphe sur A" < T, alors

oy 9 [ o sz, y, t) o (x, t)
(16.3) df/h"(“’ t)~fh<?z(x, t)”fd,, e
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ou

h=h(X,Sus).

2° Si la forme ¢ (z, 1) est holomorphe en les points (z, 1) de X" < T tels
que z & S (t) [ c’est-a-dire tels que s(z, ¥, t) 7 o], alors

(16.4) 9 [Béscp(x, z):fRésco,(x, t),
dt'v h h l

ou

h=nh(S, S.
PreuvE DE (16.4). — La formule, plus générale, (60.2) de [ILI].

Preuve pE (16.3). — La formule (60.1) de [IlI] affirme qu’on a, sous des
hypothéses résultant des précédentes :

J se(x, y, t)yo(x, ')
= ] ,l’ —_— !
()tfn (@ 1) [/, ds(z, 5, t) S0

C

quand ¢’ est indépendant de ¢,
S=2S5(¢t), h=nY, Sus);

on a alors, évidemment

Jd oy ,
Wﬁ@(z,/)_jh‘cp,/(x,t).

(16.3) est une conséquence immédiate des deux formules ci-dessus.

17. Enoncé de deux nouvelles formules de dérivation. — NOTATIONS. —
On se donne : trois variétés analytiques complexes X', Z, T';

une application holomorphe
slae, t): XA xT-—>27;
enfin des sous-variétés analytiques complexes de I,
Sty et §S=S8,v...uS).

S(¢), S, ..., Sy sont sans singularité, en position générale, de codimen-
sion 1. Leurs dimensions complexes sont

dim X' —=dim Z =1, dim S(¢) =dim §; =/—1.
S(¢) dépend du paramétre £€ 7'; S’ en est indépendant; 'image, de,S(t)

dans Z par =(z, t) est une sous-cariété, indépendante de t, sans singularité,
de codimension 1.
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Plus précisément, on suppose que S(t) posséde une équation locale
S(t): s[z(x, ), y]=o0
ayant les propriétés suivantes :
s[z, y] est une fonction numérique complexe holomorphe de z, définie

quand z est voisin de y € Z;
!

~‘d‘s‘[z(xv t),)’] dz/'(xv t) .
dzj dx ¢0’

]=

-

est indépendant de y.

1 é‘ ds[z(z, t), y] 0z;(x, 1)
s[s(z, t), y] ds; Jat
j=1

D(s(x, 1))

e — o0 ecst de dimension

On suppose que la partie de S ou

complexe <</ —1.

Soient 2 (A, SUS') et (S, .S") des classes d’homologie relative, a sup-
ports compacts, dépendant contintiment de ¢ et ayant les dimensions (16.1).

Soit @[z, ¢] une forme diflérentielle en s, fonction de #, homogéne de
degré /en (dz,, ..., dz;), a coefficients fonctions analytiques, uniformes ou
multiformes de z, ¢.

L’objet du présent chapitre est d’établir les deux formules de dérivation
que voict :

Prorositiox 17.1. — Les hypothéses ci-dessus étant faites, notons o[z, (]
le gradient (') de o[z, t] relativement d t, quand s est fize.

1° St la forme o|z(x, t), t] est holomorphe sur X < T, alors

d »
(17.1) d_t‘/ olz(z, t), t]= o[z, t), U]
AIX,8US) h(X,8US")

20 St la forme ¢[z(x, t), t] est holomorphe en les points (x, t) de X< T
tels que

x&S(t) [c’est-da-dire s[z (2, ), y] # o],

alors

- (17.2) 9 Résg[z (z, 1), t] = Rés o[z (2, 1), t].

at h(S,8) /1S, 8
(17.1) et (17.2) font d¢ —o dans ¢[z(=, t), t] et @,[z(x, 1), t].

Nore. — L’hypothése
o[z (z, t), t] est holomorphe en un point (z, ¢)

(') C'est lu forme diTérentielle dont les cocfiicients sont les gradients de ceax de
¢ls, 2]
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implique évidemment la suivante :
olz(x, t), t] et ¢,[s(x, t), t] sont, pour dt = o, holomorphes en ce point.

C’est le corollaire suivant de cette proposition 17.1 qu’emploiera le no 48 :

Complétons comme suit les hypothéses précédentes : S —= S(¢, ) dépend
d’un second paramétre «, qui est un point d’un espace affin; quand u varie,
S décrit une série linéaire : s[z, y, u] est linéaire en «; S a au plus un
point singulier : un point double quadratique ou s, 0 et qui n’est pas
sur S';

o[z, t, u]:[_%"};’)?]]——lm[;,y, t] (g=L0);

, dr—1w
(g—1)! Résg=—r (0<q);

(8,87)

s et » sont définis quand z est voisin de y € Z; s—7» est indépendant de y;
[z, y, t] est une forme différentielle en z fonction de ¢, a coefficients fonc-
tions analytiques de (z, t); o[z(x, t), y, t] est holomorphe en (z, ¢).

PropositioN 17.2. — Notons [z, y, t] le gradient de w(z, y, t] relati-
vement a t, quand y et 5 sont fizes; on a les formules de dérivation :

0 Y e
azf/\ sus'[ = (:—l’l));y e qw[z(x, ),y 1t

-j' o oz e, 0,0, 41
X, sus'

di—'e f di—1w,
pr— b
q
()t (8,8 ds (8,5 ds

ces intégrales désignant, au sens du n° 12 de [11I], des DISTRIBUTIONS DE u,
Jonctions de t

Preuve. — On applique les formules de dérivation (17.1) et (17.2) aux
fonctions J et jp de (¢, ) au moyen desquelles [II1] définit ces distributions.

18. Preuve de (17.2). — Il suffit évidemment de traiter le cas ou
dim 7'=—1 : ¢ sera une variable numérique complexe. Définissons ¢ et
comme suit : ce sont les deux formes différentielles ('*) en x, fonctions
de ¢, telles que

(18.1) ols (@, ), §=Y(a, 1) +dt \w (@, 1).

Elles sont homogénes en dxy, ..., dx; de degrés respectifs / et [ —1;
elles sont holomorphes pour s[z(z, t), y];20; puisque ¢[z, ¢] est une

('?) Autrement dit : ce sont des formes extérieures en dx,, ..., dz;, & coefficients
fonctions de (z, t).
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forme analytique en 5 de degré maximal /, on a

dg[s, t]=o pour dt =o0; ¢[z, t] = o sur I'image de S’ par z (2, t);
en remplacant dans ces deux relations ¢[z, ¢] par son expression (18.1)
on obtient (g, est le gradient en ¢, quand z est fixe; {, est le gradienten ¢,
quand z est fixe) :

dt )\ o, =dt Ny, — dt )\ dw; db=o0 pour dt=o;
LP!S/:O; OJIS’:O.
Nous avons donc

(18.2) o =Y, — dw, w|S =o;
dl=o0 pour dt=o; Q|8 =4 |8 =09,/ 8= 8 =o,

car ¥, ¢, ;, ¢, sont de degré /.
Puisque les Rés sont calculés pour ¢ fixe, (18.1) donne

(18.3) f Résols(@, 1), ] = [  Résd(a, 1).
J 8,8

A8, 8)
De cette relation (18.3) et de la formule de dérivation (16.4) résulte
(18.4) g-f Rés o[z (, 1), (] :f Rés (@, 0).
t s, s s, s)

Puisque Rés Y, ne dépend (voir [11I], n° 36, définition de Rés) que de la
classe de cohomologie 2*( X — S, §') de y, on a, vu (18.2) :

(18.5) Rés §,(z, t) =Rés @,[z(x, t), t].
Ces formules (18.4) et (18.5) prouvent (17.2).

19. Preuve de (17.1). — Conservons les conventions et notations des
no 17 et 18, ¢ (2, ¢) et w («, t) étant maintenant holomorphes sur X" < T’;
définissons en outre ¢ comme suit : c’est la forme différentielle en 2z, fonc-
tion de ¢, telle que

(19.1) ds[z(z, t), y] =c(x, t)+ s.dt.

Elle est homogéne en dx,, ..., dz; de degré 1; elle est définie et holo-
morphe quand z(, ¢) est voisin de y. Puisque ¢[z, ¢] est une forme analy-
tique en z de degré maximal /, on a

ds[z, y] N ¢[z, t|=o0;

d’olt, en remplagant ¢ et ds par leurs expressions (18.1) et (19.1), les
deux relations, dont la premiére est évidente :

gAY =o, ssy=o A o.

BULL. 8OC. MATH, — T. 90, FAsc. 1. 8
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Cette derniere relation et (19.1) montrent que

(19.2) sy

—_— .
dS S (1)

De (18.1) résulte

f ¢z (a, t))t]:fq)(xa t);
hX,SUS") h
d’ou, vu (16.3), puis (19.2), puis la formule de Stokes ([III], n° &), puis
(18.2) :

)

Py [ (x l)7 ]

dt (X,5U.8)

Slql
et t) —
fq)t(x ) " ds s

:‘/"Pt(x7 t)— w(x, t)
h 0%

:[q)t(x,l)—dm(z, t):f o,
"N h(X,8U8")

Ainsi (17.1) est établi.

Cuarrtre 2. — Distribution définie par une intégrale
étendue a la classe d’homologie de la partie réelle ou imaginaire
d'une sous-variété réelle dépendant linéairement d’'un parameétre.

Ce chapitre 2, comme le chapitre 1, compléte I'une des conclusions
de [H].

Le n°e 12 de [IlI] étudie une distribution J(¢) : elle est définie par
une intégrale étendue & une classe d’homologie compacte 4 (S, §') ou
h(X,SuS); §S=S8(t) dépend linéairement du paramétre réel ¢; J (¢) est
une fonction holomorphe hors d’une sous-variété K de I'espace affin réel 7°
ou varie ¢; 'allure de J(¢) sur K est décrite au moyen de deux entiers 7 (¢)
et /V(¢), dont les définitions sont topologiques. I’objet du présent chapitre
est de calculer ces deux entiers quand I'équation de S(¢) est réelle et que,
prés du point singulier éventuel de S (¢), 2 (S, S") ou 0h (X, SUS') estla
classe d’homologie de Re.S(¢) ou de ImS (¢).

Erratun. — Dans [1II] :

formules (11.5) et (11.7), lires(x, y, t) au liew de s (z, ¥);
dans la formule suivant (11.7), lire :

l
==+ 2(27?):-;_1 (q— £> \/lI:ss - si / est impair.
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20. Enoncé des résultats. — Nous employons les notations et résultats
qu’énonce le n° 12 de [III] et que prouvent les chapitres 9 et 10 de [III]. Le
bord de 4 (X, SuU §’) dans S est noté

oh( X, SuS)=hr(S, ).
On suppose réelle I'équation locale de S(¢) : s(x, y, t) =o.
Derinition 20.1. — Supposons / impair; choisissons 1'équation locale de
K : k(t, y)=o telle que la condition (11.2) de [III] soit satisfaite :
(20.1) ke(ty y) = — 5.(@, ¥, 0) lomsie sur K;

z (1) désigne le point singulier qu’a S (¢) pour te K.
Nous nommons c6té positif (négatif) de K celui on

Hess,[s(x, y, t)]k(t,y) >0 (< o).

DeriNition 20.2. — Supposons ! pair; nous nommons nappes positives
(négatives) de K celles ou

Hess,[s(x, ¥, t)] > o (<o).

Note. — Le n° 38 prouvera 1'accord de ces définitions avec celles, relatives
a un cas plus particulier, qu’énonce le n° k.

DeriniTion 20.3. — Notons Re S la partie réelle de S. Supposons que
N (S, S") contienne un cycle ayant les propriétés suivantes : sa dimension
est {—1; il dépend contintment de ¢, sauf au voisinage du point singulier
y==z(0) qua S(¢) quand £ =o€ K (y); prés de ce point, il est identique
a Re S (¢) muni de l'orientation

ds(x, y, t) >0 (dy = dt =o).

Nous disons alors que /i (S, S') est, prés de z(0), la classe d’homologie
de Re S.

DerinitioN 20.%. — Considérons prés de ¥ — s (0) (o€ K) I'intersection
des deux chaines suivantes :

1° la variété analytique complexe S (¢), munie de son orientation naturelle;

2° la chaine que constitue 'ensemble des points = (@4, ..., ;) de X
tels que
(20.2) «; est complexe; &y, ..., Zj_y, Zj1, ..., x; sont réels,

muni de l'orientation

UIm () dx; N\ dxy N\ ...\ dz;> o,
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que nous associons & lorientation dz, A\ ...\ dx;>o0 de Red. Cette
chaine est identique & son imaginaire conjuguée; son bord est réel. Son
intersection par S(¢) est une chaine Im S; elle est opposée & son imaginaire
conjuguée; son bord est réel, donc nul : Im.S est un cycle de la partie de
S (¢) voisine de y; il dépend du choix des coordonnées et de l'entier j
(voir n° 21).

Pour définir cette intersection, il peut étre nécessaire de déformer un peu
la chaine (20.2), pour la placer en position générale par rapport a S(¢).

Supposons que % (S, S") contienne un cycle ayant les propriétés suivantes :
sa dimension est / — 1 (/> 2); il dépend continiiment de ¢ sauf au voisinage
du point singulier y = z (0) qu’a S(¢) quand ¢ =o€ K; prés de ce point, il
est 'un des cycles Im S. Nous disons alors que A (S, S') est, prés de (o),
la classe d’homologie de Im S. Rappelons qu’il faut avoir préalablement
orienté Re T'.

Nore. — Puisque Hess,s># 0 pour s.=—o, on peut toujours, prés de
5(0), identifier S (¢) & une quadratique Q) et se borner & I'’emploi des cycles
Im Q que le n° 21 construit explicitement

L’objet de ce chapitre est de compléter le théoréme &, le corollaire 4 et
le n° 12 de [III] par la proposition suivante, qui emploie la définition 11.1

de yp, la définition 11.2 de \/Hess, la condition (20.1) et ou
o(z,y)=rp(z,y)dx; \...\ dz,.

Prorosition 20. — Entre les distributions J(t), yum—q[k(L, )] et xo[A]
on a une relation a coefficients H;(t) holomorphes .

(208) J(0) =Re| Hu(e)gy_, k(6 2)] = H(O)lR] |+ H:(0),

dans chacun des deux cas suivants :

1° (S, 8") ouw dh(X,SuS")est, prés de y =z (0), la clusse d’homologie
de Re S(t); p(x, y) est réel pour x réel; st l est impair, s est choisi tel
que Hess,s(x, y, t) > o0 (k> o du coté positif de K),

20 W (S, 8") ou (X, SUS') est, prés de y =s(0), la classe d’homologie
de Im S(2); p(z, y) est imaginaire pur pour z réel; si l est impair, s est
choisi tel que Hessys(z, y, t) <o (k<o du cité positif de K).

Les H;(t) sont holomorphes au point t =o de K, ou k(t, y) est défini et
vérifie (20.1).

Si [ est wpAIR, alors : I, est réel, ,— o.

Si I est patr, alors : Hy=—=o0 pour q<1/2;

11, et H, sont réels dans le cas 1°, (2°) quand o est sur une nappe positive

(négative) de K
H, et H, sont imaginaires purs dans le cas 1°, (2°) quand o est sur une

nappe négative (positive) de K.
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Dans tous cas, on a pour te K :

(20.4) H, (1) = (a7l o(z,y) .
VHess, s (x, v, t) |x==

21. Une famille de cycles Im ) de la quadrique Q. — Dans un espace
affin ¥, considérons la quadrique

Q: qglay, ..., 2) =1,

ot ¢(a) est une forme quadratique réelle, de discriminant non nul.

L’application & Q de la définition 20.% donne ceci : construisons l’en-
semble des points de X, a coordonnées x,, ..., z, toutes réelles sauf une
a; == u;+ iy;, vérifiant

G2y oo T Uy Xy vy &) — @0, .., 0,0/,0,...,0) =1,

(21.1) {
L qﬂ—‘,‘(‘xh sy Ljay Ujy iy oo ey xl) =0,

cet ensemble est évidemment une partie de Q; c’est une quadratique sans

singularité : donnons-lui I'orientation

(21.2) (—1)®> o, ol ==
du; \ dvj \ daey \ ...\ dxj—y )\ dzjq )\ dz;

dLg(@is oy ttyy ooy @) — q0y ooy 0jy ooy O] N\ dguy(@1, -5 1, vy’

nous obtenons un cycle Im Q, qui dépend continiiment de g.

Tous les cycles qui se déduisent de ce cycle (21.1), (21.2) par un chan-
gement de coordonndées linéaires, réel, de déterminant > o, sont encore des
cycles Im Q; l'ensemble de ces cycles Im () est connexe et indépendant de j;
car changer j équivaut & un tel changement de coordonnées.

Note. — Si q,,.,;77 o, alors tout point (&4, ..., Zj1, Tjr1, «ooy T1)
appartenant i la projection du cycle (21.1) est la projection de deux points
imaginaires conjugués de ce cycle, dont 'orientation est

(21.3) (—0)yIm (@) dey N\... N\ dajy \dzj ., N\... N\ dx;>o.

Si ¢/, = 0, alors
q(z) =a(z)z;+b(z),

a(z) et b(x) étant deux formes en @y, ..., &1, 44, ..., x; de degrés 1
et 2; la définition (21.1), (21.2) d’un cycle Im Q devient
(21.4) a(x)==b(x) —1=o0;

, o dxy N\ Ndxjg \dxjig N N\Ndxy
PJ . L ). —1\/1? .
(21.5) duiNdei)\(—1) da() A db () ﬁl)“1:0>0

Note. — Si /=2, alors Im Q n’a pas d’intérét : il est vide pour Gajz; = 0.
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22. Enoncé d’un lemme complétant le théoréme de Picard-Lefschetz
sur la ramification des classes d’homologie. — Le n°® 26 déduira la propo-
sition 20 du complément suivant au théoréme de Picard-Lefschetz, que
rappellent les n° 11 et 65 de [III]. Nous notons A(¢) la classe

R(X, S()us) ou A(S(2),S),
e(t) désignant de méme la classe évanouissante
e(X, S(t)uS) ou (?) e(S(t), ).

ProrositioN 22. — Précisons comme suit le choiz de la classe évanouwis-
sante e( X, SuUS'), que [I11] définit seulement au produit prés par %=1 :
elle contient une boule a(t) dont le bord appartient a S(t) et sur laquelle

(221) \/Hessxs(x,y,t)daci/\.-./\ dxl>0 pour k(’a)’)>0,
(22.92) s(z, y, )k (L, y) <o.

Supposons donnée, pour t réel et voisin de o€ K, une classe h(t) qui

dépend continiment de t le long de K et hors de K. Soit h (t) (et h_ ) la
classe d’homologie qui dépend continiiment de t pour t complexe, voisin
de K, t¢ K, Imk> 0 (o) et qui vérifie

ho(8)=h_(t)=~(t)  pourt réel, k(t)>o.
Alors, pour t réel, k(t) <o, on a
(22.3) A, (1) —h(t)=e, (), D (t)—h(1)=sgnHess,(s)e (1)
quand h(t) ou (1*) 0h(t) est, prés de = (o), la classe de Re S(t);
(22.4) ki (2) = k(1) = e (t),  h_(t) —h(t) = — sgn Hess, (s)e_(¢)
quand h(t) ou ('*) Oh(t) est, prés de z(0), la classe de ImS(t).
sgn,.. —=signe de. ...

La preuve de cette proposition est analogue & celle que I. Firy [2] a
donnée du théoréme de Picard-Lefschetz; la voici.

23. Réduction de la proposition 22 4 une propriété de la quadrique
complexe. — Il suffit évidemment de prouver cette proposition 22 quand
dim 7 =1 : ¢ est une variable numérique; K est réduit & un point £ =o;
on peut supposer, prés de s(o), I'équation de S(¢) : s(a, t) =o résolue
en ¢ : .

s(z, t)=s(z)—¢;

(13) suivant que A(¢) = A(X, SUS') ou 2(S, S').
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puisque Hess;s(z, 0) 7 0; on peut effectuer dans X" un changement de
coordonnées, de déterminant fonctionnel > o transformant s(x, o) en une
forme quadratique : on a

(23.1) sy t) =xi+...+2i—22 , —...— 2] —
dans une boule B de centre z(0) :

2—{—...—|—].9$‘[

(23.2) B: |z LA

on satisfait (20.1) en prenant

k(t)=¢t.

On vérifie (22.1) et (22.2) en prenant pour e(A, SUS') la classe
d’homologie de la boule

x3 x x3 x
(23.3) a(t): t1>o, e 7”>o, ”t+1<0, , T"<o,
x} x; x}? x}
1 P p+1 1l
— et —_—— = =1
t - t t t —

munie de ’orientation

=17 \/Hess,(s) dxy \... \ dx;> o, ou (~2>o0 pourt>o.

Nous allons construire explicitement, pour
(23.4) t voisin de o, Im¢t>o0 (ou<o), [t]=7>0

une classe d’homologie 4. (¢) (ou A_), dépendant continiment de ¢, égale
a la classe A (t) donnée pour ¢ > o.

h.(t) (ou h_) sera 'image de A (7) par une application F, (t) (ou F_),
qui devra avoir les propriétés suivantes :

1° F(t) (ou F_) est définie quand (23.4) a lieu; c'est une application
de X en lui-méme; elle applique S(7) dans S(¢);

2° F.o(7) est l'identité; F..(— 7) transforme les points réels en points
réels;

3° F..(t) dépend contintiment de ¢(¢20);

4° les restrictions

F ()| (X—B) et F_(t)|(X—B)
tendent vers l'identité quand ¢ tend vers zéro et sont égales quand ¢ <<o;

nous notons F(t) V'application de X' — B dans I égale a l'identité pour
t=o,aF,(t)] (X— B) pour Im¢>v 0,2 F_(t)] (_/I’— Z’) pour Im¢ < o.
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Construction de F.. — Notons B et B lintérieur et la frontiére de B;
Q(t), O(t) et Q1) les parties de .S(¢) appartenant respectivement & B, B
et B :

Tyt Xy~ — 2] =

lz P+ e P, <1, et —1I.

Le n° 2% construit une application F., (¢) (ou F_) ayant les propriétés
sulvantes :

19 bis. F_(t) (F_) est défini quand (23.4) a lieu; c’est une application
de Q(7) dans Q(t);

2° bis. F..(7) est l'identité; F.(—r7) transforme les points réels en
points réels;

3° bis. I.-(t) dépend contindment de ¢;
4° bis. les restrictions F_ ()] BetF_(1) ]B prennent leurs valeurs sur B,
tendent vers 'identité quand ¢ tend vers zéro et sont égales quand ¢ << o.

Nous prolongeons cette application /., (¢) (et F_) de Q(t) dans Q(¢),
que construit le n° 2%, en une application F, (¢) (et F_) de B dans B,
définie quand (23.4) a lieu et ayant ces propriété 2° bis, 3° bis, 4° bis; c’est
aisé puisque B est une boule.

F(t)] B, qui est ainsi défini, dépend contintiment de ¢ et est égal a :
Fo(t)] B pour Im (1) > o0, F_(t)] B pour Im (¢) Zo,

I'identité pour (> 0; puisque S(0) est sans singularité hors de B, il est
donc aisé de prolonger F'(¢) en une application de S(7) dans S(¢) et enfin
en une application de _I" dans X telle que /., F_ et F aient les pro-
priétés 1°, 2°, 3° et 4°.

Evidemment

(23.5) e (1) = Fo(t) h(7)

est la classe d’homologie qui dépend contintiment de 7 pour Im >~ 0(=0)
el qui est égale & /i(t) pour ¢ > o.

Par hypothése, pour ¢ ===7, A(t) contient un cycle v(¢) qui dépend
continiment de ¢ hors de 5 et dont la partie 3(¢) contenue dans B vérifie
la condition :

B(t) ou d3(¢) est l'un des cycles : ReQ(z), ImQ(¢).
On peut évidemment choisir vy (¢) et F(¢) tels que
(23.6) () —B(t) =F()[y(r) — B ()] pour ¢= —rt;
(23.5) montre alors que

(23.7) Le(t) —h(t) estlaclasse de F.(1)B(t) — (3(¢) pour { = — .
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Puisque d commute avec F', et que B n’a pas d’homologie de dimension 7,
la preuve de la proposition 22 se trouve ainsi ramenée a celle du

Lewme 23. — Pour o <7 < é et pour un choix de Im Q(==17) tel que le

premier membre de (23.9) soit un cycle, on a sur Q(—7) :

(23.8) F.(—7)ReQ(r) —ReQ(—1)e(E1)7e(—1);
(23.9) Fi(—o)ImQ(7) —ImQ(—7)e(x1)7"ew(—7).

Q(t) est la quadrique complexe

Q)y: xi+...+a,—x),, —...—x}=lI, [z, P4 P <.

e, (t) et (e) est la classe d’homologie de ((¢) variant continiment
avec ¢ pour Im > 0 (L0), {7 o el qui, pour ¢ =7 > o, est'la classe e(7)
de du (7).

Note. — Vu la définition (23.3) de o, la définition 11.2 de \/Hess et la
régle d’orientation (2.9) de [III], on a

(23.10) da(7): xi>o, ..., xp>0, x,,<0, ..., x}<o0,
2 2 2 e p—
Tl X, — . =T
dzy N\ ...\ dx;
Y > 0.

—p
A 3 3 3
d(xi+... .+ xp— Xpoy —...— x})

Pour prouver ce lemme 23, il nous faut effectuer
2%. La construction de F. (¢)| Q (7). — Le groupe d’'homothéties de la
boule B en elle-méme .
H(o): (x4, ..., @)~ (@ e¥? .. x97)
transforme Q(7) en Q(te?); on a évidemment
(25.1) ex(—T)=H(Em)e(r).

Nous construirons F., (¢) en composant avec A (¢) une application de
Q(7) en elle-méme.

L’étude de Q(r) est facilitée par lemploi dans B des 21 coordonnés
réelles, non linéaires

vy =Ima; (=1, ...,p),

pj=Rex; (j=p-+1,...,1),

Re x; .
(2,1"2) / U’/‘:# (./: I, ...,]7),
TP+
,,/:__I_m‘xi_(j:pq—l, AR

ViePE+r
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on note
o= 0t up=Y
j=1 J=1
L’équation de Q(r) devient

l
1—7 L
Q(r): |u| =1, Zuivl-:o, [V[<\/ p— <O<T<g>;

j=1

(ainsi Q(¢) est homéomorphe & 'ensemble des vecteurs tangents a la sphére
de dimension / —1],

Sur la partie de B ou |¢ |3 0, nous emploierons aussi les coordonnées
complexes non linéaires :

(2h.3) w,=|v]u;+ v, (J=1, ..., 0.
Si x est fixe et [¢| # o,

(2h.4) 'Tli:gw,-:x, (J=1,...,p), =iz, (j=p-+r1,...,0.

Avec ces coordonnées w;, les équations de Q(¢) et Q(t) deviennent

(20.5)

wi=o, | w4+t <1;

Q
~
\"‘/
7~
1

j=1

PT=1.

!
Q(T): Ew}:o, | w

j=1

En résumé, nous employons trois systtmes de coordonnées du point x
de B :

(@ry vves @)y (Uay coey Wl Pry coey 905 (Why ooey o)

Les coordonnées d’un autre point =’ de B sont notées :

Le groupe G(9) de transformation de Q(z). — Donnons-nous une
fonction numérique, réguliére et croissante 0( | ¢|) de | ¢| telle que

0(|v])=0 si|v|ZL1/4; O0(|v])=1/2 sitfa]¢].
Définissons comme suit un groupe abélien, & un paramétre réel ¢, de

transformations G (¢) de Q(7) en elle-méme :
si z€ Q(r), alors 2'—= G (9) x est le point tel que

(2h.6) 2'==x si|v|ZL1/4; w’,:w,e‘l\”’e”"” si|v]#o.
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D’aprés (24.5), 2'€ Q (1) et G(9) Q(r) = Q(z). On a
(2k.7) [/ | =w], donc |¢|=]¥]|.

Sur Q(r), on a

2|vP=|w

*=1—t>1/2, donc O(|v[)=1/2,
par suite
(24.8)  H(o+27)G(o+27)|0(x) =H(9) G(9)] Q=)
et va (24.4),
lim G(0) | 0(7) =H(— ) |0 (),

c’est-a-dire
(2%.9) H(9)G(9)|O(r) tend vers 'identité quand t tend vers zéro.

Définissons, sur Q(z) :

(2h.10) F (t) =H(9) G(9) ou t==re, 0L0oLm,
F_(t) =H (o) G(9) ou t=—rev, —nZ9Lo.

vu (26.8) et (2k.9), F.- a bien les propriétés 1°bis, 2° bis, 3° bis, 4° bis.

Nore. — D’aprés (2k.10), on a sur Q(7) :
2h.11) Fi(—7)=H(xmrn) G(E£m).
25. Preuve du lemme 23. — Transformons par H (== 7) les relations a

prouver : (23.8) et (23.9); vu (2%.1) et (2k.11) elles deviennent
G(=m)Re Q(r) — H(F=7)Re Q(— 1) € (1)l 7e(x),
G(Em)ImQ () —H(x=n)ImQ(—r1)e ()7 1e(z).
La rétraction R de Q(7) sur sa partie ol |[¢ | =o0 :
R: (uj, Vi)_>(uj'7 0)
appartient & la famille d’applications continues, dépendant du paramétre
(0L0L1) de Q(r) en elle-méme :
(wjy 07) = (uy, 09)) 5
cette application est l'identité pour 6 —=1; R est donc une rétraction par
déformation : elle transforme tout cycle de Q(r) en un cycle homologue.

En appliquant R aux relations ci-dessus, on les simplifie et I'on réduit la
preuve du lemme 23 & celle du
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Lemme 25. — Pour o <t < %, on a les homologies

(25.1) RG(E=m)ReQ () — RIH(zzm)ReQ(—7) ~ (1) da(z);

(25.2) RG(EZm)ImQ(z) —RH(zm)ImQ(—r1) ~(E1)7""0x(7).

Vu que les chaines Im ()(7) constituent un ensemble connexe, il suffit de
prouver (25.2) pour l'une d’elles.

Nous allons établir ce lemme en calculant les quatre termes figurant aux
premiers membres de (25.1) et (25.2). Commencons par le

Calcul de RG (== =) 3, quand 3 est la chaine de Q(7) :
B: oo=...=v, U =...=u=o,

= =)/

wyduy N\ oo N dug N\dogg NN dey>o.

Vu (24.3), (2k.7) et la définition (2%.6) de G, on a
RG(Em): (uy, ;) —><u’/: wycosmh = ¢ |_‘_I}_| sinzl, ¢, = 0>,
1

lo]

x€B, ' = RG(F=7) 2 a les coordonnées

ouH=0(]|¢|) et sin0(|¢])=o pour oL|v|L1/4; donc, quand

i, = u, cosT0, Cee, w, =ty cosm0,
, L. , .
Uy =25 0y ToT sinml, cely Uy ==y o sin7,
U U
¢=...=¢, =o;

d’oti, par un calcul élémentaire :

=1,
1 yI—g—1
dity [\ N\ duy = (il)’"ﬁr(cosm)q%/_
db
> 2T dus \ ...\ dug \dogiq N N dey,

RG (== )3 est donc la sphére de Q(r) :
Ju'| =1, [¢' | =o, (F0)=9u, dus \ ...\ du;>o.
Donc, vu (23.10) et (2k.2) :

(25.3) RG(E7)B=(F£1)~70a(7).
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Calcul de RG (= m)Re) (7). — Sip=—o, alors ReQ(7) =o. Si p > o,
alors, vu (2k.2), ReQ (1) est la chaine

—
=R TR T} || =1, [V|<\/ —

wydus N oo N\ dup, Ndvpy N N de> o0,

vu (25.3), on a donc

(25.4) RG(E£xm)ReQ(7)= (= 1)7da(r) sipFo; —=o sip=—o.

Calcul de RG(*=m)Im Q(7). — Si p>1, alors (21.3) nous permet de
choisir pour Im Q) (7) la chaine de Q(7) :

(25.5) @y, ..., Xp_yy Xpiy, ..., x;véels, 2, imaginaire pur,

(—0?Imex,de, \.. . N\Ndx, )\ de,  )\... N\ dx;>o.
Sip=1, il vient ImQ(7)=o0. Si p>1, (2k.2) donne

ImQ(t): ¢vy=...=¢,1=u,—...=w;—=o,

| =1, 1vt<w‘“f;
2

(— 1970, (et \TOTF5) Aers A Aty VTP 2) A i Ao\ dir o5

cette derniére relation s’écrit, vu que [u| =1 :
wydus \ .. N\ duy,_y \do, \... )\ dvy>o0;
vu (25.3), on a donc
RG(=1)ImQ (7) = (Z£1)~r" da(7) si p>1.
Si p=o, (21.3) permet de choisir pour Im Q () la chaine
(25.6) Zy, ..., x; véels, @, imaginaire pur,

¢’est-a-dire, vu (2.2) :

1—7

ImQ(7): ¢y =wy=...=u;=o, || =1, !“I<\/ P
wydes \ ...\ dvi>o;

vu (25.3), on a donc
RG(x=m)ImQ(7) = (1)~ da (1) si p=—o.
En résumé :
(28.7) RG(x7m)ImQ(x) =(FE1)~7"du(c) sip#r; —o sip=I.
Calcul de RH (== ) Re Q(— 7). — Supposons p > o; sur
H(5m)ReQ(—1)
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&1, ..., ; sont imaginaires purs, donc, vu (2%.2) :

Uy == .. = Up==¥p  ==...2= ;== 0;

donc RH (== m) Re Q(— t) appartient & la sphére
Uy=...=u,=o, | =1, |v|=o,

dont la dimeﬁsion est <</—1; la chaine RH(z=7n)ReQ(— 1) est donc
nulle.

Supposons p =o0; ReQ(— 7) est la sphére :

, 5 dxs N\ ...\ dx
Zyy oo, xpvéels, x4 4 axf=T, —'—/\—-<o,

&y
H(==m)ReQ(—7) est donc la sphére :
&\, ..., x; imaginaires purs, |Z)|> +...+ |z}, [|*=T,
(i__i)l—ﬁde /\.-I./\dxl <O7

x|

c’est-a-dire, vu (23.10) : — (Z= 1)/ da (7).
En résumé :

(25.8) RH(=m)ReQ(—1)=0 sipzo; ——(Ek1)dua(r) si p=o,

Calcul de RH (=) Im Q(— 7). — Rappelons que le choix de Im Q(—7)
est assujetti a la condition qu’énonce le lemme 23 :

G(Erm)ImQ(r) —H(x=m)ImQ(—7) estun cycle.

Elle est satisfaite par les choix suivants de ImQ(—7) : (25.5) si p>x1;
(25.6) sip=o.
Supposons p>1; sur H (7)) ImQ (—7), on a donc

Ziy weey Xpoay Lpia,y .., 2y IMaginaires purs; x, réel;
donc, vu (2%.2), RH (5= 7)Im Q(— ) appartient a la sphére :
Uy==...= Up_4= 0, lu|=1, |¢]|=o,

dont la dimension est <</—1;la chaine RH(==7n)ImQ(— m) est donc
nulle.
Supposons p =o; sur H(x w) Im Q(—7), on a

x, réel, &y ..., 2; iIMaginaires purs;
donc, vu (24.2), RH (5= 7) Im Q(—7) appartient & la sphére

uy=o, Ju|=r1, [v]=o0
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dont la dimension est <</—1; la chaine RH (= 7) Im Q(— 7) est donc nulle.
Supposons p —=1; Im Q(— 7) est la sphére :

2, imaginaire pur, s, ..., z;réels, |z, |2 +... .+ |2/ P=T,
.d(L’c_; /\ e ,/\ dxl

[ — <0
Xy

H(z7)ImQ(— 1) est donc la sphére :

x| véel, Z,, ..., x;, imaginaires purs, |&| > +...+|z;[>*=T7,
(% 1)l dx, \. = N da; <o,
Zy
c’est-a-dire, vu (23.10) : — (F= 1) du (7).
En résumé :
(25.9) RH(xm)ImQ(—1)=o0 sipFHr; ——(F1)da(r) sip=—1.
Fin des preuves des lemmes 25 et 23 et de la proposition 22. — Les rela-

tions (23.4) et (25.8) prouvent (25.1). Les relations (25.7) et (25.9)
prouvent (25.2). Voici donc prouvé le lemme 23; les n® 2k et 25 ont mon-
tré qu’il entraine le lemme 23 ; le n° 23 a montré que ce lemme 23 entraine
la proposition 22, Voici donc prouvée la proposition 22.

26. Preuve de la proposition 20. — Nous employons les n°s 11, 12 et 65
de [IHI]. Dans [III] e, n(¢) et la discontinuité de /V(¢) sont définis au produit
prés par un méme facteur =1. Les n® 22 et 23 viennent de choisir ¢, donc
ce facteur ==1; avec ce choix, dans la formule (11.7) de [III], == vaut -+,
pour k> o, k> o: cela résulte évidemment de (22.1), (22.2) et de la
formule (11.5) de [1II], qui définit j»; donc

k(t, y)(l/‘l)—'-P—’l
Py +p—q)

(26.1) Jr(¥) :Hp(t)r(l

fIp(t) étant holomorphe en o; pour p et ¢ réels, ses valeurs sont réelles si
Hess, s > o, imaginaires pures si Iess,s << o}

(26.2) Hp(z,‘):(m-f)l/2 p(z ¥) | pour te€K.

P (ki) VHesses (z, ¥, &) |e=zq

Supposons | impair. — Prés de 5(0), h(¢) ou 0 k(¢) estla classe d’homo-
logie de ReS(¢) (de Im.S) ; choisissons s tel que Hess,s > o0 (<< 0); d’apres
la proposition 22, on a, pour ¢ réel et k (¢, y) < o:

hp(t) —ep (8) =N _(t) —e_(t) =h(t);
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cela signifie qu’il existe une classe d’homologie invariante au sens de
Lefschetz — c’est-a-dire : dépendant contintiment de ¢ complexe, voisin de o;
voir le n° 65 de [III] — égale &

h(t) —e(t) pour k>o, h(t) pour k<<o.

Donc, vu le théoréme de Picard-Lefschelz, que rappelle le n° 65 de [111],
n(t) a pour k> o la méme valeur que quand £ =¢ et est nul pour A <<o:

(26.3) n(t)=—2 pour k>o; n(t)y=o pour A <<o.

{41

P

Or, vu le n° 12 de [III}, si ¢ —

=p
/] 1 . 1
J(t)::——P<&>{ () ju (1) §+H0(t)
H, étant holomorphe au point o; d’ou, vu (26.1) et (26.3),
7} .
Tty = P (o) | Hn () oKt )| 5 Hu0)

d’ou, vu (11.2) et (11.3),
(26.4) S (&) = Hy (t) yuup—qg [k (8, y)]+ H; (),
I, (t) et H;(t) étant holomorphes au point o, H, étant a valeurs réelles (ou
imaginaires pures) pour ¢ et p réels; vu (11.2), (11.3) et (26.2), H, véri-
fie (20.4) sur K. D’ou la proposition 20 en supposant p réel (imaginaire
pur).

Supposons que I est pair, que h(t) ou 0h(t) est la classe d’homologie de

ReS(t) (deImS) et que Hessys >o0 (<< o). — D’aprés la proposition 22,
on a, pour ¢ réel et k <o :

(26.5) () —ep(t)=h_(t) —e_(t)="Mn(¢t);
cela signifie qu’il existe une classe d’homologie invariante égale a

h(t) —e(t) pour k>o, h(t) pour k<<o;
donc
(26.6) n=—o;

rappelons que e(¢) est invariant; notons
e(t) =e.(t) =e_(t) pourréel, k<o;
(26.5) donne

ho(ty+h (t)y=2h(t) +2e(t) pour A <o;
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la classe d’homologie égale a
h(t) pour k> o, h(t) +e(t) pour k<o

est donc réguliérement continue au sens du n° 75 de [III] : dans le n° 12 de
[IIT] on peut choisir

(26.7) N(¢) =— sgnk.

Donc, vu ce n° 12 de [II1], si ¢ — ({/2) = p,
d\f 1.
J(t)=P o l;]p(t) sgnk y + H,(2),

11, étant holomorphe au point o; d’ou, vu (26.1),

Ty =P 52) [Hr(0) Be gy [k (6 )]} H (0

d’ou, vu (11.2) et (11.3),

(26.8) J(t)=H,(t) Reyyp—q|k(t, y)] + H,(t) Reyo[k] + I, (2),

H, (1), H,, H, élant holomorphes au point o; pour ¢ et p réels, H, et I,
sont réels (imaginaires purs); H,=—o si ¢=1I/2; vu (11.2), (11.3) et

(26.2), H, vérifie (20.4) sur K. D’ou la proposition 20, en supposant p
réel (imaginaire pur).

Supposons que l est pair, que h(t) ou 0h(t) est la classe d’homologie de
ReS(¢) (de ImS) et que Hess,s << o (>o0). — D’aprés la proposition 22,
on a pour ¢ réel et k << o :

(26.9) R () — e (1) = h_ (1) + e (£) = h(1);

d’on
hy(t)+h_(t) =2h(t);

la classe d’homologie %2 (¢) est donc réguliérement continue au sens du n® 75
de [III] : dans le n° 12 de [III] on peut choisir

(26.10) N(t) =o.
Rappelons que e(¢) est invariant; notons

e(t) =e,(t) =e_(t) pour ¢ réel, k<o;
(26.9) s'écrit

h_(t)=h(t) — e(2), hy(t) =h(t)+e(t)

et prouve donc que % (¢) croit de 2¢(¢) quand ¢ fait un tour dans le sens
positif autour de K : vu le théoréme de Picard-Lefschetz,

(26.11) n—a2.

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FASC. 1, 9
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D’otli, vu le n® 12 de [III], si ¢ — (I/2) < p,

70y =P(5)| Fir(oglk(t, )| [+ (1),

H étant holomorphe au point o; d’ou, vu (26.1),

70 =P(5,) (a0 1T g [k (6 )1+ Ho (0,

H, (t) étant holomorphe au point o; d’ou, vu (11.2) et (11.3),
J(t) =H () iTm yp o[k (2, y)] -+ Hy(t) iIm yo[k] + H, (1),

H,(t), H,, H; étant holomorphes au point o; pour ¢ et p réels, H, et H,
sont imaginaires pures (réelles); Hy=osi g1[/2; vu (11.2), (11.3) et
(26.2), H, vérifie (20.4) sur K. D’ou la proposition 20, en supposant p
réel (imaginaire pur).

La preuve de la proposition 20 est achevée.

Cuaritre 3. — Projection polynomiale.

Le chapitre 2 vient de préciser les propriétés de la fonction ou distri-
bution.

——s”’i di—' o
J(t)—f (g=0) =[ -2 (g>0)
rx,sus ¢ (1)' nssy 487

qu’énoncent les n° 11 et 12 de [III]; le support K des singularités de J(¢)
est une variété analytique sans singularité, sous les hypothéses employées
jusqu’ici. Pour que K soit un conoide K(y) de sommet y [et que J(¢)
puisse donc étre une solution élémentaire], nous élargissons ces hypotheses
comme suit : S(y) se décompose,

S(y)=:51US,,

S, et S, étant deux sous-variétés de X" en position générale, S; étant iden-
tique & S’ et étant compact.

Nous nous limitons au cas le plus simple : .S, est un espace projectif
complexe, que S(¢) coupe suivant des hyperplans; X" est un voisinage de .S,
dans un espace fibré ayant pour fibre la droite complexe et pour section .S;.

La théorie des espaces fibrés analytiques montre que (., S;) est alors
identique (!) a <‘i", y*), défini n°s 3 et &, si 'on choisit convenablement
I'entier m (n° 3) et ce voisinage .X'; les notations de [III] :

X, S, S, T, K, x, t, s(x, t), J
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sont désormais remplacées par les notations des n* 1, 3 et & :

l[)" }) y*a /r) K()’), $a Z, E_(t7 n, )’), J‘D)
@ étant abusivement noté (¢, ).

Ce chapitre 3 se limite au cas ou (¢, 7, y) est la projection polynomiale
(k.10); il prouve dans ce cas (n° 27) les affirmations du n° &; puis il justifie
len° 7.

27. Le conoide K(y). — La sous-variété de o,
Z: tg(n)=n.x, o Nz =0 (X — 1) +...+n (21— ¥1)

se décompose, pour = ¥, en les deux sous-variétés :

*

Y o t—o; y—y': g(n)=o

qui sont en position générale et sans singularité réelle; pour z # y les points
singuliers de Z sont donnés par les équations

(27.1) xj—yj= g (n), g(n)=o

qui impliquent 7.2 — o puisque g est homogéne. Donc :

vu (5.5) : pour que Z ait un point singulier réel, il faut et il suffit que
xeC(y):
K(y)="C(y);

vu (h.4) : ce point singulier réel, quand il existe, est unique et est point
double quadratique;
tout point singulier (t, n) de Z, « base " réelle, est réel.

(') H. Gravirr m’apprend qu’il peut caractériser (‘1‘, »*) en termes plus généraux,
quand est vérifiée notre hypothése m > 1. Soit S, une sous-variété analytique, compacte,
de codimension 1 d’une variété analytique .¥'; H. GRAUERT la dit exceptionnelle quand
remplacer S, par un point et conserver la structure analytique de .¥ — .S, transforme X'
en un espace analytique.

Il est aisé de voir que y»* est exceptionnel dans W quand m >1 : lapplication
holomorphe

‘c;: (& n)~> (tn’l”"’, ceey tn}t..n;", ) (A 0; M.+ N=m—1)
applique ¥ biunivoquement sur un sous-ensemble analytique A d’un espace vectoriel
complexe GE(sur la boule de centre o de rayon ¢ de C! si m = 2), y* sur Dorigine o
de GL et ¥ — y* biholorphiquement sur A — o.

D’aprés H. GRAUERT, son article [13] permet de prouver la réciproque : si la sous-
variété exceptionnelle S, de X est un espace projectif complexe, alors, prés de Sy, X
est un espace fibré, ayant pour fibre la droite complexe et pour section S,, cet espace
fibré étant négatif au sens de Kodaira; autrement dit :

(X, 8)= (W, »*) oprésde S,; m>1.
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28. La définition de / (%, y*) quand / est impair est énoncée par le n° 7,
qui affirme que I'orientation de Re 7 :

w (¢ )

T~ d:. o

E,.IL‘:O
c’est-a-dire

(1—m)tda \... N\ dn—dt \ o' (n)
tin|d(n.z—1tg)

>o0

tg=n.v

n'a pas de discontinuité & I'infini. Pour le prouver, il suffit de poser
I
[
t
et d’employer & I'infini les coordonnées locales (u, vy, ..., n;), 'un des n;
valant 1 : I’équation de Z et la définition de I'orientation de Re Z deviennent

(r—m)udn N\... N\ do—+du )\ o' (n)

n)=un.xr
g(n) ’ |0/~ d(un.x—g) e=ut.

> o,

cette orientation est définie méme quand = o.

Pour finir de justifier la définition de % (%, y*) quand / est impair, il suffit
donc de définir le détournement d’un cycle.

29. Le détournement d’un cycle. — Soit 1" une variété analytique com-
plexe, de dimension /; dans 1, soit S et S’ deux sous-variétés analytiques
complexes, de codimension 1, en position générale; nous supposons définis
les points et coordonnées réels de .I'; nous supposons S et .S" a équations
réelles.

DerixiTioN 29. — Soit @ un cycle de (Re.d’, S'); par exemple Re 1" sup-
posé compact, muni d’une orientation qui peut changer le long de §'. 1I
existe des cycles 3 de (X" — S, §’) ayant les propriétés suivantes :

1° 20 -— {3 est au voisinage de Re S;
(29.1) 20— (3 ~ o au voisinage de Re S, rel S';
20 {3 est identique & son imaginaire conjugué.

Tous ces cycles 3 appartiennent a une méme classe d’homologie 2. (4 —S, ")
qu’on nomme classe de 2 o détourné de S.

Cette définition exige une justification que voici :

Cas [=1. — Depuis Caucny cette définition est classique; on la justifie
par la figure ci-contre; on I'emploie & définir la partie principale P. P. de
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I'intégrale fm(x), quand o () est une forme de degré 1, holomorphe sur

[+
X — S et « un segment de Re X" :

P.P.fw(x):ff o(x).
o 2 Jpx—s,8)

280 2[5 28, S

xo

ReX
By B4

Fig. 1. — Un segment de Re Y détourné de S (dim.X =1).

Si maintenant /> 1, voici ce que devient le tracé de cette figure :

Construction de cycles 3 ayant les propriétés 1° et 2°. — Par chaque
point de Re I, voisin de S, on trace un couple de vecteurs réels, opposés
== V(z) ayant les propriétés suivantes :

ce couple varie continiiment avec x;

Sz V(x)#Z 05 V(x) est tangent & 8’ quand z€ §'.

Par exemple, on choisit V' (2) paralléle a s,, aprés avoir muni X" d’une
structure riemanienne qui identifie vecteurs et covecteurs et pour laquelle .§
et S’ sont orthogonaux. Par chaque point z de Re X" on trace un couple
d’arcs d’origine « ayant les propriétés suivantes :

ce couple varie contintiment avec x;

ces arcs sont nuls si & n’est pas prés de S;

sinon ces arcs sont tangents en x & ==V (&) et suffisamment pelits pour
vérifier, sauf en leur origine z :

Im s £ o, donc s:Zo;

ces arcs sont sur S’ quand z€ .5,

A tout point « associons le couple de points que constituent les extrémités
de ces arcs; quand x décrit un cycle o de (Re X', §), alors ce couple de
points décrit un cycle de (A" — §, §') ayant les propriétés 1° et 2°.

Preuve que tous les cycles 3, ayant les propriétés 1° et 2°, appartiennent
a une méme classe d’homologie h(X — S, §'). — La différence v de deux
tels cycles a les propriétés suivantes :

19 bis. 7y est un cycle de (' — S, §’) voisin de Re S;

v ~ o dans (I, §), plus précisément au voisinage de Re S;
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2° bis. v est identique & son imaginaire conjugué.
Soit ~A(A — S, §') la classe d’homologie de 7; il s’agit de prouver que
(29.2) h(X —S8,8)=o.
Vu 1° bis et la définition du cobord 6 (voir [1II1]) :

/l(/r_ Sa Sl) - a/L(Sv Sl)’

ou A (S, §') est la classe d’homologie d’un cycle de (S, S') voisin de Re S.
Or il existe évidemment une rétraction par déformation. sur Re SetRe Sn .S,
des parties de S et SNS’ voisines de Re S; A(S, §') est donc la classe
d’homologie d’an cycle de (Re S, §’). Vu la définition de J, la transfor-
mation de chaque point de .I” en son imaginaire conjugué transforme donc
h(X — 8, S') en son opposé; mais, vu 2° bis, elle laisse A(X — S, S")
invariante; d’ou (29.2).

Voici une propriété de la classe ~(A — .S, S') de 2a détourné de S; le
n° 35 ’emploiera & prouver la proposition 9 :

Lemme 29. — 1° Les conditions suivantes sont équivalentes :
(29.3) o~ o dans (X, §');
(29.4) (X —S8,S)YeoH.(S,S).

2° Si 2« est dans (A, §’) le bord d’une chaine dont I'intersection par S

est réelle, alors
h(X—S,8)=o.

PrEUVE DE 1°. — D’aprés (29.1), on a
20~ 0 dans (A, S);

la condition (29.3) équivaut donc a
B~o dans (A4, S).

Or, d’aprés la définition du cobord (n° 3 de [II1]), cette derniére condition

est nécessaire et suffisante pour que la classe A(X — S, §') de 5 soit un
cobord : elle équivaut a (29.4).

PREUVE DE 2°. — Par hypothése on a
2a=dy—+7y, Yc¥,
I'intersection de y et de .S étant réelle; celle de y' et de S I'est donc aussi
(il s’agit d’intersection au sens de la théorie des ensembles). Supposons
et Y’ identiques a leurs imaginaires conjuguées (on satisfait cette condition
en leur ajoutant leurs imaginaires conjuguées et en multipliant « par 2).
Décomposons y et Y/ comme suit :

V=Y e V=Y
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Yo» Y1» Yo» Y1 sont identiques a leurs imaginaires conjuguées; v, ety, ¢ A —S;
Y1 et ¥; sont au voisinage de Re S. Le cycle de (X — §, §")

6 = ()Yo—i— YIO
vérifie d’une part :
Bro dans (X' — S, §")
d’autre part :
20 — 3 =0dv.+ Y\,

donc les conditions 1° et 2° de la définition 29; d’ou

h(X —8,8)=o.

30. Une propriété des chaines 3,. — Le chapitre & emploiera le

Lemye 30. — Toutes les chaines 3, (n° 7) correspondant & la méme valeur
de ¢ sont homologues entre elles sur Z..

PREUVE QUAND / EST IMPAIR. — De (7.3) résulte
cle—yllgl=Inl""n.2|
donc, par l'inégalité de Schwarz :
(30.1) clgl<L|n|™ sur .

Z. appartient donc & un voisinage V de Re 3 (o) dans &, qui est petit quand
¢ est grand; en prenant dans (29.2),
X=V, S=5g (), S vide

on voit que deux quelconques des chaines (3, sont homologues dans V' — g (0);
or on peut choisir V fibré, la fibre étant un disque de centre €g (), la
base étant un voisinage de Re § (o) dans §(w); rétractons par déformation
V' — & (o0) sur &, en rétractant chaque fibre surla circonférence | ¢].[n|"1=c:
nous constatons que nos deux chaines 3, sont homologues sur Z,, puisqu’elles
le sont dans V — 3 (o0).

31. La définition de ~(Z) quand /—2. — Explicitons les notes 7.2 et
8.2 : pour =12, C(y) se décompose en droites C; :

Cy)= U Ci;
chacune de ces droites C; a pour équation

0.2 = o, ou g(n)=o, mnréel;

(i=1, ..., m quand g est hyperbolique).
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Ces droites correspondent donc aux points (w0, 7*) en lesquels se décompose

)

Re g(); donnons & ces points leur orientation naturelle et notons leurs
classes d’homologie /;(Z(w)); le cobord

0: H.(Z(0))—>H.(Z)
les transforme en

hi(Z) =0 hi(Z(0)).
La définition de (%) est
h(Z) :Eilz,-(:‘i-),

le signe == qui précéde h; étant celui qu’a, au point de Re () corres-
pondant a C;, la fonction

(31.1) gi(n) o' (n) _gi(n)n __ g(n)n
n.xdg(n)  n.xg, = N.T&,

[onag(n) =0, mg+ Magn,=0];
ce signe change donc quand 2 traverse C;; /(&) varie continiiment, car

(31.2) hi(Z)=o pour ze€C;.

PREUVE DE (31.2). — Si z€C;, alors 7.2 est 'un des facteurs dont g ()
est le produit; & se décompose donc en une courbe et en la droite n.2 —o

de ®; 2;(7) est le cobord du point a 'infini de cette droite et est donc nul.

32. La définition de /(Z, )*) quand / est pair > 2 et ¢ C(y). — Le
n° 7 définit 2 (Z, y*) et affirme que cette classe d’homologie contient un cycle
% =283,~+ [ ayant les propriétés énoncées n° 7; prouvons-le.

Par les points (w0, 7*) de Re §(w0) (g =0, n véel) tracons sur & des
arcs analytiques 2 (7, ), dépendant contintiment de 7* et #, deux a deux
disjoints, non tangents & &() et appartenant a 3(x) (g =n.x =o0) quand
(00, #*)€ &(o0, 2). On peut par exemple choisir pour direction de (0, z)
en (oo, 1) la direction

0. I
dn = . = du <u:Z:o>-

Ces arcs analytiques sont définis pour ¢ voisin de oo, plus précisément pour
(32.1) [t].|n|" " >clx—y],
¢ étant une constante > o, ne dépendant que de g. Leur réunion y est fibrée :

la fibre est I'arc analytique (7, 2), qui est un disque et a une orientation
naturelle; la base est Re &(o0); nous lui donnons 'orientation

. g1 (n) o' (n)
(1-9) (7 (n.7) dg (%)

> o.
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Y, ainsi orienté, est une chaine de Z U $ (o ); son intersection par @ est
Re &(o), muni de l'orientation (7.5); son bord est

Oy =B+ 20,

B, appartenant & Z,
B, étant la réunion des arcs A (0, ) issus de Re § (w0, 2).
B est sur Z(z); donc vu le n° 3 de [1I1], qui définit ¢ :

Br€n(Z, y'UE (v) =0h(Z (), &(», ).
L’orientation de (3, s’obtient en orientant Re $ (o, «) de sorte que
9 Re () = Re F (0, )
vu la formule (2.9) de [1II] :

&g1(n) ' (n)
[n|=2d(n.x) \ dg(n) =©

sur Re §(o0, o) ;

B, est donc la partie de ® ou
(32.2) wn.x=g(n)=o, n réel, [t].[n]"">clx—y]|
2[30
‘i(‘ B; /31 >
i 23, Y
- g (0o, )
G (00 e
23,
Y Y
Jtc ,3‘ =< [31
283,
g(x)

Figure 2. — La partie de Z voisine de I'infini.
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munie de 'orientation (on suppose 'une des coordonnées 7; identique a 1) :

(32.3) fdt \ d \ d(il.‘(xn))/t)lc(lz’)(n) -

Vu la note 7.1, 3, est donc la partie du cycle — Im & ou
el n|" > cle—y]

Par suite 3= 3, + Im & est une chaine de Z(2). Puisque 3;+ 23, = dy
et Im 7 sont des cycles, 3 =203, B, est un cycle de Z. Puisque 3,C Z(z)
et que

@1611,(5',)’*\./(%"(.17)),

ce cycle B de & appartient & cette classe A(Z, y*U Z(x)), que le n° T a iden-
tifiée & 1 (F, y*) :
Seh(Z ).

Ainsi les propriétés qu’énonce le n° 7 sont vérifiées : 3 =283, + 3; est un
cycle de &; Beh(Z, y*); B1 est une chaine de Z., que définit (7.3); (B, est
la partie de Im Z o1 | ¢| [ 7 ["~* < ¢; c est une constante suffisamment grande,
ne dépendant que de g.

Le lemme 30 vaut aussi pour / pair : la différence de deux des chaines 3,
construites ci-dessus pour une méme valeur de ¢ est un cycle de &, évi-
demment ~ o dans (V — Z (), §(x)), V étant un voisinage de Re §(o0)
dans Z; donc, vu la définition de ces chaines et du cobord 0, ce cycle est ~ o
dans V' — Z(o); la preuve s’achéve comme au n° 30.

33. Continuité de & (%, y*). — La proposition 8.1 résulte immédiatement
de la définition de A (Z, y*) et du

Lemme 33. — Prés de chaque point de A —y, A(Z, y*) est la classe
d’homologie de cycles 5: 2504— 61 de %, 51 étant une chaine de 2. variant
contintiment avec x, 60 étant lintersection du domaine A de W' :

A: ftlfnmZelz—y]

par le cycle Re Z, si / est impair, par un cycle Im 2, si / est pair. Deux

quelconques de ces chaines 3;, correspondant a4 une méme valeur de c et &
. ~ ~

un méme choix de Im #, c’est-d-dire de B, sont homologues entre elles sur Z..

Ajouter T a B augmente f, de 2.0T". A et B, de 22.1.0A.

Preuve. — Ce lemme résulte immédiatement de la définition de 2 (&, y*)
et du lemme 30 quand / est impair : il suffit de choisir Bo= B0, Bi= Bijetil
résulte du n° 32 quand / est pair et que x varie au voisinage d'un point
& C(y) : il suffit encore de choisir BO: Bo, B1: B,.

Supposons donc / pair et & voisin d'un point o€ C(y) — y. Nous ne pou
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vons plus choisir 8= 3o, By = Bs. En effet, quand x est en o, les sous-variétés
de y* :
ZNy 1 n.z=o; g gln)=o

se touchent en un point réel v*(o); I'ensemble A (o) des points (¢, 7(0))
de @ est une fibre singuliére de Z(x); le long de cette fibre, B (ensemble
des points & base réelle voisine de Re g*) et & ne sont plus en position générale.

A (o) contient le seul point singulier a base réelle qu’a & pour z ==o; la
sous-variété Z. n’a pas de point singulier car, vu (30.1), la partie de Z ou

[l | " =clz—y]

est voisine de la sous-variété de W' d’équation
(33.1) g(n)=o.

Prés de A (o), déformons B en une chaine voisine B, ayant les propriétés
suivantes :

B est indépendante de « et est en position générale par rapport a Z;

B est identique a son imaginaire conjuguée;

B ~ B dans (if", Re fl"'),

B — B appartient a un voisinage W de A (o).

On peut évidemment, pour x voisin de o et € C(y), construire une chaine I,
ne dépendant pas contindment de x, ayant les propriétés suivantes :

I’ est identique a son imaginaire conjuguée ;
(33.2) B=B+dI' dans (‘if, Re ‘i), rew;
%, I' et le domaine A de W que voici sont en position générale :
A el nmt<es
en effet Z et JA sont en position générale vu (33.1).
Pour x voisin de o et & C(y), les intersections
Bo=2.B.A, fo=2.B.A, y,=2T.A, y=2%.T.0A

sont des chaines, opposées a leurs imaginaires conjuguées; de (33.2) résulte
donc que la relation suivante a lieu non seulement dans <‘IJ', Re ‘?) mais
aussi dans W' :
Bo=Bo+ &.0L'.A =By+ dyo— Y13
de ce que
B=2By+ 31 estuncycledeZet €h(Z,y")

résulte que
203+ B1+27: estun cycle de & et €A (Z, y*).
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Conformément 2 'énoncé du lemme, B, est la partie du cycle
Im #—2%.B ou |[t].]n|"tLes

050 dépend continument de x, quand «x est voisin de o.

Il reste a construire une chaine 51 de Z., variant conliniment avec x et
vérifiant :
~ - .
Bi~o B2y sur Ze.

Or 3,4 27, est une chaine de Z.; on peut la décomposer comme suit :
{ ) P
Bid2vi= Y2+ 73

vs et v; étant des chaines de Z., v, dépendant continiment de z, y; n'en
dépendant pas continiiment, n’étant pas défini pour € C(y), mais appar-
tenant 3 W.

Puisque dy,—— 2 dﬁo— dv, et . dépendent continiment de z et que Z.
n’a pas de singularité, on peut construire une chaine v, de Z. telle que :

01, = 9dy3, T € W, 7, dépende contintiment de .

Choisissons W assez petit pour que son intersection par Z. appartienne a
une partie V' de Z. qu’on puisse rétracter par déformation sur la circonférence
suivant laquelle A (o) coupe Z. : I'homologie de dimension >1 de V est
donc nulle; or

dim (y, — ;) =1 —1> 23
donc, pour x & C(y),
Yv— s~ o0 sur V et par suite sur Z..
On vérifie donc le lemme en choisissant
1= Y2+ Y.

34. Relation entre /i (%, y*) et h(y*—g*, Z). — Prouvons la propo-
sition 8.2 : nous supposons que x tend vers y le long d’une droite ¢ C(y);
done &N y* et F(x) sont indépendants de x; F(co, ) et g*NZ sont indé-
pendants de 2 et sans singularité réelle; considérons la projection de @ sur
sa base y*:

(&, n) =
sa restriction A [ZUZ ()] — &(2) est un homéomorphisme sur y*— g*NZ;
nous en notons l'inverse II :
I: y'—g'nZ < [Z2UZ(=)]—E@=);
§'—=8'n%  <>F(w)—F(o, 2);
TNy —gnT<>Tny —g*'n% (identiquement);

Il tend vers l'identité en méme temps que x tend vers y.
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Supposons [ impair; notons o* le cycle de (y*, Z) que constitue Re )*
' (n)
[n|=" (n.2)
un cycle 8* de (»*—g*, &); vu les propriétés de II, II3* est un cycle de
(Z, y*) identique, hors d’un voisinage V' de () dans &, a un cycle 3 de

(&, y*) qui est 20 détourné de Z (o), o étant Re & muni de I'orientation

muni de I'orientation > 0; en détournant 2 «* de g*, construisons

o' ()
(n.z)!

>o,

c'est-a-dire

(1t—m)tdag \...\ do—dt \ o' (n)
tn|=td(n.z—1g)

>0,

c’est-a-dire, vu (3.3) et (¥.10) :

w (¢, )

tn|—d:.x = 0i

on peut choisir 3* et V tels que («), donc N y* soit rétracte par défor-
mation de V'; par suite IIB* et 3 appartiennent & la méme classe d’homologie
de (%, ') :

Hﬁ*E h (";’17 }’*) 3
c’est ce qu'affirme la proposition 8.2.

Supposons / pair; notons 3* un cycle de la classe
h(y'—g" &)=0h(g", T);
vu les propriétés de II, II3* est un cycle de (%, y*), indentique, hors d'un
voisinage V de $(x) dans Z, & un cycle 3 appartenant & la classe d’homologie
h(Z, Z(x))=0h(Z (=), Z(w, z));
qu’emploie le n° 7; on peut choisir 3* et V tels que &(«), donc #n y* soit

rétracte par déformation de V'; par suite II3* et B appartiennent & la méme
classe d’homologie de (Z, y*) :

g eh(Z, y");

c’est ce qu’affirme la proposition 8.2.

35. Projection hyperbolique. — Supposons g hyperbolique et prouvons
la proposition 9. Un changement de coordonnées montre qu’il suffit de le

prouver quand z, = y,. Considérons alors le sous-espace vectoriel de = que
constituent les points v on

7, est complexe, , ..., nyréels, 7.y =o;
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son image y* dans Z* est un sous-espace projectif de »* de dimension /; son
intersection par g est e g*, vu I’hyperbolicité de g
Supposons / impair; v* est orientable; donnons-lui une orientation, chan-
geant sur ses deux sous-espaces projectifs o*— Re v* et Zn y*(n.2=o0),
telle que
oy = 2a" rel ,

o* étant muni de 'orientation

w'(n)
(n. x)’>

d’aprés le lemme 29, 2°, la classe d’homologie de 2a* détourné de g* est
h(y*—g*, &) = o; c’est ce qu’affirme la proposition 9.

Supposons / pair; rappelons qu’on choisit g3 = gy, ; 7" n’est pas orientable;
donnons-lui orientation changeant sur ZN~y*(n.2z =o) :

o*(Re 0y, Im 0y, 0y, .oy 1p)
(7)..1))/""

< o;

I'intersection Re g* de 7" et g* a donc l'orientation

, 0 (Re ny, Im 0y, my, ooy mp)

(&1) (n.2)—*dReg \ dIlmg <o°

vu que dlmg=—=g;dImn, c’est 'orientation (7.5). Vu la définition du
cobord que donne le n° 3 de [II1], le cobord de cette intersection Re g* de g*
par un cycle de (y*, &) est h(»*— g%, ) = 0; c’est ce qu’affirme la propo-
sition 9.

CuariTrRe k. — Projection quelconque.

Ce chapitre & étend aux projections quelconques les propriétés des pro-
jections polynomiales qu’a établies le chapitre précédent : il justifie le n°® &,
en prouvant les propositions 36, 37.1, 37.2 et 38, puis le n° 8, en définis-
sant 2 (Z, y*) et en prouvant les propositions 8.1 et 8.2.

Nous supposerons I et W ( [t].]n]" << cy) suffisamment petils.

36. Le conoide A (y). — Vu la définition (4.3) de g et les propriétés 2°
et 4° des projections (n° &) on a le développement de Taylor :

(36.1)  E(t,m,¥).@=n.a—1tg(y, 1)+ XOP;(n, @, ¥),
g1
ou
N2 =" (X1— 1) +...+m(zi—y), Pi(n,y,y)=0;
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P,(n, x, y) est un polynéme en 7, homogeéne de degré (m —1) g1,
a coefficients linéaires en &, holomorphes en y.

L’équation de Z s’écrit donc

~ |
(36.2) Z n.x—tg(y,n)+2t‘/Pq(v), x,y)=o.
71
Nous allons en déduire Ies propriétés suivantes de I'ensemble K (y) des
points z tels que Z ait un point singulier réel :
ProrosiTioN 36. — 1° y est un point conique de K(y); le cone des tan-
gentes a K(y) en y est C(y).
2° K(y) —y est une sous-variété analytique et réguliere de X ; sa codi-
mension est 1; K(y) —y est Uenveloppe des hyperplans £* (¢, n, y) de X ;
c'est-a-dire plus précisément, de ceux qui vérifient la condition

D('E_o(t,m)’)w--«il)__ . oy
(36.3) Dz, 1) —=o, (¢t n) réel.
Preuve pE 1°. — Les points singuliers (¢, ) de Z sont définis par le
systeme

(36.4) E(t,my).x=o, G, (G, y).x=o0 (j=1,...,1{),

ou (¢, 1n)eW, cest-a-dire | 1].]| 7 |" < c,.
) |

La premiére des équations (36.4) s’écrit, vu (36.1) :

(36.5) g(ysn) — X g Py(n, 2, y) =o.
71

Le systéme
(36.6) (G, )@ (b n,y) =0 (j=1,...,0)
définit (*) un point x (¢, m, y) qui est fonction holomorphe réelle de
(t, n, y) et qui vérifie, vu le n° &, 2° et fp° :
(0=t On, y) =2 (L, 0, y),
z(0,m,¥)=Y;

en appliquant % a (36.6), din, a (4.3) et en retranchant les résultats

obtenus pour ¢ = o, on obtient

p
(36.7) S (0, ) =ga (s ),

(1*) Cetts définition est en accord avec [II] et avec le n° 13 : le systéme (36.6) est
celui qui constitue les / derniéres équations (13.8).
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@ (b, 0, y) =7+ L8, (¥ n) + 3P (1, ¥),
72
P}, étant un polynéme en 0, homogéne de degré (m —1)¢; en portant cette
expression de z dans (36.5), on obtient

g(y,m) — NP (n, y)=o,

71

P, étant un polynéme en v , homogeéne de degré m —+ (m — 1) ¢. Les points
singuliers (¢, ) de Z sont donc définis par le systéme

gy, n) :ZWP(,(YI, )
(36.8) Uk
Zj=y i+ tgn; (), n) +Z”Pm(m )
g2
puisque (0'=7¢, 0n) = (¢, n) on peut, quand (¢, n) est réel, choisir :

t=—=1 sim est pair; t—==1 sim estimpair.

Par suite les deux sous-variétés réelles de y* d’équations

(36.9) g(r 1) — X Py(n, y)=0 et gy, n) — X (— 1P (n, y) =0

g1 g1

sont appliquées chacune sur K(yy) si m est pair, sur deux parties complé-
mentaires de K (y) si m est impair, par les applications respectives n — «x :

w/:.}’/+gﬂj(y7 ) +2ij(‘f), YD)
g2

(36.10)
@i=y— ga (¥, 1) + Xy (— 07 Pjg (0, y)-

g2

Vu les hypothéses (%.4) ces applications sont des homéomorphismes;
d’ou la proposition 36, 1°.

Preuve pE 2°, — 11 suffit d’employer (%) le n° 11 de [III], en remplacant
les notations
x, t, s(x,t)
par
n, x, E(¢ m,y), outety sontfixés,

(15) ERrATUM : dans [III], formule (11.1), lire Hess,[s] # o.
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aprés que le n° 37 ait prouvé ceci : pour 7y, Z a au plus un point
singulier réel; c’est un point double quadratique & y*.

37. Les points singuliers de Z. — ProrositioN 37.1. — ¥ (c'est-a-dire &
pour x =y ) se décompose en :
1° la sous-variété y*(t =o);
2° une sous-variété qui coupe y* suivant g* (t—=g=—o0) et qui n’a pas de
point singulier a base réelle.
Prevve. — Vu (36.2), ¥ se décompose en y*(£=o0) et en une variété
d’équation
-
8 7) + X0 Py(n, 3, ¥) =0;
'S
sur cette variété n* est évidemment voisin de g*; sur la partie réelle de cette
variété, n* est donc voisin de Reg*; or vu (4.4),, on a

(37.1) &gn7 o sur Reg”,

puisque, vu le théoréme d’Euler sur les fonctions homogénes

N G = (m —1) g,
J

ProrosiTion 37.2. — Supposons xZy; alors & possede au plus un point
singulier (t, n) ayant une base n* réelle; ce point, quand il existe, est un
point double quadratique réel, ou

(37.2) t' Hess,[g(y, n)] Hess,[— (¢, m, y). 2] > o,

(37.3) c|lx—y|Z|t] 0" ZLer |z —y| (¢1, €2 : constantes).
PreUVE. — Soit (¢, ) un point singulier de Z, & base n* réelle; (36.8)

est vérifié; va (36.8),, n* est voisin de g*; or, vu (37.1), on a prés de Reg*:

(37.4) Cte Z|n || g | < Cte;

par suite I'une au moins des équations (36.8), impose & ¢ d’étre réel et
entraine (37.3) : le point singulier étudié est réel et vérifie (37.3).

Nous venons de définir un homéomorphisme (36.10) de I'’ensemble des
points singuliers réels des Z sur K(y); donc Z a au plus un point singulier
réel.

En un tel point, vu (36.1) :

Hess, [—£(¢, 7, y).x]:tlHessn[g(n, ¥) ——Eﬂ—’l)q(n, z, y)];
71
d’ou (37.2), car 0" est voisin de Reg”, ou Hess, g2 0 :Zest négligeable.

7
(37.2) prouve que (¢, n) est point double quadratique.

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FAsc. 1. 10
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38. Les nappes de A (y). — Pour achever de justifier le n° &, prouvons la

Prorosition 38. — Supposons I impair; (k.8) équivaut a la défini-
tion 20.1 du coté positif de K(y). Supposons I pair; (k.9) équivaut a la
définition 20.2 des nappes positives de K(y).

Preuve. — Dans les définitions 20.1 et 20.2,
x, t, s(z, t), k(t)
doivent étre remplacés par
n, x, —Et(t,n,y).x, k(x, y), oulety sontfixés;

la condition (20.1) s’écrit

par suite la condition & > o peut étre remplacée par £, dz, +...+5,dxr;>o0;
enfin le signe de Hess, [s] doit étre remplacé par celui de

Hess, [—£(¢, m, ¥).x]
qui, vu (37.2), est celui de ¢/ Hess, [g(¥, n)].

39. La définition de Im Z quand / est pair > 2. — La définition de Im Z
est celle qu’énonce le n° 7; justifions-la en prouvant la

Prorosimiox 39. — Les points (t, n) de & qui ne sont pas réels, mais
dont la base " est réelle ont leur base dans un petit voisinage de Reg™.
Vu (7.4), on a donc

g1(n) #o
sur l'ensemble de ces points et sur son adhérence.

Preuve. — Soit (¢, n) €Z, t étant non réel et n réel; la partie imaginaire
de (36.2) donne

2m-—1

lg(n, y) | <Ce|a —y|.[n|"+ Cle[t].|n
< |Cte|@ — y |+ Cteco] | n|™

0. Allure de %. — Pour définir et étudier 2 (Z, y*), les n° 8 et 4l
approchent Z par la sous-variété de &' qu’a étudiée le chapitre précédent :

(["OI) ‘izcacs: lé’(}’,n)zﬂﬂ?’
|l —y| Lt nm Tt L —y ), n* voisin de Re y*;

nous supposons ce voisinage de Re y* suffisamment petit, les constantes c;
et ¢, suffisamment grandes. Les lemmes suivants construisent cette approxi-
mation :
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Lemme 40.1. —- 1I existe des homéomorphismes
Q: Zeo >
de Z. . dans Z ayant les propriétés que voici : ils sont réels et voisins de
3G Y prop q
Pidentité; ils laissent | £|.| 7 |~ invariant; ils se prolongent en homéomor-
phismes d’un voisinage de Z. . dans ‘if; ils dépendent contintment de x.
DeFviTion 40. — Soit un cone fermé, de sommet y, voisin de C(y) et
dont l'intérieur contienne C(y) — y; nous noterons ¥ (y) l'intersection du

complémentaire de ce cone fermé et d’une boule ouverte, de centre y, de
rayon suffisamment petit.

Lemve 40.2. — Quand ¥ (y) est suffisamment petit et que xz€ ¥ (y),

alors les homéomorphismes £ se prolongent en homéomorphismes
Q: Zp—> T

ayant les mémes propriétés.

Bien entendu, %, est la sous-variété de L

Zoe,t tg(y,n)=n.z,
[t].|n|" ' ZLe|x—y], " voisin de Re y*.
PreuvE pu LEMME 0.1. — On choisit ¢; assez grand et le voisinage de Re y*

assez petit pour que Z,. n’ait pas de singularité. Le changement de

coordonnée
t==|a—y|v

transforme les équations (36.2) de Z et (40.1) de Z,, ., en

Xy — M €Xr— Y
, _—_— f)) ——— YO
(80.2) F: =y .y =y vg(y,n)
—1—2 x—y |1 w1 Py (0, x, y)=o,
/N
ou Pi(n,y,y)=o0;
T 1 — Y1 B T

(40.3) .. : - 7‘——),] + .+ {'l_————|.t~y| vg(y,n)—=o,

e el L e, 7" voisin de Re y*.

Vu (30.1), &, vérifie c;|g|<L]|n|" et est donc voisine de la sous-
variété de W :
g(y,n)=o, ey vl | ZLey, n* voisin de Re y*.
2., est donc en position générale par rapport aux sous-variétés de W :

|¢].]n|m= = Cte.
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D’autre part les équations (40.2) et (40.3), de Z et Z.,., sont voisines,
puisque x — y est petit. La construction d’un homéomorphisme  est donc
aisée : on fibre un voisinage de Z.,, par des disques, en position générale
par rapport a Z. et sur lesquels |£|.]7n|"~' est constant; Q applique
chacun de ces disques sur lui-méme, en laissant son bord invariant, en
appliquant le point ou il coupe Z,,,, sur celui ou il coupe Z.

PrEUVE DU LEMME 40.2. — Vu le n° .27, on peut choisir ¥ (y) assez petit
pour que Z,. n’ait pas de point singulier quand z€ ¥ (y); il est donc
possible de prolonger & Z,,, la construction précédente de Q.

1. Définition et propriétés de % (Z, y*). — Choisissons ¢ tel que
L e< G

et considérons le cycle de (Z,.,, y*) :

que définit le n° 33. Notons

Bl: 9617
{31 est une chaine de la partie de Z ou | ¢|.|n|"'=c|x — y|.
Supposons ! impair; on a Bo —Re Z.; soit B, la partie de ReZ ou
t|.|n|"tLelax—y|; Q transforme la partie de (3, out ¢; |z — y| <[], 0|
en celle de (3, vérifiant cette méme condition; puisque 2B, + B, est un cycle

“de (Zye,y ¥, 2P0 + B est donc un cycle de (%, y*); sa classe d’homologie
h(Z, y*) est définie sans ambiguité; en effet, vu le lemme 33, elle est indé-

pendante des choix de 51 et c.
Supposons I pair; on a 50 =1Im Zy.; s1 ImZ,. est défini au moyen de B,

définissons Im Z au moyen d’une chaine coincidant avec Q B dans le domaine
Gle—y|<|t]|n|""<elxz—yl;

Q transforme Im Z,,. en la partie de Im Z ot
ale—y|<|t|In[""'<clz—yl;

puisque 28, + B, est un cycle de (&g, ¥*), 200 + B1 est donc un cycle

de (%, y*); sa classe d’homologie h(Z%, y*) est définie sans ambiguité; en

effet, vu le lemme 33, elle est indépendante des choix de By, Bete.

La proposition 8.1 est évidente.

PreuvE DE LA PrOPOSITION 8.2. — Le n° 3h a prouvé cette proposition
quand la projection £ est polynomiale; cette preuve s’applique & %, ;
I’homéomorphisme

Q: 2y~ 7,
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que définit le lemme 40.2, montre que cette proposition vaut pour Z, puis-
qu’elle vaut pour Z,,,.

k2. Une extension des résultats précédents. - Les constructions de
classes d’homologie et de chaines qu’effectuent ce chapitre et le précédent
et les preuves des propositions 8.1 et 8.2 qu’ils donnent emploient seule-
ment des points (£, ) tels que
o eV,
" étant un voisinage de Rey*, qu’on peut rendre arbitrairement petit, en
prenant ¢ suffisamment grand, X et ¥ suffisamment petits.

Il faut excepter la preuve de la proposition 9 (n° 35) : elle emploie la
chaine, n’appartenant pas a ¥ :

v*: wn, complexe, s, ..., n;réels.

Donc :

Prorosition 2. — Soit, dans y*, un voisinage ¥* de Rey*; soit ©

lensemble des points (t,n) de W a base ' €V*. On peut définir des
classes d’homologie

(42.1) h(®, 20y*), h(Zn0, ")

comme ont été définies

(52.92) Iz(ﬁf, %Uy*), h(Z, y")

et leur appliquer les propositions 8.1 et 8.2. L’homomorphisme de
groupes d’homologie qu’induit 'application identique de © dans W trans-
forme les classes (§2.1) en les classes (42.2).

Norg. — Par contre la proposition 9 devient fausse quand on remplace y*
*
par V%

Cuaritre 5. — L’uniformisation.

Le chapitre & a défini des classes d’homologie /z('If, iuy*) et h(Z, y*);
le chapitre 6 étudiera l'intégrale sur ces classes de formes différentielles
extérieures holomorphes m[¢,m, ¥] ne contenant pas dy. Cette intégrale est
une fonction ou distribution de (z, y); elle dépend du choix de la forme
7[t,n,y] et du choix de la projection £(t,n, y) qui définit la sous-variété Z
de W'; mais le chapitre 6 (n° 52) déduira de la relation entre % (Z, y*)
et h(y*—g*, &) (proposition 8.2) une remarquable propriété de cette
intégrale : elle ne dépend en réalité que de la forme m(t, y) résultant de
Uélimination de (t,n) entre cette forme 7[¢,n, y] et cette projection
E(t, n, y). Pour manier commodément cette propriété, nous emploierons la
notion d’uniformisation, que définit le n°® 3.

L’objet du présent chapitre 5 est de prouver les trois propriétés de 1'uni-
formisation qu’énonce ce n° 5.
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43. Allure d’une fonction uniformisable f(%, y) pour £.y —o. — Nous
allons prouver la proposition 5.1 :

1° Supposons que la projection (¢, n, y) uniformise f(§, y)dig A ... Adg
et que f(%, y) s’annule p fois pour 2.y =o : on a le développement de
Taylor en ¢ :
D)
FE,2),9) s = 0P () o

P étant un polyndme en =0 homogeéne, de degré mp -+ m —n—p;
vu (36.1), on a
e, ).y =—tg(y,n)+...

enfin, va (k.2),

=—g(y,n)+...;

d’ou
JEGD,Y),y) _ (—O)P P, y) -
Bt n,y).0)7 gy, )+

en faisant £ = o, on obtient

f(Ea )’) — (’" I)IH-iP(E’ }')
&.7)" g (y, E)

2° Si la projection £ (¢, 0, y) uniformise f(%, y), on a de méme

JEW 0, ), y)=rQ(n, y) ...,

pour E.y=—o.

Q étant un polynéme en v, homogéne de degré (m — 1) p — n;

f(E(t’ ﬂ?.y)vy) . ("U”Q(Yl»)’)—*‘-n,

L, ).l gy, )+
FE ) (—0PQ, y) .
Gy~ gy, f)  pomr oer=o

k. Dérivées et primitives des fonctions uniformisables. — Nous allons
prouver la proposition 5.2.

1° Supposons f(&, y) uniformisé par une projection £(f, 7, y). Il est
évident que % uniformise
Jdig N o Nd5.
D’autre part :
DEoyoooyb))  DEoy oy by [y Bty ey £2) Doy ey )
[’ . ) -0 ) — =0y ) ] 3 ’ﬂ/ 3 = U9 9 -
S A 1) Doy s 0 D, 1)

— D(Zo(t7 n?.’y)* ) Ei—h.f(i(t’ ‘ﬂa.?’)’)’)» Ei+1» seey E/)
D, )
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est une fonction holomorphe de (¢, 0, y) e ¥ <.X'; donc

_ 0fE(n,9),y) DE) 9E;(¢,n, ) D)
fuls, >D(t = 5y VACRD —2 e T LLIR0N T

j=0

est aussi une fonction holomorphe de (¢, v, y). Par suite £(¢, n, ¥) uni-
formise

S y)dig oo Nde et [ (5 y)dEg N N\ dE

2° Supposons f (%, y) rationnellement uniformisable; ce que 1° vient de
prouver montre immédiatement que

SAdsg N NdEy fedi N NdE et fidig AL N dE

sont rationnellement uniformisables.
3° Supposons que fz (£, ¥) dEy A\ ...\ dE, soit uniformisé par une pro-
jection £E(¢, n, y) et que f(wn, y) soit un polynéme en 7. Vu (4h.1), on

I'on prend j = o,
F(t, 0, y) =/, 5),¥)

vérifie une équation aux dérivées partielles linéaire, du premier ordre :

D(Eh"'vzl) _F D(Eh"'vzl)
D, o sm) Dt iy e )

F[ +...:G(t,'{]’y),

dont les coefficients et le second membre sont holomorphes; le coefficient
de F, vaut 1 pour ¢t = o; d’autre part, (o, n, ¥) est holomorphe; donc
F(t, n, y) est holomorphe pour | ¢|.|n|"—' < Cte; cela signifie que la pro-
jection £ (¢, m, y) uniformise f (£, y); d’aprés 1°, elle uniformise donc

Sy dig N o Ndi et fidi N N dEL

IfEY) 4

4° Supposons que 9%
-0

FoN... A\ dE; soit uniformisé par une

or—1 f

projection £(¢, n, ) et que f, ;)Tf, O g soient des polynémes en 7
o

quand £ =1. Notons f17) 'une quelconque des dérivées de f (&, y) en (&, ¥),
d’ordre < ¢. On constate aisément que f7) est, pour ¢ << p, un polynéme

en 7 quand £=mu. De 3° résulte alors que £ uniformise ddgpf,/ Y AR AN

quand ¢ =1, donc quand ¢=2, ..., = p —1, donc que £ uniformise f»—'.

5° Supposons ];(é’y)d? N ...\ di; rationnellement uniformisable, et
n—1

S, ()f > %%cnuls pour L.y =o; il résulte immédiatement de 4° que
0 2o

QU f (L) . . .
- - estrationnellement uniformisable pour ¢ —+ 7y +...++7r,<p.

i dy’s. . .0yh
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5. Construction de K (y) a partir des singularités de f. — Nous allons
prouver la proposition 5.3, qu’emploiera le lemme 52.2 :

Soit g7 I'une des composantes connexes de Reg*; soit
g gy, n)=o

son équation algébriquement irréductible : le polynéme g;(y, n) de = est
I'un des facteurs premiers du polynéme £(y, n). Notons C; et K; les nappes
de C(y) et K(y) correspondant a g7 .

(t, m) sera noté ¢; la projection £ (¢, n, y) sera notée £ (v, y) et son inverse
9 )

Commencons par construire K; & partir des singularités de ¢ (£, y).

Lemye 5. — Au voisinage de g7, o (%, y) a I'une ou l'autre des deux allures
suivantes, I'une d’elles étant exceptionnelle.

1° Projection exceptionnelle prés de g7 : o (E, y) est holomorphe pour :
2 voisin de g7, (£.0) [E[" /g (y, £) petit.

Alors K;,— C,.

2° Projection ordinaire prés de g} : 1l existe :

une sous-variété algébrique a] de g/ (dima; =1— 3);

nn voisinage V; de g7 — a dans Z*;

un sous-ensemble analytique W} ug* de V; [ W] : sous-variété analytique
de dimension / — 1, ayant g* pour ensemble singulier et sur laquelle on a

g o (L) [E["/s(y, E) peut]

tels que :

9 (. y) est algébroide (‘°) sur V7 et s’y ramifie sur I'ensemble W; ug™.
Alors Re W est 'ensemble des hyperplans " tangents & K; et € V[ ; K;2C,.

Notk. — La projection polynomiale est exceptionnelle.

Prevve. — Vu (36.1), la projection £ (¢, y) est définie prés de y* par les
{ 4+ 1 équations
(45.1) =t =i+, Ey—=—tg(y,m)+...,
les seconds membres étant des fonctions de (¢, n, ¥) holomorphes pour
[7].]n|"" petit; nous n’avons écrit que le premier terme de leur développe-
ment de Taylor en ¢. '

Calculons l'inverse ¢ (&, ¥) de £(¢, y) : résolvons en 7, ..., n; les / pre-
miéres équations (&5.1); il vient

(h3.2), m=F ..., Cey n=5+...,

(') cela signifie : quand g*eV7;.
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les seconds membres étant holomorphes en (¢, ¢, ..., &) pour |¢].|E ™!
petit; portons ces valeurs de n dans la derniére des équations (45.1); il
vient

(l"5'2)2 E):L(t’ Ers "'7E,Iv.y)a

L étant holomorphe pour |#].[£|"—' petit et ayant le développement de
Taylor en ¢ :

(45.3) L(t,Ch, oo y)=—1t8(8) 4.,

le systéme (45.1) équivaut a (#5.2), qui définit donc o (&, y).
Précisons les propriétés de L. D’une part :
D(g) _~D(E% Eh ) El)
D(t, n) D(t, n)

__D(E.'y’ E.h "~7Z.l) D(t» E,h --~a21) — L D(E“ --.,Ez)
o D(ta E,‘h 721) ])(t7 Ty -"77") o tD(Y)h "‘anl)

d’ou P'équivalence des deux équations

D<E) =0, L[(f,Eh ...,El,y):O.

(55.4) Dy =

D’autre part, le développement (45.3) a pour coefficients des polynémes
enfy, ..., & groupons ceux que divise g;(y, ¢); il vient :

s1 g; les divise tous :
(45.5) L(t,e, ..., y)=tg(y E)Mi(t, 8y 80 Y),

sinon
(B5.6)  L(4, 5 oy 6 0) =180 E) Mi(l By oos By )
R\ IC T T O

P> 2; M; et N; sont holomorphes pour | ¢].]£ ]! petit;
gy E)Mi(o, %y s B y) =—& (3, E); MizZo;

Ni(o, ki, ..., £, ) ne s’annule pas identiquement pour g;(y, £) = o.

Tirons ¢ de (§5.2),; I'alternative classique de Weierstrass se présente :

1° Le cas exceptionnel, ou L a I'expression (45.5). — 1l est évident que,
pour
(45.7) ¢ voisin de gf, (2.y) |E1"=/g(y, £) petit

Iéquation (45.2), posséde une seule solution £(£, y) voisine de zéro; elle
est holomorphe. Sous I'hypothése (45.7), o (&, y) est donc holomorphe.
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D’autre part, vu la proposition 36, 2°, K; est ’enveloppe des hyperplans
véels £*(¢, v, ¥) tels que
D(¢)

£* est voisin de g7 —_—=
- gz) D(t, YI‘)

vu (45.4), cette derniére condition s’écrit

L/i=o;
donc, vu (45.5)

8i==0;
_elle implique donc L = o; c’est-a-dire, vu (45.2), :
t.y=—o.

Ainsi le conoide K; est l'enveloppe des hyperplans £*€g;y; il est donc
confondu avec son cOne tangent C;.

2° Le cas ordinaire, ou L a 'expression (45.6). — Notons ¢ la sous-
variété algébrique de g d’équation

ai: Niy(o, & -, by y)=o0;

sl t'egi — af alors, vu (45.6), I'équation (45.2), posséde la solution
p-uple : £=o0; sur un voisinage convenable V; de g7 —a; (45.2), posséde
donc p solutions ¢(£, y) voisines de zéro : elles constituent les p branches
d’une fonction algébroide.

Pour que cette fonction #(£, y) se ramifie, il faut et suffit que sa valeur
vérifie
D)

L,=o, c’est-a-dire, vu (45.4) : ) —o;

donc, vu la proposition 36, 2°, pour que ;*€Re V} touche K* (donc A7),
il faut et il suffit que I'une des branches de ¢ (£, y) se ramifie.
Déterminons 'ensemble des points de V' ou £(£, y) seramifie : vu (85.2),

et (45.6), 1l s’agit d’éliminer ¢ du systéme

a'y:tglMl+ t/’/Vl-,
(%45.8) PN+t Ny
gi+tp Mi+tﬁ[i,t =0;

sit=o, on a .y =g;—=o, cest-d-dire £*€g’; sinon g,Zo et (45.8)
implique
(k5.9) -Ei:t[M,._N,.

&i

M+ tM;,
PN+ N, |

(45.9) montre que (£.y)|f]"!/g est petit quand V] est petit; quand
(£.y) |E "1 /g est suffisamment petit, (#5.9) a une solution ¢ unique, voisine
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de zéro; elle est holomorphe en Z.y/g, ki, ..., £, y; son développement
suivant les puissances de £.y/g est

Py

p—1L g

En le portant dans (45.8), nous voyons que ¢(%, y), supposé o, se
ramifie, quand £* appartient & 'ensemble analytique.

* (—P)p » 5 .y 7t
Wi g(}’»i)—i—u}-—:—l)—,,—_ﬂvi(om,un S ELY) P, +...=0;
le premier membre est holomorphe en %.y/g, %1, .., &, y; nous avons écrit
le début de son développement de Taylor en £.y/g; vu (37.1) son gradient
# o; W/ est donc une variété
Voila achevée la preuve du lemme, qui donne la

ProrosiTioN 5. — Ftant données une fonction f(%, y), une projection
E(t, 0, y) luniformisant et une composante connexe g; de Reg*, f(%, y)
a lune des trois allures suivantes au voisinage de g} :

1° f(&, y) est holomorphe aw voisinage de g} ;
20 Il n'existe pas de voisinage de g} sur lequel f(t, y) est holomorphe,
mais f(E, y) est holomorphe pour

(45.10) P wvoisin de gf, (E.y)|E|" /gy, E) petit.
Alors K;= C,.

30 Dans V{, f(&, y) seramifie sur W} ug*[le lemme 3 dejzmt Viet W},
ot (45.10) a liew].

Alors Re W est l'ensemble des hyperplans t* tangents a K; et € V{;
K[# C,'.

Cette proposition &5 englobe et précise la proposition 5.3.

Preuve. — Puisque f(%, y) est uniformisable, il existe une fonction
F[o, y]. holomorphe sur W' < I telle que

JEy)=F[oE y), y]

Supposons la projection £ (9, y) exceptionnelle; alors, vu le lemme 45,
S (&, ) est holomorphe quand £ vérifie (45.10) : 'un des cas 1° ou 2° de la
proposition 45 est donc réalisé.

Supposons la projection Z|(@, y) ordinaire; alors, vu le lemme 3, /(Z, )
est algébroide sur V; et ne peut se ramifier que sur W} Ug”. Quand Z* fait
un tour autour de la variété de W, prés d'un de ses points, les détermina-
tions de f(£, y) subissent une permutation; c’est J]a méme en tous les points
de W}, car W] est connexe. Si ce n’est pas la permutation identique, alors
S (&, ) se ramifie en tous les points de W} :le cas 3° de la proposition 43
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est réalisé. Si c’est la permutation identique, alors f(%, y) est donc holo-
morphe uniforme et bornée sur V; — W} ; donc (voirle traité d’Oscoop que
cite [1]) f(&, ¥) est holomorphe sur ¥V} — g*; donc (voir Oseoop), est holo-
morphe sur V' ; autrement dit, dans un certain voisinage de g7, f est holo-
morphe en tout point de y*— «; ; donc, vu le lemme 20 de [1], f(%, y) est
holomorphe au voisinage de g7 : le cas 1° de la proposition 43 est réalisé.

CuariTRE 6. — La transformation £.

Maintenant que le chapitre & a défini et étudié h(‘i", %Uy"), la définition
(10.1) de £ a un sens et nous pouvons prouver ses propriétés, qu’énoncent
les n*s 10 et 11 : c’est 'objet du présent chapitre, a I'exception de la preuve
de la formule £[1] =0 (2 — y), qui constitue le chapitre 7.

Le présent chapitre emploie tous les résultats qu’établissent les chapitres
précédents et [II1].

Tout d’abord, nous définirons £[ f] par (10.1), pour tout z€ X' — ¥ en
faisant I'hypothése (&.4), mais sans faire d’hypothése d’hyperbolicité; puis
le n® 53 introduira cette hypothése et modifiera la définition de £[ f] pour
< Y1

6. Calcul de £[%;f]. — Supposons fdiy A ... /\ di; uniformisé par une
projection £(¢,n, ¥); uniformisons E; fdéop A\ ... A\ di; par cette méme
projection.

Preuve DE (10.3). -— Les formules de dérivation qu’énoncent les théo-
rémes 3 et 5 de [1I].

Preuve pe (10.4). — Vu (10.3), on a

! l
£lEf] +Zwio—da2;f[f]: elaof1+ D@ £1E S
j=t =t

si /<< n —1, cette expression vaut, vu (10.1), :

z n—Il—1 .
(27111')[_‘ % A ('gg;xl)——z) !fo)*:('Z — =0 L[f];

si n —11, elle vaut, vu (10.1), :

(=) Ifd‘““’—"[(iw)fw*].
h

(ami)— 2 (di.z )2+l

donc, vu la formule (7.3) de [III], elle vaut

(mota+l—n) 1 [ d7"[fo']
(2mi)—1 2 . (di.x) =+

= (n+1—1) £[f).
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af . . —
k7. Calcul de » r27 N Supposons f uniformisé par une projection
I df -
£(¢, m, ¥); vu la proposition 5.2, nous uniformisons a5 dig \ ...\ dz par
cette méme projection; prouvons (10.5) et (10.6). Si /=n, on a

A .
0& ()‘— d’TQOd,

Az Ao
dzo drv_:() /\ )

= (g4 rud)ann na-dny
— fdol — df o= — d[fe];

d’ou, pour n quelconque :

(47.1) LGyt fot= (G o),
Un calcul analogue donne la formule (52.2) de [1l1] :
ot (2) = Sl — d(z) \
d’ou résulte que
(47.2) iww =S quand l=n.

De (47.1) résultent les cohomologies ([II1], n° &) :

(47.3) 0(3 [(.x)—flw*~o sur (W, %) si {<nm;

(87.4) ~o surW-—Z% si n<<ld.

Si I=n, remplacons dans la formule (7.10) de [III] m par zéro,

S par ¥, s par ¥*, S” par Z, ¢ par fw' : on obtient la formule

o (rw)

(’a’c,y*)] =l

( @’,;UJ")

que (47.1) et (47.2) transforment en la formule

(K7.5) [0{_"’ ]:%

(T 2uy+)

Ces trois formules (lﬂ 3), (b7.4), (47.5) subsistent évidemment quand

on remplace —— : on peut permuter dans leurs preuves les roles

- ar -
9%, P @ 0%
de o et £ a COndlthIl de remplacer z; par z;/x;. Elles ont donc les consé-
quences suivantes, ou @, désigne 1.
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Sil<n, alors (§7.3) donne

(*‘ )n—l—~1 . z )n—l d ~
iy G e s (1,2),

ce qui porté dans (10.1), donne (10.5) et (10.6).
Si n << lalors (47.4) donne

fo* 1 df

(E_£)1+l-—n (; x)l—n &E dans W' — '17

xp({—n)

donc, vu la définition de la classe résidu par le n° 3 de [11I] :

@i (l—n)! Rés[(E f)“f;_n]:(z~n —1)! Rés[@-x'—)m g‘{w]

et, vu la notation différentielle du Rés, que définit la formule (7.2) de [III]:

di="(f o) _de [if ]
(2y)  (dE.z)m| Ok

ce qui porté dans (10.1), donne (10.5) et (10.6).
Supposons enfin /=n; vu (47.5) et (6.2), puisque J* est le transposé

de 0, on a
J0 1 1 Jo'
o] =mmima . ol#E]

a( W Fuy*

Tt fo'
—~W2f )d; — 2 [ f],

b
~
(2,3%)

ce qui prouve (10.5) et (10.6).

h8. Calcul de £ [ ())J:] — La formule (10.7) :

‘;))’i = [jyfl]

ou la méme projection sert a définir les deux membres, s’obtient en rem-
placant dans la proposition 17.2 :

X, S, 8t u, x, s(x, t), s[zy,ul, A
v, z, » y, o x (&m), B0 Yy), .z, S (& y) o' (E)-

b9. £[r(&, ..., )] est homogéne de degré n — len & — y. — Soit r(£)
une fonction de ¢, ..., %, homogéne de degré —n. Sir(£)di, A\... \ds
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est uniformisé, alors, vu la proposition 5.1, r(£) est une fonction ration-
nelle de dénominateur g (%); la projection polynomiale (%.r10) uniformise

alors rdi, A ... Ndijet (E.y) r(k) car
dig N\ Ndiag=—g(n)dt Ndn \...\da, Ly =—1tg(n).
Cette projection polynomiale uniformise donc plus généralement

e,

quand 7(£) est une fonction rationnelle de dénominateur g7 (%). Le n° 10
énonce la propriété suivante, qu’emploiera le n® 51 et que retrouvera le

chapitre 7.

Prorosition #9. — Soit r () une fonction rationnelle de %,, .. .,%;, homo-
géne de degré — n, ayant pour dénominateur gv (%), g (&) étant hyperbo-
lique; L‘[g(—P—g_‘-yl))]—)’——] r(i)] ne dépend que de x—y et est positivement
homogéne en x — y de degré n — |.

Preuve. — Vu (10.6),

[ R | = e[ 2|

D’ou, vu (10.3) et (10.7) :

F0 0N\ [ (— iy
— o | £ - .
|z, dy,»> [ TEDIN

—p [E,~ (;;Ji.-t]’l))ﬁ!_x (2 +

AN

|

(—Z-y>”,,(-£_)]:0;

B

1

' r:

|

&

vu (10.3) et (10.4)

!
d ;“. A\ p—1
E(x/“)’/)a}‘jf[( s ) 7 (

SNV

~ (p—1)!

NN o G20 2 Vo BN G- 00. [
=tn—p—07| @01 ’”J*"l_u)—nw'(*)]
— > (_E."y)p“] a
»-(II—*[)L[(_])—T)I—,(:')].

Ainsi

7] J N d
()_’I/_‘_T et Z(‘T/——}/)‘a?/—-—(ll—l)
J

S 1
annulent J;’[( i 1'(2)]; d’ou la proposition.
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50. Allure de £|f] pour ##y. — Prouvons le théoréme 3, n° 11;
provisoirement nous définissons £ par (10.1) pour tout z; K, (y) doitalors
étre remplacé par K (y).

Pour z€ X' — K (y), [ f] est une fonction holomorphe de (z, y), vu le
théoréme 3 de [III].

Etudions l'allure de £[f] sur K(y) —y; quand x€K(y) — y, le point
singulier réel de Z appartient a g — )*; sur ce domaine employons les coor-
données locales :

Ny  «oey N en fixant ¢.

Appliquons la proposition 20, en remplacant, vu (3.3) et (&.1)
X, 8, J(), Hi(t), q, x, t, s(z, y, t)

W, z, £[f], H(z,y), 1+{—n, 0, x -—E(tny)x

(—m)t . D@ .
2 (2mi)i—t fD(t, )’

et po(x,y) par

I'orientation (7.2) de ReZ coincide avec celle que la définition (20.3) donne
a ReS; le n° 20 donne & Im .S l'orientation associée & I'orientation

dxyN\...\Ndx;>0 deRed

la proposition 8.1 donne & ImZ, quand / est pair, 'orientation associée a
Porientation

—tgi(nydmy N\... A\ dn, de ReW;

c’est l'orientation précédente multipliée par — sgn (£gy). Nous obtenons
ainsi, vu cette proposition 8.1, la conclusion suivante, qui emploie les défi-

nitions 11.1 des ¥, et 11.2 de y/Hess :
Supposons f réel. Choisissons (¢, n) et I'équation locale de K (y),
K(y): k(= y)=o
tels que les hypothéses de la proposition 20 soient vérifiées :
ko =%i3 k > o du coté positif de K, si / est impair.

Il existe alors au voisinage de K (y) — y trois fonctions holomorphes
H (2, y), H, et H, telles que

(50.1) 2[fl=Re{H (2, y) pn—upm—1[k(z, y)] -+ Hoyo[k]} + H; (2, y);

si / est impair, alors H,— o, H, et H, sont réels;
si [ est pair, alors fl,= o0 pour 1+ ({/2) < n, H, est réel, H, et H, sont
imaginaires purs (réels) sur les nappes positives (négatives) de K(y).
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Pour x€e K (y) — v,

U (2am) = (m —1) ¢

\/Hess'ﬂ[_ E(ta n, )’)39]

ou (¢, n) est le point singulier de Z.

(580.2) H(z,y)=

\ D
f(£7 'ﬂ) D(t(,z?l)) Sgl‘l [tg1 (77) ]l—l’

QQuand nous aurons supposé la projection £ hyperbolique, choisi

dg(y,
g.1:L(d};)_”) et £[f]=o pour x <Yy,
1

alors le support de la singularité de [ f] se réduira & K, (y), ot &> y,;
pour z€ K (y), le point singulier réel (¢, v) de Z vérifie donc, vu (36.8);

tg‘fn>0;
(50.2) s’identifie donc a (11.7).

51. Allure de £[f] pour & =y. -- Prouvons le théoréme h, n° 11. Ecri-

vons £[f](x, y) au lieu de £[f]; dans X', envisageons I’homothétie 7'(7)
de centre y, de rapport t > o :

T=T(t): z—>y+71(x—Yy);
nous obtiendrons ce théoréme % en étudiant I'allure, pour 7 petit, de
51.1) e[ fE ] (T2, )

cette allure résultera du théoréme 3, que nous venons d’établir, plus préci-
sément du corollaire 3 et de la note qui le suit (n° 11).

Commengons par transformer (51.1). Les homothéties 7'(7) consti-
tuent un groupe de paramétre logt; dans E, considérons le groupe des
transformations dépendant de ce méme paramétre :

0=0(7) : =it b)) > (Ly —Cyi— Gy by ooy B0)e

Evidemment

T)’:)/, @77:‘/), )
(51.2) O:.Tex=rt.x, o (0F) =1w* ().

Puisque £(¢, m, y) uniformise f(£, y) di, A\ ... \ di;, on uniformise
SO y)dig Ao N\ diy

en y substituant 0% (¢, 0, ) a%; (51.2) permet donc de comparer les for-
mules (10. 1) définissant

f[f(@_‘i,)’)](Tx,)’) et E[f](xmy)a

BULL. SOC. MATH. — T, 90, FAsc. 1. 11
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on obtient
L"[f(@——l?’ .y)] (T, Y) :T“hlf[.f(z.v y)] (z, )’)

En remplacant dans cette relation f(%, y) par f(0%, y), il vient
(51.3) T [fE ] (T, y) = R[f(0Z, y)] (2, ).

Etudions maintenant Uallure du second membre quand 7 est petit; nous
supposerons o< 7T=1; nous uniformiserons f(OZ, y)d:, \ ...\ d% en
substituant & £, non pas, comme il serait licite :

(51.4) O (4, n, y) =0 (") (4, ),
mais
(81.5) O—'E(tt,m, )

(51.4) n’est pas holomorphe pour 7—=o0; au contraire (351.5) l'est, car
(36.1) donne
(1.6) (L, m,3).y =—1tg(y, n) & XTI 1P, (0, ¥, ¥).

g2

!
T

La proposition 5.1 définit 7(, y) en supposant que f(Z, ») s’annule p fois
pour £.y —=o(p>>o0); la fonction de (7, ¢, v, ¥)

N D
Seat 5y, ) 2L DY)

qui est holomorphe, s’annule donc p + 1 fois pour 1 =o0; donc

(51.7) TP EEL 0, 9), ) —D(Cl(;(tt’, Z’)y))

0!
= (et ), ) o )

est holomorphe pour 7 — 0. Notons enfin ceci : vu (51.6),

(51.8) O (vt )| = (= tg(ys ), My -oes )

T=

est la projection polynomiale; va (5.1) et (51.6),

P f(E(tt, m, x), ¥) r(n, y)

T=0

_ g, mp
=Lets

—Ey)P
est la fonction résultant de la substitution de (51.8) a £ dans (—ﬁ)—r G, ).
p!

L’holomorphie de (51.5) et (51.7) permet d’appliquer le corollaire 3
(n° 11) et la note qui le suit a

L7 (0L, )] (2, y)
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quand
(51.9) o< ClteL | — y| ZCte, 0oLTL1;
nous obtenons les résultats que voici :
1° Si 'une des conditions suivantes est vérifiée :
(51.10) 1+ (I/2) <nm,
(51.11) 1+.(l/2) =n, { pair, K (y) négalif,
alors 22 [t f(0%, ¥)] (z, y) est borné.

2° Si (51.10) a lieu, alors £[t=7 f(OZ, y)] (@, ») est une fonction de
(x, ¥, T) qui vérifie une condition de Holder, d’exposant o (/, n) défini par
(11.11), et dont la limite pour 7 = o, est

— L)y
| S |-
La preuve du théoréme h est maintenant aisée :
(81.3) transforme 1° en ceci : Si (31.10) ou (81.11) a lieu, alors
(51.12) e | [ f(8 p)] (Ta, y) | £ Cte.

Vu (51.9), Tx est un point arbitraire de la sphére
| Tz —y| < Cte;

7 est un nombre tel que
CterZ|Ta — y| < Cter;

(81.12) équivaut donc a (11.9).
De méme (51.3) déduit de 2° ceci : Si (51.10) a lieu, alors

e/ 0 (T ) — e[ S22 ) | @ | <

Or, vu la proposition 49,

f[%)fj r(&, y)] (@, y)=tb"r £

2y | ()

I'inégalité précédente s’écrit donc :

rl—n—p—p

, —(E.y)P
£/ G (T, ) — 2| =8 ) | (1, ) | < e,
d’ou (11.10) par le raisonnement qui vient de déduire (11.9) de (51.12).

52. £[f] ne dépend pas de I'uniformisation de f. — Ce théoréme sera

déduit d’une nouvelle expression de £[f], par des intégrales dans E*; cette
expression résultera de la proposition 8. 2.
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NotaTions. — Nous avions noté g7 (i =1, 2, ...) les composantes connexes
de Reg”*; mettons a part celles en tous points desquelles f (%, ») est holo-
morphe; notons g la réunion des autres :

8o CReg";
en général ‘
&, = Reg™.

Nous avions noté C; et K; les nappes de C(y) et K(y) correspondant a g7 ;

notons maintenant C, (et K,) la réunion des C; (et des K;) tels que g7 C 2} :

CicCy),  KicK(y);
en général :

Co: C()/), K():K(y').
Soit Q*(y) un domaine de Z* possédant les propriétés suivantes :
Y —g'c,  Rey'—g cly

f(%. ») est holomorphe pour z*€ £*;
> N Q" est rétracte par déformation de *.

En général y*n Q"= y*— g*; sinon nous avons besoin de compléter par la
suivante la définition 8 de 2 (y*— g*, Z) : I'inclusion

y*—_g*c‘y*nszﬂ
induit un homomorphisme naturel
H.(y'—g,Zny)—H.(y'nQ, 2°ny*), ot Zny'=az"ny,

qui transforme la classe 2 (y*—g*, ) en une classe que nous noterons
h(y*nQ*, x*).

h(p*NQ*, z*) est définie quand 2" ne touche pas g}, c¢’est-a-dire quand
2 & C, et dépend contintiment de x; on le voit aisément comme suit : quand /
est impair, & ()*N&Q*, «*) est la classe de deux fois le cycle Re)”*, détourné
de g, ; quand / est pair, 2 ()" NQ*, x*) est le cobord de g} muni de l'orien-
tation (7.5); g* a été remplacé par sa partie voisine de g7;.

Soit un c6ne fermé, de sommet y, voisin de C,(y) et dont I'intérieur con-
tienne C,(y) — y; soit ¥, (y) l'intersection du complémentaire de ce cone
fermé et d’une boule ouverte, de centre y; choisissons cette boule assez
petite pour pouvoir définir, quand xz€ ¥, (y), une classe d’homologie
h(x*N&*, y*) ayant les propriétés suivantes :

— elle dépend contintiment de z€ ¥, (y);

— elle tend vers 2 (y*NQ*, x*) quand x tend vers y le long d'un segment
ct,(y).

Cela signifie ceci : on peut appliquer dans 2" N Q" tout compact de y*nQ*
par des applications voisines de I'identité, dont la restriction & x* N y* soit
I'identité; elles appliquent 2 (»*nQ*, &*) sur k(2" NQ*, y*).
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Soit £ (8%, z*Uy”) la classe, unique puisque H.(Q*, y*) = o, telle que

0h(QF, 2*'Uy*) = h(2*nQ, y*)

elle dépend contintiment de x.

Ces définitions et la définition 40 de ¥'(y) — qui dépendra au choix de la
projection — permettent d’énoncer comme suit la proposition 8.2 : suppo-
sons ¥ () assez pelit et x€ ¥ (y); alors la projection £(¢, v, y), qui pro-
jette Z dans z* et identiquement y* sur y* transforme certains cycles de la
classe 2 (Z, y*) en cycle de la classe 2 (2*nQ* y*). Elle transforme donc

aussi certains cycles de la classe 2(®, #Uy*) en cycles de 2 (Q*, 2*Uy*).
D’ou, vu la formule classique f o= | F'w et la formule (7.5) de (III),

Y Fh h
I'expression nouvelle de £°[f] que voici :

Lemye 52.1. — Quand z € Y (y), on peut dans les formules (10.1) qui
définissent £ (f), choisir respectivemeut

h="nh(Q, 2*uy") et h=h(2"nQ, »").

Bien entendu, avec de tels choix de %, les seconds membres de ces for-
mules sont holomorphes pour z€ ¥ (y). D'ou grace a la proposition 5.3 le

Lemme 52.2. — La fonction £[f] est indépendante du choix de la pro-
jection, uniformisant f, qu’emploie la définition de £[ f].

Note. — D’aprés le théoréme 3, cette fonction est £[f] elle-méme, si
n>[/2, et est, sinon, la restriction de £[f]a X — K(y).

Preuve. — Vu ce théoréme 3, £[f] est une fonction de « holomorphe
sur chacune des composantes connexes de

(52.1) X —K(y);

vu le lemme 52.1, £[ f] est holomorphe en tout point de K(y) — K et est
égale, sur ¥ (y)NnY,(y), a une fonction holomorphe indépendante du
choix de I'uniformisation de f; le lemme est donc vrai si K, est indépendant
de ce choix; c’est ce qu’a prouvé la proposition 5.3.

Prorositiox 52. — £[f] est indépendant du choiz de la projection uni-
formisant f, qu’emploie la définition de £ .

Preuve. — Soit & (%) un polynéme en (%, ..., %) homogéne, de degré ¢
et elliptique :
b(t) #o pour £ réel.
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On a b(5(t, m, ¥)) # o pour v €¥V*, * (proposition 42) et ¥ suffisam-
ment petits; la proposition 42 permet donc d’étendre & 2 f/b]la définition de
L[ f] et celles de ses propriétés qui sont & présent établies (mais non celles
qu’établiront les n°* 53 et 5%). Nous venons de voir que, pour ¢ + n > 1/2,
£2[ f/b] est une fonction indépendante du choix de la projection uniformisant
S qu'emploie la définition de £[ f/b]; done, va (10.3), la distribution

Jd
£ = — | £
elf1=0(55) #1472
est, elle aussi, indépendante de ce choix.
53. L’hypothése d’hyperbolicité. — Nous supposerons désormais que f
puisse étre uniformisé par des projections hyperboliques, vérifiant (.4)

et (9.1); nous n’emploierons plus que de telles projections et nous suppo-
serons que le n® 7 a choisi

=28
e dm
Alors, vu la proposition 9,
h(y*—g*, Z)=o0 pour x>y, xED, (y);

donc, quand y appartient 4 une composante connexe de Y, (y) n’apparte-
nant ni & @, () ni au demi-cOHne opposé @ — (y), on a

h(2"nQ, y*)=o, h(Q* zUuy") =o;

donc, vu le lemme 52.1 : £[f]= o sur toute composante connexe de ¥ (y)
n’appartenant ni & @, (y) ni & @_(y); donc, vu le théoréme 3 :

ProrositioN 53. — £[f]=o0 pour x>y, 2 & &, (y).
Conformément au n°® 10, nous modifions la définition de £[f], pour
< y1. en posant
£fl=o0 pour a; <yi.

Alors le théoréme 2 vaut, ainsi que toutes les propriétés de £°[ f] établies
ci-dessus; dans I’énoncé du théoréme 3, nous n’avons plus a remplacer K
par K.

5h. Définition de £[f] pour x —=y. — Nous supposons désormais f
rationnellement uniformisable, son polynéme g hyperbolique, (&.4) et
(9.1) vérifiés. Soient & (%) et c¢(¢) deux polyndémes en &, ..., %, homo-
génes de degrés ¢ et r, hyperboliques, tels que &(n) c(n) g(y, n) soit
hyperbolique et vérifie (&.4) et (9.1) : on peut évidemment construire de
tels polynémes en les choisissant par exemple produits de polynémes du
second degré.

Vu la formule (11.9) du théoréme 4,

LG X)/b(E) e(B)], R[f/6] et x[f/c]
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sont des fonctions de «, sommables sur X', si
1+1/2—n<gq et <r,

ce que nous supposerons; vu (10.3), ces fonctions sont liées par les rela-
tions, valables sur X :

sl =e(gn) el el =0(5) £11/00);
d’ott, sur A, I'égalité de distribution :
(54.1) b<dix> 2Lf/b) :c<d%> £Lf/e];

cette distribution (5%.1) est donc indépendante des choix de & et c¢; vu
(10.3), sa restriction & X" — y est la distribution £[ f] que définit (10.1).

Désormais, £[ f] sera la distribution, fonction de y, que (5h.1) définit
sur X.

1l est évident qu'un changement linéaire des coordonnées n'altére pas sa
définition; toutes les propriétés de £[f] prouvées ci-dessus subsistent;
seule la vérification de (10.4) et (10.5) exige un bref calcul, que voici :

Preuve pE (10.%). — Rappelons la formule classique :

(3h.2) b <£> (zju(z)]=2;b <%> u(z) -+ by <(%> u(z).

Donc, puisque (10.4) vaut quand n est assez grand pour que £[f|

et ()i; [ f] soient des fonctions, on a pour ¢ suffisamment grand et
fdz_o Ao A d;':_l

rationnellement uniformisable :

Zl’ dx, s

J
, e /
s Gl (@) ele] ()l
=(n—=1l=0)r[f] = £[ES]; |
(10.4) vaut donc sur I



128 J. LERAY. [CHAPITRE VI

Preuve pE (10.5). — Puisque (10.5) vaut quand n est assez grand, on a,
vu (51.2), pour ¢ grand et f rationnellement uniformisable :

£ [f)=a;b @%)f[f]

(&)1 ()[4

(10.5) vaut donc sur X

55. Biunivocité et autres propriétés de £. — Nous pouvons maintenant
établir le théoréme 1 (n° 10) en admettant (10.8), que prouvera le prochain
chapitre.

Preove pu THEOREME 1, 1° — Soit f(%, y) di, A ... A d7; (rationnellement)
uniformisable; notons F(z, y) la primitive, relativement a £, de f(£, ) qui
s’annule pour £.y = o; F est homogéne de degré 1— n en £, f I'étant de
degré —n; vu la proposition 5.2, F est (rationnellement) uniformisable;

vu (10.6)
Lfl=— £[F];

cela établit le 1° du théoréme 1.

Pour établir le 2° nous emploierons le

Lemne 35. — Si fdz, \... A\ d% est uniformisable et si la partie princi-
pale de la singularité de £[ f] décrite par le théoréme 3 est nulle, alors f est
uniformisable.

Ce lemme exige 'emploi de la proposition 2 et de 0 a la place de W la

preuve du théoréme 1, 2° emploiera elle aussi 0.

Prevve. — Par hypothése, f(E(¢, 7, ¥), ¥) est une fonction

D (¢, m)
holomorphe de (¢, n, y) pour

(¢, n)réel; |e¢].|nj"t < Cte;

vu 'hypothése du lemme, la formule (11.7) du théoréme 3 et la formule
(36.8),0n a

NN 21 (3
j(é(ts 07))79)D<t’--n~)—0
pour Dth(,i):O’ (¢, ) véel,  tgq(y,n)>o0;

vu que Re g* n’a pas de singularité, la partie réelle de la variété




No 56] PROBLEME DE CAUCHY, IV. 129

D) D)
n) _ D¢, m)
une fois; donc f(£(t, m, y), y) est holomorphe sur Re W'; donc sur

~

® : v voisin de Rey™; |¢].|n|™ ! petit;

s’y annule et

est sans singularité, f(5(¢, 0, ¥),) o s’y annule

ce qui signifie que f est uniformisable puisque 0 remplace .

PrEuvE pU THEOREME 1, 2°. — Supposons fdf, A... A df uniformisable
et [ f] holomorphe sur ¥ — y; d’aprés le lemme précédent, f est unifor-
misable, done, vu la proposition 5.2,

of .
—fd;_(}/\.../\di[

aussi; donc, par récurrence :
) af orf
CoonT T o
or
b d P
en %y, ..., £/, & coefficients fonctions holomorphes de) , de degré — (n + p);
donc f(__, ¥) est un polynéme en % a coefficients holomorphes en y. Donc
JE, y)ydig Ao )\ di; est rationnellement uniformisable; par suite £[f]
est une distribution définie sur .1". Mettons f sous la forme

sont uniformisables; donc, vu la proposition 5.1 est un polyndme
N

—n

S, V)—Z( )) P,(L, ),

q==0

P, (%, ¥) étant un polyndme en 7, ..., %, homogeéne de degré —n —¢; on a

vu (10.6), (10.3) et (10.8),

——n

2_‘1 <—7y>0(x ),

Si £[f] est une fonction holomorphe sur X', tous les P, sont donc nuls

etf:o.

56. Allure de £[f](x, y) pour x et y complexes. — Ce n°® 56 prouve
le théoréme 5; il modifie comme suit le sens des notations.

Norarions. — X est un domaine d’un espace affin complexe, de dimension
complexe /; Re X joue le réle du domaine que le n° 1 note X'; « et y sont
des points de X. C(y) est I'ensemble des points = de A" tels que Z touche g;
c’est un cone de sommet y, dont les génératrices sont des droites complexes,
correspondant biunivoquement aux points de g*; cette correspondance entre



130 J. LERAY. [CHAPITRE VI

la génératrice du point z de C(y) — y et le point n* de g* est définie par
I'une des deux conditions équivalentes :

Z touche g* en v*;
x—y=gn (¥, n).

K (y) est I'ensemble des points 2 tels que Z ait une singularité.

Le prolongement analytique de la fonction £[f](«x, y) aux valeurs
complexes de («, y) sera donné par 'intégrale (10.1) définissant £[ f], quand

la définition de 2(W, #Uy*) aura été étendue aux valeurs complexes
de (z, y), ce qui exige une nouvelle hypothése :

Hypornises. — Ce n° 56 compléte Uhypothése (4.4), comme suit :

(56.1) &* n’a pas de singularité.

11 existe donc des constantes telles que

|gn| > Gte[n | quand |g]<Cte[n]|".

Les restrictions au réel figurant dans certains lemmes antérieurs deviennent
maintenant superflues :

Lemme 36.1. — C(y) est le cone des tangentes & A (y) en y.

Prevve. — L’application
n—>x

définie par (36.10), applique la variété d’équation (36.9), sur A (y); le
lemme résulte donc de I’bypothése (56.1).

Lemme 56.2. — 1° 1l existe une constante ¢, assez petite et une constante ¢,
assez grande pour que la partie de & ou

¢y

x—}'|<|t|~|'f)[m7'<c1
ait ses éléments de contact voisins de ceux de la variété : g(y, n) —=o.

2° Z est donc en position générale par rapport a la frontiére du domaine
(W :|7].|n|"1<e¢) quand ¢, et 2 — y sont suffisamment petits.
PREUVE DE 1°. — L’équation (36.2) de Z et I'hypothése (56.1).

~

Le lemme 56.2, 2° a pour conséquence aisée le suivant, qui suppose W'
et « — y suffisamment petits :

Lemme 56.3. — Soient z et y, tels que 2 & K (y); étant donnés 2’ et y' € &
tels que (', ') soit suffisamment voisin de (z, y), les applications voisines
de l'identité de (&, y*) sur (&', y’*) définissent un isomorphisme naturel

A(x,y; 2, y') de H (%, y*) sur H (&', y™).
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En composant ces isomorphismes, on obtient la

Derinimion 56.1. — Soit a(x/, y'; 2", »") un arc de X x X joignant
(2, y") a (2, »") et dont chaque point (z, y) vérifie 2 K (y); un tel arc
définit un isomorphisme A4 (', y'; 2", y") de H (&', y™) sur H (%', y");
A ne dépend que de la classe d’homotopie de « et se compose comme a.

Les n“ 8 et 41 ont défini une classe d’homologie (&, »*) pour x et y
réels, x& K (y); quand Tarc a(z, y'; &', y") est réel, A(&', y'; 2", y")
transforme A (Z', y™) en A(F", "), car h(&, y*) dépend contintiment de 2
et y. Nous étendrons comme suit cette définition de 2 (%, y) au cas ou & et y
sont complexes :

Dervimion 56.2. — Nous notons 4 (Z, y*) toute classe d’homologie de
(Z, ¥*) qui est 'image par un isomorphisme 4 (&', y'; z, y) (&' et y' réels)
de la classe 2 (Z', y') définie par les n® 8 et k1.

Nous notons /z(li'f, ZU »*) toute classe d’homologie de (W, Zu y*) dont
le bord dans (Z, y*) est 'une des classes 4 (%, y*) :

oh(T, 20 y*) =L (%, y*);

le n° 6 a montré que la donnée de A (&, ") définit /z(@", i'ruy*).

Vu le théoréme 3 de [I11], il suffit d’employer ces nouvelles définitions de
h(Z, y*) et IL(‘T’”, #U y*) dans lintégrale (10.1) qui définit la fonction
£2[f] (2, y) pour obtenir le prolongement analytique de cette fonction aux
valeurs complexes de (x, y), vérifiant x K (y); d’ou le

LemMe 36.%. — [ f](«, y) est une fonction analytique de « et y complexes,
sans singularité pour z ¢ K (y); elle est multiforme; toutes ses déterminations
sont combinaisons linéaires, & coefficients rationnels constants, d'un nombre
fini d’entre elles; ce nombre est au plus égal au (/ — 1)!*"¢ nombre de Betti (17)
de (Z, »").

Le calcul de ce nombre de Betti va achever la preuve du théoréme 5. Le
lemme 56.1 et un raisonnement analogue a la preuve du lemme 40.2
montrent ceci :

Quand « tend vers y sur une droite ¢ C(y), alors (&, y*) est le méme, a
un homéomorphisme prés, que si £(¢, n, y) et W sont la projection polyno-
miale, de polynéme g (y, n), et la partie de ® ou ¢ ;£ .

Supposons qu'il en soit ainsi; employons les notations du n° 7 : la variété

Z: tg(y,n) =mn.x, t # o

a pour partie a 'infini :

F(w): t=o0, g(y,n) =0;

(") Rang du groupe d’homologie de dimension {—1.
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elle contient I'espace projectif
Iny : t=mn.x=o,
et la sous-variété
Z(x): gly,n)=mn.xz=o, t# o,
dont la partie a I'infini est

(o, x): =00, gy, ) =mn.x=o.

Nous allons ramener 'étude de I'homologie de (Z, y*) a celle de
sa partie a4 l'infini, qui est une variété projective : il suffira d’appliquer
all. (3(»), Z(0, x)) le cobord 0, que le n° 7 emploie pour définir 2 (Z, y*)
quand / est pair.

Lemye 56.5. — On a un isomorphisme naturel
(%, y)~=H.(Z, y"Vg (x)),
Prevve. — (6.1) montre que y*N F(z) est rétracte par déformation de
&(z); donc
Ho(Z(x), y") =03

par suite dans le triplet exact (voir [I11], n° 3)

H.(Z, y")
. i
N~ L P
H. (%, y'u g (x)) > H.(Z(z), y")

p constitue un isomorphisme de /. (%, y*) sur H (%, y'UZ(x)).

Lemye 56.6. — H (ZUZ(w), YU Z(x)U (w0, x)) est engendré par une
classe d’homologie de dimension 27 — 2 = dim, Z.

Prevve. — Puisque Zny* et F(z)UZ (o, z) sont deux sous-variétés
de Z sans singularité et en position générale, on a

(56.2) H.(FUZ(»), YUZ(2)UF (0, ) = H(FU § (), V, W),

on Vet WeV désignent des voisinages, suffisamment petits ('*) de
YU (2)UZ(eo, 2); H. (A, B, C) désigne 'homologie dans (A, B) des
cycles de (A, C). Or 'application de & sur sa base y* :

e=(t,n)>n"

a pour restriction & FUZ(0) — )y UZF(2)UZ (0, ) un homéomorphisme

(1%) v [et W] appartient a un voisinage [contenu dans I~/] de y*uZ (z)U8 (w0, x)
dans ZUZ( =), dont y*UZ(z)US( o, ) soit rétracte par déformation.
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sur y*— a*N y*; d’ou, V* et W*c V* désignant des voisinages suffisamment
petits de z*n y* :

(56.3) HZUZ(0), V, W)~ H.(y*, V*, W)= H.(y", o).

Or, d’aprés le théoréme de dualité de Poincaré, H.(y*, «*) est dual de
H.(y*— 2*n y*) qui est banal :

(86.4) H.(y*,x")estengendré parune classe d’homologie de dimension 2/ — 2.
Le lemme résulte de (56.2), (56.3) et 56.4).

Lenye 56.7. — On a un isomorphisme naturel, augmentant la dimension
de 1, du quotient de H.(Z (), F(oo, x)) par ses éléments de dimension
maximale 2/ — 2, sur //.(&, ") : c'est le cobord d.

Preuve. — Les deux lemmes précédents et 'exactitude du triplet (voir n®3
de [III]) :
H.(F0F(x), )"V (2)U § (0, x))
(o} ¢
b . \
H.(Z(0), Z(w, x)) — H.(Z, )"V §(2))
Lemme 56.8. — Le ({ —1)®"¢ nombre de Betti de (Z, y*) estle ({ — 2 )ime
nombre de Betti de la variété algébrique affine g*— g*n «*.

Prevve. — D’aprés le lemme précédent, le (/—1)“m¢ nombre de Betti
de (&, y*) estle ({ — 2)i*™ nombre de Betti de (§(c), Z(, x)), c'est-a-
dire de (g*, #*); vule théoréme de dualité de Poincaré, c’est donc le ({/ — 2)ieme
nombre de Betti de g*— g* Nz’

Lemve 56.9. — La variété algébrique affine g*— g*na*, dont le degré et
la dimension complexe sont m et / — 2, a pour (/ — 2)*™ nombre de Belti :
(m — )=,

Preuve. — Cela a été prouvé par I. Perrowsky [10] et I. Firy [2] (n° &4,
th. 1, p. 39). I. Firy fait la restriction suivante : quand on choisit des coor-
données telles que

Xy == Yo, ey L= VI,

alors le systéme

&ro=-..=gn=Hessi, . [g]=0, mFo

doit étre impossible; puisque g* n'a pas de singularité, cette condition
équivaut ('*) a la suivante : le systéme

gr=x —Y, Hess,[g]=o, 870

19 D [ 1 — — — .
(') En effet, si g, =...= gy, = o, alors :

81, # 0, N8, = M, iy Hessn[g} =(m— I)gm Hessm,,...,m)[g]'
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est impossible. Or I'homologie de g* — g* N z* est indépendante du choix de
& C(y). Le lemme 56.9 est donc vrai sans restriction, puisque gy, ne peut
décrire tout I'espace vectoriel de dimension / quand v décrit la variété algé-
brique : Hess,[g]=o.

Le théoréme 5 résulte des lemmes 56.%, 56.8 et 56.9.

Cuaritre 7. — Transformée de Laplace inverse
d’une fonction rationnelle.

Soit « () un polynéme en ¢, ..., &, homogéne ou non, Ayperbolique, de
degré m : sa partie principale g(£) est hyperbolique au sens du n°® 9. Soit
f(E) une fonction rationnelle en t,, ..., %, homogéne ou non, de dénomi-
nateur a” (%).

La transformée inverse de Laplace L[ f] est définie; son expression classique
est U'intégrale (57.6) d’une forme différentielle holomorphe, sur un cycle non
compact. On ne peut pas déduire I'allure de L[ f] de cette expression, tant
qu’on ne I'a pas transformée en l'intégrale d’'une forme différentielle holo-
morphe sur un cycle compact; c’est ce que fait ce chapitre-ci, a linstar -
d’HerGrLoTz et PETROWSKY (voir n° 10).

Par une intégrale simple, d’un type classique (CARLSON), ce chapilre déduit
de f(%) une fonction f.(%, y), homogéne en (Z,, ..., %;); il uniformise f,. par
la projection polynomiale (proposition 60); il obtient finalement (propo-
sition 62) la formule

L{f]l=rx[f] (— r assez grand).
Il peut alors établir, en supposant f homogéne, les propriétés de

[ 23) fE )Jqu énoncelen® 10, en particulierlaformule £{1]=0 (2 —y).

57. La transformée inverse de Laplace L. — Notons
_6@®) .
SE) = Ak

b(£) est un polynéme en &, ..., £;, dont nous noterons le degré mp — n, ce
qui est d’accord avec les notations antérieures.

De I’hypothése que g est hyperbolique et vérifie (9.1) résulte 'existence
de diverses constantes ¢, dépendant de a et b, telles que

(87.1) el <ci g (8)]  pour g(E)=o, Eréel;
(87.2)  [EP—|Imi|<clg(E)|  pour I ..., réels;
(87.3) |z|m|gm | ImE | <c|a(zE)]  pour c<<|t|.|ImE|, &,...,5réels;

614 /D)< ITI"IIm;]PIEI"_” pour c<<|7|.|Im&], Es,...,E réels.
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Prevve. — L’hyperbolicité de g implique que &y 7 0 pour g(Z)=o;
d’ou (57.1). L'inégalité (57.2) est classique (voir, par exemple [9], p. 63,
lemme 29.4). Elle a pour conséquence évidente (57.3), qui donne immé-
diatement (57.4).

La transformée inverse de Laplace L a les propriétés suivantes, bien
classiques : L[ f] est une fonction ou distribution de z — y, qui est nulle

pour x& @, (y);
. ~ d ¢ d
(3T.5)0 5 LIfI=L[% /), (x,--y/)L[f]:_L[%],

/

(57.5), Li1]=0d(xz —y),

o0 étant la mesure de Dirac;

si [<<n—p, alors L[f] est la fonction continue de x —y que définit
I'intégrale

61.6) L= [ [ o s@eniod e

—iw

ouf.rz—oetparsuite —2.y =% (&y— Y1) +...+ 2 (x;— y1); c est une
constante assez grande pour que (57.4) implique la convergence de l'inté-
grale (57.6), dont la valeur est évidemment indépendante de c.

L n’est pas altéré quand on fait dans X" et = des changements de coor-
données linéaires qui laissent £.x et x;-— y, invariants et par suite qui
transformentfs, .. .,% entre elles etlaissent £, invariant quand £, —=. . . =¥%;—o.

58. La transformation de Carlson, qui donne L[ f] quand /=1, peut
étre définie comme suit quel que soit 7 : Soit

1

(58.1) fry)=— %T’”"f(f;__) exp(— t¢.y) dr,

X144
.

I'intégrale étant calculée sur une circonférence, dépendant de £, assez grande
pour contenir tous les zéros T de a(t£); on voit tout de suite que f.(E, y) est
holomorphe pour g (%) 7 o, est homogéne en %, de degré — r (ou remplace v
par 07 ou O est constant) et vérifie :

) 0 , ; .
(58.2) fraa(E ) =— Xfr; SE,¥y)=o0 pour f.y—o sir<n.
-0

Nous nommons f,(t, y) transformée de Carlson de f(£). Si f(t) est
homogéne, de degré — n, alors

(58.3) fn(Evy):f(E)
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59. Un calcul (*°) d’Herglotz et Petrowsky. — Nous nous proposons
d’employer la transformée de Carlson au calcul de la transformée de Laplace.
Prouvons d’abord que, si /< n — p, alors

390 Lif|= e [ AEW G powr i< a;

* —

a* désigne Uensemble des points 2* de Z* images des points £ de Z tels que

o Ex—=o, Re(z.y) =o, %5 ..., % réels;
o* est muni de l'orientation :
N TN (oo
(39.2) l<77> w' (Z)>o0 (o' est défini n° 2);
. -

o* est donc un cycle de &* si / est pair, de (x*, y*) si / est impair.

Precve e (89.1). — Cetle formule n’est évidemment pas altérée quand
on fait dans . et Z des changements de coordonnées linéaires, qui laissent
Z.x et 2, — y, invariants; il suffit donc de la vérifier quand

TI== e TE XY= Y= YT 0, Y1<<o,

.x =k, Ly =L+ Eiyns

BRNY

la définition (87.6) de L (f) s’écrit alors

(59.3) L[f]:G;rTﬂf.,_m exp(—E00) F() i (c: grand)
ou

pe= [T [ s dn e

—i®

vu (37.4), F () est holomorphe pour Re £, > c.

Plus précisément, (87.4) montre que, pour £, ..., %, imaginaires purs
et | 7| Re{; suffisamment grand, on a

clefP™ .
[=]*[Re &l

FAGIARS

donc, d’aprés Caucny :

F(';]):.fiij---f;::wf(i)dgg/\.../\ &z,

(%) Ces auteurs supposent f homogéne et appliquent la formule des résidus au second
membre de (59.1); aussi leurs calculs différent-ils en apparence des ndtres.
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c’est-a-dire, en remplacant £ par 7% :

+ i +lw
Pezy == [ [ i i

d’ou, en choisissant £, =1, la formule

i i
P LGRS B G E VS
ou bi=1, |t|>c¢;
F(7) est donc holomorphe pour |7| >c¢; vu (57.4) :
|F(z)|<elsf-"<elz*  pour |¢|>c5
par suite (59.3), ou y, << o, s'écrit

1

L[f]:m(¢'exp(—ry,)ﬁ’(r)dr, ou |t|==¢, ¢ grand.

Remplacons dans la formule précédente F'(7) par son expression (59.4);
nous obtenons

L[f_],—_G:T)/%f_M ...£iw 1 f(5E) exp(— tyn) de A\ dEs - A\ dE,

ouf,;==1; en effet le second membre converge absolument vu (57.4); puisque

ANY

= Lo, a=r, 2y =L+, W () =d\-.. N\ de,

la formule précédente peult s’écrire, vu (58. 1)

LU= ey [ [ a0 0 @),

< parcourant I’ensemble :

t.x=o, E.y=y1<<o, £ ..., & imaginaires purs,
muni de Vorientation (59.2);
c’est-a-dire £* parcourant o’

Nous avons ainsi prouvé la formule (59.1); son second membre converge
absolument.

60. Uniformisation des primitives de la transformée de Carlson par la
projection polynomiale. — Nous ne pourrons employer cette formule (39.1)
qu’apres avoir uniformisé f.(£, y). Quand p =1, cette uniformisation est un

BULL. SOC. MATH. — T. 90. FASc. 1. 12
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cas particulier du théoréme 1 de [I1] qui uniformise la solution unitaire d’un
opéraleur différentiel; en effet on vérifie aisément que

Sy =b(— 5 ) UGy,

. ) . . d - ,
[/ (%, ¥) étant la solution unitaire de a/’<-— av ) Sans recourir a ce théoréme,
'y
prouvons la

ProrosiTiox 60. — Sir—n — p, alors la fonction f,.(zZ, ¥) est uniformisée
par la projection polynomiale

(60.1) Go=1no—tg(n), L=, =27 (n.y =o0).

Plus précisement f,.(5(t, n, y), y) est une fonction entiére de (t, ),
indépendante de y.

Note 60. — Cetle proposition n’exige pas I’hyperbolicité; elle entraine
que f,(Z, ¥) estrationnellement uniformisable pour =~ n — p : voirla preuve
de la proposition 62.

PREUVE. — Soit 7 une variable numérique complexe; puisque g est la
partie principale de «,
T
o 552) =g @) [ P D).
8()

T .
__‘_'r — ont—IN 4 P‘) 7. ¢
b<é<£)g>_ =] p(-.) —( 7-.)7

P, (7, £) et P, étant des polyndmes en (7, £y, ..., &) dont les degrés en ©
sont respectivement < m, mp — n. D’ou

T _— ,,n—— ——})l(ii—)—.
f<éT(_E_).E> P( )[Tm_'_Pl(T,E,)JP

En remplacant dans la définition (58.1) t par t/g(%) et Z par (60.1) nous
obtenons donc

.ﬁ‘(i(” 7)7}/)7.}/) :é’""”*"('f:)Fr(f’ Tl)?

ou
Pu(f, ﬂ)
F,(t, r)__——‘;{) 7+ Pi (s, e P (5, 1) exp(tt) dr,

intégrale élant calculée sur une circonférence assez grande pour contenir
tous les zéros 7 du polyndéme 7"+ P, (7, 0), dont le terme principal est 77;
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évidemment : F. (¢, 1) est une fonction entiére en (t, ), ce qui prouve la
proposition 60;

Fr( 9“"'!, 0'/1 ' — em(p+rﬁn)~l' Fr([’ ' )’
oF,
at’

Fo o (t,n)= F.(o,n)=o0 s1r<n.

61. Preuve que L[f]=«[fi] si {<n—p. — La proposition 60
va nous permettre de transformer la formule (59.1) en une formule
exprimant L[ f] par I'intégrale d’une forme différentielle holomorphe sur un
cycle compact; la formule (59.1) n’est pas de ce type, bien que o* soit
compact, car f;(£, ) n’est pas holomorphe en les points de o* ot g (£) = o.

Pour transformer ainsi I'intégrale (59.1), qui est absolument convergente,
calculons-la en prenant £,;—1 et en intégrant d’abord par rapport & £, ; nous
Pécrivons donc

o

(61.1) L[f]—:(_'_/

2mi)—!

+ >
o n Nz [ S )
—» h

ol y,<< &y, ;=1 et ot A=N1(P'NL", y*) a le sens suivant : P* est la
droite projective complexe de Z* image de la droite affine, complétée par un
point a linfini :

(61.2) £.x=o, ¢, variable, Eay v vy Eiy fixes réels, =1

PN y* est le point de cette droite ou £. y =0}
* est la partie de Z* ou
(61.3) Q@ g(8)F£o.
P nQ* est donc le complémentaire dans P* d’un ensemble de m points

réels de P*; h(P*nQ*, »*) est la classe d’homologie dans (P*NQ*, y*) de
deux fois le cycle & une dimension de P* :

d(Imé,)
(mE,)7 —

Re(:.y)=o,
car
o (E)= (=0 di N\ ... Ndzy, t.x=o, <.
Cette classe n’est donc définie que quand P*n y*'Q €.
Elle contient évidemment des cycles voisins de Re P*:

Supposons / impair; donnons a Re P* I'orientation

—d(EL)y—) > o, c’est-a-dire Ed—ii <o (vuit.x=o0, << x1);
h(P'NQ% y*) est la classe de deux fois ReP*, détourné des points de P*
étrangers & Q* (au sens du n° 29).



140 J. LERAY. [CGHAPITRE VII

Supposons ¢ pair; k(P NQ*, y*) est la classe d’une somme de cycles
faisant chacun un tour autour d’un des points de P*— P*nQ*, dans le
sens sgn(E.y); autrement dit, avec la terminologie du n° 3 de [III],
h(P 0 y*) est le cobord & de la somme des points de P* étrangers a Q,
munis de P'orientation sgn(z.y). :

En portant dans I'expression (61.1) de L| f] cette définition de /4 par des
cycles voisins de Re P*, on oblient assez aisément la formule

(61.6) LU= a5 [ AG @) i<,
h

ou h=h(x*n&*, y*) est défini comme suit, quand z*, »* et la frontiére
de Q* ne sont pas tangents, c’est-a-dire quand x & C () :

Supposons ! impair; donnons & Rex” I'orientation

d \ .
£ ii, Nda N\ dia<<o;
autrement dit :
(61.5) ) sur Rea;
(—£.0) ’

h(x*nQ*, y*) est la classe d’homologie de deux fois Rea* détourné de la
sous-variété de «* ou g(£) = o.

Supposons I pair; donnons & la partie réelle de la sous-variété de x*:

ix‘:g(;i) —= 0,

I’orientation
Sy di AN A\ dil > o,
c’est-a-dire
23 'c It
(61.6) _Bule) 01(E) (F.x—=g=—=o, % véel);

(—E&.p)"dg

h(z*nQ*, y*) est le cobord de la classe d’homologie de la partie réelle de
cette sous-variété.

L[ f] a donc les propriétés suivantes :

1° L[ f]=o pour z¢®@.(y);

2° L[ f] est holomorphe pour x & C (y);

3° L[ f]estdéfini, pour y, << 2, par la formule (61.4) ou h = A(z* N 2", y*)
dépend contindment de z et tend vers A(y*— g*, z*) (définition 8) quand =
tend vers y le long d’une demi-droite & C(y).

Puisque fi(&, ) est uniformisé par la projection polynomiale, [ f;] est
défini et posséde les propriétés 1° et 2°, vu les théorémes 2 et 3; vu la
propriété 3° de L[ f] et le lemme 52.1, on a

SIA1=L[f] sur ¥(y).
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1l en résulte que

(61.7) L[ fil=L[[f], sous notre hypothésel<<n— p.

62. Expression de L au moyen de + et de la transformation de Carlson.
— Rappelons que

JE)=b(E)a?(E)
(a, b : polynébme enf,, ..., £/; a hyperbolique)

et que (58.1) définit f.(%, y). Nous allons prouver la
ProrosiTioN 62. — Sur X
(62.1) Lifl=~x[f] pour r=n—p-+1.

Note. — Cette proposition permet I'étude de I'allure de L[ f] par appli-
cation des théorémes 2, 3, & et 5.

Vu (58.2), (58.3), puis (57.5),, on a évidemment le

CoROLLAIRE 62. — Si f(%) est homogéne, alors

c'est une distribution de x —y.

Si f(E) est une fonction rationnelle, homogéne « dénominateur hyper-
bolique (p =1, a—=g), alors

LU @] = *LSE)]:
En particulier vu (57.5),, on a la formule (10.8),
£[1]=106(x —y) [0 : mesure de Dirac].

PREUVE DE LA PROPOSITION 62. — Quand /<< n — p, la formule (62.1), ou
les deux membres sont des fonctions de @ — y, résulte de (61.7), (10.6),
(58.2) et de la proposition 60.

Ne supposons plus /<< n — p. Quel que soit le polynéme c (%), homogene
de degré g en £y, ..., &, on a, vu la définition (58.1)

(62.2) [ (E) P (E)]rapy=1Jr (8 ¥) €7 (E);

donc, vu la proposition 60, f.(&, y) c=? (%) est uniformisable si »r = n — p;
par suite f.(£, y) est ralionnellement uniformisable pour r<n—p,
comme l'annonce la note 60; le second membre de (62.1) est donc défini
sur 1.
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Choisissons ¢(Z) tel que g (%) c(£) soit hyperbolique et que /[ << n—+pg—p:
(62.1) vaut quand on y remplace f par fc—7; d’ou, vu (62.2) :

LIfE) e E))=2[/Ey)e7(D)] sur X

en appliquant cl’<(;ix> a cette relation, on en déduit (62.1), compte tenu
de (10.3) et (57.5),.

CuariTRE 8. — La solution élémentaire
d’'un opérateur hyperbolique.

Soit a<x, %) un opérateur différentiel linéaire hyperbolique (n° 9)
d’ordre m; £ transforme la solution unitaire U* (%, y) de 'adjoint a*<50)l/,},)

d L . . d
de a(x, d—az> en la solution élémentaire £ (xz, y) de a<x, 7) et permet

ainsi d’établir les propriétés de E'(z, y) : les n> 12, 13 et 14 l"expliquent,
en omettant les preuves de quelques détails; ce chapitre-ci les donne.

63. Uniformisation de U*(%, y). — Prouvons la proposition 13.1 :
U(t, y) et ses dérivées en %, et y d’ordres <m sont rationnellement
uniformisables.

Comme le fait le n° 3 de [I[], notons U, (%, ) (r>o) la solution du
probléme de Cauchy :
ﬂ*<—£;» )’) vtz ) =

rl

(63.1)

UZ,. (%, y) s’annule m + r fois pour Z.y = o.

11 est évident que

* Tx d * o * P
(632) U(}:D; d'OU (2 }):U,~+1(;,y)-

Soit b(f) un polynéme en &, ..., &, homogéne de degré r;
notons b*(£) = b (—£); évidemment

b<£,> (jw) bz UG ) =1

) estdonc la solution unitaire de 'opérateur &* (
9
dx

Je(G)

5y 2
> Or le 1° du

signalons que cet opérateur est 'adjoint de a(a:, i) <
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théoréme 1 de [11] affirme que la solution unitaire d’un opérateur différentiel
linéaire d’ordre m est uniformisable, ainsi que toutes ses dérivées
d’ordres << m; donc, pour p + ¢, +.. .+ g << m,

d r d/;+1]1+4.4+(/[ 1 U’* . 1 ()p+r/1+u.+//l U* ;
<_ d—> oy oy b T e g ap B Y
est uniformisable. La proposition 13.1 est prouvée.
6. Propriétés de la fonction A (x, y). — Aprés avoir rappelé la défi-

nition de la projection caractéristique % (¢, 7, y) et de 'application z (¢, v, y),
le n° 13 définit par (13.11) une fonction k(x, y) et affirme qu’elle posséde
certaines propriétés; les unes sont évidentes; prouvons maintenant les autres :

Le signe &= qui figure dans (13.12) est, comme le montre le calcul
de (13.12), celui de ¢. On peut caractériser comme suitl ce signe : vu (13.2)
et (13.3), ona
(6%.1) x=y +t8e(yy5) +-

or, par définition :

N<<w sur K, (y);
donce

tg:(y,2) >0 st @(t,n,y) €L, (y);

Z=%(¢ n, y) est alors tel que :* touche K, (y) en x(t, n, y). Ainsi,
quand m est impair, le signe == figurant dans (13.2) est égal, prés de chaque
nappe de K, (y), a celui qu'a g: (x, £) quand £* touche cette nappe.

Prevve pE (13.13). — Supposons z dans le cone, voisin de C(y),
ou k(z, y) est défini; employons les formules (13.2), (13.3); n* est voisin
de Reg*; d’ou (37.4); donc

[t].|n|""/| x — y| borné inférieurement et supérieurement;
[Z—nl=0o(t].|n]");

donc, vu (13.11) :

1
| kx|/| & — y |"~! borné inférieurement et supérieurement,

| kot ky| = O< |z —y |ﬁ>, | kz]/]| ky | voisin de 13

vu (13.11) et (13.7) :

k@, )| = (m— 1) |7 g, m) | =0 | & — y [77).
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Le calcul de Hess,,[——ﬁ(t, 1, y)a:]| , que nous allons faire va

nous permettre de remplacer désormais ce Hessien et celui de g par détk,.,.
Les formules (13.8) donnent (en notant z,—=1) :

x=x(1,n.

{ l
L, (L n, ) ) O Jdi, 0z,
Z:)pr(t, ) +Z ()_n, O =o0;
p= 7=1

donc, quand on fait z =z (¢, =, y) aprés avoir calculé Hess,, :

D(&(t’ ", y)’ "-721) ])(‘rl(la 1, )’)7 ) xl),
Doy, ooy m) D(nyy oy m) ’

Hess [—2(8 m, y). 2] =

or, si nous prenons (¢, x, y) pour variables indépendantes, nous avons,

va (13.11) :

D(ni, ...,m) D= D(kyy o k) R
Dz, o VI Do wy Y [2]' = dét( ke, y);
donc

l

(=0 Dy s B
' —_ —
(6".2) HesSn[ E:(t7 717}’)50]—‘ dét(kx’y) D(Y)“ ...,1]1)

)

ou
D—-li——((yf:’ : 5111)) =1 pour ¢=—o.
En particulier :
(6%.3) (— 1)t dét (kx,y) Hess, [—E(L, n, ¥). 2] > o.

Afin de simplifier la formule (11.7), nous choisirons le signe de /dét (ks ,)
tel que (6%.2) s’écrive :

it m—1—(1/2) _%

DG -8 P e
6k . — m—1 CTANRYy 2ty S d kr )\
(®h-4) VHess, [—E(¢, n, y). 2] <] [D(nI) ...,711)] Vdét(ks)

1 R —
ot [ ] ¥ est voisin de 1; précisons ce signe de \/dét (ks y); (36.1) donne

- Do P8
Froam (BB ) @] == s

donc

VHess, [—E(¢, n, y)-2]/VHess[15(y, )] > o
vu (64.4), on a donc

i~t\/dét(ky,,) \VHess,[tg] > o.
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Or, la définition 11.2 de \/Hess donne

i!\/Hess,[tg]Hess,[— tg] >0

donc, finalement

(64.5) Vdét (ko )/t VHess,[— tg(y, m)] > o.

Supposons | impair; vu (13.11) et (64.5), la définition (4.8) du coté
positif de K, () s’écrit

dét(ke,y) K (2, ) < 0;
le choix (11.4) du signe de & que fait le théoréme 3 est donc le choix tel que
(64.6) dét(ky ) <o:

alors k (2, y) > o du coté positif de K (z, y).
Supposons | pair; va (k.g) et (64.5), les nappes positives de K, (y)
sont celles ou

(6h.7) dét(ky,y) > o.

Voici prouvées les propriétés de k(x, y) qu'énonce le n® 13.

65. Allure de [ (x, y) sur K, (y). — Le n° 1k affirme que la formule (11.7)
du théoréme 3 plend la forme (1%.1). En voici la preuve : dans (11.7) nous
remplacons f par U,,, donc, vu (13.9),

) . (817“'751).
j])(t o P T Uns(y ) e

nous tenons compte de (13.18), ot g==o0, et de (6k.4); enfin, pour
réaliser (11.6), alors que nous avons (13.11), nous devons faire un choix (2')

de (¢, 7) tel que | ¢|=1; nous obtenons ainsi (14.1), ot le signe de \/dét (k. )
est donné par (64.5).

66. Allure de E(z, y) pour x —=y. — Prouvons les théorémes ka,
b et b ¢ qu'énonce le n° 14.
PREUVE DU THEOREME & a quand
(66.1) oZLpi+...+qu<<m—1— ({/2) (<L si: { pair et K négatif).
Notons r=m—gq,—...—q;; on a, vu (1), (10.3), (10.6), (10.7) et (63.2) :

o1+t ql R ) dq‘+"'+q' UL, y)
(66.2) WE(Z' y)-—l*[ap -l dy‘{’~-~dy;” !

(%') (¢, m) peut étre remplacé par (0!-m¢, On) : c’est changer de coordonnées locales
sur P.
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o+ +qJ*

ou ...t Wd:o/\ ...\ d? est uniformisable, vu les propo-
- XA LY .
sitions 5.2 et 13.15 /.. Epi——— " est homogéne en £ de degré

oy 0yt
—n=p;+...+q —m; en appliquant (11.9) a £[...], on obtient
done (1%.5).

PREUVE DU THEOREME 4 a quand (66.1) n’a pas liew. — Soit un entier
p > ({/2) — m —+1; construisons un polynome homogene b (£) de degré > p
tel que &(n)g(y, n) soit hyperbolique : c’est aisé en le choisissant produit
de polynémes du second degré; mettons-le sous la forme

b(£) =¥ bi(%) (%),

les b; et ¢; étant des polynémes homogenes, les b; de degré p. Vu (12.4)
et (10.3), nous avons

f(ay)—},b( 2 )| s vae |

ou Z U, diy N\ ... )\ d%, est uniformisable, vu la proposition 13.1; U,,, est
homogene en £ de degré — n —=— m — p; d’aprés (11.9),

£l =0z —y|"tr];
d’ou le théoréme ha.

PREUVE DU THEOREME k0. — Appliquons la formule (11.10) au deuxiéme
membre de (66.2), ot n=m — p, —...— ¢q;, en notant ceci : la défini-
tion (13.1) de U*(%, y) donne, pour £.y petit :

* [ —_ (_E.'yy“
U(C_,)’)——m-"ww

donc
( _ ; )/))Izvr'
U = T 00D
(y ) dig N\ ...\ d%; est uniformisé par la projection polynomiale. Il vient

oP1+e L
ozl .. oyl
— el g O (R
) < dy’h . dy’” (,n — )' gﬂ(‘y7 g)
+O(|a—y|r—re);

E(z,y)
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p=7p(/, n) est défini par (11.11); enfin

V] A gn (L) o f[ I J
T gy vyt (m—r) gy, E) ozl ...oovl T gy, B) )

d’ou le théoréme %0.

Prevve pu THEOREME hc. — Calculons £ — E, en remplacant : /7' par son
expression (12.4); £ par sa définition (10.1); L, par sa définition (1%.3);
puis, dans cette derniére définition, @ par son expression (%.1); enfin

Dt . . . <
7)% par son expression (13.9). On obtient une intégrale portant sur la

)
fonction (13.18); vu la proposition 13.2, elle s’interpréte comme suit :

E(.Z’, )/) —I;‘Z (‘xv)’) == I’n[f"l(z’ y)]’

ol fin (%, y) est une fonction, homogéne en £ de degré — m, que la projec-
tion caractéristique uniformise et qui s’annule deux fois pour 2.y = o.

Pour tout entier o = r < m définissons une fonction f,.(%, y) par les
conditions :

0 ) 3 5
~d70f:-(£,y>:ﬁ+1(c,y); Jr(5, y)=o0 pour Z.y —o.

Supposons

oLpi+. g m—1/ (<Zsi : [ pair et K négatif).

Choisissons r=m—+1—¢,—...—¢q;; ona, va (10.3), (10.6) et (10.7) :
’ Qe a1 . . . . d/"—‘—'”_‘-’“f;'(zy )/)
66.3) ————— [E(x,y) — Ey(z,y) | =2 E) ———— == |y
( ) oz ... ]! [£(x,y) 2 (2, y)] [ 1 -l Yoyl )
ou
) ) d'/1+~~~+(/l I .
2 Pl dio /\ o /\ d:‘[

U oy oy

. . -1 -, dl/‘>—‘“+’”-ﬁ‘
est uniformisable; Z7*...Z" —- 7
ay7. .. 0y}

—n=p,+...+q—m—1 et s'annule pour £.y —o. En appliquant (11.9)
au second membre de (66.3), on obtient le théoréme hec.

est homogéne en 7 de degré

Cunarire 9. — Exemple : L1 solution élémentaire
de l'opérateur de Tricomi.

L'opérateur de Tricomi est un exemple extrémement simple d’opérateur
différentiel dont la solution élémentaire /' n’est pas donnée par la transfor-
mation de Laplace classique, mais est donnée explicitement par la transfor-
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mation £. Nous allons traiter cet exemple que Tricom [11], WeinsTEIN, [12],
GerMaIN et Baper [6] ont déja étudié; nous obtiendrons deux nouvelles
expressions de F assez simples, puis une expression équivalente a celle
de GERMAIN et Bapgr.

67. Expression de £ par une période d’intégrale abélienne de premiére

espéce de cubique. — L’opérateur de Tricomi est I'opérateur & deux
variables et d’ordre 2 :

J \? d \?
(67.1) xZ(d_x;> +<d—x_z> ;

nous I'étudions dans le demi-plan x,<C o ou il est hyperbolique; nous ne
faisons pas I'hypothése (9.1); nous nous proposons donc de construire les
quatre solutions élémentaires [y'(z, y) de cet opérateur sur les supports
desquels, pres de y, on a respectivement

(67.2) i<z, 21 <Y1, Y 2y, 2 <Y
Vu le théoréme 6, £ = E,; dans la définition (14.3) de £, on a

l=m=2; — R
’ ¢ D(ny,y ..oynp)

vu (13.22); donc

1 (0]
(67.3) E(“"’””FJLM‘

£ désigne la projection caractéristique ; c’est la solution du systéme (13.20) :

diy—= —E;dt, dty=o, diy= —cjdt

définie par les données initiales :

¢

0= — M )Y1— M2} Ei=, E_z

Y2

Nous pouvons prendre w,=1; d’ou £ =1; £, et 7, seront désormais
notés £ et n; il vient

By (n— 1) — g =y mys =l

Remplacons nos deux variables indépendantes (¢, n) par (£, n), puisque
£ =mn — t; les équalions de
ko *

E: b(t,my).w=o; 3 t=o; g t=g(y,m)=o

deviennent

~

L, , L .
Z §E+€_$2+'x1—3‘7)’*““f/)’2—‘)’1:0;
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Dans les deux premiers cas (67.2), on a, vu la définition (3.3) de @ .

w=—dt\ don=d: )\ dun;

dans les deux autres, puisqu’il faudrait permuter les deux coordonnées pour
obtenir (9.1), on doit prendre

w=—di N\ dn;

en portant ces expressions de @ dans (67.3), ou £.2 est le premier membre
de V'équation de Z, on obtient

*odn I dr
67. E(x, :i;/—:t—./—‘-—~
( [l) (x )’) /'T”*h Ez+x2 47U./l nz_'_y?»

on a le signe + dans les deux premiers cas (67.2), le signe — dans les deux
derniers;

h est une classe d’homologie de Z; la proposition 8.2 en donne la défi-
nition suivante, quand & est voisin de y.

Y se décompose en y* et en la conique E*+En—+ n?+ 3y.=—o, dont
I'intersection par y* est g*; g* se compose de deux points :

E=n=\V—yn Ef=n=—V—0: (02<o,{V—)y:i>0);

tracons, autour de chacun d’eux, dans la droite complexe y*, un petit cercle,
ayant 'orientation positive; quand 2 est voisin de y, la partie de Z voisine
de y*— g*, contient des cycles voisins de l'un ou l'autre de ces petits
cercles; soit 2, (Z) ou h,(Z) leur classe d’homologie; d’aprés la propo-
sition 8.2 et la formule (31.1), ou g, =gy, et n.2/n, > o, on doit prendre
dans (67.4) :

h=— Ny (Z) + Ih(Z).

Nous pouvons convenir que le plan (%, ) est projectif : y* est une droite
projective; les deux petits cercles tracés dans y*— g* sont alors homologues
dans y*— g*; Z est une cubique projective plane, dans laquelle A, + h,—o;
la formule (67.4) s’écrit donc

.
(67.5) E(z, y) == %m %
hy y‘

Explicitons la définition de /%, : d’une part la transformation de (£, n) en
son imaginaire conjugué transforme évidemment %, en — A,; d’autre part, si
I'on donne & ReZ une orientation variant continiiment avec (z, y) et qui
est, pour ¥, celle de la figure 3 et si 'on nomme %, la classe d’homologie
de Re Z ainsi orienté (fig. 4 et 5), alors, on a (voir fig. 6)

KI(hyy hy) =2,
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Fig. 3. — Oricntation de Re}.

Fig. 4. — Orientation de ReZ

Fig. 5. — Orientation de Re
-~ ~
// 1 \\\
// \
/ \'\
/ —
~ “Vx Re i —~—1=- oT2 L o Rey
Rey - ey f o +—>
! !
N /
\ /
\ /
S /,’
Fig. 6. — La figure représcnte :

la droite complexe »*, qui est I'une des compo-
santes de 5/; les points doubles =y —z, de ;; le cycle Re;eho; un cycle v, €h,. Ces
cycles se coupent en deux points d’indices +1; donc KI(2y, A, )=2.
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car cet indice de Kronecker a cette valeur pour « =y, les points doubles
étant retranchés de 7.

Ces deux propriétés caractérisent la classe h,, puisque Z a la topologie
du tore, d'aprés la théorie des fonctions elliptiques. Celtte théorie para-
métrise 7 par son intégrale abélienne de premiére espéce

di
7 -
A P

BI
Fig. 7 : K(y).

Z et 7 sont, sur 7, deux fonctions de « ayant toutes deux, deux périodes :
20, el 2w0,.

Si ReZ a deux composantes connexes, alors on peut prendre o, réel
et ®, imaginaire pur, ReZ élant I'image des deux segments (0,20),)
et (w2, 20, -+ 0, ); la classe du cycle de Z qui est 'image du segment (0,26,),
convenablement orienté, a les propriétés qui caractérisent £, ; donc,

2,

YY) == — e P2
(67 6) E(:L,))~_27”. i du ==* =

1

Si Re & est connexe, alors on peut prendre w, et v, imaginaires conjugués,
Re % étant I'image du segment (o, 20, + 2,); la classe du cycle de & qui
est I'image du segment (2w, 20,), convenablement orienté, a les propriétés
qui caractérisent A, ; d’ou

2.,
_ 1 du—
(67.7) E(x,y) =% — ==

2T 20, Tl

- s

Nous énoncerons comme suit les deux formules (67.6) et 67.7) :

Prorosition 67. — E(x, y) est une fonction, valant

I d:
(.« =t ——=— 81 4 5 ; = stnon.
(67.8) E(x,y) 27“-1%”2_'_‘% st x€6,(y); o sinon
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<]
5{) ... est la plus petite période imaginaire pure de l'intégrale abélienne

-

de premiére espéce / —% de la cubique plane projective

N+

1
S B Ery+ oy = §n3+ Ny + Y.

[SCIE]

Note. — xz€K(y) quand & a un point double; il en résulte aisément
que K (y) se compose de quatre arcs d’équations respectives :

(67.9) Uz)=Uy), m(z)=m(y), (z)=m(y), m(z)=IUy)

ou

el

(67.10) l(x) =3z + 2(*-1'2):, m(z) =3z — 2(—$2)§.

Ces arcs décomposent 1" en quatre domaines d’adhérences 4, A', B, B’ :
voir la figure 7; £ désigne donc l'une des quatre solutions élémentaires
ayant pour support, prés de y : 4, A', B, B'. On peut montrer que les deux
premiéres sont <<o les deux autres >>o, ce qui précise le signe figurant

dans (67.8).

68. Expression de [ par une période d’intégrale elliptique de premiére
espéce. — [ixplicitons la proposition 67 en réduisant la cubique Z a sa
forme canonique : on la coupe par une droite variable, qui passe par un
point fixe de Z, qui dépend d’un paramétre ¢ et qui touche Z quand ¢ = oo ;
on emploie ce paramélre ¢ sur Z.

Pour obtenir une tangente a4 Z, il suffit de mettre son équation sous la
forme

Z: (E—n)(B+tn+n)+3tx,—3ny.+ 3 (21— y1) = 0;
on voit que Z a 'asymptote £ =, qui la recoupe au point
F-n=Fx,—ny,+x;—yi=o.
Nous pouvons donc définir ¢ sur Z par I'équation
(68.1) (E—m) (t+ @+ y2) = 3E@2 — 3y + 3 (21— 1)
qui, portée dans celle de Z donne
(68.2) L &y Yot B2 En 4 =0

Définissons sur Z une seconde fonction s, telle que

(68.3) i dn _dt,
N4y s
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un calcul aisé donne

(68.4) S$= (L —2) 2+ (L— xs) M.
Eliminons % et n entre (68.1), (68.2) et (68.4) : dans I'identité :

(68.5) : (o + B+ [(a —2B8) E+ (2a — B) 0
| =h(e—af+ ) (2 +En+n?),

prenons
L=1— Y, 525—1'2;
d’aprés (68.4) :
oz + B =s;
d’aprés (68.1) :
(@ —aB)E+ (200 —B)n=3(y1— x1);
d’aprés (68.2),

(e —af + 32) (& +Ein+n*)
=— (t+JzatJ2y) (E+ P2+ Jy2) (E+ 22+ Y2),
ou .
S +1=o;

en portant ces trois relations dans (68.5) nous obtenons

(68.6) 32+ 9g(xi—y1)?
=—4(t+ 2ot ya) (L oot J2ye) (L4 P xa+ Jys).

En portaht) (68.6) et (68.3) dans la proposition 67, on obtient la

ProrosiTioN 68. — La solution élémentaire E(x, y) de Uopérateur de
Tricomi (67.1) est une fonction, valant

68. E(z y)—=V3 [ 4t - e (y) s
(68.7) (=, ¥) +ﬁfr Thr bowr €6

T est la plus grande racine réelle du polynéme (ou j>*+ j +1=o0)

P(t) =4(t+ 2ot y5) (£ 4+ Jzo+ J2¥) (L4 J22s + J¥s) + 9 (21 — y1)?
=40 — 122yt +4(2)+y]) +9 (20— y1)%

onab&, (y)=A, ou A, ou B, ou B'; dans les deux premiers cas on prend
le signe —, dans les deux autres —+.

Conformément au théoréme 3, I'expression de E(x, y) se simplifie pour
2€ K, (y): un calcul de résidu immédiat montre que (68.7) vaut

-l

(68.8) By =% @)

BULL. SOC. MATH. — T. 90, rasc. 1. 13
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sur la partie de K, (y) vérifiant I(x) =1/(¥) ou m(x)=m(y); la partie
de K, vérifiant /(x) ==m(y) ou m(x)=1[(y), quand elle existe, est le sup-
port d’une singularité logarithmique de E.

Conformément au théoréme 5, (68.7) permet le prolongement analytique
de £(z, y) aux valeurs complexes de & et ¥; en adaptant le chemin d’inté-
gration, on voit que ce prolongement est possible quels que soient x et y
complexes.

69. Expression de /7 par une fonction hypergéométrique. — Faisons
dans l'intégrale (68.7) le changement de variables :

t=\/xsy, ',

V3 -t
- — XoVa —_
E(z, y) == "= (2:3) fT N

il vient

T étant la plus grande racine réelle du polynome :
P () =40%— 12t + 83z,
ou

Gai+y3) +9(x—y)?
§ (7272)7

=
3

ainsi (xgyg)% E(x, y) est une fonction de la seule variable z; déterminons
cette fonction : elle vérifie une équation différentielle ordinaire, linéaire, du
second ordre, puisque I'opérateur de Tricomi annule £; en employant les
variables /(x) et m (x) que (67.12) a définies, cela s’écrit :

02 1/0 J\’
(69.1) [(l_m)m—t;(El_d_m)JE:O'
Des calculs aisés donnent
z+1 _ l(x)—I(y) m(x)—m(y)’
s—1 l(x)—m(y) m(x)—1y)
[l(@)—m(yﬂ[m(w)—l(y)].

)

S(x,yq)

donc :
1

E(x,y) == {4[l(z)—m(y)][l(y) —m(x)]] *

I(x) —1(y) m(x) —m(y)
<P 1 oy i =100 )
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ou, vu (68.8) F[o]=1; et enfin, en portant cette expression dans (69.1,)
I'équation hypergéométrique :

. ar*F 4
(69.2) u(r—u) du[au]—i—<I-§u)d5£u]—3i6l7[u]:o,

qui prouve que F[u] est la fonction hypergéométrique
11
F<6a 63 13 ll,>~

Prorositiox 69. — La solution élémentaire E(x, y) de l'opérateur de
Tricomi est une fonction, valant pour x €&, (y) .

Donc

E(z,y) === {4[l(x) —m(y)]|[{(y) — m(x)] ,'_‘_’
1o () —y) m(x)—m(y)
<F <6’ 6" () —miy) m(x) —1(y) >’

F(a, b, c; u) désigne lu fonction hypergéométrigue :

[/l‘f‘l

a(a+1)... (a+n)b(b+1)... (b+n)
]+2 (n+1)!e(c+1)... (c+n)

n>n0

Des formules de Steiner et Kummer montrent I'équivalence de cette
expression de £ et de celle de GErmaIN et Baber ([6], p. 7, (13)).
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