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HOMOLOGIE DES ENSEMBLES ORDONNES
ET DES ESPACES TOPOLOGIQUES

PAR

Rexe DEHEUVELS

(Lille).

a4 M. Marston Morse
en hommage de ma profonde admiration.

Introduction. — Cette étude est le développement d'une Note [3] et des
conférences données aux Séminaires de M. Morsk (Princeton, février 1960)
et P. DuBreiL [ %] (mai 1961).

La nature de I'homologie et de la cohomologie des espaces topologiques a
été, depuis la fondation de la Topologie algébrique, 'objet de nombreux
travaux (citons, parmi Ies plus récents: [1], [2], [6], [8],[9], [10], [11] de
la bibliographie). Le fait que, jusqu’a présent, aucun traitement convenable
de ’homologie (« de Cech ») n’avait pu étre donnée, montre bien I'insuffi-
sance des concepts qui étaient employés.

Notre but était d’obtenir un tel traitement et, plus généralement, de
définir de facon satisfaisante I’homologie et la cohomologie a coefficients
dans un préfaisceau ou un antifaisceau sur une catégorie abélienne €. Ces
définitions sont données aux paragraphes 1% et 15 et nous y utilisons la
notion d’hyperdérivés d’un foncteur composé (§ 13).

Dans le cas d'un espace métrique compact (§ 1%.2) et de coefficients
constants nous retrouvons l'’homologie de Steexrop [12], et rectifions
I’homologie de Vieroris [13].

Pour définir les foncteurs d’homologie et de cohomologie dans la catégorie
des espaces topologiques, nous avons élé amené a considérer systémati-
quement la catégorie des ensembles ordonnés, et la majeure partie de ce
Mémoire est ainsi consacrée a I'exposé d’une théorie de I’homologie et de la
cohomologie, « a coefficients », des ensembles ordonnés.
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262 R. DEHEUVELS.

Si & est un ensemble ordonné, et si & chaque élément @ € & on attache un
objet A (@) d'une catégorie C et a chaque couple ordonné @ —< b un mor-
phisme p.;: A (a)—> A(b), tels que si a < b < ¢, poc=pscopa, on forme
un « systéme covariant de coefficients » analogue & un préfaisceau (ou & un
antifaisceau) sur les ouverts d’un espace topologique. Pour ces coefficients 4
I'analogue des sections d’un préfaisceau est noté I'4 : si par exemple
les A(a) sont des ensembles, un élément de I' 4 est un ensemble cohérent
formé, pour chaque «€& d’un élément o, de telle sorte que si «-<b,
4= Pav@q. On voit donc que si & est fitrant & gauche, le « foncteur sections »
I' (§ &) n’est autre que la limite inverse.

La cohomologie d’un espace topologique & coefficients dans un faisceau est
définie par les dérivées a droite 7I' du foncteur sections I'. Nous définissons
d’une facon analogue la cohiomologie d’un ensemble ordonné & relativement
a un systéme de coefficients A par

H(&; A)=(rI')A.

Dualement, un foncteur cosections L est défini au paragraphe %, et
I'homologie de & relativement & A est définie par

H,(&; A) = ({,L)A.

Lorsque & est filtrant & droite, L n’est autre que la limite directe.

Or, & un ensemble ordonné correspond trivialement un schéma simplicial
ordonné, en prenant pour simplexes ordonnés les (n —+ 1)-uples ordonnés
ay=<4 a;=...=<{ a,, et & un schéma simplicial correspond un ensemble
ordonné par la relation d’'inclusion entre simplexes. Nous prouvons au para-
graphe 11 que dans ces deux correspondances ’homologie relativement a un
systéme contravariant de coefficients et la cohomologie relativement a un
systéme covariant de coefficients se conservent. On ne sait, en effet, définir
sur un schéma simplicial, 4 l'aide de la formation usuelle du bord des sim-
plexes, ni 'homologie relativement & un systéme covariant, ni la cohomologie
relativement & un systéme contravariant, alors que ces définitions sont
naturelles pour un ensemble ordonné. La correspondance entre schéma
simplicial et ensemble ordonné permet donc d’obtenir ces définitions.

Ces propriétés, jointes au fait que I’homologie et la cohomologie d'un
ensemble ordonné s’obtiennent par dérivations de foncteurs, ce qui permet
Uusage des techniques de I'algébre homologique, montrent I'incontestable
avantage de I'emploi des ensembles ordonnés sur les traditionnels schémas
simpliciaux.

11 s’y ajoute P’existence d’'un type trés important de relation entre ensembles
ordonnés, sans analogue dans le cas simplicial : celle d’« ordre » d'un
ensemble ordonné dans un autre (§ 2), qui détermine tous les morphismes
canoniques (c¢f. § 7, 10.5, 10.6, 13.3, 13.%, 1%, 15 et 16).
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D’autre part, a tout ensemble muni d’une structure algébrique correspond
un ensemble ordonné : sous-groupe d’un groupe, familles d’idéaux d’un
anneau, sous-variétés d’une variété algébrique, etc., dont I'étude est essen-
tielle pour la connaissance de la structure donnée.

L’introduction de I’homologie et de la cohomologie d’'un ensemble ordonné
offre donc aux méthodes homologiques un nouveau champ d’application.

Les trois derniers paragraphes consacrés a I’homologie et la cohomologie
des espaces topologiques ne vont guére au-dela des définitions. Une suite au
présent travail étudiera les produits, la dualité entre homologie et cohomo-
logie et les relations entre nos définitions et la théorie de I'homologie a
coefficients dans un faisceau sur un espace localement compact de BOREL et
Moore. Mentionnons simplement le fait que les « chaines » de Borel-Moore
analogues aux courants de de Rham) sont des formes linéaires sur les
cochaines a supports compacts et sont donc des « chaines infinies » contrai-
rement aux chaines introduites ici.

Nous avons également laissé au lecteur le soin d’expliciter les innombrables
suites spectrales qui prennent naissance dans le cas particulier ou 'on
compose un foncteur avec une limite directe ou inverse.

1. Catégories C(&) et ¢*(&). — Soit & un ensemble ordonné. On peut
considérer ses éléments : @, b, ... comme les objets d’une catégorie (cf. [T],
[8]) dont les morphismes sont les relations d’ordre :

Hom (a, b) est formé de I’élément unique —< si a < b,
Hom (@, b)) = O si a-Kb.

Nous désignerons par & 'ensemble & muni de la relation d’ordre opposée,
par C* la catégorie duale de € ([8]). ‘

Soit € une catégorie quelconque. Désignons par C(&), [resp. €*(8)], la
catégorie dont les objets sont les foncteurs covariants (resp. contravariants)
de & dans €, et les morphismes les transformations naturelles de foncteurs.

Un objet A €€ (&) consiste donc en la donnée, pour chaque a€ &, d’'un
objet A (a)eC et pour chaque couple ordonné @b d’'un morphisme
Pav:A(a)— A (D) de telle sorte que, si a={ b4 c:

Pabt=Pbc° Pab-

Un morphisme f de A dans B, dans C(8) consiste en la donnée, pour
chaque a€& d’un morphisme f,:4 (a)— B(a), de telle sorte que, pour
tout couple ordonné @ << b, le diagramme

A () 225 A (b)

Sa lfb
Y

B () —qrb—> B (b)
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soit commutatif :

f[)PaZ) - qabfa-

Par exemple, si © désigne I'ensemble des ouverts d’un espace topolo-
gique I, ordonné par O; < O, 0,5 0,, €(0) est la catégorie des pré-
Jaisceaux sur X, C*(O) la calégorie des antifaisceaux sur X', a valeurs
dans €.

Prorosition 1.1. — S¢ € est abélienne (cf. [T], [8]), C(8) est abélienne.

Prevve. — L’objet nul de €(&) s’obtient évidemment en prenant, pour
chaque 2 € &, l'objet nul de €, un morphisme nul, en prenant, pour chaque
a €&, un morphisme nul dans C.

Si f et g sont deux morphismes de A dans B, la collection des (f,~+ g.)
définit un morphisme f-+ g; pour cette addition, Hom(4; B) est un
groupe abélien, et la composition des morphismes est bilinéaire

Si f est un morphisme de 4 dans B, on vérifie immédiatement que les
Ker f, forment avec les restrictions des p,; un objet de €(&), le noyau Ker f
de f. De méme, les Coker f, forment un objet de € (&), le conoyau Coker f.
Ker f et Coker fsatisfont aux propriétés voulues ([7], p. 13).

Il en résulte que f est un monomorphisme de A dans B, A, BEC (&), si
et seulement si tous les f, sont des monomorphismes, un épimorphisme, si
et seulement si tous les f, sont des épimorphismes.

Si J est un ensemble d’indices tel que, pour toute famille d’objets de €
indexés sur J, leur somme directe existe, alors, pour toute famille d’objets 4,

J€J, de €(&), la somme directe @ A; existe et est définie par
jE€ld

(_69 A/) (a) =@ A;(a),  pu= D pls
JjEeJs JEJ JEJS

Propriété analogue pour le produit.

Nous appellerons, pour éviter des répétitions, objet élémentaire de € (&)
en « €&, un objet £o—={ E*(c), q..} tel que :

1° ¢.q sOit un isomorphisme si ¢~ d -« [donc E,(c) est « constant et
égal & Ee(a) », sic—< al;

20 L2 (c) soit 'objet nul si ¢ K a.

Dualement, un objet coélémentaire de C(&) en a€& est un objet
o=1{Ea(c), rea} tel que

1° r.q soit un isomorphisme si @ ~<{ ¢ < d;

2° E,(c) soit I'objet nul si @ £ c.

Si A ={A(c), pca} est un objet de €(&), chaque a € & fait correspondre
ad:
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1° Pobjet élémentaire A¢ tel que A“(a)=A(a), et un morphisme
canonique f de A dans A® défini par f,=— py, si b—<a [de A(b) dans
A“(by=A(a)]etfy=o0s1b K a;

2° l'objet coélémentaire A, tel que A,(a) = A(a), et un morphisme
canonique g de A, dans A défini par g,—= py. sl a < b, et gy—=o0, si a K b.

La proposition suivante est évidente :

ProrosiTion 1.2. — St E¢ est un objet élémentaire, B€C (&),
Hom (B; £%) =Hom (B (a); E*(a)).
Si E, est un objet coélémentaire,

Hom (£,; B) =Hom (E,(a); B(a)).

Il en résulte qu’un objet élémentaire £“ est un injectif de C(8) si et
seulement si /() est un injectif de €, et qu'un objet coélémentaire £, est
un projeclif de € (&), si et seulement si /%, () est un projectif de C.

Prorosition 1.3. — St dans la catégorie abélienne C, le produit direct
d’une famille quelconque d’objets existe, et si tout objet se plonge dans un
objet injectif, alors tout objet de C(&) se plonge dans un objet injectif,
produit direct d’objets injectifs élémentaires.

PrEUVE. — Soient 4 € (&) et, pour chaque a€ &, J(a) un objet injectif
de € contenant 4 («), J* I'objet élémentaire de (&) défini par J*(a) =J(a).

J@est injectif. I = l ]J’l est donc également un injectif de €(8). Le produit j

e g
des morphismes canoniques j*: 4 — A*— J* de A dans / est un monomor-

phisme puisque chaque b €6,

TR | ERGE | RIGE

a€§ aE§
b<a
est un monomorphisme.
Dualement :
ProrositioN 1.%k. — Si dans la catégorie abélienne €, la somme directe

d’une famille quelconque d’objets existe et si tout objet est image d’un
objet projectif, alors tout objet de C(&) est image d’un objet projectif,
somme directe d’objets projectifs coélémentaires.

Prevve. — Soient 4 € C(8), et pour chaque «€ 8, Q(a) un objet pro-
jectif de € d’'image 4 (), Q¢ I'objet coélémentaire défini par Q¢(a) = Q(a).
P = @ Q< est un objet projectif de (&) d’'image 4.

[A=FS
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2. Opérations dans ¢(&). — Un foncteur covariant F de € dans €' induit
un foncteur covariant de €(&) dans €' (&) par

A={A(a), pa}—>{FA(a), Fpau}.

Un foncteur contravariant /' de € dans € induit un foncteur contravariant
de ¢ (&) dans €' (&"). 1l en est ainsi par exemple du foncteur A de la catégo-
rie £, des A-modules & gauche, dans la catégorie £, des A-modules a droite
(A, anneau uuitaire)

A=Hom;( ;7T) (T = groupe des réels mod 1).

Ce foncteur est exact et induit un foncteur exact de £,(&) dans £,(&").
Les définitions analogues pour les multifoncteurs s’établissent sans difficulté,
par exemple celle du produit tensoriel d'un objet de £,(&) et d’'un objet
de £4(&) : c’est un objet de J(&) ou J est la catégorie des J-modules,
J centre de A.

Soient & la catégorie des anneaux unitaires et des homomorphismes
unitaires, et A=—=1{A(a), rqo}€@(8). Définissons la catégorie I, des
A-modules : un objet de O, est la donnée, pour chaque a€é&, d’un
A (a)-module M(a), et, pour chaque couple ordonné @b, d'un homo-
morphisme p,;, de M(a) dans M (b) compatible avec les opérations de A (a)
et A(b), c'est-d-dire tel que, si a(a)ed(a), m(a)eM(a) :

Pala(a). m(a)|=[rwa(a)].pam(a).

Ces définitions généralisent natarellement celles de préfaisceaux d’anneaux
et de préfaisceaux de modules sur un préfaisceau d’anneaux.

Appelons ordre p (cf. [5], chap. 1) de [’ensemble ordonné & dans
U’ensemble ordonné &', une relation d’ordre sur la réunion &U &' induisant
les relations d'ordres données sur & et sur & et telle que les seules relations
d’ordre entre un élément de & et un élément de &' soient du type @ < @ (on
ne considére aucune relation du type o’ a!). Lorsqu’il y a lieu de consi-
dérer des ensembles non disjoints, il est nécessaire de distinguer & et &'.
L’ordre canonique de & dans &', si 8'C & ou si &C &/, par exemple, exclut
les relations d’ordre du type @' < a, ' € &', a€ 6.

EXEMPLES :

a. Si &, &" sont deux parties d'un méme ensemble ordonné &, la relation
d’ordre dans & détermine un ordre de & dans &” et un ordre de &" dans &'.

b. Une application croissante f de & dans & détermine un ordre
Jo de & dans & par an{a’ sif(a)<a, et un ordre f, de & dans & par
ad=a=ad-<{f(a).

c. L'addition d’un premier élément z 4 & détermine un ordre de x dans &.
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d. Une application quelconque ¢ d’un espace topologique .f* dans un
autre X’ détermine un ordre de '’ensemble ordonné des ouverts de X" : @',
dans celui © de A par O'< O <= O'>{0. L’application de A" sur un point
revient donc & ajouter un premier élément x a ©. Mais l'addition d’un
dernier élément a O, naturelle du point de vue des ensembles ordonnés, ne
se décrit pas par une application ponctuelle.

Un morphisme f de A€€(&) dans B€C(&') au-dessus d’un ordre de &
dans & est tout simplement un objet Ce€C(EU&’) qui induit 4 sur & et
B sur &'.

3. Foncteur « sections » I' sur ¢(&). — Nous allons donner du foncteur
sections : I sur € (&) plusieurs descriptions valables a des degrés divers de
généralité, extensions naturelles de la notion de section d’un préfaisceau ou
d’un espace fibré [la base étant &, I'« espace fibré » : 4 €€ (&) et la conti-
nuité remplacée par les morphismes de définition de A4 ].

3.1. — Supposons que les objets de C soient des ensembles et appelons
section de A€ C(&) toute fonction ¢ qui, & chaque @« € & attache un élément
o(a)e A (a) de telle sorte que si @ < b :

o (0) = pac(a).
Soit T' A I’ensemble des sections. C’est un sous-ensemble de I'ensemble
[IA (a) des fonctions arbitraires de & dans A.

a€s

On est assuré que I'4A est un objet de € dans tous les cas usuels.
C’est évident si € est la catégorie des ensembles. Si € est la catégorie des
groupes abéliens, on définit naturellement sur I' 4 une addition par addition
des composantes (o + ¢') (@) = o (a) + o'(a), qui fait de I'4 un groupe
abélien. Raisonnement analogue si € est la catégorie des modules sur un
anneau, des anneaux unitaires, etc.

L’application qui, & chaque section &, fait correspondre sa composante
g(a)€A(a) est un morphisme (dans €) : de I'4 dans A (a) tel que si
a=2b:p=puw.p-

Si f est un morphisme A — B dans €(&), I'image par f d’une section ¢
de A est une section fo de B. Cette application définit un morphisme
T'f:TA—TB tel que, pour chaque a€é&, le diagramme suivant soit
commutatif :

rd4-""5 4 (@)

I‘f\ ’fu
Ve Y
I'B—— B(a)

3.2. — Autre version de la définition de I' dans la catégorie Jit, des
A-modules sur & (¢f. § 2) : si Med,, soit I''M =Hom (A4; M) et si
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JiM— N est un morphisme dans Jlt,, soit I'f le morphisme canonique
I'M —TN induit par f.

Cette définition coincide avec la précédente : en effet, un 4 homomor-
phisme de A4 dans M est entiérement déterminé par I'image de la section
unité de 4, qui est une section arbitraire de M.

3.3. — De la méme facon qu'on peut considérer I'ensemble des sections
d’un faisceau sur un espace topologique .I" comme I'image directe du
faisceau par V'application de X sur un point x (qui revient, comme nous
I'avons vu au paragraphe 2, 4 I'addition d'un premier élément & I’ensemble
ordonné des ouverts © de .X), nous allons considérer le foncteur sections
sur & comme le foncteur image inverse par l'ordre % du point z dans &.
Eix =4 &, ol & est un premier élément ajouté a &(§ 2).

Comme €(2)=¢, un morphisme de S€€=¢C(«x) dans A€C(8) au-

dessus de £, est un élément 4 de lﬁl Hom (S; A (a)) tel que /= pas. la,

aE§g
pour tous les couples ordonnés a < b.

DeriviTioN. — Soit £:x < &, un premier élément de &. Appelons foncteur
sections I' ou foncteur image inverse par %, un foncteur qui fait corres-
pondre -

-1
a chaque objet A€C(8), un objet de C, noté IT'A ou £ A : objet des
sections de A, et un morphisme p , au-dessus de 2:T A —~ A (§ 2);
d@ chaque morphisme f:A-—>B dans C(&), un morphisme T f ou

*E_l f:T AT B, tel que le diagramme

T A=T4 4,

A
%aﬂ 4
_ Y 4
S B=TB 2. B

soit commutatif, de telle sorte que la condition suivante soit vérifiée ;

Tout morphisme S—A de €(x)=_C dans C(8) au-dessus de - a une
Jactorisation unique par py: S—+TA-—>A, autrement dit, le morphisme
induit par p 4 .

— p
Hom (S;TA) = IIom(S; 3 A) 4 l] Hom (S; A(«))

ae s

est un monomorphisme dont I'image soit exactement formée des morphismes
de S dans 4 au-dessus de £ :

Homg (S A):IIom(S; TglA).
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11 est clair que si un tel foncteur existe, il est unique & un automorphisme
prés de G, et que si £® est un objet élémentaire de €(&), nécessairement
TE = E*(a).

Dans le cas ou les objets de € sont des ensembles, éventuellement munis
d’une structure algébrique, le foncteur I' défini dans 3.1 satisfait, par
construction, a la définition ci-dessus.

Remarquons alors que si Hom (S; 4), S€€, Ae€C(&), désigne 'objet
de & (&) (L catégorie des ensembles), formé des Hom (S; A (a)) et des
applications induites par les p, I' existant pour &, l'existence de I pour
C(&) revient a I'égalité fonctorielle

T'Hom(S; 4) =Hom (S; T A4).

Nous allons, sans faire d’hypothése sur les objets de €, démontrer exis-
tence de I' pour ¢(&), lorsque € est une catégorie abélienne avec produits.

Supposons la catégorie C additive, et soit, pour tout couple ordonné (a=<{ b)

de &:4(a, b) = A(b). On peut alors interpréter simplement les conditions
que doit vérifier /2, en posant

Oy : l_[Hom(S; A(a)) i;lv[HOIH(S; A(a, b)),

«ES ay b
a={b

(6\ h )ll,]): ]lb — Pab ]Lay

/v définit un morphisme de S dans A si et seulement s1 6,4 =o.
Si les produits existent dans C, on a

[[ Hom (S; A (a)) = Hom<S; [l A (a)>

€S A€ g

a, b ab

(5 [ 4000 Y= Lm0
N @b

ds est induit par un morphisme ¢ indépeadant de S :

T4 3> ][4@w

aEg§ a, b

a={b

ainsi défini : o est le produit des morphismes d,;, ot d,; est la « compo-
sante » de 0 appliquée dans A («, b) :

aa,b =T 410) — Pab-14(a) 0 :l—l 8(1,1)7
a-{b

autrement dit d,, est nul sur tous les A(c), c€& sauf sur A(b) ou il est
Iidentité sur A (a, b) = A(b) et sur 4 (a) ou il est — pg.
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Lorsque la catégorie € est abélienne, définissons I' 4 — Ker o :

o—>I‘A—>I—[A(a)—6>[[A(a, b,)

a€ g a, b
a={b
est exacte.

I1 en résulte que la suite

o — Hom (S I‘A)—>Hom<S; [1E (a)>—”>Hom s; A o)

aEeg a, b
alb

est aussi exacte. Donc un élément 2 € Hom(S; I]A (a)> est un morphisme

ag g
de .S dans 4 si et seulement s’il se laisse factoriser par I' 4 :

heKerd < heHom(S;I'A4).

Soient p,le morphisme canonique de I' 4 dans A que définit I'inclusion

TA»[[A((!), et, si f est un morphisme 4 — B, T'f le morphisme

aEe s
canonique

I'd =Kero4—Kerdo?=IRB

déterminé par le diagramme commutatif suivant :

IIA(a)i’HA(a,b)

aegs a, b
a={b
ry lﬂ ;

! s
|} I fﬁIlB(a, b).

aA=¥3 a,b
a={b
Les conditions de la définition du foncteur sections sont vérifiées, et 'on a
démontré :

Prorosition 3. — Soit C une catégorie abélienne avec produits quel-
conques. St & est un ensemble ordonné, il existe sur C(8) un foncteur
sections I' (définition ci-dessus). Ce foncteur T est additif et exact a
gauche (comme on le vérifie immédiatement).

Lorsque la catégorie C est une sous-catégorie ([8], p. 137 de la catégorie G
des groupes abéliens, le morphisme ¢ défini ci-dessus est 'homomorphisme

ae[l A(a): (8a)ap=0a(b) — pawa(a).

aEgg
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3.%k. Quatriéme définition de I'. — Nous supposerons maintenant que €
est une catégorie abélienne avec produits dont tout objet se plonge dans un
objet injectif. Considérons la catégorie C(zU&), (xUE) représente &
auquel on a ajouté un premier élément x), et le foncteur € (2 U &) —C que
nous noterons

Aec(zus) = Im[A(x)—>nA(a)]:1mAee,
aeg;
9: A—>B = Imo¢: Imd4d—>ImB.

On peut construire les dérivées a droite r”Im, n o, d’aprés la propo-
sition 1.3. Par composition avec le foncteur de restriction €(zU &) —C (&)
I’ (défini par 3.3) devient un foncteur €(2U&)— C. Nous allons prouver
que

I = rilm, n>o
et en particulier
I'=rIm.

L’inclusion canonique ImAcI'4 est une transformation naturelle de

foncteurs
ImA T4, Imo—>T¢: Ime=T¢|ImA.

Or, sur un objet élémentaire (§ 2) de ¢(&), A%, Im et I coincident :
ImAe=TA*= A4 (a).

De plus, si { A;, j€J| est une famille d’objets de (&),
m[J4,=]]ma, o r[Ja,=]]r4-
7 7 7 7

Donc, Im et I' coincident sur les produits d’injectifs élémentaires de (&),
donc sur une résolution injective de 4 au moyen de tels objets. Donc,
rPI' = rPIm, r>o.

Comme I' est exact & gauche, r'I' =T =7r°Im. Il en résulte que les
rilm = r"T', n>. o0, sont en fait définis sur C(&), ce qui était évident
a priori sur 'image par Im d’une résolution de A par des produits d’'injectifs
élémentaires.

REMARQUE. — On vérifie aisément que les dérivées a gauche de Im sont
nuls (lorsqce € satisfait aussi aux hypothéses de la proposition 1.4).

3.5. — Donnons une derniére version de la définition de I' lorsque & est
un treillis, qui ne sera rien d’autre que I'habituelle définition des cocycles de
Cech de degré o. Supposons pour simplifier que € est une catégorie abé-
lienne, sous-catégorie des groupes abéliens : se donner une section o
de A €¢C(&*) revient a se donner un élément o (a) de chaque 4 (a), de telle
sorte que ces éléments « se raccordent » sur les intersections.
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Autrement dit, on doit avoir dans A(anb) :
PaansT (@) =pi ansa(b).

En effet, si o est une section de 4, ces deux éléments de A(aznbd) sont
tous deux égaux a ¢(anbd), et réciproquement, si toutes ces égalités sont
vérifiées, on a, en particulier lorsque a$=b, b=anb et p,,o(a) =0 (b).

r4= Ker[ HA (@) il’[/l (anl))],

a ab

Donc

avec )
(aa> ((l{'\[}) :})n,nnl)a("’/) “[M,unba(b)-

La restriction de 6 a [[ A(a, b) (cf. .3) qui est plongé dans rlA(anb)

a,b a, b

. La={b
coincide avec d.
k. Foncteur « cosections » L sur € (&). — Nous allons définir dualement
un foncteur cosections L sur € (&).
k.1. — Considérons I'ordre de & dans un point y, obtenu en ajoutant un

dernier élément y & & : &yy. Comme C(y)=¢C, un morphisme A de
Aec(8) dans Se€C(y) est un élément £ de II Hom (A (a); S) tel
aE§
que /'4[1 -pab: ]“(Z'
DeriiTioN. — -Soit 1:6-<L y un dernier élément de &. Appelons foncteur
cosections L, ou foncteur image directe par w, un foncteur qui fait
correspondre :

a chaque objet A€C(8), un objet de C noté LA ou v A : objet des
cosections de A, et un morphisme p? au-dessus de n: A—>LA=unA (§2);
a chaque morphisme f: A—B dans C(&), un morphisme Ljf ou
nf:LA-—>LB dans €, tel que le diagramme
A
AL S LA=n4d
|
_/l lLf:T,j
Y 5 Y
B >LB=nuB

sott commutatif, de telle sorte que la condition suivante soit vérifiée :

Tout morphisme A — S de € (&) dans C(y) = €, au-dessus de n a une
Sfactorisation unique par p* : A —~LA — S, autrement dit, le morphisme
induit par p1 .

A
Hom (LA; S)=Hom (n4; S)-2—> [I Hom (A (a); S)

€S
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est un monomorphisme dont I'image soit exactement formée des morphismes

de A dans S au-dessus de 7 :
Hom, (A4; §) =Hom(n4; 9).

Un tel foncteur, s'il existe, est unique & un automorphisme prés de €, et
si E, est un objet coélémentaire de ¢(8) : LL,— E,(a). Remarquons que
I'existence de L revient a I'égalité fonctorielle (c¢f. § &.3)

I'Hom(4; §)=Hom(L4; S).
Nous allons démontrer la proposition suivante :

ProposiTioN k. — Soient C une catégorie abélienne avec sommes directes,
et & un ensemble ordonné. 1l existe sur €(&) un foncteur cosections L
(définition ci-dessus). Ce foncteur L est additif et exact a drotte.

PreuveE. — Supposons la catégorie € additive, et soit, pour tout couple
ordonné @ < b de & : A*(a, b) = A(a). On peut alors interpréter simplement
les conditions que doit vérifier & en posant

0% : H Hom (A4 (a); S) = H Hom (A*(«, b); S),
“€s ua—’<bb

(83 k)a,b: kl) Pab — /\Vm

A définit un morphisme de A dans S si et seulement si 35 kA = o. Si les sommes
directes existent dans G, on a

aEeg \(l-’-<1/

= l] Hom (A*(«, b); S),

l_[ Hom (A4 (a); S):Hom(aGE}é:A(a); S>—6§—> Hom( st A*(a, b); S>

a, b
a={b
d; est induit par un morphisme ¢ indépendant de S :
@ A'(a,b)> @ A(a)
a, b aesg
a={b

ainsi défini : o est la somme des morphismes d,, j 01t d,,; estla « composante »
de 0 induite sur A*(a, b) :

da,b———IA(b)~PaI:_IA(a}7 d:@dﬂyb

autrement dit, d,,; applique A*(a, b) dans A(b)P A(a)c @ A(a) par
Pap dans A (b) et moins I'identité dans A (a). “ee
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Lorsque € est une sous-catégorie ([8], p. 137) de la catégorie G des groupes
abéliens, si a(a, b)e A*(a, b) :

da(a, b) =pwpa(a, b) —a(a, b).

Si la catégorie € est abélienne, définissons

LA = Cokero :
la suite
@ A (a, )% B A(a)—>LA—>o0
«€g

a,b

a={b

est exacte. Il en résulte que la suite

a, b

o—>Hom(LA4; S)—»Hom( D A(a); S)g— Hom< D A*(a, b); S‘)
aes
a={b

est aussi exacte. Donc un élément

keHom(”Qe}é;A (a); S) :l] Hom (A (a); S)
aES

est un morphisme de 4 dans S si et seulement s’il se laisse factoriser par L 4 :

keKero* < keHom(LA; S).

A un morphisme f : A4 — B, la suite exacte précédente fait correspondre
un morphisme Lf : L4 > LB. L est donc un foncteur covariant de € (&)
dans €, et 'on vérifie aisément que L est exact a droite. On a de plus :

L A,=@LA,.
7/ 7

Lorsque C est une sous-catégorie de la catégorie des groupes abéliens, on
peut donner de L A une définition directe duale de celle de 3.1 :

LA est le quotient de @ A(a) par le sous-groupe engendré par les
ey

a(a) — paa(a) [owa(a)eA(a)].

l4.2. Troisiéme définition de L (duale de 3.%). — Nous supposerons que
& est une catégorie abélienne avec sommes directes dont tout objet est image
d'un objet projectif. Considérons la catégorie €(&Uy), (&Uy représente &
auquel on a ajouté un dernier élément y), et le foncteur C(6Uy)—C que
nous noterons Coim :

AE@(@U)/)::Im @A(a)-—>A( ) :COiInAGC’,
a€§ Y

9: A—>B = Coim ¢ : Coim 4 — Coim B.
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On peut construire les dérivées & gauche /, Coim d’aprés la proposition 1. k.
Nous allons prouver que, si L est défini par &.1, le foncteur obtenu sur
€(&Uy) en composant L avec le foncteur restricion C(8Uy) > C(8)
coincide avec I, Coim. On a un épimorphisme canonique LA — Coim A
qui est une transformation naturelle de foncteurs, et de plus, L et Coim
coincident sur les projectifs sommes directes de projectifs coélémentaires (§ 2).
Donc, puisque L est exact a droite :

l,Coim = L.

Il en résulte que les /, Coim = /,I', n > o sont en fait des foncteurs définis
sur C(&) ce qui était évident a priori sur 'image par Coim d’une résolution
de A par des sommes directes de projectifs coélémentaires.

%.3. — Donnons enfin une version « de Cech » de la définition de L en
supposant que & est un treillis, et pour simplifier, que la catégorie abélienne
€ est une sous-catégorie de celle des groupes abéliens :

LA:Coker[ﬁ%A(an)—i@A(a)J,

02 (aUb) =paysea(aUb) — payssa(aub).

5. Dualité catégorique. — Comme au paragraphe 1, désignons par &*
I’ensemble & muni de la relation d’ordre opposée et par C* la catégorie duale
de C.

Soit % le foncteur (exact, contravariant) qui, a chaque objet 4 de &, fait
correspondre I'objet A* de ¢*, dual de 4.

Le foncteur % s’étend & € (&) et définit un foncteur
C(6) e (&)

qui permet ainsi d’'identifier ¢*(&*) a la catégorie duale de C(&) : C(&)".
Si & ¢ & est un premier élément de &, 2*—<*&" est un dernier élément de
&%, et & tout morphisme € (x)— €(8) le foncteur % fait correspondre un
morphisme C*(z*) <- €*(&").
La caractérisation des foncteurs I' et L entraine que, si A€€(&), I'objet
(TA) ec* est identique a l'objet LA*€¢*, autrement dit, le diagramme
fonctoriel

c

est commutatif :
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De méme, si & -4 y est un dernier élément de &, & —<*y* est un premier
élément de &%, et 'ona (LA)*=TA4" ou % L=T %. Le passage a la caté-
gorie duale de ¢(8) transforme donc I' sur €(8), en L sur ¢*(&*), et L sur
C(8), en T sur ¢*(&"). I et L sont donc des foncteurs duaux 'un de I'autre.

6. Cas particuliers et exemples.

6.1. I’ensemble ordonné & a un premier ou un dernier élément. — La
proposition suivante est évidente, vu les définitions des foncteurs I' et L.

ProrositioN 6.1. — 8¢ lensemble ordonné & a un premier élément x,,
le foncteur I' fait correspondre a A€ (&), lobjet A (xy)€E€C, et au mor-
phisme f: A— B, le morphisme f. : A(x,)— B(x,). T est donc exact. Si
& a un dernier élément y,, le foncteur L fait correspondre a Ae€¢ (&),

lobjet A(y,)€Ceta f: A—>B, f., 1 A(yo)—>B(y,). L est alors exact.

6.2. Ordre trivial. — Un ensemble ordonné trivial est un ensemble
ordonné dont les seules relations d’ordre sont les identités @ —< @. Un élément,
A €€E(&) est alors simplement une collection d’objets de € indexés par &, et

ra=| IA(a), LA= @ A(a).
- a€Eg
ags
La propriété d’exactitude de L dans ce cas est 'axiome AB 3 de [8] : une
somme divecte de monomorphismes est un monomorphisme. La propriété
d’exactitude de I' dans ce cas est 'axiome AB3* de [8] : un produit direct
d’épimorphismes est un épimorphisme.

6.3. sup et inf d’une famille de sous-objets. — Soient { 4;}, une famille
de sous-objets de 4 €€, & ’ensemble ordonné formé par les A; et A, avec
pour ordre 4;< A ;&> 4, C A;; A Pobjet de €(&) formé par les 4;, A et les
inclusions.

Alors

ra=mt{d,j=[") 4.
! i

Soient & I’ensemble formé par { o} et les A;, ordonné par inclusion, et &
I'objet de ¢ (&') formé par A4 etles A/A4; :

La'=A/sup{A;] =4 /EA,-,

autrement dit :

Y Ai=Ker: (4—~Lav).



HOMOLOGIE DES ENSEMBLES ORDONNES. 277

6.%. Limites directe et inverse. — Il est clair que lorque & cst filtrant &
droite, L A — limite directe { A4 (a), pas} au sens usuel, lorsque & est filtrant
a gauche, I' 4 = limite inverse { A (a), pay} au sens usuel.

Soit en particulier une famille filtrante croissante de sous-objets A; de

Ae€c. Daprés 6.3, LA'= limite directe { 4/A4,} = A /Z A;.
Or, soient 5 un sous-objet de A et &' 'objet de € (&') formé par B et les
B/BnA;avec, si A;C A, les épimorphismes B/Bn A;— B/Bn A;. Comme,

pour chaque i : B/BNA;— B+ A;/A;—> A/A; est un monomorphisme, on
forme ainsi un monomorphisme @' —> @', D’ot un morphisme

L& =B /an A A /ZAi:La’,
i i

qui est un monomorphisme si et seulement si I'on a

. Wl Q
(lim sup) Bn;Ai_*ZBnA,».
C’est I'axiome AB 5 de [8]. Il en résulte la proposition bien connue :

ProrosiTioN 6.4. — Le foncteur L est exact dans les catégories C(&), &
JSiltrant a drotte, si et seulement si C vérifie laxiome précédent (lim sup)

(AB5 de [8]).

Dualement, si { A;} est une famille filtrante décroissante de sous-objets
de Aec. Daprés 6.3 : T'@ =limite inverse { 4,} = mA[. Si B est un
sous-objet de A et 3 I'objet de ¢(&) formé par les (4;+ B)/B et les mono-

morphismes : si 4, C A;, (A;+ B)/Bc(A;+ B)/B. Les épimorphismes
A;— (A;~+ B)/B forment un épimorphisme @ — . D’olt un morphisme

ra— m A>Te= [ n (A;+ B)J /B.

14

C’est un épimorphisme si et seulement si

(lim inf) B+ () 4i= (") (4i+ B).

C’est 'axiome AB5* de [8] d’ou résulte la proposition duale de celle
ci-dessus.

6.5 — Soit © I'ensemble des ouverts d’un espace topologique &', ordonné
par O O si 0> 0'. €(0O) est la catégorie des préfaisceaux sur X" a valeurs
dans C, et €(O*) celle des antifaisceaux. Si R est un recouvrement ouvert

BULL SOC. MATH. — T. 90, FAsc. 2. 21
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de X et R I'ensemble des ouverts de X" contenus dans les ouverts de R, les
foncteurs I'; et Lz, composés du foncteur restriction : €(0) - € (R) et des
foncteurs I' et L sur R sont les foncteurs sections et cosections sur le recou-
vrement R des préfaisceaux sur X'. De méme, I'z. et L. composés de
C(0") = E(R") et des foncteurs I' et L sur (R* sont les foncteurs sections et
cosections sur le recouvrement R des antifaisceaux sur X .

. Morphismes et connexion.

7.1. — Soient &, &" deux parties de &, I'y,, L., Iy, Lg. leurs foncteurs
sections et cosections. A chaque A€ €(&) on peut faire correspondre ses
restrictions 4 | &' et A |&" a & et &", et considérer ainsi I'y, et I'y, comme

des foncteurs sur €(&). Alors, une inclusion &' > &", détermine les transfor-
)

mations naturelles [ de foncleurs sur €(8)] :

&> : TIg=T,, Lg<Lg.

En effet, VA€ (&) le morphisme I'y;, 4 — A | & détermine par restriction
a4 & un morphisme I'g 4 —A4]|&" qui se factorise canoniquement en
'gA—Tz;A—A|8". De méme le morphisme 4|&"— Ly A induit par
restriction & &" de 4 | &', se factorise par Lg, 4 — Lg A.

Une double inclusion 8'>&" 58" donne évidemment des diagrammes
commutatifs, par exemple :

..
70N

T, —T,.

Soit P (&) I'ensemble des parties de &, ordonné par l'inclusion : si N,
NeP(E), ML INe=MDI. SiReEP (E) et A€C(8), lesT 3 A forment
avec les morphismes définis ci-dessus un objet de C(P(&)), lesLgz A, un
objet de € (P*(&)). On définit ainsi deux foncteurs canoniques de € (&) dans
C(P(8)) et C(P*(8)).

Soient maintenant &, & deux ensembles ordonnés, p un ordre de & dans &'
(§2), Aec(8), A'€c(&') et fun morphisme de 4 dans A" au-dessus de p,
c’est-a-dire un objet de €(8U &’) induisant A sur & et A’ sur &'.

Pour tout a € 8, désignons par pa lensemble des o' € & tels que a4 a', et
de la méme facon, pour tout &' € &, désignons par _pla’ l'ensemble des a€ &
tels que a 4 a' (ces ensembles peuvent étre vides). Si a < b, padpb, et si
@< b, pa cpb. p définit ainsi une application croissante de & dans P (&') :
a—>pa, et une application croissante de &' dans P* (&) : a'— _91 a.

Supposons € abélienne et désignons par ¢ A’ (a) lobjet 'y, A’ des sections

N .

de la restriction de A" & pa, si pa £ 0, et lobjet nul si pa—0.



HOMOLOGIE DES ENSEMBLES ORDONNES. 279

On a un morphisme canonique de A (@) dans EIA’ (), etsia=<b, add,
bbb, et a< b, un diagramme commutatif :

A(a) ,A(b)
1 . ¥
pA (a)-—>pA(b)
¥ ¥
A'(a) A (b

Les _p'A’(a) forment un objet de € (&) : Vimage inverse de A' par p, et
tout morphisme f de A dans A’ au-dessus de p se faclorise canoniquement
en un morphisme de 4 dans -p'A’ dans € (8) et le morphisme de p A’ dans
A’. On a donc

Hom, (A; A') =Hom(A; pA").

De la méme facon, si I'on pose pA (a') = L_p,H,A, les pA (') forment un

objet de € (&) : 'image directe de A par p et
Hom,(A4; A’) =Hom(pA; 4’).

Le foncteur image inverse par p : A'— A de €(&') dans € (&), défini
par p : 6 < &', est, comme I', un foncteur covariant, additif, exact a gauche.

Le foncteur image directe par p : A —-pA de € (&) dans €(&') défini par
0: &=L &, est comme L, un foncteur covariant, additif, exact a droite.

Les morphismes canoniques I'g A'—1T';, A’ déterminent, en vertu de la
propriété universelle de I', un morphisme canonique

oA —>T,pA.

On a de méme
LgpA—>LgA.

On définit de méme 7 * et g* par
x4 _— / * .
prA'(a)=1L;. A et pA(a/)_I‘_piﬂ'A.
7.2. Connexion et théoréme d’isomorphisme. — Le morphisme cano-
nique de I'4 dans 4 €€ (&) est composé de morphismes p, : T4 — A (a)

tels que pu,.pa= pu, celui de A dans LA de morphismes ¢, : A (a) =LA
tels que ¢y.pas= ¢q. Pour chaque € &, on a donc un morphisme

ra-=514
et si @ =4 b, ces morphismes sont identiques car

Ga-Pa= G- Pab-Pa=—= Gb- Po-
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Ceci nous améne donc a la définition suivante :

DerviTioN. — Un ensemble ordonné & est dit connexe st, quels que soient
a, b€ &, il existe une suite d'éléments cq, ci, ..., ¢, de 8, tels que ¢c,= a,
cn=0, et qu’entre deux éléments consécutifs c¢;, c..y, il y ait une relation
d'ordre c;=< ciy ou iy =4 ¢y

ExempLe. — Un ensemble ordonné filtrant (& gauche ou & droite) est
connexe. 1l est clair que si & est connexe, il existe un morphisme canonique
I'A LA, si & n’est pas connexe, une application canonique de I’ensemble
des parties connexes de & dans Hom (I'4, L A4).

THEOREME D'ISOMORPHISME 7.2. — Si ¢ est un ordre (§ 2) de l'ensemble
ordonné & dans &' tel que pour tout o' € &/, _p1a’ (§ 7.1) soit une partie non
vide connexe de &, le morphisme canonique (§7.1) : T A'—>T 0 A est
un isomorphisme I' g, A' = 1‘6—@1 A’

Dualement, si pour tout a€é&, pa est une partie non vide connexe, le
morphisme canonique LgpA —LgA est un isomorphisme LgpA =L A.

PrevveE. — Solenta’' €8/, a e_p1 a' (nonvide), et 9, le morphisme composé
[ pA 28T, 4" 2% 4 ().
Si par exemple, a < b < a' :
Qaa’' = Paa’+ Pa= Pba’ + Pab+ Pa= Pba’ - P = Qba’-

-1 , , . . . . —1 .

p @' étant connexe, on définit ainsi un morphisme de I'g p A4’ dans A’ qui se
. —1 Loy .

factorise donc en I'g p A'—1'g, A'. D’ou I'isomorphisme.

Démonstration duale dans le cas de L.

ExempLE. — Quel que soit &' € &, 'ensemble des éléments € &, tels que
a4 &, est non vide et filtrant, ou plus particuliérement encore, il a un plus
grand élément % (a') [on a alors une application croissante & — & : a'— ) (a'),

INCA @, « rétractant » p] : alors I, =T,
P IS 6

Foncteur prolongement. — La proposition suivante est évidente :

ProrositioN 7.2. — Soient @ une partie de l'ensemble ordonné & close a
gauche (a < p et pe2=ae) etplordrecanonique & < %. Si A€ (),
A :_é A€ (&) est le prolongement par zéro hors de ¢, de A @ &, T est
un foncteur exact. Si A est élémentaire, m A est élémentaire, si A est
injectif, ™ A est injectif. Comme

T, A4 =T,rd
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d'aprés le théoréme 7.2, on a ausst

(rilg) A= (rTg)mA.

Dualement, soient ¢ une partie de & close a droite et ¢’ lordre © -4 8.
Si Aec¢ (), n"A=p'A€C (&) est le prolongement par zéro hors de ¢,
de A a &, m' est un foncteur exact. Si A est coélémentaire, ©' A est coélé-
mentaire; si A est projectif, n' A est projectif. Comme

LoA—=Lgn'A4,
d’aprés le théoréme 7.2, on a aussi

(lLg) A= (L,Lg) 7' A.

7.3. Foncteur restriction. — Soient ] une partie de ’ensemble ordonné
&, v le foncteur de restriction € (&) —€(R) qui a chaque objet A€C (&)
fait correspondre sa restriction Y4 = A4 | R. v est un foncteur exact, mais si
I est injectif de € (&), sa restriction Y/ n’est pas en général un objet injectif
de € (R) ni méme un objet I g-acyclique; si P est projectif, v P n’est pas en
général L ;-acyclique. Mentionnons deux cas ou il en est ainsi :

ProrositioN 7.3 A. — Si pour chaque a€ &, l'ensemble des r € R tels que
r=a est vide ou posséde un plus grand élément ) (a) (c'est le cas par
exemple si R est clos a droite : ¢ < d et c€R entrainent deR), alors A
élémentaire (§1) =y A élémentaire, A injectif =y A injectif, et l'on a
entre les dérivés a droitedel gy sur €(8) et deT g sur € (R), l'isomorphisme

r(Lpoy)=(rTg).y.

Dualement, si pour chaque a € &, l'ensemble des r € R tels que a <4 r est
vide ou posséde un plus petit élément (c’est le cas si R est clos a gauche),
alors : A coélémentaire =y A coélémentaire, A projectif = v A projectif,
et l'on a entre les dérivés a gauche de Lgy sur € (&) et de Ly sur ¢ (R)
Lisomorphisme

L(Lg-1) = (Lilg)-T.

—1

REMARQUE. — Si p est un ordre de & dans &' et p le foncteur € (&') = C(&)
défini au paragraphe 7.1, il en résulte que

(7B A (a) = (rTha) (A'] pa).
De méme pour le foncteur p de ¢ (&) dans € (&') :
(Lip) A(d') = (1,1L_gm> (pa).
ProrosiTioN 7.3 B. — Soient & filtrant a gauche, & cofinal, s le fonc-

teur restriction C(&)—C (&), A€C(&) : (rlg) A= (r"Ts)sA. Si &est
Jiltrant a droite, & cofinal : ([,Lg) A = ({,Lg)sA.
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PrevveE. — Soient A“ un objet élémentaire (§1) en €8, ay~< @, a,€8&/,
E={be€&; b a,}, sy, s les restrictions a &,, &'; 5,4 est un objet élé-
mentaire donc acyclique de €(&;). Si 0—§ A¢— B — (C'— o0 est une suite
exacte dans € (&), sa restriction a &, est exacte, donc aussi

o—>Tgs0A°—>Tg 5B —Tg5C—o.

Mais, d'aprés 7.2 : I'g s,—=1T. Donc 0o >Tg 54T B -1, C'— o est
exacte et (') (s’A%) = o. Il en résulte que si II.4; est un produit d’objets
élémentaires de &, 7' I’ (s'I14;) =o d'ou l'on tire par un raisonnement
connu que (I ) (s'I14;) = o, d’ou le résultat.

8. Variations sur les foncteurs sections et cosections : foncteurs relatifs
avec supports, limites.

8.1. Foncteurs sections et cosections relatifs. — Soit & une partie de
I'ensemble ordonné &. Considérons les morphismes d’un objet .S de la caté-
gorie abélienne C (considéré comme attaché & un premier élément z ajouté
a &, cf. §3.3), dans un objet A de € (&), qui sont nuls sur & . Il résulte alors
qu'ils sont nuls sur &, cléture droite de &' : ensemble des éléments a € & tels
qu’il existe au moins @' €&’ avec a'—{ a. Si ¢, est I'épimorphisme naturel
HA (a) — [I A (a') soit L' gyoa g le foncteur covariant de ¢(&) dans €
aeg wes
défini par

Tgmag A =Ker (9 q).

c’est-a-dire par la suite exacte

0 Tgmug A | [ 4(@) ZB] 4 (e 0) < [ A ().

aES a_,(/)b aE§
a

On peut caractériser I'g .44 par une propriété universelle analogue a celle
qui caractérise I' (¢f. 3.3). Ignoag est exact a gauche et est appelé foncteur

sections de & mod &' <0u sections de & « supports dans & — E’).

Notons
C“(&;A)::IIA((Z), Co (&' A):[] A(a'),
a€g aEg
Ci(&; A) = [] A(a by, cr &)= ][] Aa b)

et désignons ces objets de C par : cochaines de degré o ou 1, de & ou &
relativement a A. Soient ¢, 'épimorphisme naturel C1 (&, 4) — C' (&'; A) et

C°(&mod &'; A) = Ker g,, C'(&mod &; A) =Kero,.
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On obtient ainsi le diagramme commutatif dont les lignes et les colonnes sont
exactes :

o]
!
T,

i

0<—C0(8, A)<

A4 <«— TgA4 <— Tgnugd <—o0

Co

C'(&; A)<«—C'(Emod &'; A) <—o0

Y
0<—C‘(6/,A)+E'——C‘(6; A)<—C'(Emod &'; A)<—o0

Dualement, considérons les morphismes de 4 € ¢(&) dans un objet .S de
€, nuls sur & : ils sont alors nuls sur la cléture gauche &' de &'.

Si ¢, est le monomorphisme naturel @ A(a)—> B A(a), soit Lgnog
aeg’ aES

le foncteur covariant de € (&) dans € défini par
Lgmoag A = Coker (9 + ) ;

Lgmoag peut étre caractérisé par une propriété universelle analogue a celle
de L : c’est le foncteur cosections de & mod &' (ou cosections de & a supports
dans & — &').

Prenons des notations duales pour les chaines de degré o ou 1 de &, &,
& mod &, relativement a A :

CO(‘S;A): @ A([I,), Ci<&7/1) @ A*((Z,b),
ag g a<{b
C, (& mod &, A) = Coker ,, C,(&mod &', A) = Coker ;.

On obtient le diagramme commutatif dont les lignes et les colonnes sont
exactes :

Lgd —> L

UN

0—>Cy(8;4)——5Cy(8&; A)—> Cy(Emod &'; A)—o0

0 o 0

o—> Cy (& A)—"'i;C,(é’»; A)—>Ci(Emod &'; 4)—>o0

8.2 Sections et cosections avec supports dans les parties d’un anti-
filtre. — Une inclusion &;5 &, de deux parties de & détermine pour chaque
Aec(&) un monomorphisme I'g g4 — T gmoig;4 et un épimorphisme
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Lgmodag A «Lsmodsifl. Si F={&; est un filtre de parties de &, soit ®
Pantifiltre des complémentaires { & — é_Si} des clotures a droite des &;, W
celui des complémentaires { & — &;} des clotures a gauche. Les foncteurs T'g ¢
et L v des sections et cosections de & a supports dans @ ou W sont définis par

Toad= lim Tgyoag4; LgwA— lim Ligmodg; 4.
Si€F Gi€F
8.3. Foncteurs limites a droite et a gauche. — Rappelons qu'on a deux

foncteurs naturels, que nous noterons S et S* de ¢(&) dans C(P(8)) et
e (e)) (§7) :

sideC(8) et ReEP(8): SA(R)=Tzd, SA(R)=LgzA.

S est covariant et exact a gauche ccmme I', S* covariant et exact & droite
comme L.

Soit @ le sous-ensemble de P (&) formé des parties R de &, que nous
appellerons recouvrements a droite de &, satisfaisant a

R est clos a droite (r < aetr € R entrainenta € R ),

(D) Red= g
Vae€é, il existe reR tel que a < r.

@ est ordonné par inclusion [ordre induit par celui de P(&)], et n’est pas
vide puisqu'il contient &, qui en est le premier élément.

@ est filtrant a droite car si Ry, R,€®, lintersection R = R;N R,
appartient encore a @ : en effet, si a€ 8, il existe re®R, tel que a{r, et
rys €R, tel que ry={ ry d’ott un élément r, € R tel que a < rs. .

Etudier @ revient naturellement  étudier « I'extrémité droite » de &.

Comme @ a un premier élément, I j et L« sont triviaux. Comme @ est
filtrant & droite, L, et I'p« sont des foncteurs de limite directe et inverse.

Nous appellerons sections et cosections de Cech (a droite) sur &, et

) v
noterons U'q et L, les foncteurs composés

Iy=Lg.S, L,=Tg.8
soient
IA=Lg.S4= lim Tgd, L, A=T4.8'4A= lim LgA4.

> <
RED RED

Il existe un ordre canonique p de @ dans & : R {a<= R>3a, et I'y et L,
peuvent aussi s’écrire
F,/: L, ._pl et L/: l‘m*._p'*.
Dualement, soit & le sous-ensemble des recouvrements a gauche de &,
défini par
(G) Reg = {

R est clos a gauche.
Vae &, il existe re R tel que r < a.
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1l existe un ordre canonique o' de & dans G : a { R <= a€R.

G est filtrant a gauche, et les sections et cosections de Cech (a gauche)
sur &, notées fé, et Ijn sont les foncteurs composés
X 4 :
I, = Lg.S:Lg.p’; L’.’,:I‘g*.S*:[‘gwp’*
soient
[, d=1,.84=lim Tgd, LA=Tg. S'd4= lim Ly A.

—
REG REG

Si &' est une partie de & close a droite, " une partie close 4 gauche (§8.1),
la « relativation » des foncteurs .S et S* ci-dessus donne des foncteurs Sgyoq:
de ¢ (8) dans C(P(8)) et Sgmoag de €(&) dans €(P*(8)), définis par

mEP(é;) : Sé;modg.A(d{):l‘amodmné;,A,
S*smods"A (R)=Lgmagned;

d’ou les sections et cosections de Cech a gauche et « droite mod & ou &'
(foncteurs composés) :

e

v
—_— . — T * .
d,gmod §' — La) . S@ mod g’ Ld,snnodg" =1 o** S.s mod §" 9

v v
. . *
I‘g,gmod &’ = Lg Sé; mod g’ Lg,@mod & — rgk « D gmod gre

9. Homologie et cohomologie d’un ensemble ordonné.

9.1. — Soit € une catégorie abélienne avec sommes directes dont tout
objet est image d’un objet projectif. D’aprés les propositions 5, 2.1 et 2.4,
on peut définir pour tout ensemble ordonné &, les foncteurs /,L, dérivés
gauches de L, de ¢(&) dans €. Si A€C(8), [,LA€C est le n'®™m objet
d’homologie H,(&; A) de & relativement a A.

Dualement, soit € une catégorie abélienne avec produits dont tout objet
se plonge dans un injectif. On peut définir les dérivés a droite du foncteur I'
de ¢ (&) dans C. Si 4 € C(8), r"I' 4 estle nit™c objet de cohomologie H"(&; A)
de & relativement a A.

Morphismes. — Soient &, & deux ensembles ordonnés, f une appli-
cation croissante de & dans &', A'€C(&') et —jI'A’ I'objet de €(&) défini
par ?A'(d):A/(ftl). 7 est un foncteur exact de C(&') dans C(&).
Si 0—A'—1" est une résolution injective de A’ dans C(&') : 0—>7 A’~>T]‘1’I’*
est acyclique, et si o——>_j1'A/~>1* est une résolution injective de _jI'A’
dans €(&), I'isomorphisme TflA"—+_flA’ se prolonge par un morphisme,

défini & une homotopie pres, de _jl'l’* dans I* ([2], chap. V, prop. 1.14a).
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D’aprés le paragraphe 7.1, si f, est 'ordre de & dans &' défini par f, on a

-1
une transformation naturelle de foncteurs I'y =T f,. On a donc des
morphismes

Ty l" Ty fI* 5Tl
d’ou le morphisme canonique
—1
Hr(&; fA4)< (&' A").

Dualement, si f, est 'ordre de & dans & défini par f (§ 2, exemple &),
on a une transformation naturelle de foncteurs Lg fi=Lg (§ 7.1). En

prenant une résolution projective de A', et en raisonnant comme ci-dessus,
—1

(f‘jA’:fA’), on obtient le morphisme canonique
—1
m,(6; f4) > H, (85 4').

Des considérations d’algébre homologique relative que nous ne dévelop-
perons pas, ou les chaines et cochaines relatives (§ 8.1 et 10) permettent de
définir H,(& mod&'; A) et H*(& mod&'; A) qu’il ne faut naturellement
pas confondre avec (/,Lgnoig) A et (r"Lgmoag) 4.

9.2. Suites exactes. — Les /,L forment un foncteur homologique ([8],
p- 140 et 143), les r”I' un fonctear cohomologique. A une suite exacte
0—>A'—+>A->A"-o0 d’objets de €(&) correspondent donc des suites exactes
d’homologie et de cohomologie :

o> H (8 A > H, (83 A)>H,(6; A") > H, ,(&; A") —. ..
—~H (& A"y >LA—+LA-—>LA"—o0,
0>TA >TA->TA">H (&, 4")—...
> H"(&; A)—>H"(&; A") > H"'(&; A') —. ...

D’autre part, la définition de I'gnoag €t Ligmoag (§ 8.1) donne naissance aux
suites exactes d’homologie et de cohomologie relatives (cf. également § 10) :

o> H, (8 A) > H,(Emodé&'; A) I, ,(&; 4)—...
> H, (Emodé&'; A)—>LgA—->LgA—>LgnugAd—o,
0>Tgmugd—>TgA—>TgAd—>H (Emod&'; 4)—...
—H"(&; 4) > H"(&; AYy > H"' (Emod&'; A) ....

9.3. Réduction. — Soit p un ordre de & dans & tel que V' €6/, ;pl a' soil
non vide et connexe. Il en résulte (§ 7.2) un isomorphisme de foncteurs
sur C(8&' : I‘S':I‘G—{}’ d’ou I'identité des dérivés droits 7T et r"(I}fp’)
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sur €(&'). Il est intéressant d’avoir des critéres donnant des conditions pour
qu’on ait

r"(I‘Sﬁp1 ) = (rly) ._91,
le suivant sera utilisé au paragraphe 11 :

ProrosiTion 9.3. — Soient 2 une application croissante de & dans &',

o lordre de & dans &' défini par i (§ 3). Supposons que l'ensemble ~p1 a', des
éléments a de 6 tels que l.a <4 o', ait, quel que soit o' € &', un plus grand

élément p.a' (il en résulte hp.a'{ a', Va' €6&'). Alors r”(I‘s_gf):(r"‘I‘&)_{)1 .
Autrement dit, on a un isomorphisme, pour tout A'€C(&') :

H(&; A)y=H"(&; 7 A").

Dualement, soient ). une application croissante de &' dans &, p lordre
de & dans &' défini par ) (a<a'< a-<{a'). St l'ensemble pa, a, quel
que soit a€ &, un plus petit élément p.a, alors I,(Lg o) = (I,Ls) 0 autre-
ment dit, H,(&; Ay=H,(&';pA4).

Preuve. —— Si J'¢ est un injectif élémentaire de &' (§ 2), o J'¢ est un
injectif élémentaire J#¢ [avec J'¢ (a') = Jv* (pa')]. Comme _91 commute
avec 7, I'image par p d’un produit d’injectifs élémentaires de & est un
produit d’injectifs élémentaires de &. Comme tout objet d'une catégorie C (&)
a une résolution injective a l'aide de produits d’injectifs élémentaires, la
proposition en résulte.

Preuve duale pour la seconde partie.

10. Résolutions standards dans € (&).

10.1. — Soient C une catégorie abélienne avec produits, o le foncteur qui
A chaque objet A4 €C(&) fait correspondre I'objet .4 €C (&) ainsi défini :

cd = I I A?,
tES

ou A’ est I'objet élémentaire (§ 2) défini par 42 (b) = A (b).

Le produit des morphismes canoniques de A dans les A% détermine un
monomorphisme de A dans A4 : ACaA.

Si II est un foncteur exact (c¢f. § 6, axiome AB3* de [8]), ce que nous
supposerons, ¢ est un foncteur exact de 4 car

(cA) (a):[[A(a, b)  avec (¢f. §4.3) A(a, b)=A(b).
b
a={b
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Pour la méme raison, comme un objet élémentaire est [-acyclique, un
produit d’objets élémentaires I'est alors également : oA est T-acyclique, et

I‘(O'A):[[A(a).

agg
Itérons le foncteur ¢ :

oo A =04 ::l‘IA”)"7 ou Abc= A< si b={ec.

bye

v e
To*A :l]A(a, by  [A(a, b)=A(b)]
o
Or, la suite exacte de définition de T A s’écrit

o—>TA —»HA((L)-—>]]A(«, b),

AF (::(bb
a

c’est-d-dire
0>TA4d—>Tocd—>Tao2A4.

Elle suggére donc de maniére évidente la considération de la résolution
suivante de A, I'-acyclique, dans ¢ (&), ou I'-résolution standard de A :

3 [ O .
0>A->0A4-562d->. . a4 Bonr2d . ..,

a.rH—lA — l I Ano,n‘,“.,ﬂ",

ag =4 a;<...~<a,

avec

Ao sty = A, si ay<a,=<...<a,

et 0, est défini par le produit de ses composantes appliquées dans chaque
Aﬂo,lll,.“,(l,l .

n-41
I I boy b b I I &
. Doy Dys ves b, Ay, gy vyl ooyl gy Qyyeny A,y
6,1’/4,,0’,,“_,,’4,’1“ : A 0> V15 o0 Un e A 0 gy eees gy ey uT:—>-A 00 @asees Qgeg g
bo=L... =L by i=0

n

3\ .
J— i P n-+1
8/1,44"0"’1’“'a”n+1’—‘ 2 ( l) T pugsayy ey @iy oney iny ( ]) _ptl,,,a,,.;_‘ L gagsagsemsane

i=0
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Cette résolution est acyclique dans € (&), ce qui veut dire qu’elle l'est en
chaque b € &. En effet, en b €&, on obtient

o—>A(b)—>IIA(aO)E'> lI A(ay, a) —. ..

ay Ao, A4
b =L by b{ay-{a,
— [I A(ay, ay, ..y ay) —. ..
Agy Mgy oy Uy
belday={...La,

qui n’est autre que 'image de la résolution par le foncteur sections I'; relatif

au sous-ensemble b de & formé des c tels que b < ¢. Ce sous-ensemble a un
premier élément b : I'; est donc exact et I'; 4 —= A (). Le début de Ia suite

précédente, définissant I'; A est donc exact. L'opérateur conique classique

[[ A(ay, @y, ...y yy) = Il A, ay, ay, ..., an_y)

Qoy 1y ooy Ay Aoy Agy oo vy Ay
bedag={ay=4... <L,y befag{a, 4. < a,
Sn
<= l I A (cys €1y vvny )
CoyCryeveyCr

befcopey=X...~<cp

nul sur A (cg, ¢1y ..., ¢a) st cyZ b et 'identité si ¢,—=0b, est un opérateur
d’homotopie, car la composante appliquée dans 4 (a,, a, ..., a,) de 3,5,
est

n—1

E (=) T ity a0ty (= 1) Pay_ya, Lt ibyay, ...y ayyi

i=0

tandis que la composante de s,.;d, dans le méme objet est la composante
de 9, dans 4 (b, a,, ai, ..., a,), c’est-a-dire

n—1

i ~ n
Lt (g, o) E (=0 a0 a0 = (= 0" Payan Lty sty
i=0

Donc la composante de 6,4 $,+ $,.19, appliquée dans A (ay, ai, ..., a,)
est I y(a,...,a,r C est-a-dire 'identité.

La résolution 64 =6 A —+>0*4A—...—>a"4 —...] est un foncteur exact
de 4.

Il est bien connu qu’on peut, au lieu d’'une résolution injective, utiliser
une résolution I'-acyclique d’un objet A pour calculer la valeur pour A des
dérivés r"T' ([8], p. 148). La résolution ci-dessous est I'analogue de la
résolution flasque canonique en théorie des faisceaux ([T}, p. 167). Comme
elle existe indépendamment de I'éventuel plongement de tout élément de €
dans un injectif, on peut donc énoncer (cf. § 9) :
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Dervimion 10.1. — Soient € une catégorie abélienne avec produits, & un
ensemble ordonné, I' le foncteur sections sur & (§ %.3). Les objets de
cohomologie de & relativement & 4 €C(8) sont les objets de cohomologie
du complexe dans € obtenu en appliquant T a la TU-résolution standard
de A définie ci-dessus, soit, en notant

Cn(&; A) =To+' 4 = 2 A(ay, ar,y ..., a,)
;<. <a,

les cochaines de degré n de & relativement & A (c¢f. § 8.1) du complexe
(qui est un foncteur résolvant pour I' : ([8] p. 149 et § 12.1).

0o->C(8&; A)E;CJ (8; A) —6—‘>...~—>C”(c‘:’a; A) 5 Cr+L (85 A) —>. ...

Définition analogue pour la cohomologie de & mod &'.

10.2. — Dualement, on consideére le foncteur 7 qui & chaque 4 €€(8)
fait correspondre 'objet tA €C(8);
TA: @ A},,
bEE

ou A, est I'objet coélémentaire (§ 2) défini par A,(b) =b.

La somme directe des morphismes canoniques des A, dans A détermine
un épimorphisme
TA—>A.

Si @ est un foncteur exact (§ 6, axiome AB 3 de [8]), v est un foncteur
exact de A, et 74 est L-acyclique :
L(tA)= @ A4 (a).
ags
On observe de la méme maniére que la suite exacte de définition de L n’est

autre que
L4 % Ltd >LA -0,

d’ou l'introduction naturelle de la L-résolution standard de A :

On 1]
oA S St A Ao,
avec
T4 = @ Aan,nl,...,a“)
“o’<“x’<~u’<du
avec Ay a,...,0,= Ag, €t 0, défini par la somme directe de ses composantes
sur chaque A, 4, ... 0, :
n
d”)flao,at,...,n": IAztt,-..,a"'p”oﬂt_'_ : (——‘ I>Z Ilua,...,ai,...,a .

n

i=1
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Celte résolution de A par des objets L-acycliques, est acyclique dans € (8)
car en b €&, elle s’écrit :

On

* -
— ) A (ag, ayy ooy @) —> @D A (ag, @)
Aoy Uy ooy g g, Uy
agfay=<%...<a,=<0b ag={ a0

%D A(a)>Ab) o
a={b
[ou A* (@, @y, ..., @,) = A(a,) suivant la convention du paragraphe 5.1].
L’ensemble & des éléments de & plus petits que b a un dernier élément b,

et 'opérateur conique correspondant :

TIH—?.A (l_"_-L-n—HA’

Z,
fa) A*(Coy Cry v v vy Crpa) <= fa) A*(agy a4y ..oy Ay, b)

CosCpy vy Cpgeg Aoy gy oy Ap

ok ey ..k Cpry {0 gL ay=<{... <L a,~Lb
A* (Clmah MR an)

Il

Aoy Aygy ooy @,

nf,-<ﬂl-<‘“-<ﬂ'n-<b
est un opérateur d’homotopie.

La résolution
TA=[...>7mAd—... >4 —>74]

est un foncteur exact de A.

On peut donc énoncer (¢f. §9) :

DerivitioN. — Soient C une catégorie abélienne avec sommes directes,
& un ensemble ordonné, L le foncteur cosections sur & (§ 5.1). Les objels
d’homologie de & relativement & A €C (&) sont les objets d’homologie du
complexe dans C obtenu en appliquant L a la L-résolution standard de A
définie ci-dessus, soit, en notant

C,(8; A) =L+ 4 = ) A (ay, ayy ..., a,)
ag=Lay=%...<La,

les chaines de degré n de & relativement & A (c¢f. § 8.1) du complexe
0<-Co(8; A) L0 (85 A) <. Cois (8, A) 22 C (85 A) <. ..
qui est un foncteur résolvant pour L ([8], p. 149 et § 12.1).

10.3. Application : homologie et cohomologie de I’ensemble ordonné /v
des entiers > o et des ensembles filtrants de type dénombrable. — D’aprés
la proposition 7.3 B, I'homologie et la cohomologie d’un ensemble filtrant
de type dénombrable sont les mémes que celle d’'un ensemble cofinal qu’on
peut choisir isomorphe a /V.
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Or, on a dans ce cas des foncteurs résolvants trés simples de I'n« et Ly;
sidec(N):

0~+1‘N*A——>[IA(H) -i—[]A(ll)—%O%O—}...,

avec, si a = {a, ! :
(a“)/z:PmA,n Apiq— %p
sidec(N):
..o>0—>PA (n);@A(lZ)%LA%O
7 7

. Y
avec, s1 a:z oAyt
S
()“ :Z (au'—ani,uan—l>-

Si A est un objet élémentaire de G(/V*), o est un épimorphisme (c’est
d’ailleurs un épimorphisme si tous les p,., , sont des épimorphismes).

Si A4 est un objet coélémentaire de €(/V), 0 est un monomorphisme.

Les complexes sont donc bien acycliques dans le premier cas pour les
produits d’objets élémentaires, dans le second cas pour les sommes d’objets
coélémentaires.

On a donc

L (N*; A) =o si n>s o,
T (N A) = H' (N*; A) :[IA (n)/a[lA (n),

nenN neN
LL(N ;A) =0 si n> 9,

LL(N ; A)=H, (N ; A) _—:Ker[@A(n) _&@A(n)];

H'(N*; A) avait déja été utilisé par Steesrop ([12], p. 845) et nous le
retrouverons au paragraphe 15.

10.%. Dimension homologique. Probléme de caractérisation du type
d’un ensemble filtrant.

DEFINITIONS :

1 Soient € une catégorie abélienne, & un ensemble ordonné. La dimen-
sion homologique de & relativement a C est le plus petit entier n>>o
(ou +), tel que H,,(&; A)=o0, Ym>n et YA€C. La dimension
homclogique absolue de & est la borne supérieure des dimensions homolo-

oiques de & relativement aux catégories abéliennes.
8 7]

2. Deux ensembles filtrants a droite &, &' sont dits de méme type s'il
existe un ensemble cofinal &, de & et un ensemble cofinal &, de &,
tsomorphes ( pour leur structure d’ensemble ordonné).



HOMOLOGIE DES ENSEMBLES ORDONNES. 293

ProsLEME. — Est-ce qu'un ensemble filtrant de dimension homologique
absolue égale & 1 est de type démombrable? Plus généralement, la dimension
homologique absolue est-elle un invariant moins fin que le type dans la caté-
gorie des ensembles filtrants?

10.5. Isomorphismes. — Nous allons prouver deux théorémes d’isomor-
phismes qui s’ajoutent aux théorémes d’isomorphismes déja démontrés aux

propositions 7.2, 7.3 A, 7.3 B.

ProrosiTion 10.5. — Si 4 est un objet constant de C(&) [V a < b, pa est
un isomorphisme de A(a) sur A(b)], on peut aussi le considérer avec
les Py comme un objet de C(&'). Les Joncteurs résolvants des para-
graphes 10.1 et 10.2 montrent alors immédiatement que [!'ensemble
ordonné & et son dual & ont mémes objets d’homologie et de cohomologie
relativement a A :

H,(&; 4)=H,(&; A), H"(&; A)=H"(&; A).
TutoriMe 10.5.A. — Soit ¢ un ordre de l'ensemble ordonné & dans
lUensemble ordonné ¢ satisfaisant a :
1° Va€é, pa est non vide et filtrant a gauche;

—1

2° Y pEX, p p est non vide et filtrant a droite.

Alors, si € satisfait a Uaxiome (lim sup) du paragraphe 6.k, et
si A€C(&) : p est un foncteur exact; l'image par p d’un objet coélémen-
taire de C(8) est un objet Ly-acyclique de C(Z); I'image par p de la
Lg-résolution standard de A4 dans ¢(&) (§ 10.2) est donc une résolution
Lg-acyclique de 04 dans €(2). On a donc les isomorphismes

H, (& A)=H,(2;p4).
Dualement, si C satisfait a U'axiome (lim inf) du paragraphe 6.4 et
si Bec(2), on a l'isomorphisme
H'(8; 0 B)=H"(2;B).
PRrEUVE. — Par définition : p A (p) = L‘(,‘,,A'

Puisque 7 p est filtrant a droite et que € satisfait 2 (lim sup), d’aprés le

paragraphe 6.4, p est un foncteur exact :
C(8) € (D).

Montrons qu’il transforme un objet coélémentaire (§ 1) de C(&) en un
objet Lg-acyclique. Soit 4 un tel objet, tel que A(b)=A(a) si a b
et A(b)=osia-Kb. Dapres la condition 2° :

A(p):L_pipA:A(a) si a=<p et pA(p)=o0 si a{p.

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FAsc. 2. 22
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Donc, oA est constant et égal a 4(a) sur pa (qui est filtrant & gauche et
clos & droite) et nul hors de pa. D’aprés la proposition 7.2 :

H,(250A4) = (L,Lg) pA = (L)L) pA=H,(pa; pA).
Mais comme p A est constant sur pe, d’aprés la proposition 10.5 A ci-dessus :
H,(pa;pA)=H,(pa"; pA)

et comme p«* est maintenant filtrant a droite, H,(pa*; pA)=o0 si n>o,
puisque € satisfait a (lim sup). Donc H,(€; pA)=o0 si n > o et I'image
par p d’un objet coélémentaire de € (&) est bien L-acyclique.

Il en est donc de méme de 'image par o d’un objet projectif de €(&).
Comme L,04 = LgA d’aprés le théoréme 7.2 et que p est exact, on a bien

les isomorphismes
H,(&; Ay =H,(T;pA).

Preuve analogue pour la propriété duale.

Les considérations du paragraphe 9.1 (Morphismes) et la démonstration
du théoréme 10.5 A ci-dessus prouvent immédiatement le théoréme suivant,
généralisation du théoréme 10.5 A et de la proposition 9.3 :

Tutorkne 10.5 B. — Soient p un ordre de lensemble ordonné & dans
lensemble ordonné &', AeC(&). Si le foncteur p : C(&)—C (&) est
exact, on a un morphisme canonique

H,(&;04)—>H,(&; A).

Si de plus, Y a€& l'homologie de (pa) « coefficients constants dans C
est triviale [c'est-a-dire : pa est non vide et connexe, et II,(pa; K)=o,
n>o; KeCl, alors ce morphisme est un isomorphisme

H,(&; Ay =H,(8;pA).

Dualement, si B€C (&) etsip : €(&)—C(8) est un foncteur exact,
on a un morphisme canonique

H" (& By —~>H"(&; 0 B).

Si de plus, W a' € &', la cohomologie de p a' a coefficients constants dans €
est triviale, ce morphisme est un isomorphisme

H (&, pB)=1"(&; B
(on notera I’analogie de ce théoréme avec le théoréme dit de Vietoris-Begle).

10.6. Homologie et cohomologie d'un recouvrement d’un espace
topologique a coefficients dans un préfaisceau ou un antifaisceau. —
Soient A" un espace topologique, R un recouvrement ouvert clos, c’est-a-dire
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que Ue R et UD V=V e€R, A un préfaisceau dans la catégorie abélienne ¢,
défini sur R, c’est-a-dire un élément de €(R) (R ordonné par inclusion :
U<V < U> V), B un antifaisceau défini sur R (B€C(R")).

Les H,(R; A) et H*(R; A), H,(®; B) et H*(®R; B) sont les objets
d’homologie et de cohomologie de R & coefficients dans A4 et B.

On peut les calculer au moyen des chaines et des cochaines de ® & coeffi-
cients dans A et. B, d’aprés les paragraphes 10.1 et 10.2.

Soit maintenant ¢ une famille non vide de parties non vides de P'espace
topologique X, ordonué par inclusion (p < g< pDq), satisfaisant aux
deux conditions suivantes :

S

(%,) la réunion de deux parties de 4™ appartenant a 7, appartient égale-
ment & 7
(¢,) tout ouvert non vide de A" contient un élément de <.

Exemples de familles . — «. Les parties finies de X'; b. Si chaque
ouvert non vide de X" contient un fermé non vide (par exemple si tout point
est fermé), les fermés non vides de X" forment une famille <.

Soit @ 5 le sous-ensemble de T que forment les éléments de ¢ contenus
dans au moins un ouvert du recouvrement ouvert clos &.

La relation d’inclusion dans P(.X') définit alors un ordre canonique =
de R dans <€, qui satisfait aux deux propriétés (cf. théoréme 10.5A) :

(m,) si Uest un ouvert de &, 'ensemble 7U des pe < ; contenus dans U
est non vide et filtrant & gauche;

(m:) si pE€Xg, I'ensemble 7 p des ouverts de ® contenant p est non vide
et filtrant & droite.

Si A est un préfaisceau défini sur R : 4 €C(R), n A est I'objet de C(2 )
défini par ‘
nA(p)= L'rpr = lir_r;rl (U).
Usp

Une application immédiate du théoréme 10.5 A donne le théoréme :

Tntorkwe 10.6. — SU la catégorie C satisfait o l'axiome (lim sup)
(§ 6.4) (par exemple si C est une catégorie de modules sur un anneau),
Uhomologie du recouvrement R relativement au préfaisceau A€C(R) est
isomorphe a U'homologie de ¢ 5 relativement ¢ 1 A €C (<2 g) (voir ci-dessus
les définitions de ¢, T4, ©) :

(R Ay =H,(Z5; TA)

autrement dit, lhomologie de R peut se calculer sur les éléments de %
contenus dans R.



296 R. DEHEUVELS.

Dualement, si C satisfail a (lim inf) (par exemple si C est la catégorie
des groupes abéliens compacts), et si BEC(Ty) :

H(®; 7T B)=H"(24; B).

11. Foncteurs canoniques entre ensembles ordonnés et schémas
simpliciaux.

11.1. — Rappelons qu'un schéma simplicial M ([T], p. 37) est un ensemble
muni de la structure définie par un ensemble de parties finies, appelées
simplexes, de telle sorte que toute partie finie non vide d’un simplexe soit
encore un simplexe. Un schéma simplicial M est ordonné s'il est muni d’une
relation d’ordre telle que tout simplexe soit totalement ordonné.

Les schémas simpliciaux forment une catégorie S : un morphisme ou
application simpliciale de M dans M' est une application qui transforme
tout simplexe de M en simplexe de M'. Les schémas simpliciaux ordonnés
forment une catégorie S, dans laquelle les morphismes sont les applications
simpliciales croissantes. S, est naturellement appliquée dans S.

11.2. Foncteurs «, & et 3. — A tout schéma simplicial M faisons corres-
pondre 'ensemble ordonné a M dont les éléments sont les simplexes de M et
la relation d’ordre I'inclusion : sis, te M, s < t<>sCt. Si f est une appli-
cation simpliciale de M dans M’', of est une application croissante de a/M
dans aM'. o est donc un foncteur de la catégorie 'S dans la catégorie O
des ensembles ordonnés et applications croissantes.

A tout ensemble ordonné & faisons correspondre le schéma simplicial
ordonné 3& obtenu en appelant simplexe de & toule suite finie totalement
ordonnée d’éléments distincts de & : @y a,~<...~< @,. Si g est une appli-
cation croissante de & dans &, B¢ est une application simpliciale ordonnée
de B& dans B&' : 3 est donc un foncteur de la catégorie © dans la caté-
gorie 'S,.

Le composé Ba : S8, n'est autre que la subdivision barycentrique.
Nous nous restreindrons dans ce qui suit a 'S,.

Si M, est I'ensemble des simplexes de degré n de M €'S,, c’est-d-dire des

simplexes comptant n + 1 éléments de M : a M = ‘ ’ M,.

n>o0

Soit A,= (0, 1, 2, ..., n) la suite des (n-1) premiers nombres
entiers > 0. A, €0, et il est d'usage de noter encore A, le schéma simplicial
ordonné BA,. Désignons par OW,,— Homy, (A,, M) I'’ensemble des simplexes
singuliers de degré » de M ([7], p. 39), cest-a-dire des applications crois-

santes (au sens large) de A, dans les simplexes de M, et par 2 M = U m,,.

n>o
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Préordonnons a M par
il existe au moins une application
T € My, g, €M, O =<4 T, & croissante ¢,, de A, dans A,
telle que @,. 9., = G-

Si f est une application simpliciale ordonnée de M dans M', & f est une
application croissante de @M dans M.

A tout s,€ M, correspond une application croissante unique ¢, de A,
sur s, d’ou une injection ‘

M,— o, et aM-—>aM.

Réciproquement, & tout simplexe singulier o correspond un simplexe 4 (o)
de M : I'image de ¢. Dans 'ensemble préordonné @M, A est une rétraction
(cf. § 7.3, corollaire), de @M sur le sous-ensemble aM [} est croissante,
4(o) =< o, A— identité sur aM]. A est une transformation naturelle de fonc-
teurs (sur ) z — a.

11.3. Conservation de I’homologie et de la cohomologie par 5. — Soit,
pour {=o, 1, 2, n, f; I'application strictement croissante de A,_; dans 4,
qui ne prend pas la valeur 7, et F; 'application (ii*™¢ face) de I1,, dans Jlt,_,
(notation ci-dessus) définie par Fyo,— o, f;. On a donc Fio,~<0, et F;
applique M, dans M, _,.

Soit € une catégorie abélienne. Un systéme de coefficients covariants
dans C sur le schéma simplicial Me€'S est, par définition, un objet de
C(aM), un systéme contravariant, un objet de C (o M*).

En posant 4 (¢) = A (4c), pour ¢ € a M, on étend aux simplexes singuliers,
c’est-a-dire & a M, le systéme de coefficients : cela revient indifféremment
a prendre —)\IA image inverse de A par Uordre ) de a M dans a M, défini par
la rétraction A, ou jA, image directe de A par Uordre j de a M dans a M
que détermine I'inclusion.

Les objets de conoMOLOGIE de M €S, relativement a un systéme COVARIANT

A eC(aM) sont par définition les objets de cohomologie du complexe des
cochaines singulieres de M relativement a A :

II A(o’o)i; II A(ay) LGN ]] A(a,)

Go&€ Mo T1E€ENU 5,.EIMn
[/
2 Acem—..
Brn€0Mun

ou la composante de d, appliquée dans A (g,.,) est
n—+1

% .
6)1,4{'7::4—1): : (_ I)lPFLO'nJr:»';n»H I-‘111"i’7n+1\?

i=0
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PFic, 5., €St le morphisme de 4 : A (Fio,y) > A (g,41).

1] A(e,)=C"(M; A)
0, EDMn
est I'objet des cochaines singuliéres de degré n de M relativement a A.

Dualement, les objets d’nosorLoGie de M€ 'S, relativement a un systéme
CONTRAVARIANT A*€C(aM*) sont ceux du complexe des chaines singuliéres
de M relativement a A :

o @A) B Ao ...

Crn€Nr On—1€Nn—1
- @D A'(o) > P A'(a0)
0 €U GyEI1o

avec la composante de 0, définie sur 4*(g,) :

n

N i
dn“ma,,) - 2‘ (—1)ir AFi5,) PG, k5,

i=0

@ A*(s.) est 'objet des chaines singuliéres de degré n de M relative-
TnENn

ment & 4.

Si & est un ensemble ordonné, un objet 4 € (&) définitun systéme covariant
sur le schéma simplicial ordonné associé ﬁé’ par A (ay, ay, ..., ay)=A(a,),
et un systéme contravariant par A*(a,, a;, ..., a,) = A (a,).

Les définitions du paragraphe 10 montrent alors que les objets d’homologie
et de cohomologie de & relativement a A sont respectivement ceuxr du
schéma simplicial 38 relativement aux systémes de coefficients A* et A
définis par A sur 3&. Nous exprimerons cette propriété en disant que le
Jfoncteur 3 conserve I'homologie et la cohomologie.

11.%4. Conservation de I’homologie et de la cohomologie par « et a. —
Partons réciproquement d'un schéma simplicial ordonné M et d’un systéme
covariant A€ C(aM) ou contravariant A*€ C(«M*). Nous allons prouver
les isomorphismes naturels

Hr(M; Ay = H*(aM; A) = H"(aM; 4),
H,(M; AY=H,(aM*; A*) =H, (aM*; 4%).

Les éléments de M,== I, sont les éléments minimaux de /M comme
de oM. Si Se€, un élément

heHom<S; IIA(UO)>: n Hom (S; A(ay,))

GoENTo GoEIMo
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appartient au noyau de

H0m<S; [[ A (cro)>i°—§Hom(S; I] A (0'1)>

GoENLo \ C1ENU /
s1 et seulement si

Prysy o hre, = Pro,o s, quel que soit o, €M,

Si 'on pose alors
h’fi:PFoqx,Gi /LFo'Tizth'Tt,qt /LFt gy

et qu’on considére le sous-ensemble I1t, U JIt, de 'ensemble ordonné o M, la
définition de I' (§ &.3) donne un isomorphisme naturel

H (M5 A) =T p,05m.4-

Mais, si p est d’ordre défini par I'inclusion de 01, U, dans M, —pi G, est
connexe quel que soit o, €% M (§ 7.2) d’on, d’aprés le théoréme d’isomor-
phisme 7.2 I'isomorphisme

Ponnuon1_91 A =T um, (4], UIM,) =T5, 4

(—p1A est la restriction de A4 a M,UI,), dou H'(M; A) =TzyA.
H(M; A) et rTgyA=H"(aM; A) sont des foncteurs cohomologiques
sur € (&; M) isomorphes pour n— o : ils le sont pour tout n.

I reste & prouver l'isomorphisme naturel
I (aM; Ay =H"(aM; A) :

or c’est une conséquence de l'existence de la rétraction A : z— o (§ 11.2) et
de la proposition 9.3.

Dualement, un élément

hellom( @ A'(5); §)= [ tom(4*(50); )

Go€INo
GyEINo
appartient au noyau de

Hom( éh A*(a‘Q;S)i";HOm( fasy A*(Uo);S)

01ENU To€IMo

si et seulement si
PoyFooye /lFD'I, — Po, Fyoye /LFﬁ,-

On définit alors
ho‘,:PG,,F.,Q:Pai,lﬂ'x,hﬂcp

et la propriété universelle de L donne les isomorphismes

Hy(M; A*) = Liypum)A* = Lay-A*
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et comme 2 est une « corétraction » de & M* sur aM*, on obtient tous les
isomorphismes annoncés.

Un raisonnement analogue prouve qu'on peut calculer I’homologie et la
cohomologie de M en utilisant les chaines et cochaines (sur les simplexes
de M) au lieu des chaines et cochaines singuliéres.

Résumons la discussion précédente :

TurorkME 11.%. — Avec les notations de ce paragraphe 11 :
1° Foncteur 3 : 0—8,. Pour chaque ensemble ordonné &€ 0O, 3 déter-
. ) 8 * . .
mine deux foncteurs C(&)->C(B&), €(&) i@(ﬁé*) el identifie
(& A)=H"(56; 5 4),
H,(&; A)=H,(3&; 5*4).
2° Foncteurs a, o : S,— 0. x et a identifient :

pour A systéme covariant sur le schéma simplicial ordonné M :
H(M; Ay =H"(aM; A)=H"(aM; A);
pour A* systéme contravariant sur M :
Hy(M; A*) =H,(aM*; A*) = H,(aM*; A*).

Il en résulte que n’importe quel composé successif de (3 et de a ou a, en
particulier la subdivision barycentrique, conserve I'homologie et la coho-
mologie « a coefficients ».

Or, 4 laide de la formation usuelle du bord des simplexes, on ne sait
définir directement sur un schéma simplicial, ni son homologie relativement
a un systéme covariant, ni sa cohomologie relativement a un systéme
contravariant, tandis que ces définitions sont naturelles pour un ensemble

ordonné. Nous poserons donc, par définition, pour un schéma simplicial
ordonné M :

Si A est un systéme covariant sur M :
1,(M; Ay =H,(aM; A).
Si A* est un systéme contravariant;
Hr (M5 A*) = " (a M*; A%)
et nous allons prouver comme précédemment que

Hy(aM; Ay =H,(aM; 4),
et
H" (aM*; A*) = Hr (aM*; 4™).
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En effet, A €c(aM) et soit O 'ordre de o M dans o M défini par I'appli-
cation A de oM sur a M précédemment définie (rétraction). L'image directe

O A coincide avec 11A : c’est 'extension naturelle de 4 & %M. D’autre part,
si j est l'inclusion de aM dans oM, pour tout s€aM, I’ensemble 0s des
éléments o de a M tels que s < ic a un plus petit élément qui est js=s.
On se trouve donc dans les hypothéses de la proposition 9.3, qui affirme
I'isomorphisme

H,(aM; A) =H,(aM;0A4).

Démonstration analogue du second isomorphisme.

12. Catégories de complexes. — Rappelons rapidement les quelques
résultats qui seront utilisés dans la suite.

12.1. — Soient (@, b) un intervalle de 'ensemble Z des entiers Z o, tel
que a—+2 b (a peut étre —oo, b peut étre +oc), € une catégorie abé-
lienne. Un complexe sur (a, &) estunobjetde €((a, b)) (notation du para-
graphe 1) tel que p,y=o0si n'>x n + 2, soit encore tel que P,y vz Prpr1 =0
pour tout n tel que « —Zn b — a.

Munis des morphismes de C((a, b)) les complexes sur («, b) forment
une catégorie C‘[a,,)], sous-catégorie de C((a, b)). Clest une catégorie

abélienne.

Notations. — Pour abréger, nous noterons ¢.— @[‘” o) i (-2(0 ) les
complexes positifs, 61:6[_w ) les complexes négatifs. ¢, €, C[a’b] s'identi-
fient 2 des sous-catégories de C..

Les objets. projeetifs de (3[ 5y sont les complexes P = (P,) du type suivant :

a,
solent (Q,), @ < n b une famille d’objets projectifs de €, et P,= Q,,
Pp=0Qn 1+ Qn si a+1-n; pppy est un isomorphisme sur ,, nul
sur Q,_;.

Les objets injectifs sont du type suivant : si (J,) @ =<Zn = b est une famille
d’objets injectifs de € : I,=J,+ Sy sin+1=0b; [=J,.

Des lors, il est facile de voir que si € satisfait a la propriété : (P) : Tout
objet est image d’un objet projectif, ou (I) : tout objet se plonge dans un
objet objectif, G[a’b)y satisfait aussi.

Il suffit en effet, si Ae@[ﬂ,b], de construire un complexe P ou I du type
ci-dessus, avec pour (), un objet projectif d'image A4 ,, pour J, un objet injectif
dans lequel A, se plonge.

Tout objet de e[a,b] posséde alors une résolution projective ou une résolu-

tion injective et I'on peut appliquer a ces résolutions les raisonnements clas-
siques valables dans toute catégorie abélienne. En particulier, un morphisme

AL B dans ké((a, b)) se reléeve en un morphisme pour des résolutions
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de 4 et B; deux relevements sont homotopes [dans <@[”’bj>r ou (c’(a’b]» et a
une suite exacte 0 —> A'—> A4 — A" o dans @(a’b] on peut faire correspondre
une suite exacte de résolutions].

Le foncteur /°, homologie de degré zéro, est exact & gauche sur €, et son
nitme dérivé a droite r* H° est H*. H' est exact a droite sur C; et son nitme
dérivé a gauche [, H° est H,,.

Soit @[a)b) la catégorie restreinte des complexes sur («, &), dont les objets
sont les complexes sur (@, b) et les morphismes, les classes d’homotopie
des morphismes usuels dans @(a’,)]. Le groupe abélien Hom (A4 ; B) est le
quotient de Hom (A4, B) par le sous-groupe des applications homotopes &
zéro. Deux complexes sont isomorphes dans E["’b] s'ils ont méme type
d’homotopie.

Un foncteur F sur (3[“,,1)] qui se laisse factoriser on a,

F
c(u,b] _—>

L Cur)

F=F.t, o est le foncteur d’équivalence homotopique, est un invariant
d’ homotopie.

Avec cette notation, les résolutions projectives et injectives des objels
d’une catégorie abélienne €, peuvent se décrire par des foncteurs exacts : les

/!

> 0

F

L

foncteurs résolutions @:C=>¢C; et J:C = C,.
Rappelons encore ([8], p. 149) qu’'un foncteur résolvant 5 d’un foncteur
additif 7:C = €/, exact a gauche, est un foncteur exact € = C, tel que :

a. F—=H'F (composition des foncteurs J:C=C|. et H*:C, = C');
b. H"F est nul sur les injectifs de €, si n > o.

Définition analogue d'un foncteur résolvant d’un foncteur additif exact a
droite.

12.2. Complexes doubles. — Pour des raisons de cohérence avec ce qui
précéde, nos conventions différent de celles de [6]. Si (@, b) < (¢, d] est
un intervalle de Z < Z, nous notons d"" = pmnw1,m la différentielle
« horizontale », diy™ = p(n,m)(n,m+1) 1 différentielle « verticale », A; le premier

degré, Ay le second degré, d’un complexe double de @[a’b)x[c,d], qui vérifient
d].d[:(), d".d”: o, d].d]]: d".d].

Il y a isomorphisme des catégories G[a,bjx[c,,,) et (C(”,bﬁ[(,,d]. Deux mor-
phismes homotopes dans (é’[a,b]‘)(c,d] sont homotopes au sens de '’homotopie des

complexes doubles dans C‘L’”’,IJX(C,,{].



HOMOLOGIE DES ENSEMBLES ORDONNES. 303

Nous noterons donc Ce= (C.)., (C;);=Cyy, etc.
Notons E(a B)(e) la catégorie restreinte des complexes doubles avec pour

morphismes les classes d’homotopie des morphismes usuels. La construction
des résolutions projectives et injectives des objets de c‘[ ) détermine des

a,

foncteurs de @(a ) dans E[a oy et @'( . C’est une conséquence de la proposi-

a,b]r
tion suivante :

ProrosiTion 12.2. — Soient A, A’e@(mh] et f, g deux morphismes :

A— A', homotopes, si f, g sont des relévements de f et g pour des résolu-
tions projectives (ou injectives) de A et A', ils sont homotopes, comme
morphismes de complexes doubles, dans @[a 0 <ou e, b]r)'

Preuve. — 1l suffit de prouver que si f est un morphisme de A dans A’
homotope & zéro dans (2[

(1,11] :

/: (f!l)7 fu: d;l—-l Sn = Spaa d/z,

on peut construire un relévement f de f, homotope a zéro dans € hour
p ) p ( I

a,b)l
des résolutions projectives de A et A'. Or, soient (LP,= Q, s+ Q,),
(P,= (Q,_,+ Q) des objets projectifs d’images respectives A et A, g, et 7,
des morphismes dans € satisfaisant a
on: On— 0, tel que, sic,= (Q,— A,) et e, = (Q),—~ 4),
$n€n==Ep_1 On;
Tn Q)n~1—> an—j tel que s, dn—1 Ep—1 = 5,"_1 Tn
et = (F,) le morphisme P — P’ défini par
Fn: D,u_r[ (G',, —+- ‘:n) -+ (0-11+1 -+ ‘:/l+1> Dm

F reléve f: ¢, F,— f, ¢, et est homotope & zéro. En prenant la restriction
de F aux novyaux de = et ¢/, on répéte I'opération, et ’on construit ainsi de
Y ; P )
proche en proche un relévement f de f homotope a zéro.
Preuve analogue dans le cas de résolutions injectives.

12.3. Foncteur J. — Supposons que dans € les produits infinis existent
et que II soit un foncteur exact. A chaque complexe double A4 = (A77),
faisons correspondre le complexe simple K A défini par

e g § (p, q varient dans les intervalles de définition
(a) XA= I—l Are | du premier et du second « degré » de A).

p+qg=n
sa,,: KA > KA si ke [[ Ara,
/l+l]‘:!L

(0)
( et r+s=n+r1: (k) F=dyk '+ (—1)"dyk—>

et a chaque morphisme 4 — B, le morphisme K A -> K B induit.
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Le foncteur K posséde les propriétés suivantes :

1° c’est un foncteur exact;
2° c’est un invariant d’homotopie en ce sens que, si f est un morphisme
homotope a zéro de doubles complexes A4 — B, le morphisme induit.

HKA->KB

est également homotope a zéro.

ProrosimioN 12.3. — Soient A un complexe acyclique de (:’[a)b], 2 A une
résolution projective de A(e@[a 1,)1>’ JA une résolution injective de
A ECEH b],,>. Le morphisme identique des complexes doubles © A et J A est
homotope d zéro, donc aussi, si F est un foncteur additif, celui des complexes

doubles F2A, FIA et des complexes simples XK F2A, KFIA. Ces
derniers sont donc acycliques.

Prevve. — La suite 0 — A,— Aqpy—>. . .— Ayp_— A,—> 0 est exacte. Soit
Zy—=Ker[A,— A,.,]; la suite 0o—>Z2,—>A4,—>Z,,,—>0 est exacle, et
Zy=o0, Z,— A,.

Si Qy,, est une résolution projective de Z,, Q,, , + Q, ., est une résolution
projective de A, etles 2, , = (Q, 4+ Q) «) @ < n = b forment un complexe
double, résolution projective de A.

Soit
Sil’m : frn,m: <Qn,m+ le+1,nz) - fznﬁj,m: (Qn—hm"— Qn,nz)
défini par I'identité sur Q, ,, et zéro sur Q,., ,,. On a
a dII: d"SI et 17HMm— Sil+1 ,m diz,m -+ dil— 1,m Silm,
C. Q. F. D.

Raisonnement analogue pour J 4.

DeriniTioN 12.3. — Equivalence homologique de deux complexes 4, Be€
A~y B il existe une suite A—=A4,, A,, ..., A,—= B de complexes et

de morphismes f,: Ay-—>Apiy ou Ay< Ay tels que Kerf, et Cokerf,
sotent des complexes acycliques (il en résulte que A et B ont des objets
d’homologie isomorphes).

ExempLe. — Soit & un foncteur résolvant (voir 12.1 ou 8], p. 149) d'un
foncteur additif 7', exact a gauche par exemple, de €dans €¢'. Soient A € € (a, b)
J A une résolution injective de A, FJ A est un complexe double de C,,,., et
les morphismes 0 —> FJ A —> KFI A eto—FA—IHKFI A entrainent 'équi-
valence homologique des complexes ¥4 et F'JA.

CoroLLAaRE 12 3. — 8¢ A, B, sont deux complexes homologiquement
équivalents de Claop G un foncteur additif ¢ = €' les objets d’homologie
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'(KXGZ2A) et H'(KGZB) sont isomorphes, de méme que les objets
d’ homologie H* (KX GIA) et H' (K GIB).

Si I'un des degrés du complexe double A est borné inférieurement ou
supérieurement, il détermine une filtration de J A et une suite spectrale de

premier terme /iy A ou Ayl A, convergente vers sa limite qui est I'objet
gradué associé a H*(K A).

13. Hyperdérivés d’un foncteur composé.

13.1. — Soient €, €', €’ trois catégories abéliennes, F : C=¢C" et G :
C'= €" deux foncteurs additifs, A4 un objet de ¢, ©4 et J4 des résolutions
projective et injective de 4. F2 A et FJA sont des complexes dans ¢'. On
peut en prendre, dans €, (ou indifféremment d’ailleurs dans ¢, pour F<Z A
ou €, pour FJ A) des résolutions projectives etinjectives : 2FTA, JFI A,
IJF2A, ©FJA. En leur appliquant G on obtient des complexes doubles
dans €" auxquels on peut appliquer le foncteur XK.

DerinimioN 13.1. — En utilisant les notations ci-dessus, les hyperdérivés
du foncteur composé GF sont les foncteurs qui a chaque objet a €€ font
correspondre les objets d’holomorphie suivants :

(U, GF)A =H"(XG2FTA),
(rly, GFYA=H"(KXGIFZ2A) (nzo),
(IrhnGF)A =H"(XG2FJA) (nZo),
(rr,GF)A=H"(KXGIFIA)

et a chaque morphisme A — A', les morphismes induits.

13.2. Propriétés des hyperdérivés.

13.2. Justification de la définition. — 1l faut prouver que la définition
est bien indépendante du double choix de résolutions. Or, si f est un mor-
phisme 4 — A’ dans €, tous les morphismes €A — <A’ relevant f sont
homotopes entre eux dans €;, donc aussi les morphismes images par F :
F2A4—~F2A' Les morphismes les relevant : ZF 2 A — 2 F % A’ sont égale-
ment homotopes entre eux d’aprés la proposition 12.2, donc aussi les mor-
phismes images par &, puis ). On a donc un morphisme unique

H (KGL2F2A)—>H'(KGI2F2A").
Raisonnement analogue dans les autres cas.

b. Suites exactes — Soit 0> A'-> A — A"— o une suite exacte d’objets
de €. On peut en choisir des résolutions projectives ou injectives qui forment
des suites exactes de complexes, qui restent exactes lorsqu’'on applique le
foncteur F :

0->F2A'>F2A—~>FTA"—>o0
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et
0>FIA'>FIA->FI5A"—>o

Dans €, (ou ¢}, ou €,.) on peutalors choisir des résolutions des complexes
précédents de telle sorte qu’aux suites exactes de complexes correspondent
des suites exactes de complexes doubles, qui restent exactes lorsqu’on leur
applique le foncteur G :

0>GLFTA'>GR2F2A—>GLF2A o0, etc.

Le foncteur K étant un foncteur exact, on obtient ainsi des suites exactes
de complexes :

0>KGEF2A'>HKGLF2A-—>KGZF2 A" o0, etc.,
d’ou des suites exacles d’homologie :

i (UyGFY A" (I, GFY A — (U, GF) A"~ (I, , GF) A'—. .., etc.

¢. Utilisation de foncteurs résolvants. — Supposons par exemple F et &
exacts & droite (le méme raisonnement vaut pour /' et G indépendamment
exacts a gauche ou & droite). Soient F et ¢ des foncteurs résolvants
(§ 12.1) de F et G. Alors, si A€, les complexes 74 et F2 A de € sont
homologiquement équivalents (§ 12.3). D’apreés le corollaire 12.3, il en
résulte un isomorphisme

H (KGRFAY=H"(KG2F2A4).
D’autre part, pour chaque objet B de €, les épimorphismes dans ¢; :
KGgT2B—>GB—o et KGE2B—->GLZB—o0

sont des équivalences homologiques (§ 12.3). Soient X = (X,) un complexe
de €, et ¥'=(V,,) le complexe double de ¢, défini par V', , =KG (LX), ,.
Les épimorphismes V=G X —o0 et ¥ -~ G2 X — o ont pour noyaux des
complexes doubles dj-acycliques. 11 en résulte I'isomorphisme de H* (386G X')
etde H*(Kga.X).

En revenant aux notations initiales, on a donc un isomorphisme
H [ KG (FA)]| = H[KGZ(FA)),
d’olt un isomorphisme
H (KGFA)=H" (KGLF1A).

Prorosition 13.2. — On peut, dans le calcul des hyperdérivés d'un
Joncteur composé GF, oi G et F sont indépendamment exacts a gauche ou
a droite, utiliser des foncteurs résolvants.
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d. Suites spectrales. — Les complexes doubles intervenant dans les défi-
nitions des hyperdérivés sont dj-acycliques en degré A;zZo et l'on a par
exemple

rra (GFYA=H"(KGIFIA) =yl (GIFITA)on

qui correspond & la dégénérescence de I'une des suites spectrales attachée au
complexe double.

La seconde suite spectrale a pour premier terme les r7[(r7G)F]A et
converge vers 'objet gradué associé a rr (GF) A filtré par A;. On a de méme
une suite spectrale de premier terme : les /[ (#/G)F]A, aboutissant a
ll(GF)A; une suite spectrale de premier terme : les r7[(/,G)F ] A, abou-
tissant a [r (GF') A, et une suite spectrale de premier terme : les /,[(r’ G) F| A,
aboutissant & r{ (GF) A.

En particulier, si G est exact a droite, et si F transforme les projectifs
de € en objets de ¢’ annulés par les foncteurs /, G pour n > o, 'hyperdérivé
I, (GF) est le dérivé ordinaire /, (GF).

Si G est exact & gauche, et si /' transforme les injectifs de € en objets de ¢’
annulés par les foncteurs r,G pour n > o, I'hyperdérivé rr,(GF) est le
dérivé ordinaire r, (GF).

Si ces hypothéses ne sont pas réalisées, bien entendu U, (GF) ne coincide
pas avec [, (GF) [prendre un projectit P de € tel que (/,G) P = o], et
rr.(GF) ne coincide pas avec r, (GF).

Si G est exact,

U,(GF) =rl,(GF) =1,(GF) =G, F
et
rrn (GF)=1Ir,(GF) =r,(GF) = G.r,F.

13.3. Foncteurs composés associés 4 un ordre. — Soient p un ordre
(§ 2) de I'ensemble ordonné & dans 'ensemble ordonné &', o le foncteur

« image directe par p» (§7) : C(&) > C(&'), et To‘ le foncteur image inverse
¢ (&) —>€(8). On peut appliquer ce qui précéde aux foncteurs composés :
Lees Torps Lgp sTs 0
Dans le calcul de leurs hyperdérivés, on peut (proposition 13.2) utiliser des
foncteurs résolvants pour p et _pl soient (d’aprés la proposition 7.3 A et le
paragraphe 10) :
% : foncteur résolvant de p : C (&) — C(&');
A4 (a') =C,(pa; A) complexe des chaines de '?)10/, relativement & 4.
%' : foncteur résolvant de _91 :C(8)—>C(8),;
&' A (a) =C*(pa; A') complexe des cochaines de pa relativement a A'.
On peut ensuite prendre des foncteurs résolvants pour Lg; Iy Lg; T,
c’est-a-dire prendre les complexes des chaines ou des cochaines de & ou de &'
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relativement a 4 ou & A’, pour obtenir les complexes doubles définissant
les hyperdérivés.

Insistons sur une propriété essentielle des foncteurs p et p qui motive leur
u.tilisation. Sidec(8),pd e.e.(éé') etpA(a) = L—p‘a,A. De facon précise,
st Y4, est le foncteur de restriction :

dee(8) = yp, A=A | Pdec(ya),

on devrait écrire :
A(a)y=L_ vy, 4
P ( ) piﬂ' pta'

autrement dit, p peut étre considéré comme une collection de foncteurs

sur €(&), indexés par les éléments de &' : les L_,
pw

4 — 1 =/l —1 ~1

by, )= () T,
autrement dit, on peut indifféremment dériver L—ptm dans ¢ (&) ou dans
e(pa') : le foncteur L‘p‘a' ne dépend pas globalement de &, il ne dépend

que de “P‘ a : p est, en quelque sorte, de caractére local sur ¢(&). De
méme pour le foncteur ' 1 € (&) =€ (&) :

Y_pla'.

P A (a) =T, A

c’est une collection de foncteurs (I';s) et le foncteur I'y, ne dépend que de
pa: p est de caractére local sur €(8').

13.h. Cas des foncteurs o* et p*. — Rappelons que si p est un ordre de &
dans &', on a défini a la fin du paragraphe 7.1, les foncteurs
p*: C(8) € (&™) par (p'A) (a) :I‘_‘Jl A,
Proe(8)»¢e(8) par (prA') (a) =Ly A"

Mais cette fois, les foncteurs o* et p* ne sont plus de caractére local sur
C(8) et C('8) respectivement, c’est-a-dire que

rn (I‘_P,a, oY, ) Z (rn | ) ° Y_pi(l’ et I, (Lpao Yea) # (l,lea) ° Ypa

pa pa

Or les termes dans les applications sont les (r”I‘_, ov_, et les

P Ha
(lnLiga) © Yoas c’est-a-dire qu’il faut dériver localement les foncteurs et non
pas globalement sur € (&) et € (&').

On peut donc considérer p* et 0* comme des collections de foncteurs
p'= 3 I‘_plw g et p*={ L, ]. Cependant, pour appliquer les théorémes géné-

raux sur les foncteurs résolvants, les foncteurs composés, les hyperdérivés, etc.,
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. , . . e -1 .
il est nécessaire de pouvoir considérer ¢* et p* comme de simples foncteurs
sur une catégorie.

Nous allons donc étendre la définition de ¢* a une catégorie C,(8™)> € (6)
et celle de _p'* a une catégorie C,(&)> €(&'). Par rapport a ces catégories
pet "p“ SERONT DE CARACTERE LOCAL.

DEFINITION DE LA CATEGORIE C,(&™). — Un objet de C, (&™) est la donnée
pour chaque a' € &' d'un objet A, de C (&) nul hors de *p1a’, et pour chaque
couple ordonné a' < b' de & d’'un morphisme dans €(8) :

Pva A,/(—' A[,/ tel que St a’-< b' ’< c Pera = Pb'a’ © Perty

[ en résulte que C,(&™) est une sous-catégorie de [C(6)](&™)]. C(8) se
plonge canoniquement dans €, (&) en définissant pour chaque A€€C(8) :
2 —1
A = extension par zéro hors de p a' de la restriction de A ¢ p a'.
La restriction ponctuelle d'un objet A€C, (&) a sa composante A, en
«' € &' est un FONCTEUR EXACT.

Tout objet de € (&) nul hors de —p1a’ se plonge dans un injectif de C(&)

nul hors de —pia’ en vertu de la construction de la proposition 1.3. Cette
derniére construction appliquée a [C(&)] (8”) montre que tout objet de
€, (&) se plonge dans un objet injectif. De plus tout objet de C, (&) peut se
plonger dans un objet injectif produit d’injectifs du type suivant .

Jreee(8), a=b
tel que
JUha(d)y=o0 si 0K dans &,
JUha(d)y=J"eC (&) si b'=<d,
avec
Ji(c)=0 sicKa et J(¢) = J injectif de C si ¢ < «.

Extension du foncteur ¢* 4 ¢, (6) = € (&™), si A €Cy (&™), " A ec (&™)
défini par :
(5°4) (4) =g Ay =T, Ao

Comme I‘_;“,A,L/:: I'; A, d’aprés la proposition 7.2 (A,l/ est nul hors de

p‘ a/) et que si @'={ &', on a un morphisme A, < A, dans €(&), il en résulte
un morphisme dans € : TgA4,<« T A, soit 0*A(a')<—p"A(D") avec transi-
tivité s1 @' < b'=< ¢,

Le foncteur p* sur €, (&™) s’obtient donc en appliquant en chaque point
de & le foncteur I';. Comme la restriction ponctuelle en @’ d’un injectif de

€, (&™) est un injectif de (3(_91(&'), on a donc
side€C, (&%) [(rmph) A ()= (/"'I‘_Piﬂ) Ap=(r"Tg) Au.

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FAscC. 2. 23
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Le foncteur ¢* est de caractére local sur ¢, (8™).

On voit de plus que le foncteur 7 :

A€C, (") = (FA)w= C*(_p1 a; Aar> — complexe des cochaines de _p“ a
relativement & A,/

est un foncteur résolvant de p*.

Définition de la catégorie C,(&6*) et extension du foncteur _p'*. —
Dualement un objet de C, (&) est la donnée pour chaque a €& d’'un objet
A, €cC (&) nul hors de pa, et pour chaque couple ordonnéa —< b de &, d'un
morphisme dans € (&') : ’

Pia: A< Ay tel quesia—<b—<c: pea=PiaoPes

[il en résulte que €, (&) est une sous-catégorie de [C(&')] (&")]. €(&') se
plonge canoniquement dans €, (&) en définissant pour chaque A'€é&' :
A, — extension par zéro hors de pa de la restriction de A" a pa.

Le foncteur _pl* s'étend & C, (&) = (€”) de la facon suivante :
sidee,(&): (p*A')(a)=T7p"A, =L, 4,=LgA,.

Le foncteur _91* est de caractére local sur C, (&), et le foncteur G :

A ec, (&)= (gA)a=C,(pa; A,) = complexe des chaines de pa rela-
tivement a4 A,

est un foncteur résolvant de ™.

*

. 1
13.5. Foncteurs composés avec p* et p*.
viennent les foncteurs composés

— Dans les applications inter-

ox Lowet o
e(8)ce, (6 Loee) =—Le,
Lgs.p* et Igu.p";

o Lgxet I gu
e(8)ce, (6 Loe () L£—L e,

-1

Lé;h p*

—1,

et Tg.p™

On peut donc, comme précédemment, calculer leurs hyperdérivés en utili-
sant des foncteurs résolvants.

Sio~—>A - B—> C— o est une suite exacte d'objets de € (&) ou de € (&)
le foncteur & ou le foncteur & la transforme en une suite exacte de complexes
d’ou des suites exactes d’homologie pour les hyperdérivés analogues & celles
du paragraphe 13.2 (b).
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1%. Homologie et cohomologie (4 la éech) des espaces topologiques a
coefficients dans un préfaisceau ou un antifaisceau.

1h.1. — Soient X un espace topologique, & 'ensemble ordonné de ses
ouverts non vides (0, O,= 0,2 0,), C une catégorie abélienne, 4 €C(8)
un préfaisceau sur X dans €, @ I'ensemble ordonné filtrant des recouvrements
ouverts clos de X" (recouvrements a droites de & (§ 8.3) : si un ouvert O
appartient au recouvrement R}, tout ouvert O’ C O appartient également a R).
Si p est I'ordre canonique de @ dans & (§ 8.3), les foncteurs sections et

cosections de Cech (d droite) sur & :

=Ly, 7= lim T,, L=Tg,.7p*'= lim Lg
RED RED

seront appelés les foncteurs sections et cosections de Cech sur les préfaisceaux
de X.

IFAecetLAec sont les sections et cosections de Cech du préfaisceau
Ae€€(8). Les objets de cohomologie et d’homologie (d la (:"ech) de X rela-
tivement au préfaisceau A sont, par définition, les hyperdérivés (§ 13.3
et13.h) :

I:?"(z['; A):l/',lfA:lr,l(Lw._gf)A (nzo),
H(X; A)=rl,L A=rl,(Ty.0*)A  (nZ0).

A une suite exacte de préfaisceaux : 0 —> A'—> A — A"— o correspondent
des suites exactes de cohomologie et d’homologie (§ 13.25 et 13.%), en
général illimitées dans les deux sens.

On peut considérer I'homologie et la cohomologie ainsi définies comme
I'homologie et la cohomologie de Cech corrigées de facon que I'axiome de la
suite exacte soit satisfait.

Soient maintenant B € € (&*) un antifaisceau sur X" dans €, @* 'ensemble
@ muni de la relation d’ordre opposée, p’ 'ordre canonique de & dans &*
(dual de p ci~dessus). Les foncteurs sections et cosections de Cech (a gauche)
sur & :

P=Lg.p"= lim Ty, I©*=Tg.p= lim Lg
RED RED

v
seront appelés les foncteurs sections et cosections de Cech sur les anti-
Jfaisceaux de X

Les objets de cohomologie et d’homologie de X relativement a l'anti-
Jaisceau B sont, par définition, les hyperdérivés (§ 13.3 et 13.k).
H" (X3 B) = lr,(Lg.¢") B,
H,(X; B) =rl,(Tg.¢') B.
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A une suite exacte d’antifaisceaux : 0—>B'— B> B’—>o0 correspondent
des suites exactes de cohomologie et d’homologie (§13.3 et 13.%) en général
illimitées dans les deux sens.

1%4.2. Cas d’un espace métrique compact. Identité avec I’homologie de
Steenrod [12] lorsque les « coefficients » sont constants. — Lorsque X~
est métrique compact, ’ensemble filtrant @ des recouvrements ouverts de I~
(que nous supposons toujours clos, cf. § 1% et 8.3) est de type dénombrable :
soit (N) : RyD®,;D ... DR;D ... une suite cofinale de ®. D’aprés la propo-
sition 7.3 B, on peut remplacer @ par /V, et, d’aprés le paragraphe 13, utiliser
des foncteurs résolvants pour le calcul de I’homologie de X" relativement &
un préfaisceau ou un antifaisceau 4 (dans la catégorie €). Nous supposerons
dans le reste de ce paragraphe que € = ¢ ou une catégorie de modules afin
de pouvoir parler de chaines, cycles, etc..., éléments des objets des chaines,
des cycles, elc...

Soit C,(R;; A) I'objet des chaines (§10.2) de degré p de R, relativement
a4 A. Les chaines des R, forment sur V* I'objet de &;(/V*) :

C.,(Ry; A) < C,(Ry; A) ...« C(Ry; A) <. ..,

oules piiy,i: C.(Rivy; A) — C (R;; A) sont des monomorphismes, auquel
nous allons appliquer le foncteur résolvant du paragraphe 10.3.

Nous obtenons ainsi le complexe double (le degré Ay de la ligne du bas
est zéro, celul de la ligne du dessus est 1) :

o o 0
| | |

- —d—>l—[ C,(Ri; A) —0»[[ Crhy (Ry; A)y —>. ..——')—>IIC‘,(6{I»; A)
i i i A

o

_‘Sl] Co(Ry; A) ”»I] Cry (R A)—>...—0—,+H Co(Ri; A)

ou dy= 0 est la différéntielle des chaines et dj;== 0 la diflérentielle du para-

o

graphe 10.3.
La différentielle du complexe simple associé Kest D =d+ Bdy=0 + 30
avec B —=(— I)A' : on prend 0 sur les colonnes de degré A pair, — 0 sur celles

de degré A; impair.
Un cycle 5 de K de degré n —1 est donc formé d’une double famille
= 2 (df[z)iex\" (C/iz--l >I' EN} telle que
del_,=o, Vi :les ¢)_, sont des cycles,

()d,‘l: (_ 1)-”[Pi+1,i0/izji - C/it~lJ'
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Les cycles ¢/_, forment donc avec les homologies de liaison des di un
cycle de X du type de Vietoris.

Mais (on sait que I'homologie de Vietoris ne satisfait pas & 'axiome de la
suite exacte), la condition pour un cycle d’étre homologue & zéro dans K est plus
forte que celle qui est utilisée dans I'homologie de Vietoris. On obtient donc
un objet d’homologie « plus grand ». En effet, le cycle s = {(d});e n, (¢}_1)ien)
est un bord Du, u="{(al,,)ien, (bl)}si

[ di= (— 1) [ pecs bl — bL] + dal,,
| ¢l_,=0dbi,
c’est-a-dire que tous les cycles ¢/ _, sont des bords (condition de Vietoris),
mais en plus, on impose aux d} (qui font partie de la définition du cycle)
d’étre homologues aux différences p;.4, ;05" — bl (au signe prés) des chaines
bl ayant pour bords les cycles ¢i_,.

Lorsque A est un objet constant formé d’un groupe abélien, on peut
exprimer cette construction comme le fait STEeNroDp [12] en associant & un
cycle { (dl)ien, (¢i_,)ien} un cycle infini d'un complexe simplicial attaché
a X, obtenu en recollant les d’ suivant les cycles ¢)_,. L’homologie entre
ces cycles infinis est I'homologie décrite ci-dessus.

Si @ désigne le complexe double ci-dessus, et 4¢,(R; A) l'objet sur N
formé des H,(R;; A), ieN:

Iy hy @O 1= HO (N*; 32, (R; A)) = Tnutit, (R; A)
=lim " (Ry; A) = H, (X; A)
<
c’est ’homologie de Cech classique lorsque A est un préfaisceau.
gy Q= HY (N* 3,0 (Ry A)) = H, (X' A)

c’est, lorsque A est constant, formé d’un groupe abélien, I’objet d’homologie
des « cycles faiblement homologues & zéro » de Steesrop [12].

La suite spectrale correspondante donne les suites exactes
o> H, (X3 Ay > H,(X; A) > H,(X; A) —>o,

qui peuventétre obtenues directementen associanta tout cycle s = { (d}), (¢c,_,) }
de K le cycle de Vietoris V= (c/_,).

15. Faisceaux et cofaisceaux.

15.1. — Soient € une catégorie abélienne dans laquelle les sommes et
produits infinis existent et sont des foncteurs exacts, & un ensemble ordonné,
@ T'ensemble ordonné filtrant des recouvrements & droite de &(cf. § 8.3).
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Appelons filtre sur & toute partie @, filtrante & droite, et close & gauche
(a, be®—=3Tc,a<c,b<Lc, cePeta<P, bLa—=>bed). Soit X un
ensemble de filtres de & satisfaisant aux deux conditions :

1° X recouvre & : 6C ‘ ’x;
xeX
2 VReD, Vored, Rne 0.

La considération d’un tel couple (&, .1') généralise le cas ou & est I'ensemble
des ouverts d'un espace topologique X, chaque point z € X étant représenté
par le filtre de ses voisinages. La notion de point d’un espace topologique
trouve donc ici sa généralisation dans celle d’ensemble filtrant & droite.

Lenvg 15. — Sur & filtrant d droite : 1 = L=L(§ 8.3) et I*=1=1".

Prevve. — L’application ordonnée qui 4 tout ¢ €& fait correspondre le
recouvrement a droite de 6(§ 8.3) : R,={beR,= a < b} est un isomor-
phisme de & sur une partie &, cofinale de @. Comme, si 4 €€ (8), I'z, = A (a),
il en résulte que

FTA=1,70A4=L,{Tz A =LA.

D’autre part, si ® est un recouvrement a droite quelconque de &,
LA < LgA est un isomorphisme, et 1.4 =T L 4| =LA.

Preuve analogue pour 1™ et L*.

CoroLLAIRE. — D’apres le paragraphe 6, il est équivalent de dire que la
catégorie C satisfait a U'axiome (lim sup), ou que I’homologie et la cohomo-
logie de tout ensemble filtrant a droite & dans C(8) est triviale (cest-a-dire
nulle en degrés 7 o). Dualement, C satisfait a (lim inf) si et seulement si
Lhomologie et la cohomologie de tout ensemble filtrant a droite & dans
C(8*) est triviale. On n’obtiendra donc une théorie de I'homologie et de la
cohomologie satisfaisant a lusuelle trivialité locale qu'en prenant des
coefficients covariants si C satisfait « (lim sup), ou contravariants, si €
satisfait a (lim inf).

A étant muni de P'ordre trivial (aucune relation d’ordre), soit 3 l'ordre
canonique de & dans X' : a { z <= x>a. Si 4€C(8),

BA(2) =L,4=1im 4 (a)
—>

a€x

B =4 (57

xDa

et

Si ® €@, § induit un ordre de ® dans 1" et d’aprés le théoréme 7.2 et Ia
condition 2° ci-dessus : I‘m—é A :l]Ll.A est indépendant de R.

xeX
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Dualement, si A*€€ (&%),
—1
*A* (z) =T, A*=lim 4*(«a),
acw

3B A" (a) = QLA e Ly BB A= @ .

15.2. Dermimion 15.2. — Faisceaux et cofaisceaux sur un ensemble
ordonné & dans une catégorie abélienne C : Un objet A€C(8) est un
Jfaisceau si quels que soient a € &, R,, recouvrement d droite de @ (cléture
adroitedea:beus=a<{b,cf. §8.3), A(a) =Tz, A. [Cette définition
est celle de GOpEMENT ([T] p. 109), dans le cas des faisceaux d’ensembles
sur un espace topologique.|

Un objet A*€C (&) est un cofaisceau, si quels que soient a et R, comme
ci-dessus :

A*(a) =Lgs A"

Conséquences de la définition précédente. — Si R est un recouvrement
a droite de &(§ 8.3), soit p 'ordre canonique de & dans R. Si A est un
faisceau :

P A|R) (@) =T, (A|R) =T gnzAd=A(a).
D’apreés le théoréme 7.2, il en résulte que

I‘é./l e I‘(RA e i!‘(,A.

&

Quelle que soit la partie de & close a droite &' :
FgA=TgzA=T4A4,

car la restriction a & du faisceau A est un faisceau sur &

Dualement, si A* est un cofaisceau, et p* I'ordre dual de &* dans &* :

L A* = Lg A" =1 4"

ExempLE. — A la fin du paragraphe 15.1, E@A est un faisceau, 3* @1*.4
un cofaisceau.

Un produit de faisceaux est un faisceau. Une somme directe de cofaisceaux
est un cofaisceau. Le noyau d’'un morphisme [dans C(&)] de faisceaux est un
faisceau. Le conoyau d’un morphisme [dans €(&*)] de cofaisceaux est un
cofaisceau. L’intersection d’une famille de faisceaux sous-objets d’un objet 4
de (&) est un faisceau contenu dans A4 : il en résulte que si B est un sous-
objet [dans ¢ (&)] d’un faisceau C, I'intersection de tous les faisceaux contenus
dans C et contenant B (famille non vide puisqu’elle contient C) est un faisceau
appelé faisceau engendré par B dans C. Si f est un morphisme d'un objet
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Bec(6) dans un faisceau €, le faisceau engendré par f(B) est le faisceau
image de B par f.

De méme, le sup d’une famille de cofaisceaux est un cofaisceau, et un
morphisme f d’un cofaisceau C dans un objet B de €(&*) se factorise en
C— D — B, ou D est le quotient de C par le plus grand cofaisceau contenu
dans le noyau de f.

DerinitioN. — Le faisceaw image (au sens ci-dessus) du préfaisceau A

dans le faisceau _@15/1 Stags, CBi‘BA) (a) :‘I—IL‘,;A]par le morphisme

xda

R
canonique [A (a) —>II LIA] de A dans 33 A est appelé le faisceau associé
\ xDa
AaA.
Dualement, si Be C(&") est un antifaisceau sur X, soient N le noyau du

—1
morphisme 3*3* B — B, c'est-a-dire pour chaque ouvert a €& :

N(a) = Ker[ P I.B— B(a)}

xDa

et 9L la borne supérieure des cofaisceauz contenus dans N. Le quotient

—1
B =0"B*B/It est le cofaisceau associ¢ a B. On a donc un morphisme
canonique [dans C(&)] : B — B.

15.3. Un foncteur F' : €¢(&) = €(&) peut étre dit localisable si quel que
soit A€C(8), FA est un faisceau, co-localisable si FA est un cofaisceau.
En général, le foncteur obtenu en faisant correspondre &8 4 €C(&) 'objet
{FA(a) = i,‘EA, sections de Cech sur la cléture & droite @ de a€ & }, n’est
pas localisable. Lorsque & est I'ensemble des ouverts de X" et ¢ =g par
exemple, il est bien connu en effet que la donnée de sections de Cech sur les
éléments « d’un recouvrement ouvert de X, coincidant sur les intersections
anb, ne définit par une section de Cech sur X (sauf dans le cas particulier
ou A est paracompact).

Or, il est naturel d’imposer au foncteur devant définir la cohomologie de X~
qu’en « recollant » des cochaines sur les ouverts d'un recouvrement de T,
on obtienne une cochaine de X, autrement dit que ce foncteur soit locali-
sable.

De méme, il est naturel d'imposer au foncteur définissant I’homologie
d’étre co-localisable.

Les foncteurs I' et L ne remplissant pas en général ces conditions sont
remplacés par les foncteurs suivants :

DeriNiTioN. — Soient X un espace topologique, & l'ensemble ordonné de
ses ouverts, C(8) la catégorie des préfaisceaux sur X dans C. Pour chaque
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recouvrement a droite ® de & (recouvrement ouvert clos de X'), posons :

Iz yA=1Im|Ker _HA(a)g l] A(a, b, z) -—>]]LA,,A

[ a,b,x rxeX
“ER a ’< l)'< x €
\ — a€ER

avec A (a, b, x)=1L,A, ou le morphisme ¢ est défini par sa composante
dans chaque A (a, b, z) -

S
Oa,b,x = Pa,x— Pb,a-

Ix=Ly{lgy}=limTy = \ JTpyestie Joncteur sectioNs sur X,
, . ;
RED RED

I'x est un FONCTEUR LOCALISABLE, et si (U est le faisceau associé a A :
[xd =T, a(=Tga=T,a)=Tya.
La cohomologie de X a coefficients dans le préfaisceau A est définie par
H(X; A)y=(Ir,I'x)A4

qui, lorsque la catégorie C satisfait a Uaxiome (limsup) se réduit a :
H (X; A)y= (r.Tx)A [dérivé d droite de 'y pris sur la catégorie C(8)].
Dualement, si B est un antifaisceau sur X, Be€ (8", posons :

L&XB:Img @I‘IB—>C0ker[ @ Bla, b, x)> EBB(a)]\(
an (ZGG{

xnEeX a, b, x
b 5

Za
avec B(a, b, ) =TI, B, od 0 est défini par chaque composante 044 . qui
applique B(a, b, z) dans B(a) B B(b) par

()a,b,:v = Pxa— Pxb,

Ly=T_.{L . !=limL_ . est le foncteur cosections sur .f.
X @1 HR,XS ®R,X
__—}.
RED

L’homologie de X d coefficients dans Uantifaisceauw B est définie par
H,(X; B)=(rl,Lx)B qui lorsque C satisfait a l'axiome (liminf), se
réduit ¢ H,(X; B) = ({,Lx)B.

Pour ’homologie a coefficients dans un préfaisceau, le foncteur co-locali-
sable est obtenu en prenant les « chaines a support quasi compact ».

15.%. — Convenons de dire avec R. GObEMENT [7] qu’un faisceau ¢l est
Sflasque si quel que soit ouvert « : A(A)— @(«a) est un épimorphisme,
et dualement qu’un cofaisceau @3 est flasque si B3 (@) — @B (A7) est un mono-
morphisme quel que soit «.
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On a alors le théoréme suivant :

TutoreMe 15.h. — Sila catégorie € satisfait a I'axiome (lim sup) du para-
graphe 6.h, les faisceaux sur un espace topologique X dans € forment une
catégorie abélienne 5 (X; C) dans laquelle tout objet se plonge dans un
injectif s'il en est ainsi dans C, et sur laquelle est défini le foncteur I'x=T.
Le foncteur qui a chaque préfaisceau A fait correspondre le faisceau
associé A, est un foncteur exact de C(&) dans & (X'; €) qui transforme un
produit de préfaisceaux élémentaires (cf. § 1), en un faisceau flasque,
donc une résolution injective de A dans C(8) en une résolution flasque
(donc Y'x-acyclique d’'aprés [T] de & dans 5 (X; €). Il en résulte un mor-
phisme fonctoriel

H (X5 A)y— (rmTx) @

[r"T'x dérivé a droite de U'x pris dans la catégorie 5 (X'; €)] qui, si A est
un faisceau (A = @), est un isomorphisme

H(x;a)=(r"Tx a.

La définition de la cohomologie du paragraphe 1% coincide donc avec la
définition usuelle dans le domaine de validité de celle-ci.

Dualement si C satisfait a U'aziome (lim inf) du paragraphe 6.4, les
cofaisceaux sur X dans C forment une catégorie abélienne F*(X; C),
dont tout objet est image d'un projectif s'il en est ainsi dans €, et sur
laquelle est défini le foncteur Lx= Lg. Le foncteur qui a chaque anti-
Jaisceau B fait correspondre son cofaisceau associé 03 est un foncteur
exact qui transforme un antifaisceau somme directe d’antifaisceaux
coélémentaires (cf. § 1) en un cofaisceau flasque (donc Lx-acyclique),
donc une résolution projective de B dans € (&*) en une résolution flasque
de B dans 7 (X ; €). Il en résulte un morphisme fonctoriel

H,(X; B)< (I,Lx) &
[l Ly dérivé a gauche de Ly pris dans la catégorie (X, €)] qui, si B est
un cofaisceau (B = @), est un isomorphisme

H,(X: B) = (I,Ly) .

Preuve. — La démonstration que la catégorie F (.I'; €) est abélienne si €
satisfait & (lim sup) reproduit exactement la démonstration de ce méme fait
lorsque € est la catégorie des groupes abéliens. Il en est de méme pour la
propriété que tout objet de F (.I'; €) se plonge dans un objet injectif.

Si C satisfait & I'axiome (lim sup), chaque foncteur L, est exact.

Sio->A4->B—>C—o
est une suite exacte de préfaisceaux,

o—+L,4A—->L.B—~>L,.C—o
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est exacte pour chaque 2. Donc, la suite

0>QA—>0-—>C—o0
est exacte.

Si maintenant A — ' I A¢“ est un préfaisceau produit des préfaisceaux ¢lé-

aE s
mentaires A% (avec les notations du paragraphe 1), et « un ouvert quelconque

de X', le préfaisceau Au:I‘AI A est un facteur direct de 4. Comme le

a
u-{a
foncteur I' 5 v est un foncteur additif, on a un épimorphisme :

I‘J{’XAA — ra’xA”.

Mais il est évident que I'y, x4,=T 4 ,A4. Comme dans I'hypothése faite
sur €, la limite directe est un foncteur exact, on a a lalimite un épimorphisme

I‘XA - I‘XCX — r,,A == I‘ua.

Le faisceau @ associé a A est donc flasque.
Démonstrations duales dans le cas des cofaisceaux.

ReMARQUE. — La catégorie des groupes compacts, duale de la caté-
gorie G des groupes abéliens satisfait & I'axiome (lim inf). Si I'on définit
la somme directe d’'une famille quelconque ((;) de groupes compacts par

P G;— Hom [II Hom (G;; T); T], tout groupe compact est I'image d’un

i
groupe compact projectif, et I'on peut définir ’homologie a coefficients dans
un groupe compact en le plongeant dans la catégorie des cofaisceaux, au
moyen des dérivés a gauche du foncteur cosections sur A" : Ly. La dualité
catégorique du paragraphe 5 s’étend donc a la dualité entre cohomologie sur
les groupes abéliens et homologie sur les groupes compacts des espaces
topologiques.

16. Homologie d’un espace topologique a coefficients dans un pré-
faisceau sur une catégorie satisfaisant a I’axiome (lim sup) du para-
graphe 6.4%. — Soit C une catégorie abélienne satisfaisant & I'axiome (lim
sup) (c’est le cas des catégories de modules sur un anneau).

La catégorie ¢, (®*) introduite au paragraphe 13.% (avec les notations
de 1%.1 pour p et @) a une signification géométrique trés simple : un objet
de A de C,(®") est la donnée pour chaque recouvrement ouvert clos R € ®
de A" d'un préfaisceau 44 nul hors de R, et pour R DR’ d’'un morphisme
de préfaisceaux A z<— A 5. [morphisme dans C(&)].

On voit bien ici le role essentiel de la notion de caractére local introduite
aux paragraphes 13.3 et 13.% : dire que 51*, autrement dit que I'’homologie
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de X a coefficients dans un préfaisceau, est de caractére local signifie qu’elle
ne dépend que de la donnée du préfaisceau sur un recouvrement ouvert
de X, aussi fin soit-il.

TutorkMe 16. — Soient X" un espace topologique, & l'ensemble ordonné
de ses ouverts, @ l'ensemble ordonné de ses recousrements ouverts clos,
C une catégorie abélienne satisfaisant a U'azxiome (lim sup), € une famille
« suffisamment riche » de parties non vides de X', c'est-a-dire satisfaisant

a(§10.6) :

(21) la réunion de deux éléments de % est un élément de
(22) tout ouvert non vide de X contient un élément de 7.

Soient p l'ordre canonique de ® dans &, T celui de & dans ¢, et p,— To.
Alors, si A est un préfaisceau sur X dans C|A€C(&)], et si T A est sa
« trace » sur ¢ [TEA (p)=1lim 4 (U)], I’homologie de X a coefficients dans

sy
A peut se calculer sur ¢, autrement dit &4 'aide de chaines définies sur % a
coefficients dans mA4.

De fagon précise, on a

H,(X; A)=rl,(Tpup*) A=rl,(Tpp ) mA.

PrEUVE. — Soient €, (®@") et &, (@) définies comme au paragraphe 13.4.
Un élément 4 €C,(®*) comme il a été dit ci-dessus est une collection de
préfaisceaux A ,, un élément de €, (®*) est une collection d’¢léments
Bgec(2), Bg nul hors de ®R. Le foncteur m s’élend ponctuellement a
Cp(m*) :

™
Aec, (@)=>nAec, (@)

par
Ag=mAg

c’est un foncteur exact qui transforme un A g projectif en un © A, qui est
L, ou Ly z-acyclique d’aprés les théorémes 10.5 A et 10.6. Il en résulte que
si (P,) est une résolution projective de A dans €, (®*), (7 P,) est une résolu-

tion _91 s-acyclique dans €, (®@*). D’ou le théoréme d’aprés la proposition 13.2.

BIBLIOGRAPHIE

[1] BoreL (A.) and Moore (J.-C.). — Homology theory for locally compact spaces,
Mich. math. J., t. 7, 1960, p. 137-159.

[2] CarTaN (H.) and EILENBERG (S.). — Homological algebra. — Princeton, Princeton
University Press, 1956 (Princeton mathematical Series, 19).

[3] DeueuveLs (René). — Homologie a coefficients dans un antifaisceau, C. R. Acad.
Sc. Paris, t. 250, 1960, p. 2492-2494.

[4] DenEuveLs (René). — Théorie de ’homologie, Séminaire Dubreil-Pisot : Algébre

et théorie des nombres, t. 14, 1960-1961, n° 26, 4o pages.



HOMOLOGIE DES ENSEMBLES ORDONNES. 321

[5] DeueuvELs (René). — Topologie d’une fonctionnelle, Annals of Math., t. 61, 1955,
p. 13-72 (Theése Sc. math., Paris, 1953).

[6] EiLENBERG (S.) and STEENROD (N.). — Foundations of algebraic topology. — Prin-
ceton, Princeton University Press, 1952.

[7] GooeMENT (Roger). — Topologie algébrique et théorie des faisceaux. — Paris,
Hermann, 1958 (Act. scient. et ind., 1252; Publ. Inst. Math. Univ. Strasbourg,
13).

[8] GroruENDIECK (Alexander). — Sur quelques points d’algéebre homologique, ZTohoku
math. J., t. 9, 1957, p. 119-221.

[9] Lerscuerz (Solomon). — Algebraic topology. — New York, American mathematical
Society, 1942 (Amer math. Soc. Coll. Publ., 27).

[10] LEraY (Jean). — L’anneau spectral et l'anneau fibré d’homologie d’un espace

localement compact et d’une application continue, J. Math. pures et appl.,
Série 9, t. 29, 1950, p. 1-139.
{11] Séminaire CarraN, t. 3, 1950/51 : Cohomologie des groupes, suite spectrale,

Jfaisceaux, 2° éd. — Paris, Secrétariat mathématique, 1955.
[12] SteeNrop (N.). — Regular cycles of compact metric spaces, Annals of Math.,
t. 41, 1940, p. 833-851. )
[13] Vieroris (L.). — Uber den héoheren Zusammenhang kompakter Riume und eine
Klasse von zusammenhangstreuen Abbildungen, Math. Annalen, t. 97, 1927,
p- 454-472.

(Manuscrit recu le 30 septembre 1961.)

René DEHEUVELS,
Professeur a la Faculté des Sciences de Lille,
14, avenue du Chateau,
Bourg-la-Reine ( Seine).



