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LE PROBLEME DE CAUCHY
POUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
D'UN FLUIDE GENERAL ;

PAR

Jonn NASH.

Par « fluide général » nous entendons un fluide visqueux, compressible et
conducteur de la chaleur. Le systéme des équations différentielles d’un tel
fluide n’a pas souvent été l'objet d’études mathématiques, en raison de sa
complexité. Pourtant, SERRIN [&] a obtenu des théorémes d’unicité de la
solution de ces équations.

Les cinq équations de ce systéme expriment la conservation de la masse,
de la quantité de mouvement (trois équations) et de ’énergie. La forme des
équations que nous employons ici est tirée du livre de Lanpau et Lirscurrz
[voir (2), équations (1.3), (15.5), (49.4), p. 2, 48 et 185]. Nous écrivons
celles-ci sous la forme suivante :

d,
(1a) CTE::— oV.o;
dv_ Vp 1 0ag} )
o (1b) @ o 5_071<+F(x’t)’
I
A n[dvy O 2y 0o 2
(1¢) pT—%_ V(XVT)—!——Q—[Ex—k—i—d—x:ﬂ-?—)aikd—xl:lC(Vv),

\ o du= dzy oz 37] lkdxl,

o étant la densité du fluide, ¢ la vitesse, p la pression, F la force extérieure,

d J 0
et 7 les coefficients de viscosité, S entropie et — — — —+ ¢ — la dérivée
mett ’ P et gt = 9 T oz

« lagrangienne » par rapport au temps. La notation [ My |* signifie My My et
nous employons la convention de sommation.
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Si I'on considére S comme une fonction S(p, 7"), on peut obtenir une

équation pour "’ puisque
ds dp dT dT
-d— Spdt +ST dr = PSPV.V—FSTEN
On obtient
, dT
(1c) E_-QTS [V.(xVT)+p> TS, V.0]

ov; vy 2, Ov; |2 .
[m *om ésfkaz] HLV,

qui est une équation qui ressemble plus & (1a) et & (16). On peut considérer
les quantités p, S, m, { et x, qui sont toutes positives, comme des fonctions
de p et 7', qui sont déterminées par la structure physique du fluide.

Dans I’étude mathématique du systéme (1) nous employons les coordonnées
de Lagrange, qu’entraine le mouvement du fluide, plutét que les coordon-
nées d'Euler, qui sont fixées dans l'espace. Soient X, X, X; les coordon-
nées de Lagrange. Prenons X, X,, X, ¢ comme variables indépendantes,

ot

sont constantes. Alors

et notons par i la dérivation [la % de (1)J ou les variables X, .I,, X,

i {
w=20 e ) =a(X, ) + [ e, eyar,
14

2)
{ oz (X, t) oz (X, t) . Lov (X, )

ox _ 0x flo dx ’
De plus
3 0 _oX o 9 _(da\"0
(3) oz —dz X °% dx—\ox) ox

. [ 0dx \t
ou <071,> signifie la matrice inverse de la matrice - d/I’

Il est maintenant possible d’obtenir une formule pour p. Le jacobien J<-;—,>

exprime le rapport d'un élément de volume dans l'espace de x i 1'élément
correspondant de volume dans I’espace de .X. Donc, d’aprés la conservation
de la masse, on a

Pt t’)‘,<;’{(—/§1‘;’h‘)> =p (X, t:_.)J(M/F’Q\)

(4) ?ou

0=t o () )|
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d)/f’ L’équation (4)
peut remplacer (1a), et nous avons ainsi un systéme de quatre équations
différentielles.

Nous étudierons le probléme de Cauchy ou p, 7" et ¢ sont données pour
t —=o dans tout I'espace. Il est avantageux de choisir les coordonnées de
Lagrange .1, .X,, X, de telle facon que X' = x quand ¢ = o. Si nous posons

szl’> est déterminé par des éléments de la matrice

Wy, Us, Uy, U, pOUr ¢y, ¢y, ¢35, T, si nous employons les coordonnées de

. L. d . d \ .
Lagrange, et si nous écrivons — au lieu de — les équations prennent la

at dt

forme suivante :
_ du dx \ J*u . dx  Jdu o
() %—ai<f” T’ﬁ>d1°+a?<9’ ox’ ()/r> o

a2 ()]

17) g
“'f‘c-t.'»(pv Ts dej/ d:;’, x, t)’

d 1 lle 1 tité de t d dz \~t sont distinguées parce
ans laquelle les quantités ~% et o5 || 55 ont distinguées p

P
>y Y” du deuxiéme ordre. Pour éliminer z
et p de (5), nous remplacons « et p par leurs expressions données par (2),
(3) et (4), et en écrivant = a la place de X', nous obtenons

t 4 12
(6) w= (9L<u, Pos f Uz dl>um+ cB<u, Uzy Doy / Uy dt> f Uy dt
0 <0 0
14 t
-+ G<u, Uz, o, Po”’f Uz dt,f wdt, x, t> s
0 0

B du, L.,

ou p, est p (A, 0), u, est le tenseur d——'— des dérivées de « par rapport aux
2z
j

composantes de x, et A, 03 et € sont des tenseurs.
Nous considérons la quantité w — u — u, pour obtenir plus facilement des
évaluations nécessaires de grandeur et de continuité des fonctions qui appa-

raissent dans les équations différentielles. Alors

qu’elles dépendront des dérivées

14
(7) w,=«Aa Wam +- f Woax dt + @Ia
0

ol w = o quand ¢ =o, et ou

C=C+ (A+mBt)u,,,
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Notre démonstration de I'existence et de l'unicité de la solution est basée
sur un procédé itératif qui construit la solution

2l
(8) WD = @) gl D g3l / Wi df 4 @),
o

Les quantités @®, @, €' sont des fonctions de w!?) et w(®=o0 et
wl (2, 0) = 0. Le systéme (8) est linéaire et parabolique en w(r+1),

Pour nos démonstrations, il faut que @, @ et €' (c'est-a-dire AU, B et
€'y soient bornées et uniformément continues au sens de Holder pendant un
certain intervalle de temps et dans tout 'espace. Les bornes dépendent des
propriétés de u,, p, et w et des propriétés des quantités p, S, n, { et x
comme fonctions de o et 7. Il est raisonnable de supposer qu’il existe une
région ouverte R dans 'espace (p>o0, T7>o0) de p et Toup, S, n, L et
soient fonctions analytiques de p et 7". Cette assertion porte sur la structure
physique du fluide.

Nous supposons les données initiales, pour ¢ = o, telles que (p,, 7) soit
toujours dans une région fermée R, qui est une sous-région d’une région R,
fermée et compacte qui est elle-méme une sous-région de R. Il y aura des
nombres &, et ¢, assez petits pour que, si|p—po|<Ley et | T — To| Le,,
alors (p, T') soitdans R, etles fonctions p, S, n, { etz de p et T etleurs dérivées

14
soient bornées. De (4) et (2) nous observons que quand f v.dt est assez
0
{

t
f v, dt f W, dt
0 0

puisque 7'= T, —+ w,, si nous imposons des bornes assez fortes a |w| et
a|w,|, etsi ¢ est assez petit, (p, 77) sera toujours dans R.

petit alors |p—p,|=Z¢,. Puisque Z|teo, |+ et

Soient

A Zby, Bl Ll €] Zby,
H:(Q) Zby,  H(B) Zby, et HA(C)Zb,

(9)

les conditions que nous voulons que &, 03 et €’ satisfassent pendant un certain
intervalle de temps qui commence 4 ¢t —=o, ou H* est I'indice de continuité
holdérienne,

'f(‘xh t‘l) —'f(xh tl) l .

[Zo— @y |24 [ 6 — & [P

(10) H>(f)=sup

0Ll < bt

Afin d’obtenir les bornes de (g) sur €' il faut qu’on ait quelques renseigne-
ments sur F. Il suffit que F soit bornée et que les premiéres dérivées de F
soient bornées et uniformément holdériennes quand ¢ est borné. F est une
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t
fonction des coordonnées d’Euler, et I'on peut écrire F<w —l—f v dt, t>
0
comme fonction des coordonnées de Lagrange. Aussi

¢ =¢,+ F,

¢ N
e, =, (u, Uy Doy Do, f udt, f u,dt, t, uom> .
0 0

Nous supposons que, pour ¢=o, les fonctions py, po_, o, U, U, sont
uniformément holdériennes et uniformément bornées. Nous supposons aussi
que pendant un intervalle de temps assez petit, nous avons

(11) |w|Ley, |we|Le, H¥(w)Le, H*(wy)Le et oLlLe,.

Irans le procédé itératif, (11) doit valoir pour tout w(®), tant que 0 < ¢ Zz;.
Si les nombres ¢, ..., ¢; sont assez petits, (0, T) est donc toujours dans R,
et ¢\, @, C' satisfont les conditions (g). Dans notre démonstration nous
empioierons (9) et nous montrerons que (11) vaut quand ¢ est assez pelit,
ce qui justifie I'usage de (9). Pour obtenir des bornes de w nous nous servons
des resultats de W. PocorzeLskr et A. Friepman ([3]et[1]) pour des systémes
paraboliques d’équations différentielles.

L’équation (8) est de la forme

9yy_ A Pys

(12)  pEmQyeeon A e A

Rappelons maintenant la condition de parabolicité uniforme de Petrovsky.
Soit My;(%) la matrice A;,‘,‘l;"([fi_y‘) (iZy) ou £ est un vecteur a4 composantes
réelles. La condition de parabolicité uniforme est qu’il existe un nombre
o.>> o tel que les parties réelles des valeurs propres de la matrice M., soient

= — o partout quand | % | =1. Avec le systéme (12) les valeurs propres sont :
4
0xg P35 0wyt
- deQ 4 ’ deB P’
I L |
d.Z‘E P ().75'[.;$ P TST,

. Odx . . ,
ou d—li est la matrice de la transformation des coordonnées entre les coor-
xR

données de Lagrange et d’Euler. Nous pouvons supposer que, quand (p, 7")
est dans R, Sy et les nombres 7, { et x sont bornés supérieurement et infé-
dzy,

assez petits; donc nous supposons ici que les bornes de (11) sont suffisam-

rieurement. La matrice restera voisine de 'identité quand ¢ et ¢, restent
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ment petites pour que la condition de parabolicité uniforme soit satisfaite.
De plus, @ et ¢ seront bornées et uniformément continues au sens de Holder,
ce qu’exigent aussi les théorémes de Pogorzelski et Friedman.

Le théoréme de Friedman, [1], équation (3.3), pour le systéme (12), est

(13) maX(tIy.z»xI)+H“<t%, y>+H“<t1ta, yr)+11°‘( +%,ym>
éK(max]y]+max(t]<p])—i—H°‘<t1+%,oz)),

ou ot L7 et K est déterminé par 7 et par les propriétés de @, et ou

(14) H> (t'v, f) = sup ,(min(t“ t2))r [f(x‘_” tz) _f(x'h 51):,! }.

rEhshst| |2y — @ |*+ | ta— t,|*

Le résultat de Pogorzelski s’applique au cas ¢ =o et nous donne une
borne de la solution fondamentale du systéme :

(15) f]l‘(x.z, by y, ) day << cppe (6 — b)),

ol 0 ;<< t, T et ou | est un nombre quelconque entre o et 1 (o << . < 1).
Le nombre ¢y ; dépend de ., 7 et A. Siz(z, t) est une solution de 5,—=A 5.,

alors z (., &) :fl‘z(x“ t,) dz,; pareillement, y étant une solution de

(12), et si ¥y (x, 0) = o, alors
t
(16) y(z, t) :ff Iz, t; 2, ) o(2, ') de" dt'.
0

Afin de montrer la convergence de la suite { w®} définie par (8) nous
considérons les quantités (w(+1) — i) et l’équatlon

" (1) gpln)” —‘&‘ﬂ__‘)
(17) [w win ], =

+ [a n) __ 71—1] < W) 4 gp ”’)
X

an (n—1)
- < —+ B )f W(" —T ”]11 dt
{
(12)__ (n—1)
+ [0 — @) f <W i >m dt

+ [¢'ln — ¢lin1)],

[ wplnt+1) W(”)] -
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Nous démontrerons que les fonctions w(® et les différences w(n+1) — win et
leurs dérivées ont les propriétés suivantes quand ¢ est assez petit :

[+
| i) | = gy t1—t, Ho(win)) Zayt 72
1 Iy %
W | Loyt 7, H* (W) Zat "3
[+4
—_U— =
| Witk | Z a5, I (W) Zogt 2,

(18) 1 1 o
| ) — i) | = By yng” (5"”)“_”, H> (sln+) — i) ~ B, s (E _“> Hmy

1 1 1 1 &
n=—W)+-—u n{-—uw +__p,__._
+1 ( ) - (- ‘) 2 2
| W&’.‘ ) ng)[ 163 yg 2 2 , Ha(wgl-!-l) ng)) pk PLYARN 2 7’

1 1 22
n (——[.L) —W n ( __pv) ——
|t — i | = e TR g (it — i) 2 Byune :

H% désigne le coefficient de Holder d’une fonction de « et ¢ seulement comme

fonction de z, et i est le nombre que nous utilisons dans (15) (p doit étre

I ) .
< 5 ) Les constantes oy, ..., g5et B34, ..., 3; seront déterminées ci-dessous.

Pour employer (17) dans la démonstration par induction de (18) il fautavoir
des bornes des valeurs absolues et des coefficients de Holder des différences

.1 ,
am —@n=1, @3 — g@ln—t et @' — €'tn=1), Les quanlités 5 (@t 4 @tn=1) etc.,

ont les mémes bornes, celles de (g), que les quantités A, B et €',

Considérons @, @3 ou €' comme fonction & (U, z, ¢), ot ¢ est un vecteur
t
dont les composantes sont les composantes des quantités w, w,, f wdt et
0

¢
f wodt. On a
0

(19) W8N =8 (Y, 2, 1) — E(P"Y, 2, 1)

¥ o6
fa —_— -
v‘!;(n—l dq’) qu - [max

S| 1= e,

ou l'on entend par la valeur absolue la somme des valeurs absolues des
composantes d’un vecteur (ou tenseur). Si nous posons

(PU\): (n — A) (Pi’l—l)_"_ (1 —n -+ A) 4)1”),

28

dJ(im_—_ SN (&, 8;) et Ey= IP’
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nous pouvons écrire

HJL ( 5(11) — g)(n—i))

_ " 6, V)
_Ha[\/,:-‘l@gym—d)\]

n N )\

fremnd sup — -
V£l Ll £t | @y — @ |*+ |t — & ]2
" (8y)1=+ (8y)s _d_ ) %)
fn_l—g—— o7 (P — ) da
/. L(éwi—<@¢>21m<¢‘1"+¢‘?’>““
= sup s ol '

Ishslhst ]$1~$g ‘m"‘l"lli—t? |:;-

. ad .
Puisque a7 YM = ) — L= on obtient enfin

(20)  H*(8M— &) 2 [max | Sy | 2% (4 — o)

-+ m):i\x H* (&) max | Y0 — =1y |

ou max |6y et mgxl]“(&_p) peuvent étre bornées par le moyen des bornes

de (11) qui donnent les mémes résultats pour ) que pour tout Y.
Pour démontrer (18), nous obtenons des bornes de w(*+1) et de w(n+1) — gin)
a 'aide des bornes de (18) de w(® et de w!® — w("»=1) puis nous montrons
que ces bornes calculées ne sont pas plus grandes que celles de (18) si les
constantes v, ;. ..0g, 31...3; de (18) ont des valeurs appropriées et si ¢ est
assez pelit. D’abord, des équations (8), (15) et (16), on déduit

W2 - v
| wintn) | écw,/ ‘(t - t')_‘*[max | 3 lf o5 t"¥ dt" 4 max | €' I] dt’
0 0
t . 11— -
écwf (¢—10)® [% -+ ng dr et, par (9),
0

by oyt 1 ¢
= Cg,ss[——" 5 -+ b:z]
I— P' I — f.L

2Cy.c. b byastt—*
200500 H-b—=g; i quand ——— 5 = b,
= 1—p I— [

ou

(21) | i) | Z o} gt quand ¢ 0.
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Le nombre d, est une fonction de o;, mais ¢} ne dépend pas des constantes
de (18). De méme de (8) et (13) on peut déduire

o 140
(22) max(¢| W‘j.fj“[)+H°‘<t“’, W(”+1)>—|—H°‘<t 2 wf{‘*“)

o
1+

—|—H°‘<t 2, wf,ff;“)éQKJIt“‘!* quand ¢ 0y,
parce que le terme max | w(**+1| devient le terme le plus grand du co6té droit
de (13) pour les valeurs petites de £. Le nombre J, est déterminé par les
nombres b;, ... et oy, .... De (22) on obtient immédiatement

ocy=0;,=2Ko] pour ¢0,.

Pour les fonctions bornées, & dérivées du deuxiéme ordre bornées, on a

[fxléc'\/max]flmaxlfxx[.

Donc

-

1 1
: 5~ 5~
| w1 Zeyoio, @ T=c\2Kaoi 8 =g .

140

De ce résultat et de II"‘(tT, Wfr'l+1)>é2](0:t1—!* nous pouvons borner
H* (w(*1), Soit 0 ¢, £, 3d,; alors

t L;E‘_ | Wit (s, £y) — W) (24, 4) |
1 %

~ZoKaojti "
|2y — 2y [ [ ta— 4, |7

et
L)
[ Wi+t (@, ta) — WG (24, 1) | Z20ill .
Donc
3 (n+1) (n+1) 1
= | w Zgy Ly) — W Xy, L . .5
lt‘l_t1[2[ x ( 2 -) X ( 105 1)[ é?o'j;t; P',
I$g“w1|“+ltg—l1|2 '
et donc
1, 1 _ 1+ X
H*(wg™) Zat ‘sup:nin[](a':l‘-;t1 tLoy|t— | '-’J
1
ou

1
— U
b

Ho (w+1)) Za i

wlR

)

ou g est déterminé par Ko} et par o;. Pareillement nous obtenons

1—U—

ol R

H*(wint1)) Zoyt

Les valeurs obtenues pour oj,

.., 0y ne dépendent pas de celles de
Ty o»

., 055 donc nous les utilisons pour définir les valeurs appropriées de
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gy, ..., G5, ainsi ;= 0. La valeur de d,, qui dépend de oy, ..., o;, donne
Pintervalle de temps pendant lequel valent les bornes associées a oy, ..., o;.
Notons que ces bornes entrainent la validité de (11) pendant un intervalle de
temps assez petit, soit 0 =< ¢ <0, et que (11) entraine (g). Ainsi la démon-
stration par induction des bornes de (18) de w(® est compléte.

Trouvons maintenant des bornes pour w!"+1) — w(" moyennant des bornes
de win—1) @l wint+1) et @) — win—1) Estimons d’abord la valeur absolue et
le coefficient de Holder des quatre derniers termes de (17) qui joueront le
role de la fonction ¢ de (12) ou de (16) dans le calcul des bornes de
wintl) — w(?): nous obtenons

n(l —-U-) -+1
(23) AECIEY NS
et

2 A 1
H°‘<t1+ 2 cp‘"’) < hy Byt ¢ (5 ~u) i quand ¢ = 03,

ou A, et h, ne dépendent pas de B4, ..., B;. Clest le terme C'"— @'in—1)
de (17) qui devient le plus grand quand ¢ est petit, et c’est W) — w{~1) qui
contribue le plus a la grandeur de €'(*) — ¢'t»~1) quand nous I'estimons par le
moyen de (18), de (19) et de (20).

De (23), comme pour (21), on obtient

1
(24) | w(n+H1) __ gp(n) [ = ha ﬁ:ﬂ)""i [H(E —!J«) +I~§L.

Avec (23) et (24) on peut appliquer (23) & (17) pour estimer la continuité
et les dérivées de w(n+!)— (" ce qui donne

(25)  max(¢]wiit— wi|)
x 1
+H°‘<t"’, win+1) W(”’> +H°‘(t 2 , Wgwi)____ Wf,;”)
[

1
n{ - — +1—
( _on(5w)
, W n+1) w‘(rnl)> :hk Bzvn 14 2

xx

14
-+ II“(t R
quand ¢ = d;, ou A, ne dépend pas des nombres o, et 3;, et ou g, est déter-
miné de la méme maniére que d;, etc. Or le calcul de toutes les bornes pour
w1 — (n) et ses dérivées s’accomplit exactement comme celui des bornes

. c: 3 -
pour w{+1), Tous les résultats prennent la forme 37 — €1, Nous choisissons
T
de telle maniére que ;= {;, puis nous choisissons 3;=o; et
c. R .
Bi= max(a',-, ﬁ) Les nombres o; et [3; étant connus, les nombres 0; et
v

Pintervalle de temps ot les bornes sont valables seront déterminés.

1 \
= —U
Toutes les bornes de w(**+1)— w(") sont de la forme ﬁi(yﬁ ' )"t", donc
1

. . . . .
on voit quesiv¢* * estassez petit, la suite { w(® | convergera vers une limite w
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/

qui est la solution de (7) et qui donne la solution de (1). De plus nous savons
que la limite w aura certaines dérivées et certaines propriétés de continuité.
La convergence du procédé itératif nous donne aussi la démonstration de
I'unicité de la solution, au moins dans la classe des solutions ayant des bornes
semblables a celles de (18) pour w(®, Il est évident que nous avons démontré
Pexistence et I'unicité de la solution seulement pour un intervalle de temps
assez petit.

I est également possible d’énoncer quelques conditions qui, tant qu’elles
sont vérifiées, assurent I'existence continue de la solution. Si les quantités
max | w |, max | w, |, *(w), II*(w,) restent bornées (ici on peut remplacer
w par v et T) et si (p, T) reste toujours dans une sous-région compacte
(comme R;) de la région R, alors la solution continue d’exister.

On peut aussi démontrer 'existence et I'unicité de la solution par la
méthode de la transformée de Fourier, arrivant & un résultat qui exige des
données initiales petites mais qui n’a pas besoin de continuité holdérienne.
Dans cette méthode, a une fonction g(z, t), nous associons 2 (%, ¢), la
transformée par rapport a . Un intervalle 0 = ¢ < 7 de temps étant prescrit,

nous posons 2*(Z)=— max |2 (%, ¢)|et|g" |:f|g*] d:. Le procédé dépend
0=Ztss

de P'obtention de bornes semblables a | g|* pour les fonctions qui entrent

en jeu.
Si la mesure | |* est assez petite pour les fonctions (po—— lim po)
Jx|>e )
(vo— lim VO), (Ty— lim T,), v, et T et si cette mesure est finie pour
|2 |> || >
les fonctions py_, ¢o et T, alors il y aura une solution de (1) tant que ¢ est
petit.
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