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ESPACES DE BESICOVITCH,
FONCTIONS PRESQUE-PÉRIODIQUES,

FONCTIONS PSEUDO-ALÉATOIRES;

PAR

JEAN BASS.

SOMMAIRE. — Les fonctions complexes f{t} telles que la moyenne quadratique
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existe ne constituent pas dans leur ensemble un espace vectoriel. Mais on peut les
grouper en espaces vectoriels incomplets E. Dans un espace E, toute suite de Cauchv
converge vers une limite, et la limite obtenue est un prolongement de l'espace £'.
Une suite de Cauchy particulière permet de représenter la classe des translatées d'une
fonction f(t) de E pour la formule

f(t + h) = / exp (2 ir.wh) Y (t, dw),

où Y (f. A) est une fonction spectrale telle que la moyenne de Y (/, A) Y (/, A') soit
nulle lorsque A et A' sont disjoints. Suivant les propriétés de Y (t. A), on classe les
fonctions f en fonctions presque-périodiques, fonctions pseudo-aléatoires, fonctions
singulières.

1. Espace de Besicovitch. — Nous considérons des fonctions complexes
de la variable réelle t, définies pour t > o, et localement intégrables
au sens de Riemann. Une fonction f(t) satisfaisant à ces conditions
générales possède une moyenne temporelle sur l'intervalle (o, T), définie par

(0 Mrf^- f ' f ^ d L
Jo

Elle possède aussi une moyenne quadratique

(2) ^I/T2-^7]/^)!2^.
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Lorsque T-^oo, ces moyennes peuvent se comporter de façons très
diverses. Si Mr\f\2 reste bornée par un nombre fixe, on dit que f(f)
appartient à Vespace B^ de Besicovitch. Cet espace a été introduit pour
l'étude des fonctions presque-périodiques. C'est évidemment un espace
vectoriel. On peut lui donner une structure topologique en définissant
la distance [| f—g\\ de deux fonctions par

T

I I f— g |[2 = lim sup f | f(t) — g (t) p dt.
T JQ

On peut en outre préciser cette structure topologique [4]. L'espace B^
est en effet un espace complet (théorème de Marcinkiewicz). Soit fn une
suite de fonctions de Bi. C'est une suite de Cauchy si, à tout s, on peut
faire correspondre un nombre n^ (s) tel que les conditions

entraînent
n > Ho (0, k > HQ (s)

IIA-AIK-
II existe alors une fonction /, appartenant à Bz, telle que

lim \\fn—f\\ -o.
H-^w

Cette fonction n'est pas très bien définie. En effet, dans Bz, la fonction
nulle, c'est-à-dire la fonction de norme nulle, peut prendre n'importe
quelle valeur sur tout ensemble borné de valeur de /. Deux fonctions
« égales » peuvent donc avoir une différence non nulle sur tout ensemble
borné. C'est grâce à cette remarque qu'il est possible, non seulement
de démontrer l'existence de la limite /, mais même de construire effecti-
vement cette limite. MARCINKIEWICZ définit f de la façon suivante :

De la suite fn, on peut d'abord extraire une sous-suite f^ telle que

\\fn.i——/^+lll^:-7Tl•

On choisit une suite ^ de valeurs de t telle que

) ^-+1 > 2 ̂ -,(a)

(b) lim sup i / - f fn^ - /•/, 2 dt < ̂l™ sup { / ̂ f f^ — fm 2 dt < ̂ .

On pose alors

f (0=^(0 si ^i<t<^ ( 1 = 1 , 2 , . . . ) ,
= = o si o < t < ^i
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et l'on démontre sans difficultés que f est bien limite de la suite /^,
que plus généralement f est limite de la suite fn, et que f appartient à .62.

L'espace B^ apparaît ainsi comme assez analogue à l'espace L2 des
fonctions de carrés sommables sur un intervalle. La différence la plus
caractéristique est que, dans L2, une fonction de norme nulle est nulle
presque partout, c'est-à-dire non nulle sur un ensemble de mesure nulle,
alors que dans &, une fonction de norme nulle peut être non nulle sur
un ensemble borné arbitraire. La structure des fonctions de B^ dépend
seulement de leurs propriétés à l'infini. En outre, Ba n'est pas un espace
de Hilbert.

2. Espace P. — L'espace de Besicovitch est d'un emploi commode,
mais il n'est pas assez précis pour bien des applications. Ce qui est le
plus souvent requis, c'est que M r [ / * | 2 ait une limite finie, et non pas
seulement une limite supérieure, lorsque T -> oo. Nous poserons

T

M|/T=lim - f \f(t)\îdt
r->oo 1 JQ

et désignerons par espace P l'ensemble des fonctions pour lesquelles
M | /'|2 existe. Nous dirons des fonctions appartenant à P ou que ce sont
des P-fonctions.

Le symbole M désignera d'une façon générale l'opérateur de valeur
moyenne, défini par

M ( ) = lim - f ( ) ̂
r-^ 1 J^ L

Pour le moment, nous ne nous préoccupons pas de l'existence de Mf.
L'espace P est un sous-ensemble de l'espace B^. Mais ce n'est pas un

espace vectoriel. Si f et g appartiennent à P, il n'est pas sûr que f+geP.
Cela équivaut à dire que, si M f 2 et M \ g |2 existent, Mfg n'existe
pas nécessairement.

EXEMPLE 1. — f(t) == i, g (t) = exp (f log 0.
On a d'abord M \ f ^ == M \ g |2 = i.
On vérifie que

^T

M g == lim L / exp (i log t) dt == lim —— exp (i log T).
T->^ -i J o r>oo i -+- l

n'existe pas. Or
M \ f + g 2 = = M \ ï + g • 2 = = ' 2 + M g + M g,

Mg et Mg n'existent pas. Mg + Mg est la limite de
1 (cos log T + sin log T)
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et n'existe pas non plus. Donc M \ f + g |2 n'existe pas et f + g n'appar-
tient pas à P.

EXEMPLE 2. — Soit ti = o, /2, . . . , ^, . . . une suite croissante de
valeurs de /.

Posons
f(t)=i, g (0 ==(—iy1 si tn<t<t,^

Pour que f+gçP, il est nécessaire et suffisant que g (t) possède une
moyenne. Or posons

tfi —— tn—i := Inf tn •== li -{-... -\-ln.

Si la moyenne existe, elle est définie par la limite de la somme

Posons

^(- i)7^
MA7=^2(-I)^=^—•

2^
n=l

Z, + Z. + . . . + Z^y-1 = ^/A,

Z2 + h + . . . + ^Y = VA-

On a
M - v^— ^v M V^— ^v..i „ . U^— U^,

-A- ÏT^T^^ M2A+1= ^+y, ==M^+ ^+y^ '

Supposons alors que la longueur //, des intervalles choisis augmente
rapidement avec n, et d'une façon précise qu'il existe un nombre a > i
et un nombre b > i tels que

l im^^a, l im^^ft .
A--^oo UA- A-^^ L/A7

Alors M^v a une limite égale à — — — î et M^+i a une limite égale à

, ' Ces deux limites sont différentes, de sorte que M^r n'a pas de

limite unique lorsque N-^oo, et que M g n'existe pas. Si par exemple
In == a", on a

VA ^V+1 I——û2^2

JT~ = a» TT— == ————., y i ^ ° == ^^•^A t/.v i — a ^ ^ 1

L'espace P n'est donc pas un espace vectoriel. Mais V espace P contient
des sous-espaces vectoriels. Le plus connu est celui des combinaisons
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linéaires de fonctions exponentielles de la forme exp (21 TTC*) t). C'est
Vespace des fonctions presque-périodiques. Ce sous-espace n'est qn'un
exemple, parmi bien d'autres aussi importants, des sous-espaces vectoriels
de P. Introduisons, avec J.-P. BERTRANDIAS, la terminologie suivante.
Nous dirons que deux P-fonctions f, g sont comparables si Mfg existe,
et nous écrirons f — g. Un sous-espace vectoriel de P est formé de fonctions
deux à deux comparables (et par hypothèse comparables à leurs conjuguées).

CAS PARTICULIERS.

1. — Les constantes complexes sont des P-fonctions. Un sous-
espace vectoriel de P contenant les constantes est constitué par des
P-fonctions (M f\2 existe) qui ont aussi une moyenne (Mf existe :
/•-i).

2. — Considérons Y ensemble des translatées f(t+ h) d'une P-fonction
donnée. Si ces translatée sont comparables entre elles, elles engendrent
un espace vectoriel, sous-espace de P. Le produit moyen

Mf(t)f(t+h)

s'appelle alors fonction de corrélation de f(t).
C'est ce qui se passe en particulier pour les fonctions presque-

périodiques. Mais on peut trouver des fonctions f(t) non comparables
à leurs translatées.

EXEMPLE. — f(f)== exp (it log /).
On a M| /" | 2 == i.

Or,
f(t) f (t + h) = exp [i(t+h) iog(t+h)—t\ogt]

= exp [fUog ( i + ^)] exp [ih log (t + A)].

f(f) f(t + h) est le produit de deux facteurs : le premier tend vers une
limite, et le second n'a pas de moyenne. M f(t) f(t + h) n'existe donc pas.

3. Convergence dans les sous-espaces vectoriels de l'espace P. —
Soit E un sous-espace vectoriel de P. Considérons une suite infinie fn
de fonctions appartenant à E. Nous dirons que c'est une suite de Cauchy
si, à tout £, on peut associer un nombre n (e) tel que les conditions
n > no (s), k > no (s) entraînent

M\fn——fk\2 <£.



44 J. BASS.

On a alors le résultat suivant :

THÉORÈME 1. — Si fn est une suite de Cauchy dans un sous-espace
vectoriel E de P, cette suite converge vers une P-fonction qui est comparable
à toutes les fonctions de E.

Démonstration. — La suite fn est une suite de P-fonctions.
Elle appartient donc à l'espace B, de Besicovitch. Or, dans P, sous-
espace de J^, M \ f[2 s'identifie avec la norme dans B,, la « limite supé-
rieure » étant alors une vraie limite. D'après le théorème de Marcinkiewicz,
la suite fn a donc dans B, une limite f. Il faut montrer que f est compa^
râblé à tout élément g de E, c'est à dire que \\f—g\\, et en particulier
||/ |[, existe.

Utilisons la notation suivante

V-U'ifr1"-
D'après l'inégalité triangulaire

ï^;:r:^^:;^^-»^^-^^^-.ii.
£ étant donné, on peut choisir n assez grand pour que

/—————^——————
^/lim^sup^^ f—fn^dKz,

n étant ainsi choisi, on peut choisir T assez grand pour que

| | /—/. | | r<23

D'autre part, comme fn et g appartiennent à E, on peut choisir T
assez grand pour que g — f^\y diffère de moins de s de sa limite Z,
qui existe par hypothèse. En choisissant T convenablement, on voit
qu'on a

o
Z — — 3 — — 2 3

^\\f—g | r < 2 3 + Z + £

ou

^^\\f-9\\r<l+3.

Si Z > 3s, on voit que, dès que T est suffisamment grand, \\f—g\\T
est assujetti à rester dans un intervalle d'amplitude 6s (contenant /).
Si Z < 3 £ , \\f—g\\T est compris entre o et 6c. Dans tous les cas,
\\f—h\\T oscille dans un intervalle d'amplitude inférieure à 6 £.
On peut donc trouver un nombre To tel que, si T > To, l'intervalle de
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variation possible pour |[ f—g \\r soit arbitrairement petit. On en
déduit que la suite numérique || f—g \\r est une suite de Cauchy par
rapport à T.

Donc I I f— g \\T tend vers une limite. Il en résulte que la partie réelle
de fg admet une moyenne. En reprenant le raisonnement avec ig à
la place de g, on démontre que la partie imaginaire de fg admet une
moyenne. On en déduit que f est comparable à tout élément g de E,
et, si l'on prend g = o, on voit que M | f 2 existe.

Ce théorème peut être complété par le suivant :

THÉORÈME 2. — Soient fn et cp,, deux suites de Cauchy appartenant
à un même sous-espace vectoriel E de P. Les limites f et 9 de ces deux suites
sont comparables.

DÉMONSTRATION. — D'après le théorème 1, la limite f de la suite fn
est comparable aux fn et aux 9^. On peut donc constituer un espace
vectoriel unique avec les fn, les 9^ et f. Or la suite 9,, a une limite 9.
D'après le théorème 1, cette limite peut servir de prolongement à l'espace
vectoriel dans lequel se trouvent les 9^. Elle est donc comparable à /,
élément de cet espace.

4. Prolongements d'un sous-espace vectoriel E de l'espace P. —
On peut définir les prolongements naturels et les prolongements artificiels.

On dira que f est un prolongement naturel de E si f est la limite d'une
suite de Cauchy appartenant à E.

D'après le théorème 2, si f et 9 sont deux prolongements naturels de E,
la réunion de E, f, 9 constitue un espace vectoriel. On dira que f est
un prolongement artificiel de E si f est comparable à tous les éléments
de E, sans avoir a priori d'autre rapport avec E.

Si f et îp sont deux prolongements artificiels de E, leur réunion avec E
n'est pas nécessairement un nouvel espace vectoriel. Les espaces (Euf)
et (E u 9) constituent deux espaces vectoriels qui ne se prolongent peut-
être pas mutuellement. Il en résulte qu'il existe effectivement des
prolongements de E qui ne sont pas la limite de suites de Cauchy de £.
Cela n'est d'ailleurs pas étonnant, puisque la structure de E n'a pas
été précisée. E peut être un sous-espace très incomplet de P.

EXEMPLE. — Constituons E par l'unique fonction égale à cos /. Prenons

f== i, 9 == exp (ilogQ.
On a évidemment

f ̂  cos t.

On démontre facilement que
y — cos t
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et même que
M(cpcos f) = o.

f et 9 prolongent donc £'. Mais on a vu que fet cp ne sont pas comparables.
jf et cp prolongent £1 dans deux directions distinctes.

De ces diverses remarques on déduit que, si Von complète un sons-
espace vectoriel E de P par les limites de toutes les suites de Cauchy qu'il
renferme, on obtient un espace E' qui a la structure d'un espace hilbertien.

En effet, nous avons vu que les deux éléments quelconques f, cp de £"
sont comparables. La moyenne M fcp a les propriétés d'un produit
scalaire, d'où il résulte que E' est préhilbertien. Mais E ' est complet
par construction. C'est don<î bien un espace hilbertien.

Supposons que f et cp soient deux P-fonctions non comparables. Il est
intéressant de se poser la question suivante : existe-t-il un nombre
complexe À non nul tel que À/*+ 9 soit une P-fonction ? La réponse
est partiellement donnée par le théorème suivant :

THÉORÈME 3. — Si f et cp sont deux P-fonctions non comparables, il
existe au plus un nombre complexe À de module i tel que Àf + cp soit une
P-fonction. Si 7. existe, son produit par un nombre réel arbitraire est une
solution du problème posé.

DÉMONSTRATION :

IV+? ^^N/T+Ipp+Vp+W^
Si f, cp et 7.f + cp sont des P-fonctions, l'expression

Vo+l9f

admet une moyenne. Si l'on pose

Mr( ) - f\ )d t ,
«y0

la fonction
Ur== ^Mr/'cp+lMr^f

tend vers une limite lorsque T—^oo. Supposons qu'il existe un second
nombre À' tel que

UT=^MTf^+'AfMT^f

tende vers une limite. Alors Mrf^ et Mrf^ tendent tous deux vers
des limites, de sorte que f — cp, contrairement à l'hypothèse. Le problème
n'a donc de solution que si

V _P
^T
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//
^ est donc réel. Tous les nombres À possibles, s'ils existent, sont les

produits par des nombres réels d'un nombre complexe ^ de module i
déterminé.

EXEMPLE 1. — Soit a une constante donnée. Soit g une fonction non
comparable à l'unité : g n'a pas de moyenne. Posons

f==g+ia,
9 = g — ia,

d'où
/?- P l 2 - ! ^ '-+a\

/'? = (9 + ̂ )2 == ^2— a2 + 2ia(/,
^f=(9— ia)1 == g2— a2— 2^.

/'cp+P/^a^—a2).

Choisissons pour ^ la fonction étudiée précédemment, égale à ± i
sur des intervalles de plus en plus grands, g est réelle, et g2 === i. Donc
M| /\|2 et M | 9 [ 2 existent. Mfcp et M/"cp n'existent pas. Mais, comme
? f+ />? == 2 (i — û2), la moyenne de <p7+ /*? existe. On a ici Ao === i.
/* et îp sont deux P-fonctions non comparables, f + 9 est cependant
une P-fonction.

EXEMPLE 2. — Posons

f= i, 9 = exp(ilog0.

Peut-on trouver un nombre complexe À == a + i 6 non nul tel que la
fonction réelle

À exp (— i log 0 + lexp (i log /)

ait une moyenne ? Cette fonction a pour expression

a cos log t + b sin log /.

Elle n'a de valeur moyenne pour aucune valeur des constantes a et b.
Dans ce cas, le nombre À n'existe pas.

5. Inégalité de Schwarz. — Si / et 9 sont des P-fonctions comparables,
appartenant par conséquent à un même sous-espace vectoriel de £,
on a l'inégalité classique

M\J^\^W^^M\~g^\

Si /" et 9 ne sont pas comparables, il n'y a en général aucune limitation
inférieure au produit des normes de f et de 9. Si cependant il existe un
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nombre ^o de module i tel que ^o /* + ? soit une P-fonction, on a, quel
que soit le nombre réel r :

M\r^f+^\^o.

Désignons par 0 la fonction réelle (et comparable à l'unité) :

6 ̂ I^/^+Io? /').V ^ O

2

L'inégalité ci-dessus devient

^MI/ 'p+^rMe+MM^o.
D'où l'inégalité

|M6 ^ v/MTTP ^~M~^'

Cette inégalité tient lieu d'inégalité de Schwarz pour les fonctions non
comparables, lorsque ^o existe, et seulement dans ce cas.

6. Espaces de fonctions comparables à leurs translatées. —
Soit f (f) une P-fonction qui soit comparable à f (t + h), et cela quel
que soit h. Cela veut dire que la fonction de corrélation

^K)=Mf(t)f(t+h)
existe.

y (h) est une fonction à symétrie hermitienne :

y(-/0=Y(/0.

Elle vérifie l'inégalité
lT(/01^ï(o).

Enfin, elle est de type positif. On démontre facilement que, quel que soit
le nombre entier n, les nombres réels

Tii, .... hn
et les nombres complexes

c.i, . . ., G/;,

la forme hermitienne

^(h,-h^

est non négative.
Supposons que y (h) soit une fonction continue. Cette hypothèse n'est

pas obligatoire. Par exemple, la fonction de corrélation de

exp iF
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est égale à i si h == o, à o si h > o. Elle est discontinue à l'origine. Nous
ne ferons jamais intervenir dans la suite des fonctions de ce genre.

Alors, il résulte d'un théorème de Bochner que y (h) est la transformée
de Fourier-Stieltjes d'une fonction a- (00), non décroissante, à variation
totale bornée, appelée fonction spectrale :

y(/î) == j exp (21 TTC») A) do" (co).

Si o" (o) est une fonction de sauts, y (h) est une fonction presque-
périodique. Si o- (ûo) est absolument continue, y (h) tend vers o lorsque
h —^oo. y (A) admet relativement à A une moyenne, réelle et non négative,
qui est égale au saut de a- (ûo) à l'origine. Si y (h) est continue à l'origine,
y (h) est nulle en moyenne.

Soit maintenant K^ (a) la transformée de Fourier de la fonction
caractéristique d'un intervalle donné A :

K^(cn) = I exp (— 2 iTras) ds.
J\

y Â j z / \ / • x i r sin 2 7:)i (s — ûû) -J ,̂ ^) = / ^A(a) exp (2i7Tac^) da == < — — — ^ / ds.
J J^ T:\S——W)

^AW
J\

Posons

J^(À, ^) = f^A(a) exp (217100.) da == ( —_——v- ,^^
J-\ ^A

Lorsque À -^oc, J^ (^, ûo) tend vers une fonction JA (ex)) égale à :

i si ç>3 est intérieur à A,

si ûû est frontière de A,

o si ex) est extérieur à A.

Considérons alors la fonction

Y)^,A)= f^a+O^A^) d^
^—\

Y\ (t, A) appartient à tout sous-espace vectoriel contenant les trans-
latées de f. Nous désignerons dans ce qui suit par E l'un, choisi, de ces
espaces vectoriels.

THÉORÈME 4. — Lorsque ^->w, Y\ {t. A) tend vers une limite Y (/, A),
au sens de la convergence dans l'espace P.

DÉMONSTRATION. — II suffit de montrer que la suite YA (/, A) est
une suite de Cauchy. Or

| Y) ,̂ A) - Y), (t. A) p - [ Y, (/, A) ^ + [ Yv(t, A) p

— Y^t, A) Yv(t, A')—Y)^, A)Y)^, A').
BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASC. 1. 4
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Un calcul simple montre que

Y), (f. A) Y),(f, A) =jf/^ + 0 W + 0 ̂ A(a) XA(?) da d;3

( — A < a < À , _^'<(3<^).

On peut, pour chaque couple ^, V fixé, prendre les moyennes sous le
signe jj • On voit apparaître

^^+OW+0 = ï (P—^) : =^^exp [2 l7T(P—a)^^ (^ ) .

On obtient ainsi

M Y) ,̂ A) Y),(/, A) = F JA(^, ^) JA(^, c^) d )̂.
^ — — 0 0

On en déduit

M\ Y^(t, /\)—Yv(t, A)]2^ f |JA(^, ^—JA^, ^) ^Œ^).
• ^ — — O O

Or JA (^, û^) est une fonction presque partout continue de ûo, ainsi que
sa limite JA (ûû). Ces deux fonctions sont donc sommables par rapport
à la mesure o- (00) :

D'autre part, l'intégrale

s. sin 27r.r
7TX

dx

est une fonction continue de a et b, qui tend vers des limites bien déter-
minées lorsque a et b tendent, indépendamment de l'autre, vers ± oo.
Il existe donc un nombre L, indépendant de a et b, tel que

f. Sin 27T X

TTX
dx < L.

Il en résulte que
T ^ s , r s in27rÀ(s—GL)) _^(^")i= ̂  (̂.-L) <L

quels que soient A et À. La quantité

|JA(^, co)—JA(^)|2

est donc inférieure à un nombre fixe, indépendant de ûo. C'est d'ailleurs
une fonction sommable par rapport à la mesure o- (co), et elle tend vers o
presque partout lorsque ~k-> oo. Il en résulte que l'intégrale

F | J^ (7., c,)) —— JA (CO) ]2 d(7 (-.))
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tend vers o avec y • En appliquant à l'envers à cette intégrale la conditionÀ
de Cauchy dans l'espace L2, on voit que, s étant donné, on peut trouver
un nombre Ào (s) tel que les conditions ^ > ^o (0, ^/ > ^o (0 entraînent

r J^{\^)—J^{v^)\ïd^(^)<^.
tV__ ix)

Mais cette inégalité exprime que, dans l'espace P, la suite Y\ (t, A)
vérifie la condition de Cauchy. Elle tend donc vers une limite Y (t. A),
qui est comparable aux fonctions f (t + A), et plus généralement à toutes
les fonctions de l'espace vectoriel £'.

Nous dirons que Y (t. A) est la fonction spectrale de f (<). Pour éviter
les confusions, cr (00) sera appelée fonction spectrale énergétique. A partir
de maintenant, nous conviendrons de compléter E en lui adjoignant
les fonctions spectrales de toutes les fonctions f de £'.

7. Propriétés de la fonction spectrale Y (t. A). — C'est une fonction
de t et de l'intervalle A. Elle est additive par rapport à A. En généralisant
le calcul du paragraphe précédent, on trouve tout de suite que

M Y(t, A) Y(t + h. A') = F exp (2 i TT wh) da (w),
^AnA'

M Y (t. A) f(t + h) = f exp (21 TT wh) dcr (w),
^^

à condition de définir partout o- (ûû) par la formule

(7(ûû) == - [O-(ûi)—— o) + 0"(ûi) + o)].
2

Soit (/ (f) une fonction de l'espace vectoriel E. Elle admet une fonction
spectrale 0-2 (co). Formons alors la combinaison linéaire

v+^.
C'est encore une fonction de £, qui a pour fonction de corrélation

M[V(Q + W)][V(^ + h) +^g(t+ K)]

= VkMf(t) f(t + K) + ̂  ̂ (0 ̂  + ̂ )

+ ̂  f(f) g(t+h)+^Mg(t)f(t+h).
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Mais À y + y. g possède elle-même une fonction spectrale o-o (GJ). On a donc

W(0 g(t +h)+ ̂  g(f)f(t + A)

== j exp (2 f TT &) 7i) [ do-o (c^) — dcr (0) — ̂  (c»))].

En faisant successivement ^ == i, ^ = i et ^ == i, ^ = f, on en déduit
qu'il existe une fonction complexe cr^ à variation bornée telle que

M f(t) 9(t + h) = f exp (2 inwh) d^_ (w),

Mg(t)f(t+h)= f exp(2i7ra)A)^,(^).
t/ —-a

L'intégrale
/*co - —
j exp(2i7r^A)[ÀÀd(7(c,j) + À|j.d<7i.,(ût)) + t]ïdv^(w) 4- ̂ ^(co)]

est la fonction de corrélation de ^f+^g. Sa fonction spectrale éner-
gétique est une fonction non décroissante. Il en résulte que, quels que
soient les nombres complexes ^, ^, la fonction

ÀÀ (7(^) + À ̂  0-12 (ûû) + ̂  ̂  0-12 (ûi)) + ̂  ̂  (72 (ûû)

est non décroissante. Jointes à des propriétés de symétrie évidentes,
ces propriétés caractérisent les fonctions cr^_ (00).

A l'aide de cris (c^), on peut former la moyenne de Y (t. A) g (t + h).
On trouve facilement que

MY(t, ^)g(t+h)== fexp(2i7rc.3A)dGr^).
^A

PROPRIÉTÉS D'ORTHOGONALITÉ. —— Si h == 0,

M Y(t, A) Y(f, A') = f ^(ço).
^AnA.

Donc :

THÉORÈME 5. — -Si A et A' son^ c?eu.r intervalles sans points communs
intérieurs, les fonctions Y (t. A) et Y (f, A') sont orthogonales, au sens
du produit scalaire dans l'espace vectoriel E.

8. Analyse harmonique dans P. — Nous avons associé à toute
fonction f(t), pourvue d'une fonction de corrélation, une fonction
spectrale

^
Y ( ^ A ) = = H m / K^)f(^+t)d^

À->00 J__\
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Nous allons maintenant représenter à l'envers f à l'aide de Y (t. A).
Précisons bien que la représentation cherchée concerne la classe des
translatées f (t + h) de /, et non la fonction f (t) prise individuellement.
Cette distinction est importante.

THÉORÈME 6. — Soit Aj , A..,, . . . , A/, une suite de n intervalles de Uaxe
des G») ayant les propriétés suivantes :

Lorsque n -> oo, la longueur du plus grand des A^ tend vers o; la réunion
des A^. recouvre à la limite Faxe des co.

Soit w/c un point de A/^. Lorsque n—> oc, la somme

^=]^eXp(2l7TG),/0 Y(/, A,).

/,•

tend, au sens de la norme dans P, vers f(t + h).

DÉMONSTRATION. — On forme

M\f(t+h)—Sn\î

et l'on utilise les propriétés d'orthogonalité des Y (/, A).

M | ̂ ^^exp^iTr^—c^TîlM Y(^, A,) Y(t, M)
k

-Y M Y((,A,p=V f da(co)
^ . JA-

Or
M|/•(^+A)—5„|•2=M|f(f+A)|2

+ M \ Sn °—MSn f(t + A) — M S,. f(i + h),
avec

M\f(t+h)\î= F'^(c»),
^—ao

M^ /•(/ 4- A) =^ exp (—217:^/0 M Y^, A,)/-(f + h)
k

===V ^ exp[2i7r(ûû—Wk) h] do- (co).
^A,

A cause de la convergence de l'intégrale j do" (ûô), on peut choisir

n assez grand pour que, en la remplaçant par V j dv (ûû), on commette
.J^
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une erreur inférieure à s. Il suffit donc de montrer qu'on peut choisir
en outre n assez grand pour que l'expression

^j ^ f i — e x p [ 2 i 7 T ( c o — ^ k ) h ] } do-(ûô)
^A ;

soit arbitrairement petite.
Or

| I — — e X p [ 2 l 7 Z - ( G J — — W k ) h ] [ < 27T 7î | . [ Û O — — C ^ [

Choisissons n assez grand pour que la longueur de A^. soit inférieure
à s. On a alors

[ ^ —— ûi)/. | < 6,

i—exp[2 i7r (co—^k)h] \ < 27T | A [ s

V ^ { i—exp[2i7r(^—^)A]jdo-(co)
^Ay.

< 2 7 r | A | s V ^ do-(ûù)<27T h £ j rfcr(GJ).
t^Aji. t-7— oo

Cette majoration est bien ce qu'on voulait obtenir. Il en résulte que

lim M\f(t+h)—Sn 2 = o
7l>^

et que Sn tend vers f (t + A).

Il est naturel d'employer pour la limite de Sn la notation d'une inté-
grale de Stieltjes. On écrira donc

Y(/, À) = lim f ^A(a) f(oc + t) da,
A->oo J_^

f(t + 7i) = f exp (217^/1) Y^, dcx)),
^ — o o

la signification de ces symboles étant celle qui a été expliquée
précédemment.

En particulier,

KA(a) = j exp (—2l7ras)
•^A

d5,

Du point de vue des calculs formels, Y (t, dûû) jouit des propriétés
suivantes :

M Y ( t , d^) Y (/, d^) =o, G/ ̂  co
M | Y (/, de»)) 2 = dcr (c^).
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Rappelons que

Y(7i) == M~f(f)f(t + K) = f^exp (airrc^) do-(cx)),

et que Y (t, A) a pour fonction de corrélation

vy(h) == MY(^, A) Y(f + h. A) = fexp (ai 7:00/1) dcr(oj).
^A

En particulier

M|Y(/,A) --= fdŒ(co) 0.
^A

9. Fonctions presque - périodiques. Fonctions pseudo - aléa -
toires. — Les formules qui viennent d'être démontrées établissent une
correspondance entre les fonctions d'un sous-espace vectoriel E de P
et les fonctions spectrales. Toute fonction comparable à ses translatées
est susceptible d'une telle représentation. Nous allons l'utiliser pour
classer les P-fonctions.

Si, sur A, o- (ûô) ne varie pas, on a

M Y ( f , A ) p = = o ,

Y (t. A) est donc alors une P-fonction nulle.
o- (ci)) est en général la somme d'une fonction de sauts et d'une fonction

continue. La linéarité de la représentation permet de décomposer Y
et f d'une façon analogue. Nous n'étudierons pas ici en détail cette
décomposition, et nous nous limiterons à quelques remarques incomplètes.

PREMIER CAS. — o" («y} est une fonction de sauts.
Il existe alors une fonction presque-périodique compatible avec o- (ç»j).

Pour le voir on construit d'abord une fonction spectrale Y (t. A) qui soit
compatible avec o- (ûû). o- (w) subit, en des points c») = .̂;, des sauts
positifs c/. Il en résulte que

Y(/l)=^CyeXp(2lTTCOyh), ^ C/ < 00 .

7 /

(1) Soit c (<jû) un élément de l'espace L2 (o) des fonctions de carré sommable rela-
tivement à la mesure cr (w). On peut définir, au sens de la P-convergence, l'intégrale

gW = r C(CD) Y((, dœ).

On démontre les résultats suivants : l'ensemble des fonctions g (f) constitue un
espace vectoriel complet E de P-fonctions (espace de Hilbert). E est isométrique à
-^CO : 11^11?= I l c I I ^2- C'est la fermeture des combinaisons linéaires finies de trans-
latées de f(f), qu'on obtient lorsque c (w) == exp (2 ivwh).
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Choisissons

Y(/ ,A)= ̂  ayexp(2i7r^0
A;eA

où Oy est un nombre complexe tel que [ CL} [ 2 = Cy.
Y (f. A) est une fonction nulle dans tout intervalle ne contenant aucun

des À/, égale à a; si A contient le seul point ^/.
La somme

S.=^eXp(2l7TC^)Y(/,A,)

est égale à
n

VeXp(2l7Tûû^) ̂  CLj eXp (2l7T^y/l) (ûû^ ç A^).

x:=i ^eA^.

On voit immédiatement qae, au sens de la norme dans P, elle tend
vers une limite égale à la somme de la série convergente

f(t + h) ==]^exp[2i7rÀy(/ + A)], ^ [ ûyl-^oo ;
7

f(t+h) est une fonction presque-périodique de Besicovitch.
Mais réciproquement, M. BERTRANDIAS a montré que, parmi les fonc-

tions qui admettent o- (oo) pour fonction spectrale, il en existe qui ne sont
pas presque-périodiques au sens ordinaire. Par exemple exp (i log t) admet
pour fonction spectrale la fonction o- (c<o) nulle pour ûj < o, égale à i
pour c.) > o. Ce n'est pas une fonction presque-périodique, bien que sa
fonction de corrélation le soit.

DEUXIÈME CAS. — (T (ûo) est une fonction continue.
o- (ûo) est la somme d'une fonction absolument continue et d'une

fonction singulière. Si o- (oo) est absolument continue,
/-. 00

Y (h) == j exp (21 TT ûû h) ̂  (ex)) de.)

tend vers o lorsque h -> uo. Si o- (oo) est singulière, on ne peut rien dire
de général.

Supposons que y (h) tende vers o avec -, ? ce dont on est assuré en tous

cas si o- (ûû) est absolument continue. On dit alors que f(t) est une fonction
pseudo-aléatoire. Y (t. A) est aussi une fonction pseudo-aléatoire. Ainsi :
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THÉORÈME 7. — Toute fonction pseudo-aléatoire f est la transformée
de Fourier-Stieltjes d'une fonction spectrale pseudo-aléatoire Y (t, A), dont
la moyenne quadratique tend vers o avec la longueur de A.

Ce résultat est à peine un théorème. C'est une conséquence immédiate
de la définition des fonctions pseudo-aléatoires.

On voit que la classe des fonctions pseudo-aléatoires est essentiel-
lement distincte de celle des fonctions presque-périodiques.

10. Quelques propriétés des fonctions pseudo-aléatoires.

THÉORÈME 8. — Toute fonction pseudo-aléatoire f(t) bornée est compa-
rable à exp (ai 'TTûûf), quel que soit w donné. Le produit f(t) exp (217:^)
est pseudo-aléatoire et sa moyenne est nulle.

La seconde partie du théorème est presque évidente, car f (t) exp (21 TT ûo t)
a pour fonction de corrélation

y(7î)exp (siTTûoA),

où y (h) est la fonction de corrélation de f (t). La première se ramène
alors à un cas particulier : si f(t) est pseudo-aléatoire, f(t) est comparable
à l'unité, et M f(t) = o.

On trouvera la démonstration de ce résultat dans ([l], p. 9).

COROLLAIRE. — Toute fonction pseudo-aléatoire bornée est comparable
aux translatées de toute fonction presque-périodique continue.

Soit en effet

g ( t ) =^CyeXp(2l7:^0, ^|Cy < oo

7

une fonction presque-périodique continue. D'après le théorème 8, le
produit de g (t + A) par une fonction pseudo-aléatoire f(t) a bien une
moyenne, qui est d'ailleurs nulle.

On voit que, si £'0 représente l'espace des fonctions presque-périodiques
continues, on peut le prolonger par tout espace vectoriel £'1 de fonctions
pseudo-aléatoires bornées. Dans l'espace vectoriel obtenu par réunion
de Eo et Ei, les espaces Eo et E\ sont orthogonaux.

REMARQUE. — On peut trouver deux fonctions pseudo-aléatoires f et
g qui ne soient pas comparables entre elles. Voici un exemple où cette
circonstance se produit.

Soit f(t) une fonction pseudo-aléatoire de module i. Posons

g(t)==f(t)exp(i\ogt).
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On a

9 (0 <7 (^ + h) = f(Q /^ + K) exp [i log ( i + ̂  1

/t étant fixé, la limite pour t ->oo de exp ilog ( i + , ) est égale à i.

g ( t ) a donc une fonction de corrélation, égale à celle de f(t). Or

7(0 9 (0 = /'(O f(f) exp (i log 0 = exp (i log Q.

Le produit fg n'a donc pas de moyenne, et f n'est pas comparable à g.
Par conséquent :

L'ensemble des fonctions pseudo-aléatoires ne constitue pas un espace
vectoriel.

Il existe cependant d'importants espaces vectoriels de fonctions
pseudo-aléatoires. L'élément de base de ces espaces, qui y joue jusqu'à un
certain point le rôle de l'exponentielle exp (2 in wt) dans les espaces de
fonctions presque-périodiques, est défini de la façon suivante.

Soit
cp(^) = Ar + Ai r-1 +... + Av

un polynôme réel de degré v ̂  2, tel que Vun au moins des coefficients
A, Ai, . . . , A^_2 soit un nombre irrationnel. La fonction f(t) égale à

exp(2i7rcp(n)) si n^t<n+i (n^o),
o si t <. o

est pseudo-aléatoire. Sa fonction de corrélation est égale à

i — \h\ si o^-\h <i ,
o si \h ^i.

On trouvera la démonstration de ce résultat dans [1]. Elle est en
relation étroite avec le fait que, dans les conditions indiquées, la suite
de nombres réels cp (n) est uniformément dense modulo i.

Deux fonctions pseudo-aléatoires du type ci-dessus, correspondant
à deux polynômes cp (f) et ^ (t), sont toujours comparables. Leur produit
est pseudo-aléatoire si les coefficients du polynôme cp (t) — ^ (/) corres-
pondant aux termes de degré au moins égal à 2 ne sont pas tous rationnels,
périodique dans le cas où tous les coefficients sont rationnels.

Comme une fonction pseudo-aléatoire a une moyenne nulle, on voit
que, si chacun des trois polynômes

?(0. ^(0, ? (0-^(0
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a au moins un coefficient irrationnel (autre que le coefficient constant
et le coefficient de f), les fonctions f (t) et g (/) égales respectivement à

exp(2i7rcp(n)) et exp (21 TT ̂  (n)) si n^t<n+ï,
o si t < o

sont pseudo-aléatoires, comparables et orthogonales.
C'est ce qui se passe en particulier lorsque les coefficients des termes

de plus haut degré sont irrationnels, et lorsque les polynômes cp, et ^
sont de degrés différents.

11. Espace P et fonctions aléatoires stationnaires. — Soient U
un espace abstrait, u un point de U. Définissons sur U un corps deBorel C,
et sur C une mesure p. (u). Supposons que la mesure de U soit égale à i.
On appelle variable aléatoire une fonction complexe F (u), mesurable sur C.

Supposons maintenant que F (ù) soit de carré sommable. L'intégrale

E F\^= r^F^d^u)
^ — — 0 0

existe et définit la moyenne quadratique (au sens du calcul des proba-
bilités) de F, et l'on dit que F (u) est une variable aléatoire de second
ordre. D'après les propriétés de l'intégrale de Lebesgue, l'existence de
E | F ï et celle de E \ G 2 entraînent celle de l'intégrale

EFG==f F(u)G(u)d^(u).

Par conséquent, sous les mêmes hypothèses, E \ F + G 2 existe.
L'ensemble des variables aléatoires de second ordre constitue un espace
vectoriel. En particulier, avec F = i, on voit que E(G) existe, sans
nouvelles hypothèses.

Si maintenant F est une fonction de u et d'une variable réelle t, on
dit que F (u, /) est une fonction aléatoire de t. Pour une valeur choisie de u,
c'est une fonction de f. Pour une valeur choisie de /, c'est une variable
aléatoire, qui dépend ainsi du paramètre t.

En général, si F est une fonction aléatoire, les moyennes E(F), E F |2
dépendent de t. L'existence de la seconde entraîne celle de la couariance.

^ ( t , h ) = E F { t , u ) F ( t + h , u ) .

L'ensemble des fonctions aléatoires de second ordre et de leurs trans-
latées constitue donc un espace vectoriel.

Si E(F) ne dépend pas de t, et si y (f, h) ne dépend pas de/, mais seu-
lement de h, on dit que F (t, u) est une fonction aléatoire stationnaire
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(de second ordre). On peut représenter les fonctions aléatoires stationaires
de second ordre par la formule

F(t, u) == f exp (2Înwt)d^(t, u),

où l'intégrale est définie en moyenne quadratique, et où î, (t, u) est une
fonction spectrale aléatoire, ou fonction aléatoire à accroissements ortho-
gonaux. Cela veut dire que :

(a) Eî (t, — t,, u) £ (t, — /,, u) - o

si les intervalles (^, t\) et (^4, t.i) sont disjoints.

(b) E\l(t,—t,,u) ̂  f1^),
J iî

où o- (ûL)) est la fonction spectrale énergétique relative à la fonction de
corrélation, ̂ (t, u) présente beaucoup d'analogie avec la fonction spectrale
Y (/, A) des paragraphes 7 et 8. Cependant, lorsqu'on passe des moyennes
stochastiques de variables aléatoires aux moyennes temporelles de
fonctions, la situation change sensiblement. Considérons une fonction

i F2'f(t) telle que lim „, / | f(t) |2 dt existe. Il n'en résulte pas nécessairement
r-^ 1 Jo

T

que — j f(t)dt ait une limite lorsque T—^oo. Le procédé de calcul
^o

de f(f) fait en effet intervenir essentiellement l'ordre de succession des
valeurs de f(t) dans le temps, ordre que l'intégrale de Lebesgue néglige.
D'autre part, le passage de la variable aléatoire à la fonction aléatoire
n'a pas d'équivalent exact. La même variable t sert à la fois de variable
« temps » et d'intermédiaire pour le calcul des moyennes. Ce qui corres-
pond à la fonction aléatoire, fonction de / et de u, c'est la classe des
translatées de /'. Une fonction f(f) ne peut donner naissance qu'à des
phénomènes stationnaires, mais pour cela, il faut d'abord que sa fonction
de corrélation existe. Au contraire, la fonction de corrélation (covariance)
d'une fonction aléatoire de second ordre existe toujours, mais elle n'a
pas nécessairement le caractère stationnaire.

Les premières tentatives pour édifier une théorie de la représentation
spectrale des fonctions ordinaires semblent dues à N. WIENER [5].
Mais, dans cette « generalized harmonie analysis », la notion de fonction
spectrale n'apparaît pas très nettement. WIENER cite des exemples
de séries de Fourier généralisées, de « fonctions nulles » (intégrales de
Fourier dans L2), de fonctions dont la fonction de corrélation est iden-
tiquement égale à i (exp (i \/Ï)), de fonctions dont la fonction de corrélation
est discontinue à l'origine (exp (i^2)). En ce qui concerne les fonctions
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pseudo-aléatoires, il se limite à l'exemple suivant. Soit ^ un nombre
compris entre o et i dans le système de base 2; il s'écrit

^=a '+^+...+"-:+....
2 2" 2^

WIENER définit la fonction f(f) par

f (t) === 2 a.n — î si n ̂  t < n + i

et il démontre (à des détails de présentation près) que, pour presque
toutes les valeurs de À, f(f) est pseudo-aléatoire. Mais cet énoncé, qui
est pratiquement probabiliste, ne permet pas de savoir si, pour une
valeur choisie de À, la fonction f(f) correspondante est pseudo-aléatoire.
Or, pour les applications, une telle incertitude est défavorable.
Les théorèmes résumés au paragraphe 10 sont donc beaucoup plus précis.
Ils servent à construire des fonctions aléatoires un peu différentes de
celles de WIENER, car l'ensemble de leurs valeurs est dense sur le cercle
unité. Mais il est facile d'en déduire d'autres fonctions aléatoires ayant
un nombre fini de valeurs, et en particulier des fonctions prenant les
deux valeurs î et — î.
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