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CHAMPS CONTINUS D'ESPACES HILBERTIENS
ET DE C*-ALGÊBRES

J A C Q U E S DIXMIER ET ADRIEN DOUADY.

Dans [6], R. GODEMENT a défini la notion de champ continu d'espaces
hilbertiens, et posé le problème suivant (qu'il attribue à A. WEIL) :
existe-t-il des espaces topologiques sur lesquels tout champ continu
est trivial ? C'est principalement ce problème que nous étudions au
chapitre II du présent article. Les résultats, aussi bien positifs que
négatifs, sont pour la plupart en contraste frappant avec les résultats
connus sur les espaces fibres vectoriels de rang fini. Le résultat le plus
inattendu est sans doute le théorème 5, qui repose de façon essentielle
sur un théorème de E. MICHAEL [15].

Au chapitre III, nous appliquons les résultats du chapitre II et quelques
méthodes cohomologiques à la classification des C*-algèbres. Nous
obtenons notamment des théorèmes assez précis concernant les
C*-algèbres à trace continue introduites par J. M. G. FELL [5].

Au chapitre 1 sont groupées quelques propositions faciles concernant
les champs continus d'espaces de Banach. Certaines de ces propositions
sont utiles à la fois aux chapitres II et III. Pour la clarté de l'exposition,
on a détaillé les démonstrations de certains résultats connus (prop. 1, 2, 3,
6 et 7).

Notations. — On désigne par Z l'ensemble des entiers rationnels,
par R l'ensemble des nombres réels, par G l'ensemble des nombres
complexes, par U l'ensemble des nombres complexes de module i.

CHAPITRE I. — Champs continus d'espacss de Banach.

1. Définition. Sous-ensembles totaux. — Soient B un espace
topologique, 0 (E) l'algèbre des fonctions continues complexes sur B.
Soit (E (z))zçB une famille d'espaces de Banach complexes. On appelle
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228 J. DIXMIER ET A. DOUADY.

champ de vecteurs tout élément de n E (z), c'est-à-dire toute fonction x
ZÇ.B

définie sur B et telle que x (z) e E (z) pour tout z € B. Si x est un champ
de vecteurs, on note [| x \\ la fonction z -> [ | x (z) \\ définie sur B à valeurs
dans R. Plus généralement, si YcB, on appelle champ de vecteurs
sur Y un élément de FI E (2).

zeY
DÉFINITION 1. — Un champ continu ô d'espaces de Banach sur l'espace

topologique B est une famille (E (z))zç,D d'espaces de Banach, munie d'un
ensemble Te \ | E (z) de champs de vecteurs, tel que :

ZÇ.B

(CCi) : F est un sous-^ (B)-module de ^ | E (z).
ZÇ.B

(CCu) : pour tout zç.B et tout \ ç. E (z), il existe x € r tel que x (z) = :.
(CCm) : pour tout xçT, la fonction \\ x || est continue.
(CCiv) : soit xç. T1 E (z) un champ de vecteurs-, si, pour tout zçB

ZÇ.B

et tout s > o, i7 existe x' çT tel que || x — x ' \\^z sur un voisinage de z,
alors xçT.

Les éléments de r s'appellent les champs de vecteurs continus de <^.
Considérons les axiomes suivants :

(CCi) : r est un sous-espace vectoriel complexe de j î E (2).
ZÇ.B

(CCii) : pour tout zçB, l'ensemble des x (z), où xçT, est partout dense
dans E (2).

(CC;v) : soit xç. 1 | E (z) un champ de vecteurs; si, pour tout x ' ç Y ,
ZÇ.B

la fonction \\x—x' \\ est continue, alors xçT.

On voit facilement que, dans la définition 1, on peut remplacer (CCiv)
par (CC;v). D'autre part, la proposition 3 montrera qu'on peut rem-
placer (CCi) et (CCu) respectivement par (CCi) et (CCn).

Soient Y c B et Zo e Y. Un champ de vecteurs x sur Y est dit continu
en Zo si, pour tout £ > o, il existe un x ' çT tel que [ [ x — x ' \\ ̂  s au
voisinage de Zo. Les champs de vecteurs sur Y continus en Zo forment
un module sur l'anneau des fonctions f: Y -> C continues en Zo. On voit
qu'un champ de vecteurs x sur B est continu si et seulement si x est
continu en chaque point de B.

Exemple. — Soient E un espace de Banach et r l'ensemble des appli-
cations continues de B dans £. Pour tout z ç. B, posons E (z) == E,
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Alors, ê = ((£" (z))^çB, F) est un champ continu d'espaces de Banach
sur B, appelé champ constant sur B défini par £'.

Soit ((£" (z)), r) un champ continu d'espaces de Banach sur B. Un sous-
ensemble Acr sera dit total si, pour tout zçB, l'ensemble A (z) des
x (z) (xçA) est total dans E (z), c'est-à-dire si l'espace vectoriel qu'il
engendre est partout dense dans E (z).

PROPOSITION 1. — Soit ô = ((E (z)), F) un champ continu d'espaces
de Banach sur B. Soient AcT un sous-ensemble total et A le sous-espace
vectoriel complexe engendré par A. Pour un champ de vecteurs x G TT E(z),

Z . Ç . B
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) xçT',
(2) pour tout zçB et tout £ > o, il existe x ' e F tel que \x — x '

au voisinage de z;
(2') pour tout zçB et tout £ > o, l'Z existe x ' ç. A tel que || x — x ' || ̂  s

au voisinage de z;
(3) pour tout x ' ç T , la fonction \\x—x' [ | est continue;
(3') pour tout x ' eA, la fonction \\x—x' [ | est continue.
(1) => (3) ==> (3'), (2')=>(2) : évident.
(2) => (i) : c'est l'axiome (CCiv).
(3') => (a') : supposons vérifiée la condition (3'); soient zçB et s > o;

comme A (z) est partout dense dans E (z), il existe x' ç. A tel que
|[ x (z) — x ' (z) [ | < s. La fonction |[ x — x ' \\ étant continue, l'inégalité
\\x — x ' I I < s aura encore lieu sur un voisinage de z. D'où la proposition.

PROPOSITION 2. — On conserve les notations de la proposition 1, et
Von suppose B localement compact. Soient xçT, K une partie compacte
de B, et £ > o. Il existe Xi, . . . , Xn^A, et f i , . . . , fnç.0 (B) à supports
compacts, tels que |[ x—fiXi —...—fnXn \\ ^=. s sur K.

D'après la proposition 1, il existe un recouvrement ouvert (Vi, . . . , Vp)
de K et des éléments x\, . . . , x'^ de A tels que || x—x\'\\ ̂  z dans Y<
et tels que les Vi soient compacts. Soit (^,, . . . , y i ^ - j ) une partition
continue de l'unité subordonnée à (Vj, . . . , Vp, B—K). On a
I I x—ri^x\ —...—-n^x'^ |] ̂  £ sur K tout entier.

PROPOSITION 3. — Soient B un espace topologique, (E {z))zç.B une
famille d'espaces de Banach. Soit A c TT E (z) un sous-espace vectoriel

ZÇ.B
sur G. Supposons que :

(Ti) : pour tout zçB, l'ensemble A (z) des x (z) (;T€A) est partout dense
dans E (z);



23o J. DIXMIER ET A. DOUADY.

(Tn) : pour tout xçA, la fonction |[ x \\ est continue.

Alors il existe un sous-ensemble T de | | E (z), et un seul, satisfaisant
ZÇ.B

aux axiomes (CCi) à (CCi,), et tel que F 3 A, à savoir l'ensemble des champs
de vecteurs x vérifiant la condition (2') de la proposition 1. Si de plus A
vérifie (CCi,), alors T = A.

L'unicité découle de la proposition 1 : si F existe, ses éléments sont
caractérisés par la propriété (2'). Considérons l'ensemble T des champs
de vecteurs x vérifiant (2'). Remarquons d'abord que, si xçT, x vérifie
également (37) : en effet, soit xr ç\ == A; pour tout z,ç.B et tout £ > o,

il existe x ' ç A tel que \\x—x" \\^\ au voisinage de Zo. La fonction

I I x " — x ^ \\ étant continue, on aura pour z assez voisin de Zo :'

\\\x"—xt\\(z)—\\x"—xr\\(z^

L'inégalité triangulaire donne alors

[ | / y _ _ _ T ' ^ f ' A II T ^'\\{'7\
1 1 w — I I V2/ —— 1 1 JL —— x 1 1 V^l>7

au voisinage de Zo.
Montrons maintenant que T satisfait aux axiomes (CCi) à (CCiv).
(CCi) : soient xçT et yeF; pour tout ZoçB et tout £ > o, x et y

peuvent être approchés à ^ près au voisinage de Zo par des éléments x1

et y ' de A ; x + y est alors approché à s près au voisinage de Zo par
x ' + y ' , donc x + y e r.

Si xçT et feô (B), fxçT. En effet, soient z^eB et z > o. Il existe
x ' e A tel que

\x—x'\\^-mi[ ————. -
i

i —
\2|/^o)| 2

au voisinage de Zo; d'autre part

f-f^\-= 2(n^)ii+i)
au voisinage de Zo. On a

fx — f(z,) x' == (f— /-(zo)) x + /-(zo) (x — x^.

Chacun de ces deux termes est majoré en. norme par 1 au voisinage
de Zo.

(CCin) : C'est un cas particulier de la propriété (3').
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(CCn) : pour tout zçB, T ( z ) D A ( z ) est partout dense dans E (z).
On va montrer qu'il est complet, et pour cela que toute famille (^)

d'éléments de r (z) telle que ̂  [| t; || < + oc est sommable dans r (z).
Soit (E;) une telle famille : on a £; = Xi (z) avec Xi e r. Posons

x\== supfi,-!^11-) .̂[-(••tCT
de sorte que x^çT, || .r; |[ ̂  [ | ^ |[, et ^ (2)=^. La famille (.r;) est
normalement sommable et a pour somme un champ de vecteurs x car
les E ( z ' ) sont complets. Le champ de vecteurs x appartient à r; en

effet, soient Zo e B et s > o ; il existe une somme partielle finie x ' == ^ x\
i ç j

T £qui approche x à ^ près sur 5; mais rc' est lui-même approché à - près

au voisinage de Zo par un élément x " eA : donc xçT et x (z) est somme
de la famille (;;).

Enfin (CCi, ) résulte immédiatement de la construction de r, de même
que la dernière partie de la proposition.

Remarque. — Soit ((E (2)), r) un champ continu d'espaces de Banach
sur B. Soient Xi,...,XnçT et Zo^B. Si x^ (Zo), . . . , Xn (Zo) sont
linéairement indépendants, alors Xi (z), ..., Xn (z) sont linéairement
indépendants pour z assez voisin de Zo. En effet, pour z e B et Ci, . .., Cn € C,
posons

71

a(z, Ci, . . ., Cn) = ^CiXi(z) ,

(3(z) == inf .i,.0^ ̂  • • • » ^O-_j^ l '
Alors a est une fonction continue sur B x C^, donc (3 est une fonction

continue sur B puisque la sphère unité de C^ est compacte. Or
Xt (z), . . . , Xn (z) sont linéairement indépendants si et seulement si
(3 (z) > o.

Il résulte de là que la fonction qui, à tout point z de B, associe la
dimension (finie ou +00) de E (z), est semi-continue inférieurement.

Toutefois, on peut construire sur [o, i] un champ continu d'espaces
hilbertiens E(z) tel que dim£(o) > Ho, dmE(z) = Ho pour z > o
(il s'agit de la dimension hilbertienne).

2. Espace fibre vectoriel défini par un champ. — Soit
<g == ((E (z))^çB, r) un champ continu d'espaces de Banach sur 5.
Soit E l'ensemble somme des E (z). Soit TT la surjection canonique de E
sur B; nous identifierons E (z) et Tr"1 (z). Pour toute partie ouverte Y
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de B, pour tout xçT, et tout s> o, notons T (Y, x, e) l'ensemble
des ^€ E tels que TT (E) e Y et [| \ — x (rr (r)) || < £. On dira que T (Y, x, s)
est le tube au-dessus de Y défini par x et s. Si T (Y, x, s) et T (Yi, :Ci, Si)
sont deux tubes, T (Y, x, £)nT (Yi, a-i, £1) est réunion de tubes.
En effet, soient £eT(Y, rr, s)nT(Yi, .Tj, £1) et Zo = TT (£); on a

[|,-:r(zo)||<£, [|E_^(zo)||<^;
soit

o<£,<inf(£—[|^—rr(zo)| | , £ . 1 — 1 | £—^(zo) ||);

il existe x^ e r tel que ^ == ^2 (zo), puis un voisinage ouvert Y^ c Y n Yi
de Zo tel que

i|^(z)—rc(z)||<£,+||S—^o)|| et ||a;,(z)—.r,(2)||<£,+||£—^(^)||

pour tout zeY,; alors T (Ys, rr,, £.2)0 T (Y, .r, £ ) n T ( Y j , a:,, £j), et
d'autre part ÇeT(Y2, ^.2, £2); ceci prouve notre assertion. Ceci posé, les
sous-ensembles de E qui sont des réunions de tubes sont les ensembles
ouverts d'une topologie % sur E, II est clair que TT (T (Y, x, s)) == Y, donc TT
est continue et ouverte (pour ^ et la topologie donnée sur J3). Soit zeB.
Montrons que la topologie induite sur E (z) par ^ est la topologie forte
de E (z). D'abord, pour tout tube T(Y,x, s), l'intersection T (Y, x, z) n E (z)
est une boule ouverte de E (2). D'autre part, soient ^ç.E (z) et (3 la boule
ouverte de centre ^ et de rayon £ > o dans E (z)', soit xçT tel que
x (z) == Sî alors T (5, rc, s)n£ (z) == (3; donc toute partie fortement
ouverte de E (z) est réunion d'ensembles de la forme T (B, x, z)r\E (z),
et ceci achève de prouver notre assertion.

Un champ de vecteurs s'identifie à une application x : B -> E telle
que Tro.r soit l'application identique de B, Pour que xçT, il faut et il
suffît que l'application x de B dans E soit continue. En effet, supposons
d'abord xçT. Soient z^çB et T (Y, y, s) un tube contenant x (zo).
On a |[ x (zu) — y (^u) | < £, donc || x (z) — y (z) \\ < z pour z assez
voisin de Zo, donc x ( z ) ç T ( Y , y , s) pour z assez voisin de Zo', ainsi, x
est une application continue de B dans E. Réciproquement, supposons
que x soit une application continue de B dans E. Soient 2o € B et s > o.
Il existe y e r tel que x (zo) = y (zo). On a .r (zo) € T (B, y , s), donc
x (z) e T (B, y, ;.) pour z assez voisin de Zo ; autrement dit, [| x (z) — y (z) \\ < z
dans un voisinage de Zo ; ceci prouve que x e r. Nous devons la définition
de ^ et les remarques précédentes à N. BOURBAKI.

On voit facilement que, si A c F est tel que A (z) soit partout dense
dans E (z) pour tout zçB, alors les T (Y, x, z) (Y partie ouverte de B,
xçA, s > o) forment une base de la topologie de E.

Soit A CE x E l'ensemble des (c, Qe£ X E tels que TT © = TT Ê');
l'application (?, ^/) -^ Ç + E' de A dans E est continue. L'application
(^ 0 -^ ̂  de G x E dans £1 est continue. Enfin, l'application t ̂  || £ ||
de E dans R est continue.
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Nous dirons que E, muni de la topologie ̂  et de la projection T: : E --> B,
est Yespace fibre vectoriel défini par 6.

Si ê est le champ constant sur B défini par un espace de Banach Eo,
l'espace E s'identifie à B x Eo.

3. Propriétés du module r. — Soit ((E (z)), T) un champ continu
d'espaces de Banach sur B. Soit O^- (E) l'ensemble des fonctions conti-
nues ̂  o sur B. L'application x-> [ | x [| de r dans 0^ (B) possède les
propriétés suivantes :

l I r c + ^ I I ^ U r c l l + l l ^ l ] pourrc.^er;
(MN) ||/^||= /'I.H x\\ pour xçT, fçt\B);

[| x II =o <==> x = o.

Soient maintenant B un espace topologique, F un ô (B)-module
muni d'une application F -> 0^ (B) notée a;-^||:r|| et satisfaisant
à (MN). Nous allons chercher sous quelle condition r est isométriquement
isomorphe au module des champs de vecteurs continus d'un champ
continu d'espaces de Banach sur B. [Un isomorphisme isométrique est
un isomorphisme f de 0 (B)-modules tel que || f(x) \\ == || x |[.]

On dira qu'un filtre ^ sur r converge localement uniformément vers
un élément x e r si, pour tout z ç. B et tout £ > o, il existe un voisi-
nage Y de z et un V€ ̂  tels que, pour tout x ' ç . Y, on ait [ [ x — x ' [ [ < £
sur Y. On dira que ^ est un filtre de Cauchy si, pour tout z e B et tout
£ > o, il existe un voisinage Y de z et un V e ̂  tels que, pour tous
x ' , x"ç: Y, on ait || x ' — x " || < £ sur Y.

Remarque. — II n'y a pas en général de topologie (resp. de structure
uniforme) sur r telle que ces notions correspondent à celles de filtre
convergent (resp. de Cauchy) pour cette topologie (resp. cette structure
uniforme). Il en est cependant ainsi si B est localement compact : la
topologie (resp. la structure uniforme) de la convergence uniforme sur
tout compact de B répond alors à la question.

On dira que r est complet pour la convergence uniforme locale si
tout filtre de Cauchy converge localement uniformément vers un élément
de r.

PROPOSITION 4. — Soit B un espace topologique régulier localement
paracompact. Soit T un 0 (B)-module, muni d'une application T —^ <94- (B)
notée x-> \\ x |[ vérifiant (MN). Pour qu'il existe un champ continu ô
d'espaces de Banach sur B tel que T soit isométriquement isomorphe au
module des champs de vecteurs continus de ê, il faut et il suffit que T soit
complet pour la convergence uniforme locale.

Il faut (sans utiliser les hypothèses sur B) : on suppose que F est le
module des champs de vecteurs continus de ê. Si ^ est un filtre de Cauchy
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sur r, 57 donne un filtre de Cauchy ^ (z) sur chaque E (z), et pour tout z,
^ (z) converge vers un x (z) e E (z), car E (z) est complet. Montrons
que le champ de vecteurs ainsi défini est continu : pour tout zçB et
tout s > o, soient Y un voisinage de z et Ve^ tels que, pour tous x ' ,
^ e V . o n a i t H ^ — ^ || ̂  s sur Y. Soit^eVcr; on aura \\x—x' [|^s
sur Y, et, d'après (CCiv), xçT. Il est clair que ^ converge vers x loca-
lement uniformément.

Il suffît : pour tout zç.B, notons J (z) le sous-module de r formé des x
tels que [ [ x \\ (z) = o; et posons E (z) = F / J (2). Alors E (z) est un 0 (B)-
module, et en particulier un espace vectoriel complexe. Pour \ € E (z),
soit xçT un représentant de E. Le nombre ||.r||(z) ne dépend pas du
représentant choisi et sera noté [| \ ||. L'application ^-^||E|| est une norme
sur E (z). D'autre part tout ^ç.E (z) admet un représentant xçV tel
que, pour tout z ' ç B , on ait [| x [ | ( z ' ) ̂  \\ E [|; en effet si x ' e F est un

r / i l ^/ i l ' i~1
représentant quelconque de 'c, x == sup ( i, JJ—L- ) .x1 répond à la

question. Montrons que E (z) est complet, et pour cela que toute
famille (^) d'éléments de E (z) telle que V[| ̂  || < + oo est sommable.
Soit (i\ une telle famille, et pour tout i soit Xi ç. T un représentant de Ïi
tel que |[ ̂  [ | ̂  || ^ ||. La famille (,r,) est sommable dans T : en effet
les sommes partielles finies définissent un filtre de Cauchy; si x est sa
somme, la classe \ de x dans E (z) = F/J (z) est somme de la famille (;,).
Les E (z) forment donc une famille d'espaces de Banach indexée par B.
Pour tout xç.T, soit x le champ de vecteurs qui associe à chaque point
ZÇ.B l'image canonique de x dans E (z). L'application x->x de r
dans î | E (z) est ô (B)-linéaire, et injective car [| x [ | == || x |[. Son

ZÇ.D
image A satisfait aux axiomes (CCi) à (CCm). Nous allons montrer
qu'elle vérifie aussi (CCi ), ce qui achèvera la démonstration.

Les hypothèses faites sur B entraînent que tout point zç.B admet
un voisinage K vérifiant la propriété suivante :

(RP) : pour tout recouvrement ouvert (Y,) de B, il existe des fonctions
continues -ni : B -> [o, î], TÎ< à support dans Y/, la somme des ru étant
localement finie, ̂  î, égale à î sur K.

On voit facilement qu'on obtient une propriété équivalente à (RP)
en remplaçant, dans ce qui précède, « égale à î sur K », par « ̂  î sur K )>.
Il résulte de là que, si K et K' vérifient (RP), il en est de même de K\jK'\

Soit w un champ de vecteurs tel que, pour tout zç.B et tout £ > o,
il existe xçT tel que || w—x [| ̂  s au voisinage de z. II s'agit de
montrer que ivçA.

Soient s > o et KcB vérifiant (RP). Il existe un recouvrement
ouvert (Y/) de B et une famille (Xi) d'éléments de F tels que || w — Xi \\ ̂  £
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sur Y,. Soit (^) une famille de fonctions possédant les propriétés de (RP)
relativement à K et (Y,). La famille (r^) est sommable dans r, car
les sommes partielles finies définissent un filtre de Cauchy. Soit x sa
somme. On a || w —x \\ ̂  s sur K. Donc l'ensemble Y (K, s) des yçT
tels que \\w—y\\^e sur K est non vide. Les Y (K, s) [pour KcB
vérifiant (RP) et £ > o] forment une base de filtre de Cauchy. Ce filtre
converge vers un yçT et l'on a y = w.

4. Homomorphismes.

DÉFINITION 2. — Soient ê = ((£ (2)), T), ê' == ((E' (z)\ P) deux
champs continus d'espaces de Banach sur un même espace topologique B.
Soient E et Er les espaces fibres vectoriels correspondants. Un homomor-
phisme de & dans ô' est une famille 9 == (^),-e/? d''applications linéaires
9^ : E (z) -> E' (z) telle que l'application correspondante 9 : E -> E' soit
continue.

PROPOSITION 5. — Soient & = ((£• (2)), F), ê' = ((E' (z)\ F), et \
un sous-ensemble total de r. Soit 9 = (cpr)^^ une famille d'applications
linéaires cp^ : E (z) -> E' (z). Pour tout champ de vecteurs x de ^, notons
cp (x) le champ de vecteurs x ' de &1 défini p a r x ' (z) == 9 (x (z)), et notons || 9 ||
la fonction z-> || ^ || == supu^^i [| 9^ ç:) |1. Pour que © soit un homomor-
phisme, il faut et il suffit que :

i° pour tout xç. \, ^ ( x ) ç . Y ' \
2° II 9 II so it localement bornée.

Il suffit : on notera TT, TT' les surjections canoniques E -> B, E ' -> B,
et A le sous-espace vectoriel de r engendré par A. Soient içE
et 9 (0 == Ï! ç:E'. Montrons que tout voisinage Y' de ^' dans E' a pour
image réciproque un voisinage de Ç dans E. Par définition de la topo-
logie de E ' ' , V contient un tube T ' (Yi, x ' ' , s) où Yi est un voisinage
de z = TT ( ) == rJ (^), où x1 eP et x ' (z) == ' ^ ; quitte à diminuer Y,

on peut supposer || 9 || ̂  M sur Yi. Soit x € A tel que |[ x (z) — E || ̂  ——'
4 •^±

On aura alors || 9^ (x (z)) —Ï! \\ ̂  — Mais ^ ( x ) ç . T ' par hypothèse
et x ' ç . T ' par construction, donc la fonction || 9 ( x ) — x ' \\ est continue,
et par suite ^r sur un voisinage Y.a de z. Alors Y' contient

T ' == F' ( Y, 9 (x), - ) avec Y == Yj n Y^. Son image réciproque par 9

contient le voisinage T ( Y, x, —— ) de ?.
\ 2 lr.1. 1

I I faut : si ^:E->E1 est continue, on a xçA =^> xçF--> ̂  (x)^^
(cf. § 2). Soit zç.B. Le tube T (5, o, i), c'est-à-dire l'ensemble des ; / ç .E '
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tels que [| ^ || < i, a pour image réciproque un ensemble ouvert V
de E contenant la section nulle. Il existe un voisinage Y de 2 et un £ > o
tels que YDÏ (Y, o, Q. On a [ [ 9 || ̂  £-1 sur Y, donc |[ 9 [| est loca-
lement bornée.

Remarque. — Tout homomorphisme 9 : ê —^ S ' définit une appli-
cation 0 (B)-linéaire 9 : F -^ P. Pour qu'une application 0 (B)-linéaire
? : F -> P provienne d'un homomorphisme de ô dans ê\ il faut et
il suffit qu'il existe une fonction localement bornée p : B -> R telle que,
pour tout rreF, on ait || 9 (x) || ̂  p || x ||.

Un isomorphisme 9 de ê sur ê' est une famille (9,-)̂ ,̂  telle que :
i° chaque ^ est un isomorphisme (isométrique) de E (z) sur E ' (z);
20 cp (F) == P.
S'il en est ainsi, 9 et o-' sont des homomorphismes (prop. 5). La réci-

proque est bien entendu inexacte. Si 9 = (?^e^ es^ un homomorphisme
de & dans ê', si chaque 9,-, est une application linéaire bicontinue de
E (z) dans E ' (z), et si o-1 === (9^).-^ est un homomorphisme, on dit
que 9 est un isomorphisme au sens faible.

PROPOSITION 6. — Soit A un sous-ensemble total de r. Pour que
9 == (^z)z^B soit un isomorphisme de ê sur ê', il suffît que, pour tout
z € B, 9^ soi/ un isomorphisme isométrique de E (z) sur E' (z), et que 9 (A) c F'.

On a 9 (r)cP d'après la proposition 5. Soient x ' ç T 1 , zçB et 2 > o.
Posons x = 9-' (.r'). Soit yçT tel que y (z) == :r (z). On a 9yeP et
9 y (z) == 9^ (z) = ^' (z), donc || 9 y — x ' \\ ̂  z dans un voisinage Y
de z, donc || y—x\\^z dans Y. Il résulte de là que x ç F . Donc
^-^r^cF et finalement 9 (F) =Yf. D'où la proposition.

On démontre de manière analogue ceci : pour tout zçB, soit 9^ une
application linéaire bicontinue de E (z) sur E1 (z) ; on suppose que les
fonctions z-> || 9^; ||, z-> || 9;' || sont localement bornées, et que 9 (\)cr.
Alors 9 est un isomorphisme au sens faible de ê sur ê\

Si ê et &' sont les champs constants définis par des espaces de Banach
E et E'', un isomorphisme de ê sur ê' est une application de B dans
l'ensemble des isomorphismes de E sur E ' , continue pour la topologie
forte. Ceci résulte aussitôt de la proposition 6.

DÉFINITION 3. — Un champ continu d'espaces de Banach est dit trivial
s'il est isomorphe à un champ constant.

S'il est isomorphe au sens faible à un champ constant, on dit qu'il
est trivial au sens faible.

5. Images réciproques. — Soient B et B' deux espaces topo-
logiques et f : B' -> B une application continue. Pour tout champ
continu ê = ((E (z)), F) d'espaces de Banach sur B, on considère la
famille d'espaces de Banach (£' (z'))^^ définie par £' (z') == E(f(zf)).
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L'ensemble A' des champs de vecteurs de la forme xof avec x dans r
est un espace vectoriel complexe qui vérifie (CCn) et (CCm) donc
a fortiori (Ti) et (Tu). D'après la proposition 3, il existe un ensemble r'
et un seul contenant A' et vérifiant (CCi) à (CCiv). Alors
ô' == ( ( E ' ( z ' ) ) z ' ^ B ' , r7) est un champ continu d'espaces de Banach
sur B ' , appelé image réciproque de ê par /, et noté f* (ê). Soient E
l'espace fibre vectoriel défini par ô et TT l'application canonique de E
sur B. L'espace fibre vectoriel E ' défini par ô' s'identifie, comme on
le voit facilement, au sous-espace de B' x E formé des couples ( z ' , E)
tels que f (z ' ) = T: (;), avec la topologie induite par la topologie produit.

Si f est l'injection canonique d'un sous-espace Y de B, ê' == y* (ê)
s'appelle champ induit sur Y par ê et se note ê | Y. Un champ de vecteurs
sur Y continu relativement à ê^ est, d'après la proposition 3, un champ
de vecteurs sur Y limite des champs de r pour la convergence uni-
forme locale sur Y; autrement dit, c'est un champ de vecteurs continu
en chaque point de Y au sens du paragraphe 1. Un tel champ sera appelé
simplement champ de vecteurs continu sur Y.

Deux champs continus ê et &' d'espaces de Banach sur B seront
dits localement isomorphes si tout point zçB admet un voisinage Y
tel que les champs induits par & et ^ sur Y soient isomorphes.

DÉFINITION 4. — Un champ continu d'espaces de Banach est dit loca-
lement trivial s'il est localement isomorphe à un champ constant.

On a une notion évidente de locale trivialité au sens faible.

LEMME 1. — Soient B un espace paracompact, Y une partie fermée
de B, ê == ((E (2)), F) un champ continu d'espaces de Banach sur B, x
(resp. y) un champ de vecteurs continu sur B (resp, Y), a un nombre > o
tel que [ | x(z) — y(z)\\ < a sur Y. Il existe x ' e r tel que

\\x'(z)— y(z) II <a/2 sur Y, \\x' (z)—x(z) \\ <2û sur B.

Il existe un recouvrement (V/) de Y par des parties ouvertes de B,
et, pour tout l'eJ, un x^çT, tels que || Xi—y || < û/2 sur V;. En rem-
plaçant (Vi) par un recouvrement plus fin, on peut supposer le recou-
vrement (V,) localement fini. Soit (^) une famille de fonctions ^ o

continues dans B, subordonnée à (V;), telle que ^'^ == i sur Y (cf. [2]).

Soit Xi ==\rîiXi. On a || r r , — y || < 0/2 sur Y, donc || Xi—x || < 20

sur un voisinage ouvert Z de Y. Soit f : B -> [o, i] une fonction continue
égale à i sur Y et à o sur B — Z. Posons

xr(z)==f(z)x^z)+(I-f(z))x(z).
On a

l l . ^^—y^l i^ l l ^^ )—!/^ ) ! ! <al<2 sur Y
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et
| x ' (z) — x (z) \\ < 2 a sur B.

PROPOSITION 7. — Soient B un espace paracompact, Y une partie
fermée de B, ô == ((£• (z)). Y) un champ continu d'espaces de Banach
sur B, y un champ de vecteurs continu sur Y. Alors y se prolonge en un
champ de vecteurs continu sur B.

En raisonnant comme pour le lemme 1, on construit d'abord un XoçF
tel que || Xo (z) —y (z) [| < i sur Y. Puis, appliquant le lemme 1 par
récurrence, on obtient une suite (x,,) d'éléments de r tels que
11^00—y (^) I I < 2-^ sur Y et || Xn (z) —x^, (z) \\ < a-7^2 sur B.
Les Xn convergent uniformément vers un x ç. T. On a x (z) = y (z) sur Y.

PROPOSITION 8. — Soient ê = ((£• (z)), F) un champ continu d'espaces
de Banach sur B, Y, et Y; deux parties fermées de B, x, un champ de
vecteurs continu sur Y;. On suppose que Xi et x.^ coïncident sur Yi n Y,.
Soit x le champ de vecteurs égal à x, sur Yi, à x, sur Y,. Alors x est
continu sur Yi u Ys.

Si E est l'espace fibre vectoriel associé à 6, les champs de vecteurs
continus sur Yi sont les sections continues de E | Yi ; de même pour Y.̂
et Y iuY.2 ; d'où la proposition.

PROPOSITION 9. — Soient B un espace complètement régulier, (Y;)^i
un recouvrement ouvert de B; posons Y,/== Y,nY/. Pour tout ici,
soit &i == ((£',(2)), r,) un champ continu d'espaces de Banach sur Y,.
Pour tous i, j e I , soit g , / un isomorphisme de êy | Y// sur &i \ Y,/.
On suppose que, pour tous i, j, k cl, on a g , / g^ = g^ Alors il existe un
champ continu ê d'espaces de Banach sur B, et, à un isomorphisme près,
un seul, possédant la propriété suivante : pour tout ici, il existe un iso-
morphisme h, de à, sur ê [ Y,, tel que g , / == h^ h, pour tous i, j € J.

L'unicité est immédiate, prouvons l'existence. Pour tout zçB, soit
I (2)7^0 l'ensemble des ici tels que zç. Y,. Si i, jeJ(z), ^•/ (z) est
un isomorphisme de E, (z) sur E, (z), et g , / (z) g , k ( z ) == g^ (z) si i,j, kç. I ( z ) .
Il existe donc un espace de Banach E (z), et, pour tout iç.I(z), un
isomorphisme h, (z) de E, (z) sur E (z) tels que g^- (z) == h, (z)-1 A/ (z)
pour i, j ç I (z). Il existe un ensemble A, et un seul de champs de vecteurs
définis sur Y, et à valeurs dans les E(z) tels que (M2))^, soit un
isomorphisme de <^ sur ̂  == {(E (z)):.ç.y,. A,). Et l'on a ^ | Y,/ = 5^ [ Y//
quels que soient i, j cl.

Ceci posé, soit F l'ensemble des xç. V\E(z) tels que x \ Y,eA, pour
ZÇB

tout içJ. Il est immédiat que F vérifie les axiomes (CCi), (CCin), (CCjv).
Montrons que F vérifie (CCn). Soient z,ç.B et SeE(Zo). Soit ici tel
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que Zo e Y;. Soit V C Y/ un voisinage de Zo fermé dans B. Soit Y] : B -> R
une fonction continue égale à i en Zo et à o dans B — V. Soit y e A/,
tel que y (z^) == \. Soit x l'élément de 1 T£'(z) égal à o dans B— V

ZÇ.B

et à ri y dans V. On a x (Zo) == ^. On va montrer que xçT. Soit jeJ
et montrons que x \ Y/ e A/. Il suffit de montrer que, pour tout Zi e Yy,
a; coïncide dans un voisinage de z\ avec un élément de A/. C'est immédiat
si z\ ̂  V. Supposons Zy e V. Alors Zi € Y;/. Comme ^; | Y;/ == ^ , \ Y//
et que x coïncide, dans un voisinage de Zi, avec un élément de A;, notre
assertion est établie.

On a donc prouvé que ê = ((£" (2)), T) est un champ continu d'espaces
de Banach sur B. On a ê | Y; == ^-, d'où la proposition.

On dit que & s'obtient en recollant les ê, à Uaide des gij.
Soient B un espace localement compact, ê = ((£" (z)), F) un champ

continu d'espaces de Banach sur B, B' l'espace compact déduit de B
par adjonction d'un point à l'infini ûû. Posons E' (z) = E (z) pour zçB,
E' (c»j) == o. Soit P l'ensemble des champs de vecteurs x relatifs à
{E' (z)),.çD' tels que :

i Q x \ B ç T ;
2° [| x |[ tend vers zéro à l'infini sur B;
30 ^ (w) == o.

PROPOSITION 10. — ^ == ((E1 (z)):.çB"» 1̂ ) est un champ continu
d'espaces de Banach sur B ' , et 6' B s'identifie canoniquement à ê.

Il est immédiat que F vérifie (CCi), (CCn ), (CCi ); l'axiome (CCn)
résulte facilement de la complète régularité de B. Soit To l'ensemble
des restrictions à B des éléments de P, c'est-à-dire l'ensemble des
éléments de r qui tendent vers zéro à l'infini. Alors To est un sous-
ensemble total de r, et les transformés des éléments de To par les appli-
cations identiques des E (z) sont des champs de vecteurs continus relati-
vement à ê' \ B. Donc ê == ê1 | B (prop. 6).

6. Sous-champs continus.
DÉFINITION 5. — Soit ê == ((£' (z)), T) un champ continu d'espaces

de Banach sur B. Un sous-champ continu de 6 est un champ continu
&' == ((£" (2)), T ' ) d'espaces de Banach sur B tel que, pour tout zçB,
E1 (z) soit un sous-espace vectoriel fermé de E (z), muni de la norme induite,
et que F' c F.

Il résulte alors de l'axiome (CCi ) que P est formé des xçT tels que
x ( z ) ç . E ' (z) pour tout zçB : en effet, si x vérifie ces propriétés, pour
tout zç.B, il existe x ' eP tel que x ' (z) == x (z), et l'on a || x — x' || < s
au voisinage de z, donc xç.T'\ Le sous-champ continu &' est donc entiè-
rement déterminé par la donnée des E' (z).
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Supposons ô donné. Pour tout zçB, on se donne un sous-espace
vectoriel fermé E' (z) de E (z); pour que les E' (z) définissent un sous-
champ continu ê' de ê, il suffit qu'il existe A c F tel que, pour tout
z e B, A (z) soit une partie totale de E ' (z). Ceci résulte de la proposition 3 :
en effet, l'ensemble des champs de vecteurs xçT tels que x(z)ç.E' (z)
pour tout zç:B vérifie alors (Ti), (Tu) et (CCi.).

Si ê est donné, et si A c F est une partie quelconque, on définit un
sous-champ continu en prenant pour E' (z) le sous-espace vectoriel
fermé de E (z) engendré par A (z) : c'est le sous-champ continu de 6
engendré par A.

Si &' est un sous-champ continu de ê, F' est un sous-c? (B)-module
de F, et E' (z) == P (z) pour tout zçB, ce qui montre que &' est entiè-
rement déterminé par F'.

Supposons 6 donné. Pour qu'un sous-(? (5)-module F' de F soit
l'ensemble des champs de vecteurs continus d'un sous-champ continu
de ê, il faut et il suffit que F/ vérifie (CCiv) : en effet, si F' vérifie (CCiv),
F' contient tous les champs de vecteurs continus du sous-champ continu &'
de ê qu'il engendre (prop. 3).

Si F' et F^ sont les sous-modules de F" correspondant à des sous-champs
continus ê' et &" de e-, leur intersection F'nF" définit un sous-champ
continu ô ' " = ( ( E ' " (z)), F n F") de ê. On a E" (z) c E' (z) n E" (z),
mais l'égalité n'a pas lieu en général. Par exemple, soit B == [o, i];
prenons pour ê le champ constant défini par C2, de base canonique
(ci, 62); posons x ' (z) = Ci, x" (z) = e, + ze,, et soient ê' et ô" les sous-
champs continus de ê engendrés par x ' et x " ' . On a E' {z)r\E" (z) == o
si z^o, E ' ( o ) r \ E ' ( o ) = Ce,; mais F'nF'^o car tout champ x
de F 'nF^ vérifie x (z) = o pour z 7^ o donc aussi pour z = o.

Soient ê et 6' deux champs continus d'espaces de Banach sur B et f :
&'->& un homomorphisme. Pour tout zçB, soit E " (z) l'adhérence
de fz (E' (z)) dans E (z). Les £" (z) définissent un sous-champ continu
de ê. Par contre, les noyaux des fz ne définissent pas en général un
sous-champ continu de ô'\

Soient ê==((£(z)), F) un champ continu d'espaces de Banach sur B,
^ == ((£'(z)), F') un sous-champ continu de ê, Y une partie de B. Posons
6 Y == ((£ (z)), ç y, A), ̂  | Y == ({£' (z)), e y. A'). Soit .r e A. Pour que x e A',
il faut et il suffit que x (z)e£/ (z) pour tout ze Y : la condition est évi-
demment nécessaire; réciproquement, supposons-la remplie; soient Zo€ Y
et 2 > o; il existe i/çF tel que || y (z)—x(z)\\^z dans un voisinage
de Zo relativement à Y, et y' e A tel que || y ' (z) — y (z) || ̂  s au voisinage
de Zy, d'où :reA'.

PROPOSITION 11. — Soit ô == ((E(z)), F) un champ continu d'espaces
de Banach sur B, et pour tout zçB soit E' (z) un sous-espace vectoriel
fermé de E (z). Pour que les E ' (z) définissent un sous-champ continu de ê,
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i7 faut et, si B est paracompact, il suffît que pour tout xçF la fonction
d (x, E ' ) qui, au point zç.B associe la distance de x (z) à E ' (z), soit semi-
continue supérieurement.

Il faut : si les E' (z) définissent un sous-champ continu de «^,
d(x, E ' ) == ïnî^çr' |[ x — x ' |[ est semi-continue supérieurement comme
enveloppe inférieure d'une famille de fonctions continues.

Il suffit (d'après [14], p. 368) : on suppose B paracompact. Pour tout
ZoçB et tout ^çE' (zo) on veut construire un xçT tel que x (zo) == L>
et x ( z ) ç E ' (z) pour tout z. Pour cela, on va construire par récurrence
une suite (x,,) d'éléments de F telle que Xn (z,) = ̂ , d (Xn, E ' ) < 2 //,
et \\Xn—Xn-t I I <cî-n+{ pour n ^ i . Construisons Xo. Il existe x'çV
tel que x ' (z^ = ;„. La fonction d ( x ' , E ' ) s'annule en Zo donc reste < i
sur un voisinage Yo de 2o. Soit /i une fonction continue à support dans Yo
telle que 0 ̂  -n ̂  i et T] (zo) = i. Alors x = -nx' répond à la question.
Supposons x,,, i construit et construisons Xn. Pour tout zç.B, on a

d{Xn „ E) < 2--^ '.

Donc il existe cçE' (z) tel que \\Xn^(z)—\\\ < 2-^1. Mais il existe
x ' e F tel que x ' (z) = Ï. Les inégalités

d ( x ' , E) < <2-n et II x'—Xn^ II < i-^^

ont encore lieu sur un voisinage Y de z. Les Y forment un recouvrement
ouvert de B; soit (Y,) un recouvrement ouvert localement fini plus
fin, et soit (Y}/) une partition de l'unité subordonnée à (Y;); soit x^ le
champ de vecteur correspondant à Y/. On peut supposer que Zo € Yo,

^o(^o) = i et .To(zo)=?o- Alors Xn =\'rux, répond à la question.

Les Xn forment une suite de Cauchy pour la convergence uniforme et
ont pour limite un xçF qui vérifie d (x, E ' ) == o.

COROLLAIRE. — Soient B un espace paracompact, Eo un espace de
Banach, êo le champ constant sur B défini par £o. Pour tout zç.B, soit
E (z) un sous-espace vectoriel fermé de E. Pour que les E (z) définissent
un sous-champ continu de êo, i7 faut et il suffit que z -> E (z) soit semi-
continu inférieurement, c'est-à-dire que, pour toute partie ouverte U de E^
l'ensemble des zç.B tels que E(z)r\U^0 soit ouvert.

Remarque. — La proposition 11 et son corollaire s'étendent au cas
où B est régulier et localement paracompact (en particulier localement
compact).

PROPOSITION 12. — Soit ô == ((E (z)), T) un champ continu d'espaces
de Banach sur B. Soient x,, . . . ,^er . Pour tout zç.B, soit E {z) le
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sous-espace vectoriel de E (z) engendré par Xi (z), . . . , Xn (z). Supposons
les Xi (2) linéairement indépendants pour tout zç.B. Alors, pour tout xçF,
la fonction d (x, E ' ) est continue sur B.

Pour tout zçB, on a

d(x, Er)(z) = inf \\x(z)—c,x,{z)—.. .—CnXn(z)
'•i,...,^ec

Soit Zo e B. Il existe un voisinage V de Zo et une constante finie ^ ̂  o
tels que d (x, E') ^_ [j. et || x || ̂  ^ dans V. Pour tout ze Y, soit A (z)
l'ensemble des (ci, ..., Cn) € C^ tels que || d :r, (z) +. . . + c/z.r/, (2) || ̂  2 fJL.
Pour z e Y, on a

d(.r, J^) (2) = inf |[ x(z) — c, x, (z) — . . . — CnXn(z} ||.
/•i,...,'-. e^.si

D'après le paragraphe 1, remarque, il existe un voisinage Wc V de Zo
et une constante finie v ̂  o tels que

Cl |2 + . . . + Cn 2^ ̂  II C, X, (Z) + . . • + CnXn(z) ||2

quels que soient Ci, . . . , c / z € C et zeW. Donc il existe une partie
compacte A de G" telle que A (z)cA pour tout zeW. Ainsi, pour zçW,
on a

d(a-, £') (z) = inf I I a;(z) — c, rci (z) — . . . — CnXn(z) ||./•i , . . . , c e^

Or I I x (z) — d Xi (z) — . . . — CnX,,(z) \\ est une fonction continue de
(Ci, .. ., c,/, z). Comme A est compact, on en conclut que d (x, E ' ) est
continu sur V n W.

COROLLAIRE. — Soient B un espace compact, ((£ (z)), F) un champ
continu d'espaces de Banach sur B, et x,, . . . , x^çF. Munissons F de
la topologie de la convergence uniforme sur B. L'ensemble M des xçF
tels que Xi, . . . , Xn, x soient linéairement indépendants en tout point de B
est une partie ouverte de r.

En effet, si rci, . . . , x,z sont linéairement dépendants en un point
de B, on a M == .0. Sinon, il suffit d'appliquer la proposition 12.

7. Séparabilité.

DÉFINITION 6. — Un champ continu d'espaces de Banach ((E (z)), T)
est séparable s'il existe un ensemble total dénombrable Acr.

Soit ê un champ continu séparable d'espaces de Banach sur B. Si
la topologie de B admet une base dénombrable, la topologie de l'espace
fibre vectoriel défini par 6 admet une base dénombrable.

PROPOSITION 13. — Soient E un espace de Banach séparable et HcE
un sous-espace vectoriel fermé distinct de E. Soient B un espace complè-
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tement régulier, Zo un point de B, & le champ constant sur B défini par E,
et 6' le sous-champ continu de ê défini par E^z) = E s i z ^ Z o et E' (zo) == H.
Pour que &' soit séparable, il faut et il suffît que { Z o { soit intersection
d'une famille dénombrable de voisinages de Zo.

I l faut : soit (Xn) une suite totale de champs continus de &1 c'est-à-dire
d'applications continues B—>E telles que Xn(zo)çH. Posons
fn (z) == inf (d (Xn (z), H), i). Les fn sont continues et /'==V2-^ est
continue. Mais f ' (o) == { Z o } , car si z '^ Zo les Xn(z) sont denses dans E

et fn(z) 7^ o pour au moins un n. Alors les Yn == f~1 ( o, ^ ) sont des
voisinages de Zo dont l'intersection se réduit à Zo.

Il suffit : soient (en) une suite totale d'éléments de E, (hn) une suite
totale d'éléments de H, (Yn) une suite de voisinages de ZQ telle que
n Yn == { Z o } , et 7]n une fonction continue, à support dans Yn, et telle
que ^n (^) ==i . Les hn et les ( i — ^ p ) ^ q définissent une famille totale
dénombrable de champs de vecteurs continus relativement à ê^.

Remarque. — Soit B un produit non dénombrable d'intervalles (o, i ) .
La proposition 13 permet de construire sur B un champ continu non
séparable ((H (z)). Y) d'espaces hilbertiens, tel que chaque H (z) soit
séparable. On peut même construire un tel champ sur [o, ij. On a
toutefois la proposition suivante :

PROPOSITION 14. — Soient B un espace métrisable à base dénombrable,
^ === ((E (z)), F) un champ continu localement trivial au sens faible
d'espaces de Banach sur B. Si chaque E (z) est séparable, & est séparable.

Soit (Un) un recouvrement ouvert dénombrable de B tel que chaque
^ j Un soit trivial au sens faible. Soit (V,,) un recouvrement ouvert de B
tel que VnCUn pour tout n. Pour tout n, il existe une suite (Xnm) de
champs de vecteurs définis, bornés et continus sur Un, telle que, pour
tout zç. Un, les Xnm(z) soient partout denses dans E(z). Soït'Un '.B—> (o, i )
une fonction continue égale à i sur Vn et à o sur B — Un. Soit ynm le
champ de vecteurs sur B égal à 'UnXnm sur Un et à o sur B— Un- Si ze Un,
ynm est continu dans un voisinage de z; si zçB— Un, et si £ > o, il existe
un voisinage de z dans lequel ]| ynm \\ ̂  £ ; tout ceci prouve que ynm^Y-
Soient zçB et ^çE (z). Il existe n tel que ze Vn; alors \ est limite de
vecteurs Xnm (z) = y / i r n (z). Donc les ynm forment un ensemble total
dans F.

8. Compléments divers. — Signalons sans démonstration les
résultats suivants :

i° Soient B un espace topologique, 6 un champ continu d'espaces
de Banach sur B, E l'espace fibre vectoriel défini par ê, E ' un espace
fibre vectoriel sur B localement isomorphe à E.

BVLL. SOC. MATH. — T. 91, FASC. 3. 16
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a. Si B est complètement régulier, E' peut être défini par un champ
continu d'espaces de Banach sur B.

b. On obtient un contre-exemple en prenant pour B l'espace (non
séparé) quotient de (—i, + i ) x { o, i } par la relation d'équivalence
identifiant (/, o) à (t, i) pour tout t -^- o.

20 Soient ê = ((£ (z)), T) et ^ = ((^ (z)), F) deux champs continus
d'espaces de Banach sur B.

a. Si Z€B, tout rceT tel que :r (z) == o se met sous la forme fx', avec
x ' ç T , fç.0 (B), f(z) = o [on peut prendre /'(z) = || rc (z) ||1/2]. Par suite,
toute application 0 (B)-linéaire cp : T -> F' est donnée par une famille
(^z)zfEB °ù ?^ : E (z) -> E1 (z) est C-linéaire.

b. Si tout point de B admet un système fondamental dénombrable
de voisinages, pour que cp définisse un homomorphisme de ê dans ê',
il suffit que les c^ soient continues.

c. Si B est métrique et n'a aucun point isolé, toute application
0 (B)-linéaire de r dans T 1 définit un homomorphisme de ê dans ê\

3° a. Soient ê == ((£ (z)), F) un champ continu d'espaces de Banach
sur B, &' == ((£' (z)), P) un sous-champ continu de ê, et x e r. Alors
l'ensemble des zçB tels que ^(z)^^ (z) est un Go de B.

b. Soient B un espace complètement régulier, Y un Gô de B. Soient H^
un espace hilbertien de dimension hilbertienne Ko, ê == ((E (z)), F)
le champ constant sur B défini par Hy, x l'élément de r défini par
x (z) = ^ pour tout z (; élément fixé non nul de Ho). Il existe un sous-
champ continu ê' == ((E' (z)), r') de ê tel que rc (z)e£/ (z) si et seulement
si z e Y.

4° Soient 5 un espace paracompact, ê == ((£(z)), F), ^ = ((£'(z)), F')
deux champs continus d'espaces de Banach sur B, f : ô -> &' un homo-
morphisme. On suppose que, pour tout zçB, f^(E(z)) est dense dans
E' (z). Alors, pour tout x ' e F' et pour toute h e 04- (B) telle que h (z) > o
pour tout Z€B, il existe xçT tel que || f(x) —x' \\ < h.

CHAPITRE II. — Champs continus d'espaces hilbertiens.
9. Définitions. Sommes hilbertiennes. — Soit ê = ((H (z)), F)

un champ continu d'espaces hilbertiens sur B. Si x, yeF, la fonction
z —^ (x (z) | y (z)) est continue d'après l'égalité

^x(z)\y(z))=\\x(z)+y(z)\\2-\\x(z)-y(z)\\2

+ i \\x(z) + iy(z) [p-i \\x(z)-iy(z) \\\

Soit a un cardinal. Si, pour tout zçB, dim H (z) est égal à a, on dit
que ê est de rang a. (Dans toute la suite, la seule notion de dimension
utilisée pour les espaces hilbertiens est celle de dimension hilbertienne.)
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On appelle champ continu de bases orthonormales (pour ê) une famille
(xi)i^i d'éléments de F telle que, pour tout zçB, (Xi(z))içi soit une
base orthonormale de H (z). Pour que ê soit trivial, il faut et il suffit
qu'il existe un champ continu de bases orthonormales pour <ê; la néces-
sité est évidente, la suffisance résulte de la proposition 6. S'il existe
une suite totale (Xn) d'éléments de r telle que, pour tout zçB^les Xn (z)
soient linéairement indépendants, alors <ê est trivial : en effet, le procédé
d'orthonormalisation de Schmidt, appliqué aux Xn en chaque point
de B, fournit un champ continu de bases orthonormales. En particulier,
si ê est de rang «o et trivial au sens faible, ê est trivial.

Soient ê == ((H (z)), F) un champ continu d'espaces hilbertiens
sur B, ^ == (^z)zçB un homomorphisme de ê dans ê. On suppose que,
pour tout zçB, ^z est hermitien. Soit p : R—^ G une fonction continue.
Pour tout zçB, posons ^4 = p ( .̂), qui est un opérateur normal dans
H(z). Alors (^'^)zç.B est un homomorphisme de ê dans ê : ceci est
immédiat si p est un polynôme; dans le cas général, p est limite uni-
forme sur tout compact de polynômes, et la fonction ^ - > [ [ ^ [ ] est
localement bornée, d'où notre assertion.

Soient ê = ((H (z)), F) et ô' == ((JiT (z)), F) deux champs continus
d'espaces hilbertiens sur B, cp = (^z)zça un homomorphisme de ê dans <ê7.
Pour tout zçB, ̂  est une application linéaire continue de H ' (z) dans
H (z); mais en général cp* = (?ï)^e5 n'est pas un homomorphisme de ê'
dans ê, comme on le voit facilement déjà dans le cas où ê = &' est
un champ constant. Si 9* est un homomorphisme de ê7 dans ê, on dit
que cp est transposable. Supposons cp transposable, et supposons que cp
soit un isomorphisme au sens faible (auquel cas cp* est un isomorphisme
au sens faible). On va montrer qu'alors ê et &' sont isomorphes (cf. à
ce sujet le problème 4 du paragraphe 19). En effet, d'après l'alinéa
précédent, ((q^ ^^^^zça est un homomorphisme de ê dans ê; donc
(?^(?^ P^)"172)^^ est un homomorphisme de ô dans ê'; mais, pour
tout zçB, ^-(pî^)"172 est un isomorphisme isométrique de H (z)
sur H ' (z), et notre assertion résulte de la proposition 6.

Soit 1 un ensemble. Pour tout i ç. I , soit ê, == ((Hi (z)), F,) un champ
continu d'espaces hilbertiens sur B. Pour tout zçB, posons
H (z) = Q) Hi (z), et identifions les Hi (z) à des sous-espaces de H (z).

iç.1

Soit r' l'ensemble des sommes V Xi, où ^el\ et où J est une partie
iç.J

finie de J. Soit r l'ensemble des champs de vecteurs z->x ( z ) ç H ( z )
tels que, pour tout Zo e B et tout s > o, il existe un voisinage V de Zo
et un yçF tels que || x (z) — y (z) \\ ̂  s dans Y. Alors ê == ((H (z)), T)
est un champ continu d'espaces hilbertiens sur B (prop. 3) appelé somme
hilbertienne des ê, et noté Q) ê;. Il est immédiat que les ê, s'identifient

iç.1
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à des sous-champs continus de 6. Réciproquement, soit ê == ((H (z)), F)
un champ continu d'espaces hilbertiens sur B, et supposons que, pour
tout zeB, H (z) soit somme hilbertienne de sous-espaces H 1(2) (ici).
Supposons que, pour tout i ç. I , les Hi (z) définissent un sous-champ
continu ê, de 6. Soit ô' = Q) 6, == {{H' (z)), P). Soit U {z) l'isomor-

iç.1
phisme canonique de H (z) sur JT (z). Les U (z) définissent un iso-
morphisme de 6 sur &' (prop. 6) par lequel on identifie ces deux champs.

PROPOSITION 15. — Pour tout ici, soit &, == ((Hi• (z)), T,) un champ
continu d'espaces hilbertiens sur B. Soit 6 == (^) ê, = ((H (z)), r). Soit

ici
z >x(z)çH (z) un champ de vecteurs sur B, et soit Xi (z) = Pu, :,}X(z).
Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) xçT;
(iï) XiçTi pour tout i, et, pour tout z^çB et tout z > o, il existe un

voisinage V de Zo et une partie finie J de I tels que x (z) —V x, (z)
/€./

sur V;
(iii) XiçTi pour tout i, et la fonction \\x\ est continue.
(ii) => (i) : évident.
(i) => (iii) : supposons xçY. La fonction j j x || est continue. D'autre

part, soient z^çB et £ > o. Il existe une somme finie V y , (où y<€r,)
/€ - /

et un voisinage V de Zo tels que x (z) —>> Vi (z) ^ c ^ans -̂ Donc,
IÇ.J

dans V, || Xi (z) — y , (z) \\ ̂  £ pour i e J et || Xi (z) j | ̂  s pour i € / — J.
Ceci prouve que rr;el\ pour tout i.

, (iii) => (ii) : supposons vérifiée la condition (iii). Soient ZoçB et c > o.

Soit J une partie finie de I telle que x (zo) — ̂  Xi (zo) < s. La fonction

x(z)-^(z) x(z)^-^x,(z)\
iç.J iç.J

est continue, donc reste < z dans un voisinage de ZQ.

PROPOSITION 16. — Soit & = ((H (z)), F) un champ continu d'espaces
hilbertiens sur B, Soit I un ensemble. Supposons que, pour tout zçB,
H (z) soit somme hilbertienne de sous-espaces H i ( z ) (l'eJ). A/ors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(ï) pour tout ici, les H i ( z ) définissent un sous-champ continu &i
de 6;
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(ii) pour tout xçT et tout ici, le champ de vecteurs z-> Pm^xÇz)
est continu,

(m) pour tout xçT et tout ici, la fonction z-> \\ Pjii^x (z) || est
continue.

(ii) ==> (i) : évident.
(i) ==> (iii) : si (i) est vérifié, on a vu que <5 s'identifie à Q) ê,, et (iii)

est vérifié d'après la proposition 15.
(iii) ==> (ii) : supposons (iii) vérifié; soient xçT, ic i , ZoçB, c > o,

et yçT tel que y (zo) = Pu^,) x (Zo). On a

\\Pn^x(z)-y{z)\ ̂ [|p^(rc(z)-y(z))|| + \\y(z)-P^y(z)\\
^HP^^^^-z/^ll+llly^ll^-IIP^^z/^il2]-.

La dernière expression est fonction continue de z (puisque x—yçV
et y e F) et s'annule en Zo, donc est ^ s au voisinage de Zo. Donc le
champ de vecteurs z -> P/^ ̂  x (z) est continu. D'où la proposition.

Soient & = ((H (z)), T) un champ continu d'espaces hilbertiens,
&' == ((H1 (z)), F) un sous-champ continu de <?. On dit que ê' est
facteur direct de 6 s'il existe un sous-champ continu &" de ê tel que
ê = ê ' @ & " , c'est-à-dire si les H ( z ) Q H ' (z) définissent un sous-champ
continu de ê. On pose alors &" == ê Q ê ' .

PROPOSITION 17. — Soient & == ((H (z)), F) un champ continu d'espaces
hilbertiens sur B. Soit &' = ((H' (z)), T') un sous-champ continu de rang
fini de 6. Alors ô' est facteur direct dans ê.

D'après la proposition 16, la propriété à vérifier est de nature locale.
On peut donc supposer S ' trivial {cf. § 10, remarque). Il existe alors des
éléments Xi, . . . , Xn de P tels que, pour tout zçB, les Xi (z) constituent
une base orthonormale de H ' ( z ) . Soit xçT. Le champ

Z->PH,^X(Z) =^(x(z) \x^z))x^z)

est continu. Il suffit alors d'appliquer la proposition 16.

Remarque 1. — Par contre, un champ trivial ê de rang ^o peut admettre
un sous-champ continu ê' qui n'est pas facteur direct comme le montre
tout de suite la proposition 11. Le sous-champ &' peut même être
trivial (cf. théorème 5).

Remarque 2. — Soient 6 = ((H (z)). Y) un champ continu d'espaces
hilbertiens sur B, ^ === ((H' (z)), F') un sous-champ continu, i (z)
l'injection canonique de H ' (z) dans H (z), et p (z) == i (z)*, qui est le
projecteur orthogonal de H (z) sur Hr (z). Posons p == (p (z)),- ç B,
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i == (i (z))zçB, de sorte que i est un homomorphisme de ^ dans ê. Alors
les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) ^ est facteur direct de 6;
(ii) p est un homomorphisme de ô dans ê ' ' ;
(iii) i est transposable.

En effet (i) => (ii) <=> (iii) est clair. Si (ii) est vérifié, ( 1 — p (z)),.çB
est un homomorphisme de ê dans ê, donc les H (z) Q H ' (z) définissent
un sous-champ continu de ê.

10. Espace fibre principal défini par un champ de rang
constant. — Soient a un cardinal, et ê = ((H (z)), T) un champ continu
d'espaces hilbertiens sur B, de rang a. Soit E l'espace fibre vectoriel
défini par ê, muni de sa projection TT : E —^ B. Soient H un espace
hilbertien de dimension a, G le groupe unitaire de H, muni de la
topologie forte (ou, ce qui revient au même, de la topologie faible).
Nous allons montrer que E est un espace fibre associé à un espace fibre
principal P de groupe G. En d'autres termes, nous allons construire
un espace topologique P muni d'une projection p : P -> B, sur lequel G
opère à droite, et vérifier que :

r° p est continue et ouverte;
1° les classes d'équivalence définies par G dans P sont les fibres p~1 (z),

G opérant de façon simplement transitive sur chaque fibre :
3° l'application P x G — ^ P est continue ;
4° si A est le sous-espace de P x P formé des couples (u, u) tels

que p (u) = p (u), l'application o- : A -> G définie par cr (u, u) = g
si v == ug est continue.

5° G opérant sur P x H par ((u, E), g) — (ug, g-1 c), E s'identifie
à l'espace quotient de P x H par la relation d'équivalence que
définit G.

Nous définirons l'ensemble P comme l'ensemble des isomorphismes
H -> H (z) (z variable dans B). Le groupe G opère à droite dans P par
l'application (U, V)-^ UV de P x G dans P. L'ensemble P est muni
d'une application naturelle surjective p:P-^B; pour tout zeB,
p~1 (z) est l'ensemble des isomorphismes de H sur H (z). Les classes
d'équivalence définies par G dans P sont les ensembles p--1 (z), et G
opère de façon simplement transitive dans chaque p-1 (z). L'ensemble P
s'identifie à un ensemble d'applications de H dans l'espace topologique E;
nous munirons P de la topologie de la convergence simple dans H. Soient
Ti, . . . , Tn des tubes de E, et Ei, . . . ,^ des éléments de H; soit
W (Ti, .... Tn; ^, . . . , E,) l'ensemble des UçP tels que

E/EieT,, .... U'in^Tn,
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comme les tubes forment une base de la topologie de E, les ensembles
de la forme W (Ti, . . . , Tn; Ei, . . . , Ïn) forment une base de la topo-
logie de P; comme l/Ei, . . . , Utn ont même projection sur B, on peut
de plus imposer à î\, . . . , Tn d'avoir même projection sur B. On peut
aussi imposer au système (ci, . . . , E n ) d'être orthonormal, en écrivant
Ei, . . . , E n comme combinaisons linéaires de n vecteurs orthonormaux.
Il est clair que p est une application continue de P sur B. Montrons que
cette application est ouverte. Soient [/o€W(Ti, ..., Tn', Ei, ...,^),
où (ii, . . . , L) est orthonormal, et Zo =-- p (Uo). Il s'agit de montrer
que p (W (Ti, . . . , Tn', ^i, . . . , En)) est un voisinage de Zo; posons
Ti = T (Y, x^ s,); on a || Uo îz—Xi (20) || < ^ (f == i, 2, . . . , n); donc,
pour tout z assez voisin de Zo dans Y, il existe un système orthonormal
ru, ..., -Un dans H (z) tel que |[ YÎ, — Xi (z) || < s, ( 1 = 1 , 2 , . . . , n),
autrement dit tel que YÎ;€ Ti; si ^/ est un isomorphisme de H sur H (z)
tel que [/Ei = TÎI, . . . , Î7E. = YÎ., on a [7eW (Ti, . . . , T.; Ei, .... ^),
donc z € p ( W ( T i , . . . , T^; Ci, . . . ,E^)) . Ceci prouve bien que l'appli-
cation p est ouverte.

Soient Uo€P, Y o € G , E , , . . . , E ^ e 2 î , ^•= Uo Yo (EQ, T, un tube
contenant Y]/. Soit Y€ G tel que [ [ VE; — VoE; || ̂  £ pour i = i, 2, . . . , n.
Pour tout î7eP, on a || UV'ii—UVo^\\^^ D'autre part, UVoE.eT,
si U est assez voisin de Uo dans P. Donc C/y^e Ti pour [7 assez voisin
de Uo dans P et V assez voisin de Vo dans G. Ceci prouve que l'appli-
cation (U, V)—^ UV de P x G dans P est continue.

Soient Uo e P, U', e P, Yo e G tels que <7o = U', Vo. Soient Ei, . . . , Ïn e H,
et £ > o. Soit Ti = T (Y, a:/, s) un tube contenant [/oE;. Si Ï7 est assez
voisin de Uo, on a U^ç Ti; si U ' est assez voisin de U'o, on a L^ Vo^e Ti;
si de plus p (U) == p (L^), on voit que || Uli— U'Voî.i || < 2 s, d'où
I I [7/-i [/^. _ v,^. I l < 2 £. Ainsi l'application (U, U1) -> U1-^ U, définie
sur l'ensemble A des couples (U, U^çP X P tels que p (U) = p {U'),
est une application continue de A dans G. Nous avons donc prouvé
que P est un espace fibre principal de base B et de groupe G.

Soit r l'application ([7, E) -> U't, de P x H sur £'. Il est immédiat
que cette application est continue. Montrons qu'elle est ouverte. Soient
[/o€P, c,o^H, Zo == p (Uo)' Soit [S la boule ouverte de centre Eo et de
rayon s > o dans H. Soient (£1, . . . , E/i) un système orthonormal dans H,
X], . . . , X n des champs continus de vecteurs tels que x,• (zo) == Uoli,
Y un voisinage de Zo dans B, et Ti == T (Y, Xi, s). Il s'agit de prouver
que r (W (Ti, . . . , Tn; Ei, . . . , En) X P) est un voisinage de Uo'ïo dans £.
Or soit Xo un champ de vecteurs continu tel que Xo(zo) == E/oSo; et soit
(i/i (z), . . . , yn (z)) le système déduit de (:Ci (2), . . . , Xn (z)) par ortho-
normalisation [en diminuant au besoin Y, on peut supposer les Xi (z)
linéairement indépendants pour tout zç. Y]; comme (xy (20), . . . , Xn (Zo))
est orthonormal, on a | j y, (z) — Xi (z) \\-> o quand z -> Zo, donc
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yi(z)ç.Ti pour z assez voisin de Zo, et d'autre part

(y, (z) ; x, (z)) -> {xi (zo) rï-o (zo)) == (:, | ;o).

Donc, étant donné £1 > o, il existe un voisinage V de L^olo dans E
possédant la propriété suivante : si y}ey, on a j i ^ | | — [ j ï o l l l ^ ^ i
et il existe dans H (r: (Y})) un système orthonormal (t/i, . . . , y,,) tel que
UiçTi et | (y,:\ n) — (:, Ço) | ̂  £1 (i == i, . . . , n). Si s, a été pris assez
petit, il existe donc un isomorphisme U de H sur H (n (fi)) qui trans-
forme îi en y , pour i = i, . . . , n, et tel que ^ soit l'image par U d'un
élément de P; alors (7eW(Ti, . . . , T,;Ï,, . . . ,^),doncr,er(W(T,,. . .,7\;
Si, ..., ^) X P). Ainsi, Ver (W (Ti, . . ., T,; E, , . . ., H/,) x p). L'appli-
cation r est ouverte. Nous avons bien établi que E est un espace fibre
associé à P.

Pour que ê soit trivial, il faut et il suffit que P admette une section
continue. La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement,
si P admet une section continue z -> U (z), et si (^) est une base ortho-
normale de H, les champs de vecteurs z -> U (z) ̂  sont continus; pour
tout z e B, les U (z) ̂  constituent une base orthonormale de H (z),
donc ê est trivial.

Remarque. — Supposons ê de rang a fini. Alors ê est localement
trivial, comme il résulte par orthonormalisation de la remarque du
paragraphe 1. Par contre ê n'est pas trivial en général; la théorie des
espaces fibres en fournit de nombreux exemples. Toutefois, si par
exemple B est paracompact et contractile, P est trivial, donc ê est
trivial.

Dans le cas où ô est de rang infini, nous verrons que la situation est
très différente.

11. Premier théorème de trivialité.

LEMME 2. — Soit H un espace hilberlien de dimension infinie. I l existe,
pour tout tç[o, i], un sous-espace vectoriel fermé Hf de H et, pour tout
tç]o, i], une application linéaire isométrique U/ de Hi sur H, avec les
propriétés suivantes :

(i) le projecteur Pi -==- Pu, est une fonction fortement continue de /€ [o, i] ;
H, ==H, H,== j o j .

(ii) les opérateurs C7/P/, U~i^ sont des fonctions fortement continues de
/e]o, i]; U, - i.

Supposons d'abord dim H == Ko? donc H identifiable à L2 ([o, i]).
Soit Ht l'ensemble des /*€ L2 ([o, i]) telles que f (x) == o pour x ̂  /.
La propriété (i) est immédiate. Si /e]o, i] et feHf, on définit UifçHpâr

{U^(x)=.^tf(tx).
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On a

U'-f\\1 = f t m î dx = f f(x') ^ dx1 ̂
* - 0 ' J 0

et il est clair que Ut est une application linéaire isométrique de H{ sur H;
si g ç H , on a, pour o^rc^/ ,

(UT'g)(x)=^).

Soit /"€.ff; on a

[ 1 U,P,f- V..P, /T = f ' (̂te) - V^C'a-) I2 dx
<y o

et ceci tend vers zéro quand f -> /. D'autre part

ll^-^ll^ll/lp-^Re^^l^'f)
i jx\ i J x '

si par exemple t ̂  f, on a donc

H^-7-^YII2-^ f^-^ef ^ / ^ ( x ^ f ^ x ' ^ d x '

et ceci tend vers zéro quand f -> /. D'où la propriété (ii).
Si maintenant dim H est un cardinal infini quelconque, on peut

identifier H à un espace hilbertien K (g) K ' ' , où K et K' sont des espaces
hilbertiens tels que dim K = So. Il existe dans K des opérateurs P / , U/
avec les propriétés (i) et (ii), et il suffit de considérer les opérateurs Pi (g) i,
Ut (g) i dans H.

LEMME 3. — Soient H un espace hilbertien de dimension infinie,
G le groupe unitaire de H muni de la topologie forte. Alors G est contractile.

Soient H { , P/, Ui avec les propriétés du lemme 1. Pour [7e G et
/e]o, i], posons

( I ) ( l / ,0-( i—P/)+^ '^ /^ ;

l'opérateur <I> (U, t) induit l'application identique dans H Q H/ et
induit dans Hi l'opérateur unitaire restriction de [/71 UUi. Donc,
<Ï> (17, Q€ G, et <I> (U, i) = U. Posons O» (U, o) == i. Il suffit de prouver
que l'application ^ de G x [o, i] dans G est continue. Sur G x ]o, i],
ceci résulte aussitôt du lemme 1. D'autre part, supposons que
( U ' , t')ç. G X ]o, i] tende vers (U, o)e G X [o, i]. Alors Pr tend
fortement vers zéro, et, pour tout^eJZ, || U^ U U i ' P ^ f\\ == \Prf\\->o,
donc ^ ([//, t ' ) tend fortement vers i = <D (U, o).
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LEMME 4. — Soient E un espace fibre localement trivial, F sa fibre,
B sa base. On suppose F contractile et B paracompact. Alors, le faisceau ^
des germes de sections continues de E est mou. En particulier, E admet
une section continue définie sur B.

Soient bçB et U un voisinage ouvert de b tel que E soit trivial
au-dessus de U. Soient V une partie fermée de B contenue dans U
et s une section continue de ^ au-dessus de V. D'après [7], théorème 341,
il suffit de prouver que s peut se prolonger en une section continue de 57

au-dessus de [7. D'après [7], théorème 331, s se prolonge à un voisinage
de Y; autrement dit, s est définie par une section continue t de E
au-dessus d'un voisinage V de V, qu'on peut supposer contenu dans U.
Les sections continues de E au-dessus de U s'identifient aux appli-
cations continues de U dans F. Soit Y " un voisinage de V tel que V" C V.
D'après [17], exposé 1, théorème 1, /' | V " se prolonge en une section
continue de E au-dessus de U. Cette section définit une section continue
de ^ au-dessus de U qui prolonge s.

THÉORÈME 1. — Soit ê un champ continu d'espaces hilbertiens sur B,
de rang infini. Si ê est localement trivial et B paracompact, ê est trivial.

Soit P l'espace fibre principal construit à partir de ê comme au para-
graphe 10. Puisque ê est localement trivial, P est localement trivial.
Puisque ê est de rang infini, le groupe de P est contractile (lemme 3).
D'après le lemme 4, P admet une section continue définie sur B. Donc ê
est trivial.

12. Grassmanniennes infinies. — Soit H un espace hilbertien.
Nous noterons G l'ensemble des projecteurs (orthogonaux) dans H.
Si l'on munit G de la topologie uniforme, on obtient un espace
métrisable Gu. Si l'on munit G de la topologie forte (ou, ce qui revient
au même, de la topologie faible), on obtient un espace topologique G/
qui est métrisable quand dim H ^ Ko. On dira que Gu et Gj- sont la
grassmannienne uniforme et la grassmannienne forte de H.

Soit êo le champ constant sur Gu défini par H. Pour tout zç. Gu,
posons H (z) = z (H). Alors les H (z) définissent un sous-champ continu ê
de êo. En effet, pour tout \ç.H, l'application z->z(^) est un champ
continu relatif à êo, et z{^)ç.H (z) pour tout z€ Gu\ ceci prouve notre
assertion. On voit en même temps que, si dim H ^ Ko, ^ est séparable.
Nous dirons que ê est le champ canonique sur Gu' Remarquons que
les H Q H (z) définissent aussi un sous-champ continu &' de êo, et
que ê ® &' = êo.

De même, soit (^o le champ constant sur G/ défini par H. Les H (z)
et les H Q H (z) définissent des sous-champs continus (^ et CD' de ^o,
tels que a) © d)' == ^Po. Nous dirons que cO est le champ canonique sur G/.
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Si dim H ̂  Ko, ce champ est séparable. Les champs ê et &' sont les
images réciproques de cP et CD' pour l'application identique (continue)
de Gu dans G/.

Si Y est une partie de Gu, & \ Y est le sous-champ du champ constant
sur Y correspondant à H défini par les H(z) (§ 6) ; autrement dit, les champs
de vecteurs continus de ê Y sont les applications continues x de Y dans H
telles que x ( z ) ç . H ( z ) pour tout zeY. On a une remarque analogue
pour G/.

Soient B un espace topologique, ^Co le champ constant sur B défini
par JL Soit X == ((JC (z)), F) un sous-champ continu facteur direct
de ^o. Posons, pour tout zçB, 9 (z) == P^) € Gy. D'après la pro-
position 16, cp est une application continue de B dans G/. Pour tout zeB,
on a K (z) = Iî (9 (z)). Soit a: un champ de vecteurs continu relativement
à ^ ; alors z -> x (9 (z)) est une application continue de B dans H telle
que a; (9 (z)) e K (z) pour tout zçB, donc est un champ de vecteurs
continu relativement à S€. Soit ^ ' le champ continu image réciproque
de (^ par cp. On a ^ == ((K (z)), P). D'après ce qui précède, il existe
un ensemble AcrnF qui est total relativement à ^C et ^/. Donc les
applications identiques des K (z) définissent un isomorphisme de ^C
sur ^ (prop. 6). Ainsi, on peut identifier S€ à 9* (d?).

THÉORÈME 2. — Soient H un espace hilbertien, Gu la grassmannienne
uniforme de H, ê le champ canonique sur Gu, a un cardinal infini,
B l'ensemble des éléments de Gu qui sont de rang a. Alors & B est trivial.

L'espace B est métrisable, donc paracompact. D'après le théorème 1,
il suffit de prouver que ê | B est localement trivial. Soit Zo e B. Soit
B' l'ensemble des ze Gu tels que || z — Zo || < i ; pour z ç B ' , la restriction
T^ de z à H (zo) est un isomorphisme topologique de H (zo) sur H (z)
([16], p. 182), d'où zeB. L'application z-^zzo est continue pour la
topologie uniforme, donc aussi l'application z —^ Ts, donc aussi les
fonctions z->\\T^\\, z-.\\T^\\. L'adjoint de T^ est la restriction
de Zo à H (z), car, pour ^ç.H (z) et ^oGH (zo), on a

(Z;o | S) = Oo | S) = Oo | ̂ o;).

Lorsque z—^ u (z) est une application continue de B' dans H telle que
u(z)eJZo(z) [resp. JZ (z)] pour tout z ç . B ' , alors z-^T^u(z) [resp.
z->T^ (z)] est une application continue de B' dans H. Il résulte de là
que ( T ^ ^ ^ B ' est un isomorphisme au sens faible de ^C [champ constant
sur B' défini par H (zo)] sur ê | B ' , et que cet isomorphisme est trans-
posable. Le théorème résulte alors de ce qu'on a dit au paragraphe 9.

LEMME 5. — Soient H un espace hilbertien, n un cardinal fini, B l'ensemble
des projecteurs de rang n dans H. Sur B, les topologies forte et uniforme
coïncident.
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Soient z^çB et £ > o. Soit (Ci, . . . , ' c , n ) une base orthonormale de
ZQ (H). Si z ç. B est suffisamment voisin de Zo pour la topologie forte,
! z ' ^ i — ^ | | est aussi petit qu'on veut, et les z^i constituent une base
de z(H); en orthonormalisant les z ' ^ , on voit qu'il existe un voisinage
fort V de Zo dans B tel que, si zç, V, il existe dans z (H) une base ortho-
normale (rîi, . . . , -Un) telle que || ru — \,• || ̂  s (i == i, . . . , n). Soit ^e^f
avec I I \ ] | ̂  i. On a, pour 2€ V,

1^-^11= ^ÊhO^-ai^ ^SK^^III^-^I
; -=. 1 ('=-=!

»

+SIG ^-^)iny^^-
D'où le lemme.

Le lemme suivant sera complété plus loin (corollaire 1 du théorème 3).

LEMME 6. — Soient H un espace hilbertien de dimension infinie. G/ la
grassm annienne forte de H, cQ le champ canonique sur G/, n un cardinal
fini, Y l'ensemble des zç. Gf tels que z{H) soit de codimension n. Alors
CD | Y est trivial.

D'après le théorème 2, il existe pour tout zç. Y une base orthonormale
(;,(z))içi de z (H) telle que les applications z - ^ ' i i ( z ) de Y dans H
soient continues pour la topologie uniforme. D'après le lemme 5, la
topologie uniforme coïncide avec la topologie forte sur Y, puisque
l'application z — ^ i — z est un homéomorphisme, à la fois pour la topo-
logie uniforme et pour la topologie forte, de Y sur l'ensemble des pro-
jecteurs de rang n de H. Donc les applications z -> :/ (2) sont des champs
de vecteurs continus relativement à c^ Y.

PROPOSITION 18. — Soient ê un champ continu d'espaces hilbertiens,
ô1 un sous-champ continu de rang fini n. Si ^ est trivial de rang infini,
ô Q &' est trivial.

On peut supposer que ê est le champ constant sur B défini par un
espace hilbertien H de dimension infinie. Pour tout sous-espace vectoriel
fermé K de H de codimension n, soit (^ (K))/ç/ une base orthonormale
de K telle que les applications PA -> \i (K) soient continues pour la
topologie forte (lemme 6). Pour tout zçB, soit K (z) l'espace hilbertien
associé à z dans le champ ê Q ê / ' . L'application z —> PA(.-) est fortement
continue, donc les applications z->Ïi(K(z)) sont continues; et,
pour tout zçB, les 'ii(K (z)) constituent une base orthonormale
de K(z\
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13. Deuxième théorème de trivialité.

LEMME 7. — Soient ô un champ continu d'espaces hilbertiens sur B,
Y une partie fermée de B, x un champ de vecteurs continu partout non nul
sur Y. On suppose ô trivial de rang infini, et B paracompact. Alors x
se prolonge en un champ de vecteurs continu partout non nul sur B.

On peut supposer que ê est le champ constant sur B défini par un
espace hilbertien H de dimension infinie. Soit x ' un prolongement continu
de x à B (prop. 7). L'ensemble des zçB tels que x ' (z)-^o est un
voisinage ouvert de Y. L'espace H — [ o \ est contractile ([11], théo-
rème 3; ceci peut aussi se démontrer par un procédé analogue à celui
des lemmes 2-3). D'après [17], exposé 1, théorème 1, il existe une appli-
cation continue de B dans H — { o j qui coïncide avec x' sur Y.

LEMME 8. — Soient & un champ continu d'espaces hilbertiens sur B,
Y une partie fermée de B, x un champ de vecteurs continu partout non
nul sur Y. On suppose B paracompact, 6 de rang infini, et ô trivial sur
B}, Bi—Bï, J3:,—B^, . . . , où (Bi, Bî, . . . ) est une suite croissante
de parties fermées de B de réunion B. Alors x se prolonge en un champ
de vecteurs continu partout non nul sur B.

Supposons construits un voisinage fermé Vn de YuBn dans B et
un champ de vecteurs continu Xn partout non nul sur Vn prolongeant rc.
Soit Wn l'intérieur de Vn. Alors Bn+i n (Vn— Wn) est une partie fermée
de Bn^ n (B — Wn), et ê | Bn+i n (B — Wn) est trivial. D'après le lemme 7,
il existe un champ de vecteurs continu partout non nul x'n sur
Bn^r\(B—Wn) qui coïncide avec Xn sur Bn^r\{Vn— Wn). Soit ^ le
champ de vecteurs qui coïncide avec Xn sur Vn et avec x',, sur
Bn+i n (B — Wn); il est continu (prop. 8) et partout non nul sur VnUBn+i ',
d'après la proposition 7, il se prolonge en un champ de vecteurs continu
sur B; il existe un voisinage fermé y/,+i deiy,,uB,,+i dans lequel ce pro-
longement est non nul. On a donc construit un voisinage fermé Vn+i de
Y\jBn,i contenant Vn et un champ de vecteurs continu Xn+ï partout
non nul sur Vn n prolongeant Xn. Continuant cette construction de proche
en proche, les Xn définissent un champ de vecteurs continu partout non
nul sur B qui prolonge x.

LEMME 9. — Soient <?, B, B,, B,, . . . comme au lemme 8. Soient x,
un champ de vecteurs continu sur B, et s > o. Il existe un champ de
vecteurs continu partout non nul x sur B tel que \\x(z)—Xo (z) [ [ ̂  £
partout sur B.

Soit Y l'ensemble des zçB tel que | j x, (z) || ̂ i ; c'est une partie
fermée de B. Soit y un champ de vecteurs continu partout non nul
sur B prolongeant Xo \ Y (lemme 8). Posons yf (z) ==\\y (z)^\-1 y (2).
on a I I y ' (z) I I == i, et x, (z) == |[ x, (z) \\ y ' (z) sur Y. Soit f la fonction
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égale à |[ Xo (z) \\ sur Y et à '- sur B — Y; comme [ [ Xo (z) |[ = i en tout
2 2

point frontière de Y, f est continue. Posons x (z) == f ( z ) y ' (z). Alors x
est un champ de vecteurs continu, x (z) 7^ o partout, x (z) == Xo (z)
sur Y, et || x (z) — Xo (z)

^2+
Xo(z) |[^ s sur B— Y.

Remarque 1. — Dans les trois lemmes précédents, on peut remplacer
les espaces hilbertiens par des espaces de Banach; en effet, la sphère
unité d'un espace de Banach de dimension infinie est contractile ([3],
corollaire 6.4).

LEMME 10. — Soient ê, B, Bi, B^ . . . comme au lemme 8. Soient
Xi, Xî, . . . , X n des champs de vecteurs continus orthonormaux sur B,
y un champ de vecteurs continu, et £ > o. Il existe un champ de vecteurs
continu Xn+i possédant les propriétés suivantes :

(i) Xi, Xï, ...,Xn+i sont orthonormaux sur B;
(ii) i7 existe des fonctions complexes continues fi, f^, ' ' ' , f n + i sur B

telles que ^(z)x^z)-y(z) partout sur B.

Pour tout z e B, soient H (z) l'espace de Hilbert associé à z dans <ê,
H ' (z) le sous-espace vectoriel engendré par Xi (z), ..., Xn (2), et
H " (z) = H (z) Q H ' (z). Les H ' (z) définissent un sous-champ continu &'
facteur direct de ô (prop. 17) et 6 Q ô' \ Bi, ê Q &' \ B, — B,,
& Q &' \ B,. — B,, . . . sont triviaux (prop. 18). Soit y ' (z) = Pn,^ y (2).
D'après le lemme 9 appliqué à ê Q ô' et à y ' , il existe un champ de
vecteurs continu x partout non nul relatif à &" tel que |[ x (z) — y ' (z) \\ < s
pour tout z. Posons Xn+i (z) == || x (z) H--1 x (z). La propriété (i) est satis-
faite. D'autre part

^ (y(z) | Xi(z))Xi(z) + II x(z) II xn^{z)—y(z)
1=1
-\\y^)-y\^+x(z)-y{z)\\=\\x(z)-y'(z)\\^

THÉORÈME 3. — Soit & == ((H (z)), r) un champ continu d'espaces
hilbertiens sur B, séparable de rang Ko. Soit (Bi, B^, . . . ) une suite crois-
sante de parties fermées de B, de réunion B. On suppose B paracompact
et & trivial sur Bi, B^ —Bi, B^ —B^, ... Alors ê est trivial,

Soit (jjï, ï/2, . . . ) une suite d'éléments de r tels que, pour tout zçB,
les yi (z) soient partout denses dans H (z). Grâce au lemme 10, on peut
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construire par récurrence une suite (;Ci, x^,, . . . ) d'éléments de r
possédant les propriétés suivantes :

i° pour tout zçB, le système des Xi(z) est orthonormal;
2° il existe des fonctions complexes continues fin, fïn, . . . , fnn sur B

n

telles que V fin (z) Xi (z) — yn (z) ^ ï- partout sur JE?.
;•==!

Pour tout zçB, les combinaisons linéaires des Xi(z) sont partout
denses dans H (z), donc (n*i (z), x-z (z), . . . ) est une base orthonormale
de H (z). D'où le théorème.

COROLLAIRE 1. — Soient H un espace hilbertien de dimension Ko, G/ la
grassmannienne forte de H, CD le champ canonique sur G, , B l'ensemble
des zç. G/ tels que z (H) soit de codimension finie. Alors a) [ B est trivial.

L'espace G/ est métrisable, donc B est paracompact. Soit Y/, l'ensemble
des zç Gf tels que z (H) soit de codimension n (n = o, ï, 2, ...). Alors
<P | 'Yn est trivial (lemme 6). Le champ ^ | B est séparable et de rang So.
L'ensemble des projecteurs de rang ^n (n fini) est fermé dans G/,
autrement dit Yo u Yi U ... u Yn est fermé dans G/. Le théorème 3
prouve alors que (D \ B est trivial.

Remarquons que, sur B, la topologie forte est distincte de la topologie
uniforme, de sorte que le corollaire 1 ne pourrait s'obtenir, comme le
lemme 6, par simple application du théorème 2.

COROLLAIRE 2. — Soit ê un champ continu d'espaces hilbertiens sur B,
séparable, de rang So. Soit (By)y.^\ une famille bien ordonnée croissante
de parties ouvertes paracompactes de B telles que Bo == 0, B\ = B, et
Bo, = U B^ quand a est un ordinal limite. On suppose & trivial sur chaque

P<a
sous-ensemble By.+\—B^. Alors ê est trivial.

Soit a > o un ordinal ^ ^. Supposons ê | B^ trivial pour (3 < a.
Si a est un ordinal limite, on a By. == U Bp, donc ê Ba est trivial

P<a
d'après le théorème 1. Sinon, on a a:^^^-!, et les champs ê [ B^,
ô \ By. — By,' sont triviaux; donc ê [ By. est trivial d'après le théorème 3
appliqué à la suite de deux parties By. — B^, Ba, fermées dans Ba.
Le corollaire 2 s'obtient alors par induction transfinie.

Remarque 2. — La proposition 13 prouve qu'on ne peut supprimer,
dans le théorème 3, l'hypothèse que ê est séparable.

14. Somme d'un champ quelconque et d'un champ trivial.
LEMME 11. — Soient ô = ((H (z)), F), ^ === ((7T (z)), F) deux champs

continus d'espaces hilbertiens sur B, et ô" = ô © €>' == ((H" (z)), T'1).
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On suppose & trivial de rang infini et B paracompact. Soient Xo^^ et
3 > o. Il existe un x ç T " tel que, pour tout zçB, on ait Pn^ x (z) ̂  o et
i l x ( z ) — X o ( z ) I I ^c.

Soit y (z) = Pn^ x, (z). On a yeF. D'après le lemme 9, il existe un
y ' ç T tel que y ' (z) -^ o et || y ' (z) —y (z) || ̂  £ partout sur B. Soit
x (z) == y ' (z) + P / r t z ] X o ( z ) . Il est clair que x possède les propriétés
requises.

LEMME 12. — Soient ê, ô ' , ê" comme au lemme 11. Soient x^ . . . , Xnç. T "
des champs orthonormaux tels que les PH^XI• (z) (i ^i^n) soient liné-
airement indépendants pour tout zçB. Soient y ç T " et e > o. Il existe
un Xn^içT" possédant les propriétés suivantes :

(i) Xi, x.i, . . . , Xn+i sont orthonormaux sur B;
(ii) les Pn ^ Xi (z) (i ̂  i ̂ n + i) son/ linéairement indépendants pour

tout z\
(iii) il existe des fonctions complexes continues f^fi, . . . , / ' / / ; i sur B

n+i

telles que V/',(z) X i ( z ) — y (z) ^ s partout sur B.

Soit Ki (z) le sous-espace vectoriel de H (z) engendré par les Pu ^ Xi{z)
( i ^ t^^ ) - Comme les Pn^Xi(z) sont linéairement indépendants,
les Ki (z) et les K (z) ==. H (z) Q Ki (z) définissent des sous-champs
continus c0i et CO de & tels que <ê == CD Q) cP, (prop. 17) et (-D est trivial
de rang infini (prop. 18). Les L (z) == TT (2) © Ki (z) définissent le champ
<^ © tPi. On a a-i (z), . . . , Xn (z)ç:L(z)\ soit J^ (z) le sous-espace vectoriel
de L(z) orthogonal aux x,• (z)', d'après la proposition 17, les K' (z)

H'(z)

H'tz)
K/z)

t H(z)

définissent un sous-champ continu cO' de &' © d?i. Le sous-espace
vectoriel de H " (z) orthogonal aux Xi• (z) est K" (z) = K (z) © K' (z);
les K" (z) définissent le sous-champ continu cQ" == ô^ Q) cP' de

H •

67' = 6 © .S'. On a y (z) =^ (y (z) | x, (2)) a-, (z) + y' (z), avec
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y ' (z)ç.K" (z). D'après le lemme 11 appliqué à ^, <P', CD", yr et £, il existe
un xç.T" possédant les propriétés suivantes :

i° x (z)ç.K" (z) pour tout z;
2° PK{Z} x ( z ) ^ o pour tout z;
3° I I x (z) — y ' (z) I I ̂  s pour tout .̂
Soit Xn^(z) ==x(z)l\\x(z) I I . La propriété (i) est satisfaite. On a

P K ( Z ) P H ( Z ) x (z) = P K ( Z ) x (z) 7^ o, donc PH[Z} x (z) est linéairement indé-
pendant des PH^.) xi (z) (i ̂  i ̂  n), donc les PH(Z} Xi (z) (i ̂  i ̂  n + i)
sont linéairement indépendants. Enfin, on a

n

^ (y(z) | Xi(z))Xi(z) + | [ a;(2) | Xn^(z)— y(z)

==\\y^—yr^)+x(z)—y(z)\\=\\x(z)—yr(z)\\^^.

THÉORÈME 4. — Soit ê' un champ continu d'espaces hilbertiens, séparable,
sur l'espace paracompact B. Si ê est un champ trivial de rang infini sur B,
ê ® &' est isomorphe à & (donc trivial).

Si ê est séparable, ê © &' est séparable et le lemme 12 permet de
construire, comme dans la démonstration du théorème 3, une suite de
champs continus x^, x.., . . . relatifs à ê ® &' qui forment en chaque
point de B une base orthonormale de l'espace hilbertien correspondant.
Donc ê © ê' est isomorphe à ê. Dans le cas général, on peut écrire
6 === ê! © <^2, où 61 et 62 sont triviaux et 61 de rang ^o. Alors ê g) &'
est isomorphe à (^ ® ê^) © ê,, donc à êi © ê, = ê d'après ce qui
précède.

Remarque 1. — La proposition 13 montre facilement qu'on ne peut
supprimer, dans le théorème 4, l'hypothèse que ê est séparable.

COROLLAIRE 1. — Soit ê un champ continu d'espaces hilbertiens, séparable,
sur l'espace paracompact B. Soient H un espace hilbertien de dimension Ko,
Gf sa grassmannienne forte, (Q le champ canonique sur Gy. Il existe une
application continue cp de B dans Gf telle que ê soit isomorphe à l'image
réciproque de (^ par cp.

Soit êi le champ constant sur B défini par H. D'après le théorème 4,
on peut supposer que ê est un sous-champ continu facteur direct de êi.
Le corollaire résulte alors de ce qu'on a dit au paragraphe 12.

Remarque 2. — Le corollaire 1 est l'analogue d'un résultat connu
sur les espaces fibres vectoriels de rang fini. Mais ici, deux champs ê
et &' sur B non isomorphes peuvent donner lieu à des applications 9
et q/ homotopes (cf. corollaire 1 du théorème 6). D'ailleurs, le lemme 2
permet de montrer facilement que Gf est contractile.

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASO, 3. 17
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COROLLAIRE 2. — Soient & == {(H (z)), F) un champ continu d'espaces
hilbertiens sur B, séparable, et &' = ({H' (z)), P) un sous-champ continu
de ê. Si B est métrisable, ^r est séparable.

Soit Ho un espace hilbertien de dimension ^o. D'après le théorème 4,
on peut supposer que ê est un sous-champ continu du champ constant
sur B défini par Ho. L'application z -> H ' (z) de B dans l'ensemble des
parties fermées de Ho est semi-continue inférieurement (corollaire de
la proposition 11). D'après [14], lemme 5.2, il existe une suite d'appli-
cations continues x, : B -> Ho telles que Xi (z) e H ' (z) pour tout z et
telles que, pour tout z, les x (z) soient partout denses dans H ' (z). Donc ê7

est séparable.

Remarque 3. — La proposition 13 montre qu'on ne peut supprimer,
dans le corollaire 2, l'hypothèse que B est métrisable.

COROLLAIRE 3. — -Soi/ ê un champ continu, séparable, d'espaces
hilbertiens, sur l'espace paracompact B. Soit 1 un ensemble infini. Pour
tout l'eJ, soit ê, un champ isomorphe à <?. Alors Q) ê; est trivial.

iç.1

On se ramène aussitôt au cas où Card 1 == ^o. D'après le théorème 1,
il suffit de prouver que Q) &i est localement trivial. On peut donc supposer

iç.1
que 6 == &' © &\ où ô1 est trivial de rang i. Alors ê< =^. (g &'[ où
ô\ est trivial de rang i et &'[ est isomorphe à &". Donc Q) ê, est isomorphe
à (^ ê;.) © ((]) êJ). Or © êj est séparable (car ^// est séparable et
Card 1 == s<o), et (f) ê; est trivial de rang infini. Il suffit alors d'appliquer
le théorème 4.

15. Troisième théorème de trivialité. — Nous allons d'abord
rappeler un cas particulier du théorème 1.2 de [15]. Soit B un espace
paracompact de dimension finie ̂  n (c'est-à-dire que, pour tout recou-
vrement ouvert fini de B, il existe un recouvrement ouvert fini plus
fin d'ordre ._^ n). Soient A une partie fermée de B, Y un espace métrique
complet, cp une application semi-continue inférieurement de B dans
l'ensemble des parties fermées non vides de Y. On suppose que, pour
tout zç.B, cp(z) est contractile. On suppose d'autre part l'existence d'un
£o > o tel que, pour tout zçB et toute boule ouverte p de rayon ̂  So
dans Y, cp (z) n 3 soit contractile. Alors, si f est une application continue
de A dans Y telle que f(z)e c? (z) pour tout zç. Y, f se prolonge en une
application continue f de B dans Y telle que f (z) ç Q {z) pour tout
zç.B.

THÉORÈME 5. — Soit & = ({H (2)), F) un champ continu séparable
d'espaces hilbertiens sur B, de ranq Ko. Si B est paracompact de dimension
finie, ô est trivial.
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Soit Ho un espace hilbertien de dimension So. D'après le théorème 4,
on peut supposer que ê est un sous-champ continu du champ constant
défini par Ho sur B. Soit 9 (z) la sphère unité de H (z). Le corollaire
de la proposition 11 entraîne facilement que cp est une application semi-
continue inférieurement de B dans l'ensemble des parties fermées non
vides de Jïo. Chaque 9 (z) est contractile ([11], théorème 3). L'inter-
section de toute cp (z) et de toute boule ouverte de Ho est contractile.
Soient A une partie fermée de B et x un champ de vecteurs continu sur A
(relativement à ê), partout non nul. Alors, d'après le résultat de MICHAEL
rappelé plus haut, le ^champ [z-> || x (z) \\~^x (z) se prolonge en un
élément de r de norme i partout; donc x se prolonge en un élément de r
partout non nul. A partir de là, le théorème 5 se démontre exactement
par la même marche qui a fait passer du lemme 8 au théorème 3.

Répétons qu'on peut construire sur [o. i]un champ continu ê d'espaces
hilbertiens, de rang Ko? non séparable; bien entendu, ê est non trivial.

16. Existence de champs non triviaux.

LEMME 13. — Soient Ho un espace hilbertien de dimension 2, B la
grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension i de Ho, X l'espace
fibre vectoriel canonique sur B, de rang i. Soit k un entier ̂  i. L'espace
fibre vectoriel X^', de rang k, admet jE^ pour base. Il n'existe aucune section
continue s : Bk -^ X^ telle que s (b) ̂  o pour tout bçBk.

La classe de Chern totale de X (cf. [10]) est i + y, où y est un géné-
rateur de H2 (B, Z). Soient 7:1,7:2,. . . ,^ les projections canoniques
de Bk sur les espaces facteurs. Posons ^ (y) = ^ i ç H 2 (B^, Z). L'espace
fibre X '̂ est le produit fibre de TTÎ(X), . .., r^ (X), donc sa classe de
Chern totale est (i + yi) . . . (i + y/^). Si Xk admet une section continue
partout non nulle, Xk est le produit fibre d'un espace fibre trivial de
rang i, dont la classe de Chern totale est i, par un espace fibre de
rang k— i, dont la classe de Chern totale c ne comporte pas de terme
de degré > 2 k— 2. Comme on doit avoir (i + yi) ... (i + y^) === i .c,
on en conclut que yi ys . . . TA == o, ce qui contredit la structure connue
de l'anneau Jï* (B^ Z).

THÉORÈME 6. — Soient HQ un espace hilbertien de dimension 2, B la
grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension i de H^
B30 = B x B x B x..., H === Ho ® Ho © Ho ©..., & le champ constant
sur B" défini par H. Pour tout b == (61, b.., .. .)eJ330, soit

Jî(6)=^®^©...

qui est un sous-espace vectoriel fermé de H. Les H (b) définissent un sous-
champ continu de ê, soit (D === ((H (&)), A). Alors tout xç^ s'annule
au moins une fois.
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L'application b -> PH^} est fortement continue donc les H (b) défi-
nissent bien un sous-champ continu de ê. Soit rreA. On a

x(b) ==x(bi, bî,...) ==Xi(b) +Xî(b) +... , avec Xi(b)çbiCH^

Soit An l'ensemble des b = (61, b^, .. .)eJ330 tels que

^1(6) = x^(b) == . . .= ̂ (6) == o.

Pour tout i> n, fixons un point b^çB. L'application
!t

(6l, . . . . bn)-> ̂  ^(61, . . ., bn, 6/°+i, 6^2, . . .)

z=l

s'annule au moins une fois sur B'1 (lemme 13). Donc An ̂  0. Les An
forment une suite décroissante de parties fermées de B30. Donc
Ai n As n . . . 7^ 0, ce qui prouve le théorème.

COROLLAIRE 1. — Soit 1 l'intervalle (o, i ) . Il existe sur l'espace
X = = l x l x l x . . . u n champ continu d'espaces hilbertiens ê, séparable
et de rang ^o, tel que tout champ de vecteurs continu s'annule au moins
une fois. En particulier, ê est non trivial.

Utilisons les notations du théorème 6. On peut identifier B^ à un
sous-espace fermé de X. Pour bçX—B^, posons K (b) == H , pour
bçB^, posons K (b) = H (b). D'après le corollaire de la proposition 11,
les K (b) définissent un sous-champ continu ê du champ constant sur X
correspondant à H. D'après le corollaire 2 du théorème 4, ê est séparable.
Il est de rang «o. Si x est un champ de vecteurs continu relatif à ê sur X,
sa restriction à 5°° s'annule au moins une fois (théorème 6).

COROLLAIRE 2. — Soient H un espace hilbertien de dimension ^o» Gf sa
grassmannienne forte, ^ le champ canonique sur Gf, RU ensemble deszç. Gf
tels que z (H) soit de dimension et de codimension infinies.

(i) Soit f une application continue de R dans H telle que f(z)^z{H.)
pour tout z; il existe Zo^R tel que f(z ) = o.

(ii) Le champ ^ \ R n'est localement trivial en aucun point de R.

On peut identifier H à l'espace noté également H dans le théorème 6.
L'application b -> PH^} du théorème 6 est un homéomorphisme a de B00

sur une partie de R, de sorte que ^ \ a (jET) s'identifie au champ ^ du
théorème 6. Alors (i) résulte aussitôt du théorème 6. On voit que ^ \ R
n'est pas trivial. D'après le théorème 1, il existe un Zo^R tel que ^ \ R
soit non localement trivial en Zo. Si ze-R, il existe un opérateur unitaire
de H qui transforme z (H) en Zo (H) ; donc ^ \ R est non localement
trivial en z.
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Remarque. — On rapprochera ce dernier résultat du théorème 2 et
du corollaire 1 du théorème 3.

On voit que l'hypothèse de dimension finie dans le théorème 5 était
indispensable.

Le corollaire 1 du théorème 6 permet, avec le paragraphe 10, de cons-
truire un espace fibre principal dont le groupe est métrisable et contractile,
dont la base est compacte, métrisable et contractile, et qui n'est pas
localement trivial.

17. Un autre exemple. — Le théorème 4 conduit au problème
suivant : soit ê un champ continu séparable d'espaces hilbertiens,
admettant un sous-champ continu trivial de rang «o; alors ê est-il
trivial ? Nous allons voir que la réponse est négative. Nous obtiendrons
en même temps un exemple de champ non trivial très différent des
exemples construits au paragraphe 16.

Soient Ho un espace hilbertien de dimension infinie, B la boule unité
de Ho munie de la topologie faible, ^ le champ constant sur B défini
par Ho. Soit To l'ensemble des applications continues de B dans Ho.
Soit Ce un espace hilbertien de dimension i engendré par un vecteur e tel
que I I e [ | = i. Pour tout zçB, posons

( H ( z ) = = H o si | [2 | |= i ,
\H(z)=Ho@Ce si \\z\\<i;

x(z)=-z+(ï—\\z\\^y^e.

Soit A l'ensemble des champs de vecteurs de la famille (H (z)) de la
forme y + Àrr, où yeFo, ^.eC. L'ensemble A vérifie la condition (Tu)
de la proposition 3, car

[Ky+^X^II^II^^IP+^Re^) À2)+ À p.

D'autre part, A vérifie évidemment la 'condition (Ti). Soit
X = ((H (z)\ F) le champ continu d'espaces hilbertiens sur B tel que
F D A . Alors S€o est un sous-champ continu de ^e, puisque r^Fo. Il est
clair que S€ est séparable. On va prouver que se n'est pas trivial, ce qui
résoudra le problème posé.

LEMME 14. — I I n'existe aucun yçT tel que x ( z ) et y (z) soient
linéairement indépendants pour tout zçB.

D'après la proposition 2 et le corollaire de la proposition 12, s'il existe
un y e r tel que x (z) et y (z) soient linéairement indépendants pour
tout zçB, il en existe un de la forme yo + fx avec y^To, fe^(B).
Alors yo est une application continue de B (toujours munie de la topo-
logie faible) dans H (muni de la topologie forte) telle que
(i) \\V^)\\^o pour tout 2;
(ii) yo(z)^Cz pour I I z [ |=i.
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Pour zçB, posons u (z) = y, (z) j j y , (z) H-1 . Alors, u est une appli-
cation continue de B faible dans B forte, donc aussi de B faible dans
elle-même; d'après le théorème de Schauder-Tychonofî ([4], p. 456),
il existe z, e B tel que u (Zo) == 2o. Alors,

[ z. I I = I I u(zo) | [ = i et y,(z,) = I I y,(z,) \\ u(z,) = | i y,(z,) || z,,

ce qui contredit (ii). Ceci démontre le lemme.

PROPOSITION 19. — Le champ 3C n'est pas trivial.
Si ^C était trivial (de rang infini), on pourrait le munir d'une struc-

ture de champ continu d'espaces hilbertiens sur le corps des quaternions.
Alors y == jx serait un champ de vecteurs continu de ;<C, tel que y (z)
soit C-linéairement indépendant de x (z) pour tout zçB, contrairement
au lemme 14. (On peut également utiliser la proposition 18.)

On peut montrer que X n'est localement trivial en aucun point de B.

18. Produit tensoriel de deux champs continus d'espaces hilber-
tiens. Champ conjugué. — Soient & = ((H (2)), T) et ̂  = ((J^ (2)), P)
deux champs continus d'espaces hilbertiens sur B. Pour tout zçB,
soit

H " (z) === H (z) (g H' (z)

le produit tensoriel hilbertien de H {z) et H ' (z). Soit .V l'ensemble des
champs de vecteurs sur B à valeurs dans H " (z) de la forme

it
z->^Xi(z)^x,(z),

?'=1

où Xiç. F, x, eF. La fonction
n 2 n

z -> 2xi ̂ (g) x'1 (^ = 2 (x i ̂  i ̂  (z)) (̂  (2) ^ (z))
î=i /,/=1

est continue. Les conditions (Ti) et (Tu) de la proposition 3 sont ainsi
satisfaites. Il|existe donc un champ continu d'espaces hilbertiens
&" = {(R" (2)), P7) et un seul tel que 1^3 A. On posera -&" = 6 (g) &'\

On vérifie facilement que si ê est un champ trivial [de rang i, ô (g) ê'
est canoniquement isomorphe à ê7. D'autre part, si ô == Q) <?„ 5 (g) ê'

;e/
est canoniquement isomorphe à ̂  ê, (g) ê\ Ces remarques, jointes au

iç.1

corollaire 3 du théorème 4, prouvent le résultat suivant :

PROPOSITION 20. — Soient B un espace paracompact, 6 un champ
continu séparable d'espaces hilbertiens sur B, ô' un champ continu trivial
d'espaces hilbertiens sur B, de rang infini. Alors, & 0 6' est trivial.
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Par ailleurs, si <ê == ((H (z)), F) est un champ continu d'espaces
hilbertiens sur B, et si H (z) dénote l'espace hilbertien conjugué de H (z),
alors {{H (z))» r) est un champ continu d'espaces hilbertiens dit conjugué
de 6 et noté 6. On peut montrer que, si B est paracompact et ^ séparable
de rang ><„, ê (g) S est trivial.

19. Quelques problèmes non résolus.
i° Disons qu'un champ ((H (z)), F) sur B est élémentaire si

dim H (z) = ï sur une partie ouverte Y de B et H (z) == o dans B — Y.
Alors tout champ continu de rang infini d'espaces hilbertiens est-il
somme hilbertienne de champs élémentaires ?

2° Soient 6 === ((H (z)), F), ê' = ((H' (z)), F) deux champs continus
d'espaces hilbertiens sur B. Si <? et ê' sont isomorphes au sens faible,
^ et ^ ' sont-ils isomorphes ?

Les problèmes suivants ne se posent que dans le cas non séparable.
3° Tout champ continu d'espaces hilbertiens est-il isomorphe à un

sous-champ continu d'un champ constant ?
4° Soient H un espace hilbertien de dimension > So< Gf sa grass-

mannienne forte, 6 le champ canonique sur 6f,B l'ensemble des zç G y
tels que z (H) soit de dimension K o - Alors ê | B est-il séparable ?

C H A P I T R E IH. - Champs continus de C*-algèbres.

20. Préliminaires sur les C^-algèbres élémentaires. — Soit A
une C*-algèbre. On dira que A est élémentaire s'il existe un espace
hilbertien H tel que A soit isomorphe à la C*-algèbre des opérateurs
compacts dans H. Les faits suivants sont bien connus : soient H et H '
deux espaces hilbertiens, A (resp. A') la C*-algèbre des opérateurs
compacts dans H (resp. H ' ) . Pour que A et A / soient isomorphes, il faut
et il suffit que H et H ' aient même dimension. Tout isomorphisme de A
sur A / provient d'un isomorphisme de H sur H ' . Deux isomorphismes 9
et c/ de H sur H ' définissent le même isomorphisme de A sur A / si et
seulement si cp' === Àcp, avec /.eU, groupe des nombres complexes de
module ï. Le groupe G' des automorphismes de A est canoniquement
isomorphe au quotient du groupe unitaire G de H par son centre, lui-
même canoniquement isomorphe à U si H ^ o.

En particulier, l'ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt (resp.
de rang k) de A ne dépend pas de la réalisation de A dans un espace
hilbertien.

L'ensemble A° des opérateurs de Hilbert-Schmidt de A est un idéal
bilatère partout dense de A. Muni du produit scalaire

(a, b) -> (a | b) = Tr (a6*) - Tr (6* a),
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c'est un espace hilbertien. Si p est un projecteur de rang i, Ap est un
sous-espace vectoriel fermé de A°, et les normes induites sur Ap par
la norme de A et la norme hilbertienne de A ° coïncident: en efîet.siaeA,
on a

(ap)* (ap) = pa* ap = /p (À ̂  o),
donc

Tr((ap)* (ap)) == ). = I I (ap)* (ap) \\ = 1 | ap |p.

Si dim H == a, nous dirons que A est de rang a2 (égal à a si a est
infini); lorsque a est fini, on retrouve la notion usuelle de rang de A.

Soient H un espace hilbertien, xçH un vecteur de norme i. Nous
poserons a (H, x) = (A, p) où A est la C*-algèbre des opérateurs
compacts dans H et p le projecteur sur Or.

Soient A une C*-algèbre élémentaire, p € A un projecteur de rang i.
Nous poserons 6 (A, p) == (H, x), où H est l'espace hilbertien Ap et
x = p.

LEMME 15.

(i) Soient H un espace hilbertien, xçH un vecteur de norme i. Posons
a (H, x) == (A, p), de sorte que (3 (a (H, x)) = (Ap,p). Pour tout aeAp,
posons cp (a) == ax. Alors 9 es^ un isomorphisme de l'espace hilbertien Ap
sur l'espace hilbertien H, tel que cp (p) == x.

(ii) Soient A une C^-algèbre élémentaire, peA un projecteur de rang i.
Posons (3 (A, p) = (H, x), oc(H, x) == (A', p'). Pour tout açA, soit ^ (a)
l'application linéaire de H = Ap dans lui-même définie par ^ (a)y = ay.
Alors ^ est un isomorphisme de la C^-algèbre A sur la C^-algèbre A ' ,
tel que ^ (p) = p\

Adoptons les notations de (i). Il est clair que 9 est linéaire etsurjectif.
Si açAp, on a a == ap, donc

Tr(a*a) == Tr(pa*ap) == (a^ax \ x) = || ax \[2 = || 9(0) ||2

donc 9 est isométrique. Enfin 9 (p) = p (x) == x.
Adoptons les notations de (ii). Il existe un espace hilbertien Ho et

un Xo<EHo de norme i tels que (A, p) s'identifie à a (Ho, Pc^). Soit cpo
l'isomorphisme de (H, x) sur (Ho, Xo) défini en (i). Pour tout a e A et
tout bç H, on a

^(a). b) = ̂ o(ab) = (ab) (xo) = a(^(b))

donc ^ (a) = <Po^ûîpo et ^ est bien un isomorphisme de A sur A' qui
transforme p en p'. D'où le lemme.

Les isomorphismes cp et ^ seront dits canoniques.
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Remarque 1. — Considérons les catégories suivantes :
(i) la catégorie des espaces hilbertiens munis d'un vecteur de norme i ;
(ii) la catégorie des C*-algèbres élémentaires munies d'un projecteur

de rang i ;
(on prend pour morphismes les isomorphismes). Alors, a (resp. ;3),
prolongé de façon évidente aux isomorphismes, est un foncteur de la
catégorie (i) [resp. (ii)] dans la catégorie (ii) [resp. (i)]. D'après le lemme 15,
il y a équivalence de ces deux catégories.

Remarque 2. — Soient H et H ' deux espaces hilbertiens, o- un iso-
morphisme de H sur H ' . Soit L l'ensemble des applications linéaires
de H dans H ' de la forme Ào-, où ^eC; si À ,p -eC, nous poserons
(Ào-1 .̂o-) == Api; ainsi, L devient un espace hilbertien de dimension i
sur C; si o-' est un autre isomorphisme de H sur JT définissant le même
ensemble L, on a o-7 == Oo- avec 9 == i, donc

(Ào-' | JJL )̂ == (A6cr ^.Oo-) == ^6p[6 == Â^;

la structure d'espace hilbertien de L est donc indépendante du choix
de <7. D'ailleurs, si p, p 'eL et si ^çH est de norme i, on a
(P P7) = (P (0 I P' (0)- La norme hilbertienne d'un élément de L
coïncide avec sa norme comme application linéaire de H dans H ' .
L'application (p, x) -> p (x) de L x H dans H1 définit une application
linéaire cp de L (g) H dans H ' , et l'on vérifie que cp est un isomorphisme
(qui sera dit canonique) du produit tensoriel hilbertien L 0 H sur l'espace
hilbertien H ' .

21. Champs continus de C*-algèbres élémentaires.

DÉFINITION 7. — Un champ continu de C^-algèbres sur un espace
topologique B est un champ continu a == ((A (z)), ©) d'espaces de Banach
sur B, chaque A (z) étant muni d'une structure de C*-algèbre, et © étant

une sous-algèbre inuolutiue de 1~T A (z).
ZÇ.B

Cf. [5] et [13] pour cette définition.
Soit cl = ((A (z)), 0) un champ continu d'espaces de Banach,

chaque A(z) étant muni d'une structure de C*-algèbre. Pour que ex
soit un champ continu de C*-algèbres, il suffit qu'il existe un sous-
ensemble total de © stable pour le produit et l'involution.

Nous dirons qu'un champ continu cl == ((A (z)), ©) de C*-algèbres
est un champ continu de C*-algèbres élémentaires si chaque A (z) est
une C*-algèbre élémentaire. Si en outre chaque A (z) est de rang a,
on dit que cl est de rang a.
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Quand on parlera d'isomorphismes de champs de C*-algèbres, il
s'agira bien entendu d'isomorphismes compatibles avec les structures
d'algèbres involutives sur les fibres. De même pour les notions de trivialité
et de trivialité locale.

DÉFINITION 8. — Soit cl un champ continu de C^-algèbres élémentaires
sur B. On dit que a vérifie la condition de Fell si, pour tout z,çB, il
existe un voisinage Y de z,> et un champ de vecteurs p de cl, défini et continu
sur Y, tel que, pour tout z€ Y, p (z) soit un projecteur de rang i.

Une condition très voisine, dans un contexte un peu différent, a été
considérée par FELL [5].

Il est clair qu'un champ localement trivial de C*-algèbres élémentaires
non nulles vérifie la condition de FELL; mais la réciproque est inexacte.

22. Champ continu de C*-algèbres élémentaires associé à un
champ continu d'espaces hilbertiens. — Soit X === ((H (z)), F) un
champ continu d'espaces hilbertiens sur B. Pour tout zçB, soit A (z)

la C*-algèbre des opérateurs compacts de H (z). Soit A c TT A (2)
;. e a

l'ensemble des champs d'opérateurs de la forme 0,,,,, avec x, yçT, où
0.,.^ (z) est l'opérateur de rang ̂  i dans H (z) défini par

^•A^Q=^\y^)x(z).

Le sous-espace vectoriel A de | 1 A (z) engendré par A vérifie les condi-
ZÇ.B

tions (Ti) et (Tn) de la proposition 3 : la condition (Ti) provient de
ce que tout opérateur compact est limite en norme de combinaisons
linéaires d'opérateurs de rang i ; la condition (T])) provient de ce que
I I O.f,,.r,> (X) + ^.r, (X) + • • • + ̂  _-i,.r,, (X) I I est fonction continue des
(x,-(z) | x/'(z)). Donc il existe un ensemble 6 3 A et un seul tel que
cl == ((A (z)), (-)) soit un champ continu d'espaces de Banach sur B.
L'ensemble A est stable pour l'involution et le produit, car

0.;,, =0,,. et 0,.,,-.0^v-=(^|y)0,,,/.

Il en résulte que cl est un champ continu de C^-algèbres élémentaires
sur B, qui sera dit associé à X et qui sera noté cl (;<€). Il est clair que,
si X est séparable, cl est séparable.

PROPOSITION 21. — Soient X == ((H (z)), T) un champ continu d'espaces
hilbertiens sur B, cl = a (X) == ((A (z)), 0).

(i) Tout ae6 est un homomorphisme de X dans lui-même.
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(ii) Soient ae©, ZoGB et £ > o; il existe un voisinage Y de Zo, un
entier n et un homomorphisme p = (p (z)),-çy rfe X ; Y dans lui-même
tel que chaque p (z) soit un projecteur de rang n vérifiant

|[ p(z)a{z)p(z)—a(z)\\^£ sur Y.

(iii) Soit a un champ de vecteurs relatif à el de norme localement bornée.
On suppose que, pour tout ZoçB et tout s > o, la condition (ii) est
vérifiée. On suppose d'autre part que, pour tous x, yç.T, la fonction
z -> (a (z)x (z) y (z)) est continue. Alors aç. ©.

Si ae©, la fonction [ | a \\ est localement bornée. Si açA, il est clair
que a est un homomorphisme de j»e dans lui-même (prop. 5). Tout ae0
est limite pour la convergence uniforme locale de champs de A (prop. 1),
donc est encore un homomorphisme de ^C dans lui-même. D'où (i).

Soient aç0, z^çB et e > o. Prouvons (ii). Il suffit d'envisager le cas
où aeA. Alors a(zo) est de rang fini, donc il existe un système ortho-
normal (;i, . . ., ^z) dans H (zo) tel que p^a (Zi))po = a (2',,) en désignant
par po le projecteur orthogonal sur C I L + . - . + C ^ . Soient Y| un
voisinage de Zo et Xi, . . . , Xn des champs de vecteurs continus et ortho-
normaux sur Yi tels que x, (zo) = \i. Soit p (z) le projecteur orthogonal
sur Cxi (z) +.. • + Gxn (z) dans H (z). Alors p == (p (z))r.e^i est un
homomorphisme de 3€ Y, dans lui-même, et p (zo)a (zo)p (Zo) == a (zo),
donc I I p (z) a (z) p (z) — a (z) [ | ̂  s dans un voisinage Y de Zo. D'où (ii).

Soit a un champ de vecteurs relatif à cl vérifiant les conditions de (iii).
D'après ce qui précède, tout ôeO vérifie aussi les conditions de (iii),
donc il en est de même de a — b ([5], lemme 4.5); donc la fonction
z -> i | a (z) — b (z) I I est continue ([5], lemme 4.7). Donc aç0 (prop. 1).
D'où la proposition.

23. Correspondance entre champs d'espaces hilbertiens et
champs de C*-algèbres; résultats locaux. — Soit B un espace
topologique. Nous allons donner des définitions analogues à celles qui
précèdent le lemme 15.

Soit 3C un champ continu d'espaces hilbertiens sur B, muni d'un
champ de vecteurs continu x tel que || x || == i. Nous poserons
r/. (X, x) == (cl, p), où cX est le champ continu de C*-algèbres élémentaires
sur B associé à c^C et où p = 0^ (de sorte que p est un champ continu
relatif à cl de projecteurs de rang i).

Soit cl un champ continu de C*-algèbres élémentaires sur B, muni
d'un champ continu p de projecteurs de rang i. Nous poserons
i3 (a» P) '== (X x)^ où x et x sont définis de la manière suivante. Soit
c? = (^z)zç.n, où 9,3 est la multiplication à droite par p (z) dans A (z) ;
alors cp est un homomorphisme du champ continu d'espaces de Banach
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cl dans lui-même; l'image cp^ (A (z)) = H (z) de ^ est le sous-espace
vectoriel fermé A (z)p (z) de A (2), et nous savons que c'est un espace
hilbertien; les H (z) définissent un sous-champ continu ^C de cl, et ^C est
donc un champ continu d'espaces hilbertiens sur B. D'autre part, on
pose x == p, de sorte que x est un champ de vecteurs continu rela-
tivement à c^e, tel que | 1 x \ == i. Il est clair que, si cl est séparable,
^C est séparable.

LEMME 16.
(i) Soient S€ un champ continu d'espaces hilbertiens sur B, muni d'un

champ de vecteurs continu x tel que [ | x \\ = i, et (X', x ' ) === (3 (a (^e, x)).
Posons SC = ((H (2)), F), ^ = {(H1 (z)), P). Pour tout zçB, soit ^
risomorphisme canonique de H ' (z) sur H (2). Alors 9 == (q^-es est un
isomorphisme de ^' sur SC tel que cp ( x ' ) = rc.

(ii) Soient cl un champ continu de C*-algèbres élémentaires sur B, muni
d'un champ continu p de projecteurs de rang i, et (cY, p^) = a (j3 (cl, p)),
Posons a == ((A (2)), ©), cr = ((A' (z)), ©/). Pour fouZ zçB, soit ^
Pisomorphisme canonique de A (z) sur A' (z). AZors ^ == (^^)^e^ esf un
isomorphisme de cl sur a' tel que ^ (p) = p7.

Adoptons les notations de (i). Il est clair que cp ( x ' ) == x. Soient y e F
et ^ = e,,.,(sr. On a

P.^^-^.^^^^y^).

Ainsi, cp-1 (u) = z/', ce qui prouve que cp est un isomorphisme de ^
sur ^C (prop. 6).

Adoptons les notations de (ii). Il est clair que ^ (p) = p\ Pour montrer
que ^ est un isomorphisme de cl sur ça', il suffit de montrer que ^ (a) e ©'
pour tout a de la forme a ' p a " (a', a"çQ) : en effet, les champs de cette
forme constituent un sous-ensemble total de ©. Mais si a == a ' p a " , ^ (a)
est le champ de vecteurs de cV dont la valeur en z est l'opérateur qui,
à ÏP (z)» (1e ̂  (2))» associe

a' (z)p{z)a" (z) y? (z) = a' (z) Tr(p (z) a" (z) yp(z)) p (z)
=^p(z)\a"^z)p{z))a'(z)p(z\

Donc ^(^ee'.

Remarque 1. — Considérons les catégories suivantes :
(i) la catégorie des champs continus d'espaces hilbertiens munis

d'un champ de vecteurs continu x tel que 1 [ x \\ == i;
(ii) la catégorie des champs continus de C*-algèbres élémentaires

sur B, munis d'un champ continu de projecteurs de rang i;
(on prend pour morphismes les isomorphismes). Alors, a (resp. (3),

prolongé de façon évidente aux isomorphismes, est un foncteur de la
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catégorie (i) [resp. (ii)] dans la catégorie (ii) [resp. (i)]. D'après le
lemme 16 il y a équivalence de ces deux catégories.

THÉORÈME 7. — Soient B un espace topologique. Ci un champ continu
de C^-algèbres élémentaires sur B. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout Zo ç.B, il existe un voisinage Y de Zo et un champ continu ^€
d'espaces hilbertiens sur Y, avec H (z) 7^ o pour tout z, tel que Cl \ Y soit
isomorphe à cl (X).

(ii) cl vérifie la condition de Fell,
(i) => (ii). Soit Zo e B. Soient Yo un voisinage de Zo et S€ un champ

continu d'espaces hilbertiens non nuls sur Yo tel que d \ Yo soit
isomorphe à Cl (X). Soit \ un élément non nul de H (Zo). Soit x un champ
de vecteurs continu de S€ tel que x (Zo) === ^. L'ensemble Y des zç. Yo
tels que x (z) ̂ - o est un voisinage de Zo; posons y (z) == || x (z) ||-1 x (z)
pour zç: Y. Le champ de vecteurs Oy,y de Cl(X) défini sur Y est un champ
de vecteurs continu sur Y, et O y ^ y (z) est un projecteur de rang i pour
tout z e Y, ce qui montre que la condition de Fell est vérifiée.

(ii) ==> (i). Supposons que cl vérifie la condition de Fell. Soit Zo ç. B.
Il existe un voisinage Y de Zo et un champ continu p de projecteurs de
rang i de cl défini sur Y. Posons (3 (Cl Y, p) = (X, x). Alors, d'après
le lemme 16, d \ Y est isomorphe à Cl (^C).

LEMME 17. — Soient S€ et X' deux champs continus d'espaces hilbertiens
non nuls sur B, Cl et Cl' les champs associés de C*'algèbres, f un isomor-
phisme de Cl sur Cl'. Pour tout zçB, il existe un voisinage Y de z et un
isomorphisme de Q€ \ Y sur X' Y qui induit / 1 Y.

Il existe un voisinage Y de z et un champ continu p de projecteurs
de rang i de Cl [ Y. Alors p ' == f(p) est un champ continu de pro-
jecteurs de rang i de Cl' [ Y. Quitte à diminuer Y, on peut supposer
qu'il existe des champs de vecteurs continus x de X [ Y et x1' de 3C' \ Y
de norme i tels que, pour tout zç. Y, p (z) et p' (z) soient les projecteurs
définis par x (z) et x' (z). Alors f définit un isomorphisme g de (Cl | Y, p)
sur (Cl^ Y, p'), d'où un isomorphisme de j3 (Cl Y, p) = (3 (a (X Y, x))
sur P (Cl' | Y, p') = (3 (a (X' Y, x1)). Compte tenu du lemme 16, on
obtient un isomorphisme de (X | Y, x) sur (X' Y, x ' ) qui induit g.

THÉORÈME 8. — Soient B un espace topologique, S€ et '^€' deux champs
continus d'espaces hilbertiens non nuls sur B, Cl et Cl' les champs associés
de C^-algèbres. Pour que Cl et Cl' soient localement isomorphes, il faut
et il suffît que S€ et 0C' soient localement isomorphes.

La suffisance est évidente, la nécessité résulte du lemme 17.
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Remarque 2. — Soient X un champ continu d'espaces hilbertiens
sur B, cl le champ associé de C*-algèbres. On suppose X de rang infini
et B paracompact. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X est trivial;
(ii) cl est trivial;
(iii) X est localement trivial;
(iv) cl est localement trivial.

En efîet, (i) =» (ii) ==> (iv) est évident, (iv) -==> (iii) d'après le théorème 8,
et (iii)^>(i) d'après le théorème 1.

24. Correspondance entre champs d'espaces hilbertiens et
champs de C*-algèbres; premier résultat global.

THÉORÈME 9. — Soient B un espace complètement régulier, X et X'
deux champs continus d'espaces hilbertiens non nuls sur B, cl et cY les
champs associés de C^-algèbres. Pour que cl et cl' soient isomorphes, il
faut et il suffît qu'il existe un champ continu d'espaces hilbertiens sur B,
de rang i, soit C, tel que X' soit isomorphe à x° (g) X.

La condition est suffisante : supposons X' == ^ (g) X; soient
X == ({H (z)), F), ^ == ((L (2)), A) ; alors a --> i (g) a est un isomorphisme
cp,- de l'algèbre des opérateurs compacts dans H (z) sur l'algèbre des
opérateurs compacts dans L (z) (g) H (z); et (9,-),-e/? est un isomorphisme
de cl sur cV.

Prouvons la nécessité. Soit ^ = (^-).-efl un isomorphisme de cl sur cl'.
Posons X == ((H (z)), F), X' == ((H' (2)), F). Pour tout zçB, ̂  provient
d'un isomorphisme de H (z) sur JT (2) bien défini à la multiplication
près par un élément de U, et la remarque 2 du paragraphe 20 définit
un espace hilbertien L (z) de dimension i dont les éléments sont des
applications linéaires de H (z) dans H ' (z). La norme d'un élément
de L (z) pour la structure hilbertienne de L (z) coïncide avec sa norme
comme application linéaire de H (z) dans H ' (z). Soit ^ l'ensemble des
champs de vecteurs sur B à valeurs dans les L (z) qui sont des homo-
morphismes de X dans X'. Il est immédiat que t2 vérifie les axiomes (CCi)
et (CCiv); si r, r ' ç^î, et si xçT vérifie i | x || == i au voisinage de z^ç.B,
on a (r (z) r ' (z)) = (r (z)x(z) r ' (z)x (z)) au voisinage de Zo, donc
l'axiome (CCni) est vérifié; enfin, soit Zo^B; d'après le lemme 17,
il existe un voisinage ouvert Y de Zo et un isomorphisme s de X [ Y
sur X' | Y qui définit ^- en chaque point z de Y; soit f : B -> G une
fonction continue bornée, nulle dans un voisinage de B—Y; alors
la fonction égale à f(z) s {z) sur Y et à o sur B — Y est un élément de ^
qui peut prendre en Zo une valeur arbitraire de L(zo); donc l'axiome
(CCn) est vérifié. Ainsi, /,' == ((L (z)), i2) est un champ continu d'espaces
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hilbertiens sur B, de rang i. Soit 9,- l'isomorphisme canonique
de L (z) g) H (z) sur H ' (2). Si r € i 2 et xçl\ le champ

z ̂  9.(̂ ) 0 ̂ )) = ̂ ) (̂ ))

est un élément de P puisque r est un homomorphisme de X dans X' ;
donc 9 == (?--);efi est un isomorphisme de ^ (g) X sur X/ (prop. 6). Ceci
achève de prouver le théorème.

Remarque 1. — Même si ^ est non trivial, X7 peut être isomorphe
à X (cf. prop. 20).

Remarque 2. — Supposons B paracompact. Comme un champ de
rang i est localement trivial, les classes de champs continus de rang i
d'espaces hilbertiens sur B correspondent bijectivement aux éléments
de H ' (B, 'IL), en notant 'IL le faisceau des germes d'applications continues
de B dans U. Considérons la suite exacte de groupes

o->Z->R^U ->i,

où o (x) == exp (ïiTTx). Comme R est fibre localement trivial sur U,
on en déduit une suite exacte de faisceaux

o —^ Z ->- iK -> "U. -> i,

où ffi désigne le faisceau des germes d'applications continues de B dans R.
D'où une suite exacte de cohomologie

H'^B, ^)->7P(B, ̂ -.H^^B, Z)->Hn+[(B, c^).

Or H71 (B, c%) == o pour n ̂  i parce que <X est fin, d'où, comme il
est bien connu, un isomorphisme canonique

7^(B, aO-^JZ^^.Z).

En particulier, H[ (B, 'U) est canoniquement isomorphe à H1 (B, Z),
et le théorème 9 entraîne le résultat suivant :

COROLLAIRE. — Soient B un espace paracompact, X et X' deux champs
continus d'espaces hilbertiens non nuls sur B, cl et Ci' les champs associés
de C^-algèbres. On suppose H2 (B, Z) == o. Pour que a et tV soient
isomorphes, il faut et il suffît que X et X' soient isomorphes.

Remarque 3. — Avec les notations du théorème 9, on a
X et X' isomorphes => cl et cl' isomorphes ==> X et X' localement iso-
morphes.

La réciproque de la première implication est inexacte en général,
même si l'on se limite aux champs séparables de rang So. Soit, en effet,
é == ((H (2)), F) le champ du théorème 6. Soit cl == ((A (2)), A) le champ
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associé à ê. Le champ ê a été construit comme somme hilbertienne de
champs de rang i ; soient êi, ê,, . . . ces champs. Alors le champ de
C*-algèbres associé à ê (g) êi est isomorphe à cl (th. 9); mais ê et ê (g) êi
sont non isomorphes, car ê (g) êi admet le sous-champ trivial êi (g) 61,
de rang i, alors que ê n'admet aucun sous-champ trivial de rang i
(théorème 6).

La réciproque de la deuxième implication est inexacte, même si l'on
se limite aux champs séparables de rang Ko. En effet, reprenons le champ
ê du théorème 6. Soit êi le champ sur 1 x J X ï X ... déduit de ê comme
au corollaire 1 du théorème 6. Soit cXi = a (êi). Le champ ê est somme
hilbertienne de sous-champs de rang ï ; soit &' le champ obtenu en
remplaçant dans la construction de ê le premier sous-champ de rang ï
par un champ de rang ï trivial; soit &\ le champ sur 1 x 1 X ... déduit
de ê' comme l'est 61 de ê; alors il existe un champ de vecteurs continu x'
relatif à ^ partout non nul; raisonnant comme au lemme 7, on voit
que ce champ se prolonge en un champ de vecteurs continu sur 1 x 1 X . . . ,
relatif à ê\, partout non nul. Comparant avec le corollaire 1 du théorème 6,
on voit que &' et ê\ sont non isomorphes. Comme H2 (I x 1 X ..., Z) = o,
cli est non isomorphe à CX^ = ̂ .(ê^). Mais il est facile de voir que <êi
et &\ sont localement isomorphes.

25. Correspondance entre champs d'espaces hilbertiens et
champs de C*-algèbres; deuxième résultat global.

LEMME 18. — Soient 3€ == ((H (z)), F) un champ continu d'espaces
hilbertiens sur B tel que H (z) ̂  o pour tout z, et 0. == €i (^e). Pour qu'un
automorphisme 9 de S€ induise l'identité de cl, il faut et il suffit qu'il soit
de la forme (u(z).iz)zç.B, où iz désigne l'application identique de H (z),
et où u est une application continue de B dans U.

La condition est évidemment suffisante. Montrons qu'elle est néces-
saire. Pour tout z ç. B, cp^ est un automorphisme de H (z) qui induit
l'identité sur l'algèbre des opérateurs compacts de H (z); c'est donc
une homothétie de rapport u (z) e U. Montrons que u est une fonction
continue. Pour tout Zo^B, il existe un champ de vecteurs continu x
de S€ qui soit 7^ o dans un voisinage Y de Zo. Sur Y, on a

u(z)=(^x(z) x(z))\\x(z)\\-\

Donc u est bien continue en Zo.
Dans toute la suite de ce paragraphe, on désigne par B un espace

paracompact et par CL un champ continu de C*-algèbres élémentaires
sur B vérifiant la tondition de Fell. On va chercher sous quelle condition
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il existe un champ continu X d'espaces hilbertiens sur B tel que cl soit
isomorphe à cl (X). Si (Y;)/ey est une famille de parties de B, on posera

Y^. . . , ,=Y. ,nY^n. . .nY^

quels que soient l'i, . . . , ip ç. J.

LEMME 19. — II existe :
i° un recouvrement ouvert (Yi)/çi de B;
9° pour tout ici, un champ continu ^ d'espaces hiîbertiens sur Y;

et un isomorphisme hi du champ associé de C^-algèbres sur cl ] Y;;
3° pour tous i, jeJ, un isomorphisme g^ de Qtj \ Y;/ sur 2^ \ Y/y

qui induit F isomorphisme hy1 h/ des champs associés de C*-algèbres,
II existe un recouvrement ouvert (Î7a)ae^ de B et, pour tout açA,

un champ continu JCa d'espaces hilbertiens sur Uy. et un isomorphisme ky,
de cl (JCa) sur cl | Uy. (théorème 7). Comme B est paracompact, on
peut supposer (l7a) localement fini. Il existe un recouvrement ouvert
( V a ) a e / de B tel que VaCl/a pour tout a. Posons ^Ca = ^a Va.
Fixons provisoirement açA et zeVa . Il existe un voisinage ouvert
W c Va de z et une partie finie A' de A telle que W n VQ === 0 pour |3 ̂  A^
Soit i3 e A'. Il existe un voisinage ouvert W? c W de 2 et un isomorphisme
de Xp | WB n Vs sur Xa | W;j n V?^ qui induit fo1 ^3 : c'est évident si z^. ¥3;
si ze Vp, on a ^e [/p, et notre assertion résulte du lemme 17. En défi-
nitive, comme A' est fini, on obtient un voisinage ouvert Wa,^C Va de 2,
et, pour tout p eA, un isomorphisme de X^ | Wa.^.n V,3 sur Xa | Wa,^n Vp
qui induit k^k^. Ceci posé, l'ensemble J du lemme sera l'ensemble des
i == (a, 2) où aeA, zç. Va; on posera Y; = Wa,^, 3^ == ^a 1 Wa,^
h, == ky.\ Wa,^. L'existence des ^/ résulte aussitôt de la construction
précédente.

LEMME 20. — On conserve les notations du lemme 19.

(i) Pour tous i, j, kç l , il existe une fonction continue unique
Uijk : Vi/k -> U telle que g,j g / k == Uijk ̂ •

(ii) I.es U i / k définissent un 2-cocycle de (Y/) à valeurs dans le faisceau "li
des germes d'applications continues de B dans U.

(iii) L'image y de ce cocycle dans H2 (B, 11) ne dépend que de <^.
(i) résulte du lemme 18. Si i, j, A-, I c i , on a sur Yi/ki :

u^/ u^i uifi == (g-^ g j k gki) (g~kî g7k1 gii) (gïi1 ga g j i )
=g~/l ( g / k g ~ i k ) g i j g / i
=g~/l{^kgT})gugfi
== Uifk,

d'où (ii).
BULL. SOC. MATH. — T. 91, PASC. 3. 18
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Prouvons (iii). Soient (Y^çA, ^, h\, g\^ avec des propriétés ana-
logues à celles du lemme 19, (u/^v) le cocycle correspondant. Pour
prouver que (u^) et (u\^) définissent le même élément de H2 (B, U),
on peut ([7], p. 222) remplacer (Y,) par un recouvrement plus fin, les
objets ^e,, hi, (jij étant remplacés pas leurs restrictions aux ensembles
du nouveau recouvrement; et de même pour (Y),). Ceci permet de
supposer, en raisonnant comme pour le lemme 19, que, pour tout ici
et tout À e A , il existe un isomorphisme ga de S€\\ Y}\ sur ^ | Y^
qui induit l'isomorphisme hj1 h\ des champs associés de C*-algèbres.
Soit A l'ensemble somme de 1 et de A. Les données précédentes défi-
nissent un recouvrement (Ya)aç^, des z^a, ha{aç.A\ des gab (a, bçA)
qui vérifient les propriétés du lemme 19, donc des Uabc (a, b, ce A).
D'après [7], p. 222, l'élément de H2 (B, 01) défini par (iiabc) est égal,
d'une part, à celui défini par (u///0, d'autre part à celui défini par (u\^).
D'où le lemme.

Rappelons qu'il existe un isomorphisme canonique

i'.H^B, 01)->7P(B,Z).

DÉFINITION 9. — Soit Y Vêlement de H2 (B, 01) défini au lemme 20.
Son image canonique i (y) dans H ' (B, Z) sera noté à (cl).

THÉORÈME 10. — Soit B un espace paracompact. Soit cl un champ
continu de C^algèbres élémentaires sur B, vérifiant la condition de Fell.
Pour qu'il existe un champ continu 3C d'espaces hilbertiens sur B tel que cl
soit isomorphe à d (^e), i7 faut et il suffit que ô (d) = o.

Il faut. Supposons cl isomorphe à d (^C). Dans la construction de ô (d),
on peut prendre pour recouvrement de B le recouvrement formé du
seul ensemble ouvert B. Tout 2-cocycle relatif à ce recouvrement est
cohomologue à o, donc ô (d) == o.

Il suffit. Si ô (cl) == o, il existe ([7], p. 22^) des Y,, ^, ^, g^ (i,jeJ)
avec les propriétés du lemme 19, et des fonctions continues y;/ : Y;/ -> U
telles que pour tous i, j, kçl, on ait u^-k == VjkV^ Vif- Si l'on pose
g ' i j = uï} gif, les isomorphismes g'^- : ^Cy | Y;/ -> ̂  | Y^ vérifient

9 ' i j 9'/k = ̂  g i j 9'jk V~j\ == UT}k V^ Uijk ̂  = ^•y

et l'on peut définir un champ continu ^C d'espaces hilbertiens sur B
en recollant les ̂  à l'aide des g'^- (prop. 9). Soit d7 == a (X). Il existe,
pour tout i e J, un isomorphisme h, de d' Y; sur ex Y;, et A;"1 hy est induit
par l'automorphisme identique de SC \ Y;y, de sorte que h\ == h. sur Y;y.
Les h'i définissent donc un isomorphisme de cV sur CIL.

COROLLAIRE. — Soit B un espace paracompact tel que

H2(B,Z)=H}(B,Z)=o.
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I I y a correspondance bijectiue canonique entre les classes de champs
continus d'espaces hilbertiens non nuls sur B et les classes de champs
continus de C^-algèbres élémentaires sur B vérifiant la condition de Fell.

Remarque. — Pour toute partie ouverte Y de B, soit § (Y) [resp.
91 (Y)] la catégorie des champs continus sur Y d'espaces hilbertiens
non nuls (resp. des champs continus sur Y de C*-algèbres élémentaires
vérifiant la condition de Fell), les morphismes étant les isomorphismes.
On définit ainsi des faisceaux de groupoïdes $ et 51 sur B, et les classes
à isomorphisme près d'objets de § (B) [resp. 31 (B)} correspondent
bijectivement aux éléments de H^ (B, §) [resp. H1 (B, 51)]; cf. [9].
Les résultats précédents expriment une sorte d'exactitude des suites

i4aL-^$-^%-.o,
H^B, -U^^H^B, $)->JP(jB, 91)^7? (5, 01).

(La flèche --> indique un groupe qui opère dans un ensemble.) L'hypo-
thèse de paracompacité de B est probablement superflue si l'on prend
les groupes de cohomologie de Grothendieck. Mais la théorie de
GROTHENDIECK pour un faisceau de groupoïdes sur un espace non
paracompact n'a jamais été écrite.

Problème. — Soient B un espace paracompact, cl un champ continu
de C*-algèbres élémentaires sur B, de rang ^ y , vérifiant la condition
de Fell. Existe-t-il un champ continu S€ d'espaces hilbertiens sur B
tel que cX soit localement isomorphe à (fl (3€) ? En d'autres termes
existe-t-il un champ continu cV de C*-algèbres sur B localement iso-
morphe à cl et tel que à (cl7) == o ?

26. Cas des champs localement triviaux.
Soit Ho un espace hilbertien de dimension a > o; soit Ao la C*-algèbre

des opérateurs compacts de Ho. Soit G (resp. G') le groupe des auto-
morphismes isométriques de Ho (resp. Ao), muni de la topologie de la
convergence simple. On a G' == G/U, et U est le centre de G. D'après
un résultat de WIGNER ([l], p. 6-7), G est fibre localement trivial sur G'
par l'application canonique. Il en résulte qu'on a une suite exacte
centrale de faisceaux de groupes sur B :

ï->U->^-.^-.i,

où U, g, (^' sont les faisceaux de germes d'applications continues de B
dans U, G, G'.

Supposons B paracompact. D'après les travaux de DEDECKER,
FRENKEL, GROTHENDIECK {cf. par exemple [8], chap. 5), on a alors
une application canonique

A '.H^B^^^H^B, OL).
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Les classes à isomorphisme près de champs localement triviaux de
C*-algèbres élémentaires de rang a2 sur B correspondent bijectivement
aux éléments de H[ (B, g/). Rappelons les raisonnements classiques
qui prouvent l'existence de cette correspondance. Soit d un champ
localement trivial de C*-algèbres élémentaires sur B, de rang a2. Il existe
un recouvrement ouvert (Y/) çj de B et des isomorphismes hi :
a, -> cl [ Y,, où cl, est le champ constant sur Y, défini par Ao.
Les gij == h~i^hf constituent un i-cocycle du recouvrement à valeurs
dans g'. Il est facile de voir que l'élément correspondant de H ' (B, c;/)
ne dépend que de cl, et non pas du choix de (Y/) et des hi. Soit cl' un
autre champ localement trivial de C*-algèbres élémentaires sur B,
de rang a1', s'il existe des isomorphismes /L : cl; -^ cl' | Y/, et si le nouveau
cocycle (^y) est cohomologue à ((///), il existe des applications continues
ki : Y/ - •> G' telles que

h'r'h',•=.k^h^hjk, sur Y,/,
d'où

h i k i h ' ^ } == hjkjîi/~1 sur Y//,

ce qui prouve que cl et cl' sont isomorphes; il résulte de là que si un
même élément de H[ (B, g7) est associé à cl et cl', cl et cl' sont iso-
morphes. Enfin, tout élément de JJ1 (B, <^') provient d'un champ continu
localement trivial de C*-algèbres élémentaires sur B, de rang a '. ceci
se voit en appliquant la proposition 9.

LEMME 21. — Si Von identifie canon iquement les classes de champs
localement triviaux de C^-algèbres élémentaires de rang a sur B aux éléments
de H[ (B, g7), les applications ô et -X s'identifient [H2 (B, 'IL) étant iden-
tifié à H (B, Z)].

Soit cl un champ continu localement trivial de C*-algèbres élémen-
taires sur B, de rang a. Soit c l'élément correspondant de /-Z' (B, g/).
Introduisons les notations (Y,)/ç/, hi, g^ comme ci-dessus, de telle
sorte que c soit l'image de (^7) dans H ' (B, ^ ' ) . En choissant le recou-
vrement (Y/) assez fin, on peut supposer qu'il existe, pour tous i, j,
une application continue lij de Y;/ dans ^ qui définisse g i / par passage
au quotient. Ceci posé, rappelons que A (c) n'est autre que l'élément
de H1 (B, IL) correspondant au 2-cocycle (u^) que définit la formule
l^ Ijf, == Uijklik' Soit ^ le champ constant d'espaces hilbertiens sur Y,
correspondant à Ho. Alors cl, == cl (X,), et Z,/ est un isomorphisme
de X/ | Y;/ sur 3€i \ Yiy qui induit hy1 h/. Comparant avec les lemmes 19
et 20, on voit que A (c) == ô (.l).

/' A'

LEMME 22. — Soit o -> cl -> ob -> c --> o une suite exacte centrale
de faisceaux de groupes sur un espace paracompact B. Si (^ est mou,
A : H1 (B, C) — H1 (B, cl) est bijectwe.
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Injectiuité. — Soit (c,y) un i-cocycle du recouvrement localement
fini (Y?) e/ à valeurs dans e. Quitte à remplacer (Y,) par un recouvrement
plus fin, on peut supposer (0,7) == g ((b^)) où (by) est une cochaîne
alternée de (Y/) à valeurs dans rô. Alors (û^-) défini par b^- bjk = b^a^-k
est un 2-cocycle de (Y;) à valeurs dans cl dont la classe est l'image de
celle de (c,y) par A. Soient (c;.y) un autre cocycle, (^) et (a;^) définis
comme ci-dessus, et supposons qu'il existe une cochaîne (a,y) à valeurs
dans cl telle que d,^ == dijk-a^-a^aY/}. Nous allons prouver que (c,y)
et (c;.y) sont cohomologues, ce qui établira que ^ est injective. Rempla-
çant les b,j par les a^ b^; on est ramené au cas où dijk == û^. Soit (Y;),^
un recouvrement ouvert tel que Y;c Y, pour tout l'eJ. Soit L l'ensemble
des couples (J, u), où J c l , où u == (u^çj, et où, pour tout içj, u, est
une section continue de d3 sur Y;, tels que b'^- = Vibij u ' / 1 pour i, jeJ.
L'ensemble L est ordonné inductif. Notons encore (J, u) un élément
maximal de L. On va montrer que J == J, ce qui prouvera que (6,7)
et (6; y), et a fortiori (c^-) et (c;y), sont cohomologues. Supposons qu'il
existe içl—j. Soit Y = Y;n ^J Y;. Soit zç. Y. Si j'i et ja sont deux

— /e7

indices de J tels que zç. Y), et zç. Y},, on a

^(^)^(^ b^(z)-1 = 6^(2) ̂ (2) ^^(z)-1 b^z)-1 a^(z)
- ^y.̂ ) ̂ y.^)-1 ^00 ^/Â^)-1 /̂,(z)
== ^^(2) a/y^OO-1 ,̂(2) 6^(2)-1 a^^(2)
=^^)^^)^^)-1.

Il résulte de là qu'on peut définir une section continue Wi de o! sur Y
telle que b'^- == WibijV~^ quel que soit je J. Comme tô est mou, Wi se
prolonge en une section continue Vi de tô sur Y;, ce qui contredit la
maximalité de (J, v).

Surjectiuité. — Soient (Y;)/^ un recouvrement ouvert localement
fini de B, (aijk) un 2-cocycle alterné de ce recouvrement à valeurs dans etc.
Soit (Y;) un recouvrement ouvert tel que Y;cY/. Soit L l'ensemble
des couples (J, b) où J c l , b = (b^^-çi, et où, pour tous i, jeJ,
bij est une section continue de oï sur Y;n Yy, tels que bij bjk •= ^ikCiijk
pour i, j, kçj. L'ensemble L est ordonné inductif. Notons encore (J, b)
un élément maximal de L. On va montrer que J == I . Il en résultera
que les by \ Y^ définissent par passage au quotient un 2-cocycle de (Y;)
à valeurs dans C, dont la classe de cohomologie a pour image, dans
H2 (B, cl), la classe de (a^); la démonstration du lemme sera donc
achevée.

Supposons qu'il existe f e J — J . Soit M l'ensemble des couples
(K, b1), où K c J , b' = (b^çK, et où, pour tout jeK, bij est une
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section continue de tô sur Y^n Y^., tels que b^ bjk = ^ o^ pourj, /ce K.
Notons encore (K, b') un élément maximal de M. Montrons que K = J.
Sinon, soit j e J — K. On peut définir une section continue [3 de d3

sur Y;nT,n ^JY'^ telle que (36^ = .̂a .̂ quel que soit Â-eK; en
Â:€A:

efîet, si k, I ç K , définissons .̂, (^ par (3^ ̂  == ^û^, ^ 6// = ^7 a///;
on en déduit

^i b j k bki ajki == bik bki (ïik\ a;y7,
d'où

^i == bik bj^ diji a^ki a-jki = bik b^ dijk = ̂ -.

Comme d3 est mou, on peut prolonger p en une section continue de c^
sur Y'i n Yy, et ceci contredit la maximalité de (K, b'). Donc K = J.
Il existe par conséquent une famille {bi^-çj, où, pour tout je J> by
est une section continue de tô sur Y'i n Ïy avec ^7 6y/: === bik a^k pour
j, A'eJ. Alors les bjk et les by contredisent la maximalité de (J, b).

THÉORÈME 11. — Soient B un espace paracompact, a un cardinal
infini. L'application cl ->- ô (cl) définit une correspondance bijectiue
entre H^ (B, Z) et les classes de champs localement triviaux de C^-algèbres
élémentaires sur B, de rang a.

Reprenons les notations du début du paragraphe. D'après les lemmes 3
et 4, ̂  est mou. Donc A : H1 (B, ̂ ') -> H2 (B, U) est bijective (lemme 22).
Il suffit alors d'appliquer le lemme 21.

Dans le théorème 11, on se limite aux champs localement triviaux.
Mais cette restriction est parfois inessentielle :

THÉORÈME 12. — Soit ex un champ continu de C*-algèbres élémentaires
sur B, séparable, de rang ï<o» vérifiant la condition de Fell. Si B est para-
compact de dimension finie, dl est localement trivial.

Soit ZQ e B. Il existe un voisinage fermé Y de Zo et un champ continu e
sur Y, relatif à d, tel que e (z) soit partout dans Y un projecteur de
rang i. Posons p (a | Y, e) = (^€, x). Alors s>€ est séparable de rang ^o»
et Y est paracompact de dimension finie, donc X est trivial (théorème 5).
Or cl | Y est isomorphe à a (^C) (lemme 16), donc est trivial.

27. Application à l'étude de certaines C*-algèbres. — Soit A
une CCR-algèbre. Soit B son spectre que nous supposerons séparé;
c'est alors un espace localement compact. Tout élément z de B s'identifie
à un idéal primitif de A ; soit A (z) == Ajz, qui est une C*-algèbre élé-
mentaire non nulle. Tout x e A définit un champ de vecteurs z -> x ' ( z ) e A(z)
sur B, x' (z) étant l'image canonique de x dans A (z). Ces champs forment
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une sous-algèbre involutive de l'algèbre involutive de tous les champs
de vecteurs. Si xçA, la fonction z-> | x ' (z)\\ est continue puisque B
est séparé ([13], th. 4.1). Pour tout zçB, l'ensemble des x ' (z), où x
parcourt A, est A (z) tout entier. Il existe donc un champ continu
^ = ((A (z)). A) et un seul, tel que les champs x ' (xçA) soient continus
relativement à û?. Nous dirons que (^ est le champ associé à A. Si A
est une C*-algèbre à trace continue ([5], chap. IV), CD vérifie la condition
de Fell. Si A est séparable, (^ est séparable et B est à base dénombrable,
donc paracompact.

Maintenant, partons d'un champ continu a) = ((A (2)), A) de
C*-algèbres élémentaires sur un espace localement compact B. Soit A
l'ensemble des y € A tels que || y (z) || tende vers zéro à l'infini sur B.
Pour yçA, posons || y [ | == sup || y (z) ||. Alors A est une CCJ?-algèbre

(cf. [5], chap. I, n° 1) qui sera dite associée à û?. Supposons A (z) -^ o
pour tout zçB. Tout élément z de B définit un idéal primitif de A,
à savoir l'ensemble I z des y ç A tels que y (z) = o, et le quotient A/L;
est isomorphe à A (z) ; donc à z est associée une représentation irréduc-
tible de A et une seule (à une équivalence près). D'après [5], corollaire
du théorème 1.2, B s'identifie ainsi au spectre de A. Si (^ vérifie la
condition de Fell, A est une C*-algèbre à trace continue.

LEMME 23. — Soient A une C^-algèbre à trace continue, (^ == ((A (2), A)
le champ continu de C^-algèbres élémentaires non nulles associé à A, A'
la C^-algèbre à trace continue associée à ^. Pour toutxçA, soitx' l'élément
de A défini par x. Alors x ' e A' et x -> x ' est un isomorphisme de A sur A\

On a x ' ç . A ' d'après [13], lemme 4.3. Il est clair que x — ^ x ' est un
homomorphisme de A dans A ' . D'après [12], p. 4n» cet homomorphisme
est isométrique. Il est surjectif d'après [13], théorème 3.3. (Cf. aussi [5],
corollaire du théorème 1.4).

LEMME 24. — Soient B un espace localement compact, a) = ((A (z)), A)
un champ continu de C^-algèbres élémentaires sur B, vérifiant la condition
de Fell. Soient A la C*''-algèbre à trace continue associée à cD, et
(^' == ((A7 (z)), A^ le champ continu de C^-algèbres élémentaires non
nulles associé à A. Pour tout zçB, soit U (z) Uisomorphisme canonique
de A (z) sur A' (z). A/ors (U (z))^.çB est un isomorphisme de (^ sur C ^ ' .

Les éléments de A constituent une famille totale de champs de
vecteurs continus relatifs à ^). Or leurs transformés par (U (z)V.çn sont
des champs continus relatifs à cQ'. Le lemme résulte alors de la pro-
position 6.

DÉFINITION 10. — Soient A une C^'algèbre séparable à trace continue,
B son spectre, (^ le champ continu de C^-algèbres élémentaires sur B associé
à A. Alors ô(dD)(=Jf3 (B;Z) sera noté aussi ô (A).
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Étant donné ,un champ continu X d'espaces hilbertiens non nuls
sur un espace localement compact, on peut construire le champ continu
associé cl de C*-algèbres élémentaires, puis la C*-algèbre à trace continue
A associée à cl. Alors A est la C*-algèbre dite dérivée de X dans [5],
p. 258 : ceci résulte de la proposition 21.

THÉORÈME 13. — Soit A une C^-algèbre séparable à trace continue. Pour
que A soit dérivée d'un champ continu d'espaces hilbertiens, il faut et
il suffît que S (A) = o.

Ceci résulte des lemmes 23, 24 et du théorème 10.

LEMME 25. — Soient B un espace localement compact à base dénom-
brable, (^ === ((A (z)\ (M)) un champ continu localement trivial de C^-algèbres
élémentaires séparables sur B, A la C^-algèbre associée à <^. Alors A
est séparable.

D'après la proposition 14, <-r» est séparable. D'autre part, grâce à la
proposition 10, on se ramène au cas où B est compact (métrisable).
Soit (x,,) une suite totale d'éléments de (•). Soit (f,n) une suite partout
dense dans (^ (B). Les fmXn sont des éléments de A. Montrons qu'ils
sont partout denses dans A. Soient xç.A et s > o. D'après la pro-
position 2, il existe g i , . . . , g? ç. c? (B) telles que

\\x—g,x,—...—gpXp\\^^

En choisissant convenablement les indices ïi, . . . , i p , on aura
\\x—f^Xi—...—^^||.^2£, d'où le lemme.

Soit a un cardinal. Une C*-algèbre A sera dite homogène de degré a
si toute représentation irréductible de A est de dimension a. Pour a
fini, on retrouve la définition de [5], p. 249, et [18], p. 498.

THÉORÈME 14. — Soit B un espace localement compact à base dénom-
brable, de dimension finie.

(i) Si A est une C^-algèbre séparable à trace continue, homogène de
degré ^o? de spectre B, le champ continu de C^-algèbres élémentaires sur B
associé à A est localement trivial.

(ii) L'application A —^ ô (A) définit une bijection de l'ensemble des
classes de C^-algèbres séparables à trace continue, homogènes de degré So»
de spectre B, sur H (B, Z).

(i) résulte du théorème 12. Compte tenu de (i), (ii) résulte des
lemmes 23, 24, 25 et du théorème 11.

COROLLAIRE. — Soit B un espace localement compact à base dénombrable,
de dimension finie, tel que H^ (B, Z) == o. Soit A une C^-algèbre séparable
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à trace continue, homogène de degré ^o, de spectre B. Notons Ao la
C^-algèbre des opérateurs compacts dans un espace hilberiien de dimen-
sion So. A/ors A est isomorphe à la C^-algèbre des applications continues
z-> x (z) de B dans Ao telles que ! x (z) \\ tende vers zéro à Uinfini.

En effet, la C*-algèbre A' des applications continues de B dans Ao
tendant vers zéro à l'infini est séparable, de spectre B, à trace continue,
homogène de degré t<o. Comme H (B, Z) = o, A est isomorphe à A'
d'après le théorème 14.
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