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CHAMPS CONTINUS D'ESPACES HILBERTIENS
ET DE C*-ALGEBRES

PAR

Jacoues DIXMIER et Apriex DOUADY.

Dans [6], R. GopEMENT a défini la notion de champ continu d’espaces
hilbertiens, et posé le probléme suivant (qu’il attribue a A. WEIL) :
existe-t-il des espaces topologiques sur lesquels tout champ continu
est trivial ? C’est principalement ce probleme que nous étudions au
chapitre II du présent article. Les résultats, aussi bien positifs que
négatifs, sont pour la plupart en contraste frappant avec les résultats
connus sur les espaces fibrés vectoriels de rang fini. Le résultat le plus
inattendu est sans doute le théoréme 5, qui repose de facon essentielle
sur un théoreme de E. MicHAEL [15].

Au chapitre III, nous appliquons les résultats du chapitre II et quelques
méthodes cohomologiques a la classification des C*-algebres. Nous
obtenons notamment des théoremes assez précis concernant les
C*-algébres a trace continue introduites par J. M. G. FELL [5].

Au chapitre I sont groupées quelques propositions faciles concernant
les champs continus d’espaces de Banach. Certaines de ces propositions
sont utiles 4 la fois aux chapitres II et III. Pour la clarté de I’exposition,

on a détaillé les démonstrations de certains résultats connus (prop. 1, 2, 3,
6 et 7).

Notations. — On désigne par Z l’ensemble des entiers rationnels,
par R l'ensemble des nombres réels, par G I'’ensemble des nombres
complexes, par U l'ensemble des nombres complexes de module 1.

Cuaritre 1. — Champs continus d’espaces de Banach.

1. Définition. Sous-ensembles totaux. — Soient B un espace
topologique, © (B) l'algébre des fonctions continues complexes sur B.
Soit (E (2)):ep une famille d’espaces de Banach complexes. On appelle
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champ de vecteurs tout élément de n E (z), c’est-a-dire toute fonction z
€D

définie sur B et telle que x (z) € E (z) pour tout z€ B. Si x est un champ

de vecteurs, on note || x || la fonction z — || x (2) || définie sur B & valeurs

dans R. Plus généralement, si YCB, on appelle champ de vecteurs

sur Y un élément de [ ] E (2).
z€Y
DErFiNiTION 1. — Un champ continu & d’espaces de Banach sur Uespace
topologique B est une famille (E (z)).ep d’espaces de Banach, munie d’un

ensemble T C ll E (2) de champs de vecteurs, tel que :
:éb‘
(CC)) : T est un sous-© (B)-module de l[ E (2).
zE€D
(CCu) : pour tout ze B et tout J€E (z), il exisle xel lel que x (z) = -.
(CC) : pour tout xeT, la fonction || x || est continue.

(CCw) : soit xe I] E (2) un champ de vecteurs; si, pour tout ze B
€D
el tout = > o, il existe x' €T fel que | x — ' || < ¢ sur un voisinage de z,
alors zel.

@

Les éléments de I' s’appellent les champs de vecleurs continus de &.
Considérons les axiomes suivants :

(CCy) : T' est un sous-espace vectoriel complexe de IM[ E (2).
€D
(CCy) : pour tout ze B, U'ensemble des x (z), oit x€T, est parlout dense
dans E (2).

(CCly) : soit xe I l E (2) un champ de vecleurs; si, pour tout x' €T,
sen
la fonction || x —x' || est continue, alors xe€l.

On voit facilement que, dans la définition 1, on peut remplacer (CCyy)
par (CCiy). D’autre part, la proposition 3 montrera qu’'on peut rem-
placer (CC;) et (CCy) respectivement par (CC;) et (CCy).

Soient Y B et z,€ Y. Un champ de vecteurs z sur Y est dit continu
en z, si, pour tout : > o, il existe un z'€I' tel que [x—2z'||<L ¢ au
voisinage de z,. Les champs de vecteurs sur Y continus en z, forment
un module sur I’anneau des fonctions f: Y — G continues en z,. On voit
qu'un champ de vecteurs x sur B est continu si et seulement si x est
continu en chaque point de B.

Ezxemple. — Soient E un espace de Banach et I' 'ensemble des appli-
cations continues de B dans E. Pour tout zeB, posons E (z) = E.
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Alors, & = ((E (2))-e5, I) est un champ continu d’espaces de Banach
sur B, appelé champ constant sur B défini par E.

Soit ((E (z)), I') un champ continu d’espaces de Banach sur B. Un sous-
ensemble AcT sera dit total si, pour tout zeB, I'ensemble A (z) des
z(2) (xreA) est total dans E (z), c’est-a-dire si I'espace vectoriel qu’il
engendre est partout dense dans E (2).

ProrosiTioN 1. — Soit & = ((E (2)), I') un champ continu d’espaces
de Banach sur B. Soient A cT un sous-ensemble total et A le sous-espace

vectoriel complexe engendré par A. Pour un champ de vecteurs x € Il E(2),

sEB
les propriélés suivantes sont équivalentes :

(1) zeT;

(2) pour tout ze B et tout ¢ > o, il existe x'el’ tel que ||x —x' || = ¢
au voisinage de z;

(2') pour tout z€ B et tout : > o, il existe x'€ \ tel que ||x—2x' || = :
au voisinage de z;

(3) pour tout z' €T, la fonction ||x — ' || est continue;

(3") pour tout x' € A, la fonction || x — x' || est continue.

(1)= 3)=(3"), (2")= (2) : évident.

(2) = (1) : c’est 'axiome (CCpv).

(3') = (2') : supposons vérifiée la condition (3'); soient z€B et z > o;
comme A (z) est partout dense dans E (z), il existe x'€A tel que
[[x(z) —2' (2) || < La fonction ||z —2'|| étant continue, I'inégalité
|| x — &' || < ¢ aura encore lieu sur un voisinage de z. D’ot1 la proposition.

ProrosiTION 2. — On conserve les notations de la proposition 1, et
Uon suppose B localement compact. Soient x€X', K une partie compacte
de B, et ¢ > o. Il existe x,, ..., x, €A, el [, ..., [,€0(B) a supports

compacts, tels que ||x —fix, —...—f,x, || < ¢ sur K.

D’apreés la proposition 1, il existe un recouvrement ouvert (Vi, ..., V,)
de K et des éléments ), ..., ¥, de A tels que [|x—2x|| < ¢ dans V;
et tels que les V; soient compacts. Soit (7, ..., 7,.,) une partition
continue de l'unité subordonnée a (V,, ..., V,,B—K). On a
|x—ma, —...—mn,2,|| < sur K tout entier.

ProposiTion 3. — Soient B un espace topologique, (E (2)):en une

famille d’espaces de Banach. Soit ACI]E(Z) un sous-espace vectoriel

€D
sur G. Supposons que :

(Ty) : pour tout z€ B, 'ensemble A (z) des x (z) (x €\) est partoul dense
dans E (z);
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(Tu) : pour tout x€ A, la fonction ||z || est conlinue.

Alors il existe un sous-ensemble T' de l I E (z), et un seul, satisfaisant
z2€B
aux axiomes (CCy) a (CC;.), ef tel que ['> \, a savoir ensemble des champs
de vecteurs x vérifiant la condition (2") de la proposition 1. Si de plus A
vérifie (CC;.), alors T = A.

L’unicité découle de la proposition 1 : si I' existe, ses éléments sont
caractérisés par la propriété (2’). Considérons I'ensemble I' des champs
de vecteurs x vérifiant (2’). Remarquons d’abord que, si z€T’, x vérifie

également (3') : en effet, soit '€ A = A; pour tout z,€ B et tout ¢ > o,
il existe "€ A tel que || — " | é; au voisinage de z,. La fonction

[|x" —z" || étant continue, on aura pour z assez voisin de z, -
3
[le"—2'| @) —[|&"—2'|| (@) | < 3

L’inégalité triangulaire donne alors
[lle—2a'|| () — [l e—a'|| (z) | <

au voisinage de z,.

Montrons maintenant que I' satisfait aux axiomes (CC;)) a (CCw).
(CC) : soient xel et yel'; pour tout z,€B et tout ¢ > o, x et y

c
peuvent étre approchés a 5 prés au voisinage de z, par des éléments z’

et y' de A; x 4 y est alors approché a : prés au voisinage de z, par
' 4y, donc x + yel.

Sizel et feo (B), frel. En effet, soient z,€B et : > o. Il existe
'€ A tel que

T —a .4inf<—3——, 1>
le—wl =t e
au voisinage de z,; d’autre part

€
—f(z e —
=T = STy
au voisinage de z,. On a

fr—{f(z) &' = (f—f(z)) x + f(2)) (x — ).

Chacun de ces deux termes est majoré en norme par - au voisinage

SRR

de z,.

(CCi) : C’est un cas particulier de la propriété (3').
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(CCn) : pour tout zeB, T (2)>A (z) est partout dense dans E (2).
On va montrer qu’il est complet, et pour cela que toute famille (%)

d’éléments de I' (z) telle que : [[%]] < 4 o« est sommable dans T (2).
Soit (£) une telle famille : on a {; = x; (z) avec x;€I. Posons

de sorte que x;el, ||| <], et x; (z) =F. La famille (x;) est
normalement sommable et a pour somme un champ de vecteurs x car
les E (z') sont complets. Le champ de vecteurs x appartient & I'; en

T =

effet, soient z,€ B et : > o; il existe une somme partielle finie z' =:x;.

ieJ
qui approche z & - prés sur B; mais x’ est lui-méme approché a : pres
au voisinage de z, par un élément z” €A : donc x €T et x (z) est somme
de la famille (%)).

Enfin (CC;,) résulte immédiatement de la construction de I', de méme
que la derniére partie de la proposition.

Remarque. — Soit ((E (z)), I') un champ continu d’espaces de Banach
sur B. Soient =z, ...,x,€l' et z,€B. Si z (z), ..., Zn (20) sont
linéairement indépendants, alors =z, (z), ..., 2. (2) sont linéairement
indépendants pour z assez voisin de z,. En effet, pour ze Betc,, ...,c,€GC,

posons
n
2 Cix; (Z) s

i=1

a2y €y o s cn)=l

B = 1nf lg_la(z, Cis «« vy Cr)e
Alors o est une fonction continue sur B x G~, donc {3 est une fonction
continue sur B puisque la sphére unité de G+ est compacte. Or
1 (2. ..., X, (2) sont linéairement indépendants si et seulement si
B (2) > o.
11 résulte de 14 que la fonction qui, & tout point z de B, associe la
dimension (finie ou + o) de E (z), est semi-continue inférieurement.
Toutefois, on peut construire sur [o, 1] un champ continu d’espaces
hilbertiens E(z) tel que dimE(0) > R, dimE(z) =R, pour z>o
(il s’agit de la dimension hilbertienne).

2. Espace fibré vectoriel défini par un champ. — Soit
& = ((E (2)):en I') un champ continu d’espaces de Banach sur B.
Soit E I’ensemble somme des E (z). Soit = la surjection canonique de E
sur B; nous identifierons E (z) et = (z). Pour toute partie ouverte Y
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de B, pour tout xel, et tout > o, notons T (Y, x, ) ’ensemble
desteEtelsquen (()eYet| f—x(r (?))] <e Ondira que T (Y, z, ¢)
est le fube au-dessus de Y défini parx et e Si T (Y, z, ¢) et T (Y, x,, &)
sont deux tubes, T (Y,x, e)nT (Y, x;, &s) est réunion de tubes.
En effet, soient (€T (Y, x, )nT (Y1, x1, &) et z, = (£); on a

li—x@) || <&  [[E—zi(@)| <o
soit
o<ao<infe—[i—z(z)|, a—[Ei—z(2)]);

il existe z, €T tel que : = x, (z,), puis un voisinage ouvert Y,cYnY,
de z, tel que

[2:@—2@) || <=+[i—z@)] et [2.@)—z @) <=+[i—2(2)]

pour tout ze€Y,; alors T (Y. ), )T (Y, x, )nT (Y, i, &), et
d’autre part £€ T (Y., 2., ¢,); ceci prouve notre assertion. Ceci posé, les
sous-ensembles de E qui sont des réunions de tubes sont les ensembles
ouverts d’une topologie % sur E. 1l est clair que n (T (Y, x, ¢)) =Y, donc =
est continue et ouverte (pour & et la topologie donnée sur B). Soit ze€ B.
Montrons que la topologie induite sur E (z) par % est la topologie forte
de E (z). D’abord, pour tout tube T (Y, z, ¢), l'intersection T (Y, z, ¢) N E (2)
est une boule ouverte de E (z). D’autre part, soient € E (z) et 8 la boule
ouverte de centre ; et de rayon : > o dans E (z); soit zeT tel que
x(2)=2¢&; alors T (B, z, c)nE (z) = f3; donc toute partie fortement
ouverte de E (z) est réunion d’ensembles de la forme T (B, z, ¢)nE (2),
et ceci achéve de prouver notre assertion.

Un champ de vecteurs s’identifie & une application x : B — E telle
que mwox soit application identique de B. Pour que x €T, il faut et il
suffit que Uapplication x de B dans E soit continue. En effet, supposons
d’abord xe€I'. Soient z,e€B et T (Y, y, :) un tube contenant x (z,).
On a (|z(z) —y ()| <& donc [[x(z2)—y(2)| <c pour z assez
voisin de z,, donc x (z)€ T (Y, y, ¢) pour z assez voisin de z,; ainsi, x
est une application continue de B dans E. Réciproquement, supposons
que x soit une application continue de B dans E. Soient z,€B et ¢ > o.
Il existe yeI' tel que z(z) =y (z). On a x(z)eT (B, y, ), donc
z(2)e T (B, y, :) pour z assez voisin de z,; autrement dit, ||z (2) —y (2) || < =
dans un voisinage de z,; ceci prouve que x€I'. Nous devons la définition
de % et les remarques précédentes a N. BoURBAKI.

On voit facilement que, si AcI' est tel que A (z) soit partout dense
dans E (z) pour tout z€ B, alors les T (Y, z, ¢) (Y partie ouverte de B,
x€A, ¢ > o) forment une base de la topologie de E.

Soit AcCE x E l'ensemble des (3, £)eE X E tels que 7 (£) = 7w (£');
l'application (%, £') —£% + £ de A dans E est continue. L’application
(%, ) =127 de G X E dans E est continue. Enfin, 'application £ — || £ ||
de E dans R est continue.
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Nous dirons que E, muni de la topologie % et de la projection = : E - B,
est I'espace fibré vectoriel défini par &.

Si 6 est le champ constant sur B défini par un espace de Banach E,,
I’espace E s’identifie & B x E,.

3. Propriétés du module I'' — Soit ((E (z)), I') un champ continu
d’espaces de Banach sur B. Soit ©+ (B) I’ensemble des fonctions conti-
nues > o sur B. L’application x - ||z || de T dans o+ (B) possede les
propriétés suivantes :

[ |z +2'[|<=[[z]|+[|2'[|  pourwz, z'eTl};
(MN) [frlf=1f1-[l]] pour zel, feo(B);
[z]|=0 < x=o.

Soient maintenant B un espace topologique, I' un © (B)-module
muni d’une application I'— O+ (B) notée x—| x| et satisfaisant
a (MN). Nous allons chercher sous quelle condition I' est isométriquement
isomorphe au module des champs de vecteurs continus d’'un champ
continu d’espaces de Banach sur B. [Un isomorphisme isométrique est
un isomorphisme fdeo (B) -modules tel que || f(@) | = z|.]

On dira qu’un filtre & sur I' converge localement uniformément vers
un élément xel' si, pour tout ze B et tout ¢ > o, il existe un voisi-
nage Y de z et un Ve tels que, pour tout z'€ V, on ait |z —2' || <«
sur Y. On dira que 7 est un filtre de Cauchy si, pour tout ze B et tout
¢ > o, il existe un voisinage Y de z et un VeF tels que, pour tous
2', "€V, on ait ||’ —xa" || < sur Y.

Remarque. — 11 n’y a pas en général de topologie (resp. de structure
uniforme) sur I' telle que ces notions correspondent a celles de filtre
convergent (resp. de Cauchy) pour cette topologie (resp. cette structure
uniforme). Il en est cependant ainsi si B est localement compact : la
topologie (resp. la structure uniforme) de la convergence uniforme sur
tout compact de B répond alors a la question.

On dira que I' est complet pour la convergence uniforme locale si
tout filtre de Cauchy converge localement uniformément vers un ¢élément
de T.

ProposiTioNn 4. — Soit B un espace lopologique régulier localement
paracompact. Soit I' un © (B)-module, muni d’une application T — 0+ (B)
notée x — || x || vérifiant (MN). Pour qu’il existe un champ continu &
d’espaces de Banach sur B tel que I' soit isométriguement isomorphe au
module des champs de vecteurs continus de &, il faut et il suffit que T' soit
complet pour la convergence uniforme locale.

Il faut (sans utiliser les hypothéses sur B) : on suppose que I' est le
module des champs de vecteurs continus de &. Si & est un filtre de Cauchy
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sur I, ¥ donne un filtre de Cauchy # (z) sur chaque E (z), et pour tout z,
F (2) converge vers un x (z)€E (z), car E (z) est complet. Montrons
que le champ de vecteurs ainsi défini est continu : pour tout zeB et
tout = > o, soient Y un voisinage de z et V€ tels que, pour tous 2/,
'€ V,onait||z' —x" || Zesur Y. Soit '€ VcTI; on aura ||t —2' || <«
sur Y, et, d’aprés (CCyv), x€I. 1l est clair que F converge vers x loca-
lement uniformément.

11 suffit : pour tout z€ B, notons J (z) le sous-module de T formé des x
tels que ||z || (z) = o; et posons E (z) = I'/J (2). Alors E (z) est un O (B)-
module, et en particulier un espace vectoriel complexe. Pour Z€E (z),
soit z€l' un représentant de Z. Le nombre ||z || (z) ne dépend pas du
représentant choisi et sera noté || 7 ||. L’application | —||£|| est une norme
sur E (z). D’autre part tout :€E (z) admet un représentant xel' tel
que, pour tout z'€B, on ait ||z ]| (') <L ||£]|; en effet si '€l est un

/ oyt
représentant quelconque de ;, x = [sup(r, [i|ia.c i‘i\ )J .z’ répond a la

question. Montrons que E (z) est complet, et pour cela que toute
famille (%)) d’éléments de E (z) telle que ZH 5|l < 4+ oo est sommable.

Soit (£); une telle famille, et pour tout i soit z;€I' un représentant de &,
tel que || ;|| < || % [|. La famille (z;) est sommable dans T' : en effet
les sommes partielles finies définissent un filtre de Cauchy; si x est sa
somme, la classe - de x dans E (z) = I'/J (z) est somme de la famille (%,).
Les E (z) forment donc une famille d’espaces de Banach indexée par B.
Pour tout z €T, soit £ le champ de vecteurs qui associe a chaque point’
z€ B l'image canonique de x dans E (z). L’application x—~2 de T
dans | | E 2) est o (B)linéaire, et injective car [|&] =] x[. Son
€D

image A satisfait aux axiomes (CC;) a (CCu). Nous allons montrer
qu’elle vérifie aussi (CC;.), ce qui achévera la démonstration.

Les hypothéses faites sur B entrainent que tout point ze B admet
un voisinage K vérifiant la propriété suivante :

(RP) : pour fout recouvrement ouvert (Y;) de B, il existe des fonctions
continues n; : B—>[o, 1], n: @ support dans Y;, la somme des u; étant
localement finie, < 1, égale & 1 sur K.

On voit facilement qu’on obtient une propriété équivalente a (RP)
en remplacant, dans ce qui précéde, « égale & 1 sur K », par « > 1 sur K ».
11 résulte de 1a que, si K et K' vérifient (RP), il en est de méme de Ku K'.

Soit w un champ de vecteurs tel que, pour tout ze€B et tout ¢ > o,
il existe x€l tel que |w—Z || < ¢ au voisinage de z. Il s’agit de
montrer que we A.

Soient ¢ > o et KcB vérifiant (RP). Il existe un recouvrement
ouvert (Y;) de B et une famille (z;) d’éléments de I tels que || w — ;|| < ¢
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sur Y. Soit (n;) une famille de fonctions possédant les propriétés de (RP)
relativement & K et (Y,). La famille (n;2;) est sommable dans I', car
les sommes partielles finies définissent un filtre de Cauchy. Soit x sa
somme. On a ||w —2 || < = sur K. Donc I'ensemble V (K, ¢) des yeI'
tels que ||w— 7| < ¢ sur K est non vide. Les V (K, ¢) [pour KcB
vérifiant (RP) et ¢ > o] forment une base de filtre de Cauchy. Ce filtre
converge vers un yel' et 'on a §j = w.

4. Homomorphismes.

DEFINITION 2. — Soient & = ((E (2)), I), & = ((E' (2)), I'") deux
champs continus d’espaces de Banach sur un méme espace topologique B.
Soient E et E' les espaces fibrés vecloriels correspondants. Un homomor-
phisme de & dans &' est une famille ¢ = (¢.):e 5 d’applications linéaires
9:: E (z) — E’ (z) telle que Uapplication correspondante ¢ : E — E' soit
continue.

ProposiTioN 5. — Soient & = ((E (2)), I), & = (E' (2)), I"), et A
un sous-ensemble lotal de I'. Soit ¢ = (¢.):ep une famille d’applications
linéaires 9. : E (z) — E' (z). Pour tout champ de vecteurs x de &, notons
¢ (x) le champ de vecteurs x' de &' défini par x' (z) = 9 (x (2)), et notons || ¢ ||
la fonction z — || 9 || = supy iz =1 || 9= () ||. Pour que ¢ soit un homomor-
phisme, il faut et il suffit que :

1° pour fout x€ \, 9 (x)el’;
29 || ¢ || soit localement bornée.

Il suffit : on notera m, 7’ les surjections canoniques E — B, E' — B,
et A le sous-espace vectoriel de I engendré par A. Soient :€E
et ¢ () = £’ € E'. Montrons que tout voisinage V' de £’ dans E’ a pour
image réciproque un voisinage de £ dans E. Par définition de la topo-
logie de E’, V' contient un tube T’ (Y., 2/, ¢) ot Y, est un voisinage
de z=7()=71'(¢), ou ' €l’ et ' (2) =7'; quitte a diminuer Y,

on peut supposer || ¢ || = M sur Y. Soit z€ A tel que ||z (z) — & || < TEJVI

On aura alors | o.(x (2)) —&'||< -+ Mais ¢ (x)eI” par hypothese

i
et ' el” par construction, donc la fonction || ¢ (x) — ' || est continue,

et par suite é; sur un voisinage Y, de z. Alors V' contient

T = T’<Y, 9 (x), %) avec Y = Y,nY. Son image réciproque par o

contient le voisinage T<Y, x, #W> de %.
Il faut : si ¢ : E— E' est continue, on a x€e\A=zel =0 (@x)el’

(cf. § 2). Soit ze B. Le tube T’ (B, o, 1), ¢’est-a-dire ’ensemble des -’ € E’
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tels que ||Z'|| <1, a pour image réciproque un ensemble ouvert V
de E contenant la section nulle. Il existe un voisinage Y dezetun:c > o
tels que VOT (Y, 0,¢). On a ||¢|| ="' sur Y, donc || ¢ | est loca-
lement bornée.

Remarque. — Tout homomorphisme ¢ : & — &' définit une appli-
cation O (B)-linéaire ¢ : I' - I". Pour qu’une application © (B)-linéaire
o: I'>1I" provienne d’'un homomorphisme de & dans &', il faut et
il suffit qu’il existe une fonction localement bornée p : B — R telle que,
pour tout xel, on ait ||o (x) || <Zp | x|

Un isomorphisme ¢ de & sur &' est une famille (v.).c; telle que :

1° chaque ¢. est un isomorphisme (isométrique) de E (z) sur E' (2);

20 ¢ () =1TI".

S’il en est ainsi, ¢ et ' sont des homomorphismes (prop. 5). La réci-
proque est bien entendu inexacte. Si ¢ = (¢.):ep est un homomorphisme
de & dans &', si chaque ¢. est une application linéaire bicontinue de
E (2) dans E’ (z), et si o' = (¢3"):ep est un homomorphisme, on dit
que ¢ est un isomorphisme au sens faible.

ProrositioN 6. — Soit A un sous-ensemble total de I. Pour que
9 = (9:):ep SOit un isomorphisme de & sur &', il suffit que, pour tout
z € B, ¢ soil un isomorphisme isométrique de E (z) sur E’ (2), ef que ¢ (A)cI".

On a ¢ (I')cI” d’aprés la proposition 5. Soient z'e€l”, zeB et : > o.
Posons x = ¢! (x'). Soit yel tel que y(z) =z (2). On a oyel’ et
2y (z) =9x(z) =x' (z), donc |9y —2x'|| << dans un voisinage Y
de z, donc ||y—x|| =< : dans Y. Il résulte de la que xe€l. Donc
o' (I")cTI et finalement ¢ (I') = I". D’olt la proposition.

On démontre de maniére analogue ceci : pour tout z€ B, soit ¢. une
application linéaire bicontinue de E (z) sur E’ (z); on suppose que les
fonctions z — || ¢- ||, z— || ¢=' || sont localement bornées, et que o (A)cT.
Alors ¢ est un isomorphisme au sens faible de & sur &'.

Si & et &' sont les champs constants définis par des espaces de Banach
E et E’, un isomorphisme de & sur &' est une application de B dans
I’ensemble des isomorphismes de E sur E’, continue pour la topologie
forte. Ceci résulte aussitét de la proposition 6.

DEriNiTION 3. — Un champ continu d’espaces de Banach est dit trivial
s’il est isomorphe a un champ constant.

S’il est isomorphe au sens faible a un champ constant, on dit qu’il
est trivial au sens faible.

5. Images réciproques. — Soient B et B’ deux espaces topo-
logiques et f : B’— B une application continue. Pour tout champ
continu & = ((E (2)), I') d’espaces de Banach sur B, on considére la
famille d’espaces de Banach (E’ (2'))-ep définie par E' (z') = E (f (z)).
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L’ensemble A’ des champs de vecteurs de la forme xo f avec x dans T
est un espace vectoriel complexe qui vérifie (CCy) et (CCm) donc
a fortiori (Ty) et (Ty). D’aprés la proposition 3, il existe un ensemble I"
et un seul contenant A’ et vérifiant (CC) a (CCy). Alors
&' = ((E'(Z'))~en, I'") est un champ continu d’espaces de Banach
sur B’, appelé image réciproque de & par f, et noté f* (&). Soient E
Pespace fibré vectoriel défini par & et = l'application canonique de E
sur B. L’espace fibré vectoriel E’ défini par &' s’identifie, comme on
le voit facilement, au sous-espace de B’ X E formé des couples (2, £)
tels que f(z') = 7 (%), avec la topologie induite par la topologie produit.

Si f est l'injection canonique d’un sous-espace Y de B, & = f* (6)
s’appelle champ induit sur Y par & et se note & | Y. Un champ de vecteurs
sur Y continu relativement a & est, d’aprés la proposition 3, un champ
de vecteurs sur Y limite des champs de I' pour la convergence uni-
forme locale sur Y; autrement dit, c’est un champ de vecteurs continu
en chaque point de Y au sens du paragraphe 1. Un tel champ sera appelé
simplement champ de vecteurs continu sur Y.

Deux champs continus & et & d’espaces de Banach sur B seront
dits localement isomorphes si tout point ze B admet un voisinage Y
tel que les champs induits par & et & sur Y soient isomorphes.

DEFINITION 4. — Un champ continu d’espaces de Banach est dit loca-
lement Irivial s’il est localement isomorphe @ un champ constant.

On a une notion évidente de locale trivialité au sens faible.

LemME 1. — Soienl B un espace paracompact, Y une parlie fermée
de B, & = ((E (2)), I') un champ continu d’espaces de Banach sur B, x
(resp. y) un champ de vecteurs continu sur B (resp. Y), a un nombre > o
tel que || x(2) — y(2) || < asur Y. Il existex' €T lel que

[2' () —y@)]| <al2 surY, [[2' (2) —x(2)|| <2a sur B.

Il existe un recouvrement (V;) de Y par des parties ouvertes de B,
et, pour tout i€, un x;€l, tels que |[x;—y|| < a2 sur V.. En rem-
plagant (V,) par un recouvrement plus fin, on peut supposer le recou-
vrement (V,) localement fini. Soit (»;)) une famille de fonctions > o

continues dans B, subordonnée a (V,), telle que Zm = 1 sur Y (cf. [2]).

Soit x, =me,-. On a |, —yl| <a/2 sur Y, donc ||z, —x|| < 2a

sur un voisinage ouvert Z de Y. Soit f: B — [o, 1] une fonction continue
égale a 1 sur Y et a o sur B— Z. Posons

o (@) =2 (2) + (1 —[())2 (2).
n a
17@Q—y@ [ =lr@—y@ | <d>2 surY
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et
|2 (z) —x(2) || <2a sur B.

ProrosiTion 7. — Soient B un espace paracompact, Y une parlie
fermée de B, &= ((E (2)), I) un champ continu d’espaces de Banach
sur B, y un champ de vecteurs continu sur Y. Alors y se prolonge en un
champ de vecteurs continu sur B.

En raisonnant comme pour le lemme 1, on construit d’abord un z,el
tel que ||z, (z) —y (2) || <1 sur Y. Puis, appliquant le lemme 1 par
récurrence, on obtient une suite (x,) d’éléments de I' tels que
2. (2) —y @ || <2 sur Y et ||x,(2) — 2 (2) ]| <272 sur B.
Les x, convergent uniformément vers un z€I'. On a x (z) = y (z) sur Y.

ProrosiTioN 8. — Soient & = ((E (2)), I') un champ continu d’espaces
de Banach sur B, Y, et Y, deux parties fermées de B, x; un champ de
vecteurs continu sur Y;. On suppose que x, el x, coincident sur Y,nY..
Soit x le champ de vecteurs égal a x, sur Y,, a x, sur Y,. Alors x est
continu sur Y,V Y.

Si E est I'espace fibré vectoriel associé a &, les champs de vecteurs
continus sur Y, sont les sections continues de E | Y,; de méme pour Y,
et Y,uY,; d’ott la proposition.

ProrosiTioN 9. — Soient B un espace complétement réqulier, (Y,)ic1
un recouvrement ouvert de B; posons Y;; = Y,nY,;. Pour tout i€l,
soit &; = ((E;(2)), I')) un champ continu d’espaces de Banach sur Y.
Pour tous i, jel, soit ¢;; un isomorphisme de &;|Y;; sur &;| Y.
On suppose que, pour tous i, j, keI, on a ¢;; ¢jx = gu. Alors il existe un
champ continu & d’espaces de Banach sur B, ef, a un isomorphisme preés,
un seul, possédant la propriété suivante : pour tout i€ I, il existe un iso-
morphisme h; de &; sur | Y, tel que ¢q;; = hi' h; pour tous i, je I.

L’unicité est immeédiate, prouvons l'existence. Pour tout ze€ B, soit
I(z) # O lensemble des i€l tels que z€Y,. Si i, j€I(2), 9:; (2) est
un isomorphisme de E; (z) sur E; (), et ¢:; (2) 9,x(2) = gu: (2) si i, j, ke I(2).
Il existe donc un espace de Banach E (2), et, pour tout i€l (z), un
isomorphisme h; (z) de E;(z) sur E (z) tels que g¢;; (z) = h: (2)~' h; (2)
pour i, j € I (z). Il existe un ensemble A, et un seul de champs de vecteurs
définis sur Y; et a valeurs dans les E(z) tels que (h; (2)):er, soit un
isomorphisme de &; sur F; = ((E (2))-ev;, 8). EtTon a 7,|Y;; = F,;| Y,
quels que soient i, jel.

Ceci posé, soit I' ’'ensemble des x€ rIE (2) tels que x| Y;€A; pour

2ED
tout iel. Il est immédiat que I' vérifie les axiomes (CCy), (CCiy), (CCiv).
Montrons que I' vérifie (CCy). Soient z,€B et t€ E (z)). Soit i€l tel
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que z,€ Y. Soit V'Y, un voisinage de z, fermé dans B. Soit n : B—>R
une fonction continue égale & 1 en z, et 4 o dans B— V. Soit yei,
tel que y (z)) = 2. Soit  I'élément de | | E (2) égal & o dans B—V
€D

et 4 ny dans V. On a x (z,) = . On va montrer que z&l. Soit jeI
et montrons que x| Y,€4,. Il suffit de montrer que, pour tout z,€ Y,
x coincide dans un voisinage de z, avec un élément de A;. C’est immédiat
si z,¢ V. Supposons z,€ V. Alors z,€Y,;. Comme F;|Y;,;, =5;]Y;
et que x coincide, dans un voisinage de z,, avec un élément de A, notre
assertion est établie.

On a donc prouvé que & = ((E (z)), I') est un champ continu d’espaces
de Banach sur B. On a §|Y,; = #,, d’ou la proposition.

On dit que & s’obtient en recollant les &; a I'aide des g;;.

Soient B un espace localement compact, & = ((E (2)), I) un champ
continu d’espaces de Banach sur B, B’ 'espace compact déduit de B
par adjonction d’un point a l'infini w. Posons E’ (z) = E (z) pour z€ B,
E' (») = o. Soit I'" I'ensemble des champs de vecteurs z relatifs a
(E' (2)):ep tels que :

1°z|Bel;

20 [z || tend vers zéro a l'infini sur B;

3° x (w) = o.

PropositioNn 10. — &' = ((E' (2)):en, ') est un champ continu
d’espaces de Banach sur B', el &' | B s’idenlifie canoniquement a &.

Il est immédiat que I’ vérifie (CC;), (CCyy), (CC;); l'axiome (CCp)
résulte facilement de la compléte régularité de B. Soit I'; ’ensemble
des restrictions 4 B des éléments de I, c’est-a-dire l'ensemble des
éléments de I' qui tendent vers zéro a l'infini. Alors T’y est un sous-
ensemble total de I, et les transformés des éléments de I'; par les appli-
cations identiques des E (z) sont des champs de vecteurs continus relati-
vement & &' | B. Donc & = &' | B (prop. 6).

6. Sous-champs continus.

DEriNITION 5. — Soit 8 = ((E (2)), ) un champ continu d’espaces
de Banach sur B. Un sous-champ continu de & est un champ continu
&' = ((E' (2)), I'") d’espaces de Banach sur B tel que, pour tout z€B,
E’ (2) soit un sous-espace vectoriel fermé de E (z), muni de la norme induile,
et que I'cT.

11 résulte alors de I'axiome (CC; ) que I'" est formé des x el tels que
z () €E’ (z) pour tout ze B : en effet, si x vérifie ces propriétés, pour
tout ze B, il existe ' €l” tel que 2’ (z) =z (2), et 'on a [z — 2| <¢
au voisinage de z, donc x€I". Le sous-champ continu &’ est donc entie-
rement déterminé par la donnée des E’ (2).
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Supposons & donné. Pour tout z€B, on se donne un sous-espace
vectoriel fermé E’ (z) de E (z); pour que les E’ (z) définissent un sous-
champ continu &’ de &, il suffit qu’il existe A cl' tel que, pour tout
z€ B, A (z) soit une partie totale de E’ (). Ceci résulte de la proposition 3 :
en effet, I'ensemble des champs de vecteurs xel' tels que z (z) € E’ (2)
pour tout ze B vérifie alors (T)), (Ty) et (CC;.).

Si & est donné, et si Al est une partie quelconque, on définit un
sous-champ continu en prenant pour E’(z) le sous-espace vectoriel
fermé de E (z) engendré par A (z) : c’est le sous-champ continu de &
engendré par A.

Si & est un sous-champ continu de &, 1" est un sous-O© (B)-module
de I, et E' (z) = I (2) pour tout ze B, ce qui montre que &' est entie-
rement déterminé par I".

Supposons & donné. Pour qu’un sous-¢@ (B)-module 1" de I soit
Iensemble des champs de vecteurs continus d’un sous-champ continu
de &, il faut et il suffit que I vérifie (CCyv) : en effet, si I'” vérifie (CCyy),
I contient tous les champs de vecteurs continus du sous-champ continu &’
de & qu’il engendre (prop. 3).

Si I et I'” sont les sous-modules de I' correspondant a des sous-champs
continus & et &” de &, leur intersection I''NT" définit un sous-champ
continu &” = ((E"(2)), I'nT”") de & On a E"(2)cE (2)nE"(2),
mais 1'égalité n’a pas lieu en général. Par exemple, soit B = [o, 1|;
prenons pour & le champ constant défini par G2, de base canonique
(e1, €2); posons x' (z) = e, " (2) = e, + ze., et soient & et & les sous-
champs continus de & engendrés par 2’ et . On a E' (2)nE" (z) = o
si 2720, E"(0)nE" (0) = Ge,;; mais I'Nnl"" = o car tout champ z
de I'nI'" vérifie z (z) = o pour z # o donc aussi pour z = o.

Soient & et & deux champs continus d’espaces de Banach sur B et f :
&' — & un homomorphisme. Pour tout zeB, soit E” (z) I'adhérence
de f. (E' (z)) dans E (z). Les E” (z) définissent un sous-champ continu
de 6. Par contre, les noyaux des f. ne définissent pas en général un
sous-champ continu de &'.

Soient & = ((E(z)), I') un champ continu d’espaces de Banach sur B,
&' = ((E'(2)), ") un sous-champ continu de &, Y une partie de B. Posons
ElY=((E@):er),8|Y =(E"(2):er, A). SoitzeA. Pour que x€4’,
il faut et il suffit que x (z) € E’ (z) pour tout z€ Y : la condition est évi-
demment nécessaire; réciproquement, supposons-la remplie; soient z,€ Y
et = > o; il existe yeI' tel que ||y (z) —x (2) || < ¢ dans un voisinage
de z, relativement a Y, et y’ €A tel que ||y’ (z2) —y (2) || < = au voisinage
de z,, dou ze€A’.

ProrosiTioN 11. — Soit & = ((E (2)), I') un champ continu d’espaces
de Banach sur B, et pour tout ze B soit E' (z) un sous-espace vectoriel
fermé de E (z). Pour que les E' (z) définissent un sous-champ continu de &,
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il faut et, si B est paracompact, il suffit que pour tout x€l la fonction
d (z, E') qui, au point z€ B associe la distance de z (z) a E' (z), soit semi-
continue supérieurement.

Il faul : si les E'(z) définissent un sous-champ continu de &,
d(x, E') = inf,.er || x — 2’ || est semi-continue supérieurement comme
enveloppe inférieure d’une famille de fonctions continues.

11 suffit (d’apres [14], p. 368) : on suppose B paracompact. Pour tout
z,€B et tout € E' (z,) on veut construire un xel tel que z (z) = 2,
et x (z) € E’ (z) pour tout z. Pour cela, on va construire par récurrence
une suite (r,) d’éléments de T telle que x,(z)) =7y, d(xn E') <277,
et ||z, —x, || <2 "' pour n=> 1. Construisons x,. Il existe 2'el’
tel que z’ (z) = Z,. La fonction d (z', E') s’annule en z, donc reste <1
sur un voisinage Y, de z,. Soit » une fonction continue & support dans Y,
telle que 0 =Zn <1 et n(z) = 1. Alors x = nz' répond a la question.
Supposons z, , construit et construisons z,. Pour tout z€B, on a

d(@, ., E') < o1,

Donc il existe € E’' (z) tel que ||z, (z) —I| <27, Mais il existe
x' el tel que =’ (z) = =. Les inégalités

d@', E') <2 et X —2, || <ot

ont encore lieu sur un voisinage Y de z. Les Y forment un recouvrement
ouvert de Bj; soit (Y;) un recouvrement ouvert localement fini plus
fin, et soit (n;) une partition de I'unité subordonnée a (Y;); soit x; le
champ de vecteur correspondant a Y;. On peut supposer que z, €Y.,

no(2zo) = 1 et x,(z) =E,. Alors z, =me} répond a la question.

Les x, forment une suite de Cauchy pour la convergence uniforme et
ont pour limite un xel' qui vérifie d (x, E') = o.

CoROLLAIRE. — Soient B un espace paracompact, E, un espace de
Banach, &, le champ constant sur B défini par E,. Pour tout z€ B, soit
E (z) un sous-espace vectoriel fermé de E. Pour que les E (z) définissent
un sous-champ continu de &, il faut et il suffit que z— E (z) soit semi-
continu inférieurement, c’est-a-dire que, pour ftoute partie ouverte U de E,,
Uensemble des z€ B lels que E (z)nU £ @ soit ouvert.

Remarque. — La proposition 11 et son corollaire s’étendent au cas
ou B est régulier et localement paracompact (en particulier localement
compact).

ProrosiTioN 12, — Soit & = ((E (2)), I') un champ continu d’espaces
de Banach sur B. Soient z,, ..., x,€l. Pour tout ze B, soit E' (z) le
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sous-espace vectoriel de E (z) engendré par xz, (z), ..., Z.(z). Supposons
les x; (2) linéairement indépendants pour tout z€ B. Alors, pour tout zel,
la fonction d (x, E') est continue sur B.

Pour tout ze B, on a

d@ EYQ) = inf_[l2@)—ez@)—...— ezl

Soit z,€ B. 11 existe un voisinage V de z, et une constante finie » > o
tels que d(x, E') =~ . et ||z || <L » dans V. Pour tout zeV, soit A (2)
I’ensemble des (ci, ..., c,)€C tels que || ¢;x, (2) + ... 4 %0 (2) || <L 2 2
Pour z€ 'V, on a

d(z, E)(z) = ipgl_y||x(z)—c,x|(z)—. co—CaZn(2) |

D’aprés le paragraphe 1, remarque, il existe un voisinage Wc 'V de z,
et une constante finie v > o tels que

e P+...+ e lPZv]ax (@) +. ..+ cx,(2) |
quels que soient ¢, ..., c,€C et ze W. Donc il existe une partie

compacte A de G" telle que A (z) C A pour tout ze W. Ainsi, pour ze W,
on a

d(x, E') () = 1nfEAH (2 —cixi(2) —. . .—c.Zn(2) |].
Or ||z(z) —cizi () —...— c.x,(2) || est une fonction continue de
(¢iy ...5 €y, 2). Comme A est compact, on en conclut que d (x, E’) est

continu sur VnWw.

COROLLAIRE. — Soient B un espace compact, ((E (z)), I) un champ
continu d’espaces de Banach sur B, et x., ..., x,€l'. Munissons I' de
la topologie de la convergence uniforme sur B. L’ensemble M des xe€l
tels que x,, ..., x,, x soient linéairement indépendants en tout point de B
est une partie ouverte de I.

En effet, si x, ..., x, sont linéairement dépendants en un point
de B, on a M = (/. Sinon, il suffit d’appliquer la proposition 12.

7. Séparabilité.

DerintTioN 6. — Un champ continu d’espaces de Banach ((E (z)), I')
est séparable s’il existe un ensemble total dénombrable AcCT.

Soit & un champ continu séparable d’espaces de Banach sur B. Si
la topologie de B admet une base dénombrable, la topologie de I’espace
fibré vectoriel défini par & admet une base dénombrable,

ProrosiTioN 13. — Soient E un espace de Banach séparable et HC E
un sous-espace vectoriel fermé distinct de E. Soient B un espace compleé-
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lement réqulier, z, un point de B, & le champ constant sur B défini par E,
el &' le sous-champ continu de & défini par E'(z) = E si z 7 z, et E'(z,) = H.
Pour que &' soit séparable, il faut et il suffit que {z,| soit intersection
d’une famille dénombrable de voisinages de z,.

1l faut : soit (x,) une suite totale de champs continus de &’ c’est-a-dire
d’applications continues B->E telles que x,(z)€H. Posons

fu () = inf (d (x, (2), H), 1). Les f, sont continues et f =22‘" fn est

continue. Mais f~! (o) = { z, |, car si z % z, les z,(2) sont denses dans E

et f.(2) # o pour au moins un n. Alors les Y,= f—! <[o, % [ > sont des
voisinages de z, dont l'intersection se réduit a z,. '

I1 suffit : soient (e,) une suite totale d’éléments de E, (h,) une suite
totale d’éléments de H, (Y,) une suite de voisinages de z, telle que
NnY,=1{z/, et n, une fonction continue, & support dans Y,, et telle
que 7, (2) =1. Les h, et les (1—mn,)e, définissent une famille totale
dénombrable de champs de vecteurs continus relativement a é&'.

Remarque. — Soit B un produit non dénombrable d’intervalles (o, 1).
La proposition 13 permet de construire sur B un champ continu non
séparable ((H (2)), I) d’espaces hilbertiens, tel que chaque H (z) soit
séparable. On peut méme construire un tel champ sur [o, 1]. On a
toutefois la proposition suivante :

ProrositioN 14. — Soient B un espace métrisable a base dénombrable,
& = ((E (), I) un champ continu localement {irivial au sens faible
d’espaces de Banach sur B. Si chaque E (2) est séparable, & est séparable.

Soit (U,) un recouvrement ouvert dénombrable de B tel que chaque
&1 U, soit trivial au sens faible. Soit (V,) un recouvrement ouvert de B

tel que V,c U, pour tout n. Pour tout n, il existe une suite (z,,) de
champs de vecteurs définis, bornés et continus sur U,, telle que, pour
tout ze U, les x,,, (z) soient partout denses dans E (z). Soitn,: B— (o, 1)
une fonction continue égale a 1 sur V, et a o sur B— U,. Soit y,. le
champ de vecteurs sur B égal 4 1,2,, sur U, et a o sur B—U,. Size U,,
Yum est continu dans un voisinage de z; si ze B— Uy, et si ¢ > o, il existe
un voisinage de z dans lequel || Y. || < ¢; tout ceci prouve que y,,€l.
Soient ze B et € E (z). 11 existe n tel que ze€ V,; alors £ est limite de
vecteurs . (z) = Yum (2). Donc les y,, forment un ensemble total
dans I

8. Compléments divers. — Signalons sans démonstration les
résultats suivants :

10 Soient B un espace topologique, & un champ continu d’espaces
de Banach sur B, E l'espace fibré vectoriel défini par &, E’ un espace
fibré vectoriel sur B localement isomorphe a E.

BULL. 80C. MATH. — T. 91, FASC. 3. 16
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a. Si B est complétement régulier, E’ peut étre défini par un champ
continu d’espaces de Banach sur B.

b. On obtient un contre-exemple en prenant pour B l'espace (non
séparé) quotient de (—1, +1) X {o, 1| par la relation d’équivalence
identifiant (f, o) & (¢, 1) pour tout { £ o.

20 Soient & = ((E (2)), I') et &" = ((E' (2)), I'") deux champs continus
d’espaces de Banach sur B.

a. Si zeB, tout zeT tel que x (z) = o se met sous la forme fz’, avec
2'el, feo (B), f(z) = o [on peut prendre f(z) = || x (2) ||'/?]. Par suite,
toute application © (B)-linéaire ¢ : I' I est donnée par une famille
(9:):es o0 @ : E (z) > E’ (z) est G-linéaire.

b. Si tout point de B admet un systéme fondamental dénombrable
de voisinages, pour que ¢ définisse un homomorphisme de & dans &,
il suffit que les 9. soient continues.

c. Si B est métrique et n’a aucun point isolé, toute application
O (B)-linéaire de I' dans I'' définit un homomorphisme de & dans &'.

3° a. Soient & = ((E (z)), I') un champ continu d’espaces de Banach
sur B, & = ((E' (2)), I'') un sous-champ continu de &, et xel. Alors
I’ensemble des z€ B tels que z (z)€ E’ (z) est un Gz de B.

b. Soient B un espace complétement régulier, Y un G; de B. Soient H,
un espace hilbertien de dimension hilbertienne &, & = ((E (2)), I)
le champ constant sur B défini par H,, x I’élément de I' défini par
x (2) = pour tout z (; élément fixé non nul de H,). Il existe un sous-
champ continu &' = ((E’ (z)), I'') de & tel que = (z) € E’ (z) si et seulement
si zeY.

4° Soient B un espace paracompact, & = ((E(2)), I'), & = ((E' (2)), I')
deux champs continus d’espaces de Banach sur B, f: 6 — &' un homo-
morphisme. On suppose que, pour tout z€B, f.(E(z)) est dense dans
E' (2). Alors, pour tout 2’ €I’ et pour toute he€ O+ (B) telle que h (z) > o
pour tout z€ B, il existe xeT tel que || f(x) —z' || < h.

Cuapitre II. — Champs continus d’espaces hilbertiens.

9. Définitions. Sommes hilbertiennes. — Soit & = ((H (2)), I)
un champ continu d’espaces hilbertiens sur B. Si x, ye€I', la fonction
z—>(x (2) | y (2)) est continue d’apres I'égalité

L@@ Y@ =2@) +y@ P —2E@—y@ [
+ille@) + y@)P—illz@)—iy@) |
Soit a un cardinal. Si, pour tout ze B, dim H (z) est égal 4 a, on dit

que & est de rang a. (Dans toute la suite, la seule notion de dimension
utilisée pour les espaces hilbertiens est celle de dimension hilbertienne.)
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On appelle champ continu de bases orthonormales (pour &) une famille
(z)ies d’éléments de I' telle que, pour tout ze€B, (z:(2)):e; soit une
base orthonormale de H (z). Pour que & soit trivial, il faut et il suffit
qu’il existe un champ continu de bases orthonormales pour &; la néces-
sité est évidente, la suffisance résulte de la proposition 6. S’il existe
une suite totale (z,) d’éléments de I telle que, pour tout z€ B, les x, (z)
soient linéairement indépendants, alors & est trivial : en effet, le procédé
d’orthonormalisation de Schmidt, appliqué aux x, en chaque point
de B, fournit un champ continu de bases orthonormales. En particulier,
si & est de rang N, et trivial au sens faible, & est trivial.

Soient & = ((H (2)), I') un champ continu d’espaces hilbertiens
sur B, ¥ = ({:);cp un homomorphisme de & dans &. On suppose que,
pour tout z€ B, {. est hermitien. Soit p : R — G une fonction continue.
Pour tout ze B, posons Y, = p (}.), qui est un opérateur normal dans
H (2). Alors (J.)-ep est un homomorphisme de & dans & : ceci est
immédiat si p est un polynéme; dans le cas général, p est limite uni-
forme sur tout compact de polyndmes, et la fonction z— || .| est
localement bornée, d’oit notre asserticn.

Soient & = ((H (2)), I') et & = ((H' (2)), I") deux champs continus
d’espaces hilbertiens sur B, ¢ = (¢.);e s un homomorphisme de & dans &'.
Pour tout ze B, ¢ est une application linéaire continue de H’ (z) dans
H (z); mais en général ¢* = (91).cp n’est pas un homomorphisme de &'
dans &, comme on le voit facilement déja dans le cas o & = &' est
un champ constant. Si ¢* est un homomorphisme de &' dans &, on dit
que ¢ est fransposable. Supposons ¢ transposable, et supposons que ¢
soit un isomorphisme au sens faible (auquel cas ¢* est un isomorphisme
au sens faible). On va montrer qu’alors & et &' sont isomorphes (cf. a
ce sujet le probléeme 4 du paragraphe 19). En effet, d’aprés I’alinéa
précédent, ((¢: 9:)~"*):cp est un homomorphisme de & dans &; donc
(9 (9% 92)"*).ep est un homomorphisme de & dans &'; mais, pour
tout ze€B, 9. (9; ¢:)"'* est un isomorphisme isométrique de H (z)
sur H' (z), et notre assertion résulte de la proposition 6.

Soit I un ensemble. Pour tout i€ I, soit &; = ((H; (z)), I';) un champ
continu d’espaces hilbertiens sur B. Pour tout zeB, posons
H(z) =P H:(2), et identifions les H;(z) 4 des sous-espaces de H (z).

iel

Soit I'" I’ensemble des sommes Z Z;, ot 2;€T; et out J est une partie
ieJ .
finie de I. Soit T I'ensemble des champs de vecteurs z— x (z) € H (2)
tels que, pour tout z,€ B et tout ¢ > o, il existe un voisinage V de z,
et un yeI’ tels que ||z (z) —y (2) || =< ¢ dans V. Alors & = ((H (2)), I)
est un champ continu d’espaces hilbertiens sur B (prop. 3) appelé somme

hilbertienne des &; et noté P &.. 11 est immédiat que les & s’identifient
iel
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4 des sous-champs continus de 6. Réciproquement, soit & = ((H (2)), I)

un champ continu d’espaces hilbertiens sur B, et supposons que, pour

tout ze B, H (z) soit somme hilbertienne de sous-espaces H; (z) (i€ l).

Supposons que, pour tout i€l, les H,;(z) définissent un sous-champ

continu &; de &. Soit & =P & = ((H' (2)), I'"). Soit U (z) l'isomor-
i€l

phisme canonique de H (z) sur H' (z). Les U (z) définissent un iso-
. morphisme de & sur &' (prop. 6) par lequel on identifie ces deux champs.

ProrosiTioN 15. — Pour fout i€ I, soit &, = ((H: (2)), I';) un champ
continu d’espaces hilbertiens sur B. Soit &6 = & = ((H (2)), ). Soit
iel

z->x (2)€H (z) un champ de vecteurs sur B, et soit x; (z) = Py,  (2).
Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) zeT’;
(ii) ;€I pour tout i, et, pour tout z,€B et lout : > o, il existe un
voisinage V de z, et une partie finie J de I lels que || x (2) —2 2 (2) || < ¢
i€l

sur V;
(iii) z;€T; pour lout i, et la fonction || x || est conlinue.
(ii) = (i) : évident.
(i) = (iii) : supposons xel'. La fonction ||z | est continue. D’autre

part, soient z,€B et ¢ > o. Il existe une somme finie 2 y; (ou y;el’y)
iel

et un voisinage V de z, tels que ~ ¢ dans V. Donc,

2 (@) — X, 5 (2)
dans V, || x;(z) —y: (2) || < ¢ pour ieJ etf,eHJx,- (2) || = ¢ pour iel — J.

Ceci prouve que z;€TI'; pour tout i.

. (iii) = (ii) : supposons vérifiée la condition (iii). Soient z,€ B et : >> o.
x (2)) — Z x; (20)

ieds

=Pmmw—2wmmq”

ieJ

Soit J une partie finie de I telle que < ¢ La fonction

Z—>

x(2) —Z z:(2)

ielr

est continue, donc reste << : dans un voisinage de z,.

ProposiTION 16. — Soit & = ((H (2)), I') un champ continu d’espaces
hilbertiens sur B. Soit I un ensemble. Supposons que, pour tout z< B,
H (z) soit somme hilbertienne de sous-espaces H;(z) (i€l). Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout icl, les H,(z) définissent un sous-champ continu &,
de &;
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(i) pour tout x€T et tout i€l, le champ de vecteurs z-> Py, x (2)
est continu;

(iii) pour tout xel et tout i€l, la fonction z— || Py, 5z (2) | est
continue.

(ii) = (i) : évident.

(i) = (iii) : si (i) est vérifié, on a vu que & s’identifie a P &, et (111)
est vérifié d’apres la proposition 15.

(iii) = (ii) : supposons (iii) vérifié; soient z€l, i€l, z,€B, ¢ > o,
et yel tel que y (2)) = Pu sy T (2). On a

1Py 2(@) =y @[ Z | Pryiay (@) —y @) | + 1§(2) — Py @) ||
=[Pus@@—y@ I + y@) [P— 1Py @) '] *

La derniére expression est fonction continue de z (puisque r—yel
et yeI) et s’annule en z,, donc est =< : au voisinage de z,. Donc le
champ de vecteurs z — Py, « (z) est continu. D’ou la proposition.

Soient & = ((H (z)), I) un champ continu d’espaces hilbertiens,
&' = ((H' (2)), I'") un sous-champ continu de & On dit que &' est
facteur direct de & s’il existe un sous-champ continu &” de & tel que
& =86@ &’ cest-a-dire si les H (z) © H' (z) définissent un sous-champ
continu de &. On pose alors 6" = 68 &'.

ProrositioN 17. — Soient & = ((H (2)), I') un champ continu d’espaces
hilbertiens sur B. Soit & = ((H' (z)), I'') un sous-champ continu de rang
fini de &. Alors &' est facteur direct dans &.

D’aprés la proposition 16, la propriété a vérifier est de nature locale.
On peut donc supposer &' trivial (cf. § 10, remarque). Il existe alors des
éléments z,, ..., x, de I tels que, pour tout z€ B, les z; (z) constituent
une base orthonormale de H' (z). Soit x€T. Le champ

2> Puo2(@) = D, (@(@) | %:(2) @.(2)

i=1
est continu. Il suffit alors d’appliquer la proposition 16.

Remarque 1. — Par contre, un champ trivial 6 de rang §, peut admettre
un sous-champ continu &' qui n’est pas facteur direct comme le montre
tout de suite la proposition 11. Le sous-champ &' peut méme étre
trivial (cf. théoréme 5).

Remarque 2. — Soient & = ((H (2)), I') un champ continu d’espaces
hilbertiens sur B, & = ((H' (2)), [') un sous-champ continu, i (2)
I'injection canonique de H’' (z) dans H (z), et p (z) = i (2)*, qui est le
projecteur orthogonal de H (z) sur H'(z). Posons p = (p (2)):es
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i = (i (2)):e5, de sorte que i est un homomorphisme de & dans &. Alors
les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) & est facteur direct de &;

(ii) p est un homomorphisme de & dans &';

(iii) i est transposable.

En effet (i) = (ii) < (iii) est clair. Si (ii) est vérifié, (1 — p (2)):es
est un homomorphisme de & dans &, donc les H (z) © H' (z) définissent
un sous-champ continu de &.

10. Espace fibré principal défini par un champ de rang
constant. — Soient a un cardinal, et & = ((H (2)), I') un champ continu
d’espaces hilbertiens sur B, de rang a. Soit E l'espace fibré vectoriel
défini par & muni de sa projection = : E — B. Soient H un espace
hilbertien de dimension a, G le groupe unitaire de H, muni de la
topologie forte (ou, ce qui revient au méme, de la topologie faible).
Nous allons montrer que E est un espace fibré associé a un espace fibré
principal P de groupe G. En d’autres termes, nous allons construire
un espace topologique P muni d’une projection p : P — B, sur lequel G
opére a droite, et vérifier que :

1° p est continue et ouverte;

20 les classes d’équivalence définies par G dans P sont les fibres o~ (2),
G opérant de facon simplement transitive sur chaque fibre :

3¢ l'application P X G— P est continue ;

4o si A est le sous-espace de P x P formé des couples (u, v) tels
que p (u) = p (v), lapplication o:A— G définie par o (u,v) =g
si v = ug est continue.

50 G opérant sur P X H par ((u, f), g) — (ug, g'¢), E s’identifie
a lespace quotient de P X H par la relation d’équivalence que
définit G.

Nous définirons ’ensemble P comme I’ensemble des isomorphismes
H — H (z) (z variable dans B). Le groupe G opere a droite dans P par
I'application (U, V) - UV de P x G dans P. L’ensemble P est muni
d’une application naturelle surjective p:P — B; pour tout ze€B,
p~' (2) est l'ensemble des isomorphismes de H sur H (z). Les classes
d’équivalence définies par G dans P sont les ensembles o~ (2), et G
opére de fagon simplement transitive dans chaque p—! (z). L’ensemble P
s’identifie 4 un ensemble d’applications de H dans I’espace topologique E;
nous munirons P de la fopologie de la convergence simple dans H. Soient
T, ..., T, des tubes de E, et &, ...,%, des éléments de H; soit
W(T, ..., Tu; &1, ..., &) 'ensemble des UeP tels que

Ut eTy, ..., Ut eTy;



CHAMPS CONTINUS D’ESPACES HILBERTIENS. 249

comme les tubes forment une base de la topologie de E, les ensembles
de la forme W (T, ..., T»; &1, ..., £,) forment une base de la topo-
logie de P; comme U%,, ..., U%, ont méme projection sur B, on peut
de plus imposer & T, ..., T, d’avoir méme projection sur B. On peut
aussi imposer au systeme (%, ..., 5,) d’étre orthonormal, en écrivant
iy ..., £, comme combinaisons linéaires de n vecteurs orthonormaux.
Il est clair que p est une application continue de P sur B. Montrons que
cette application est ouverte. Soient U,e€W (T4, ..., Th; %15 - .5 20)s
ot (21, ..., E,) est orthonormal, et z, = p (U,). Il s’agit de montrer
que p(W(Ty, ..., Ta; &1, ..., Er) est un voisinage de z,; posons
T, =T (Y, xz,e); on a | Ulbi—x:(20) || <& (i=1,2,...,0n); donc,
pour tout z assez voisin de z, dans Y, il existe un systéme orthonormal
Ty «. ., Nn dans H(2) tel que ||mi—z: (@) <& ((=1,2,...,0),
autrement dit tel que n;€T;; si U est un isomorphisme de H sur H (z)
tel que Uty =y, ..., Uty =my, on a UeW (Ty, ..., Ta; E1y -0y En)s
donc zep (W (T4, ..., Ty; &1, ..., 5n)). Ceci prouve bien que I'appli-
cation p est ouverte.

Soient U,eP, V,eG, £y, ...,5,€H, 7, =U,V,(), T: un tube
contenant v,. Soit Ve G tel que || V&, — V& || <L e pouri=u, 2, ..., n.
Pour tout U€P, on a || UVE, — UV,% || L e D’autre part, UV,5 e T,
si U est assez voisin de U, dans P. Donc UV, T, pour U assez voisin
de U, dans P et V assez voisin de V, dans G. Ceci prouve que ’appli-
cation (U, V) - UV de P X G dans P est continue.

Soient U, e P, U, € P, V,€ G tels que U, = U, V,. Soient*%,, ..., t,€ H,
et ¢ > o. Soit T; = T (Y, z;, ¢) un tube contenant U,%. Si U est assez
voisin de U,, on a U%; € T;; si U’ est assez voisin de U\, on a U’ V5, € T;;
si de plus p (U) =p (U’), on voit que || U;;— U' V& || <2¢ dou
[| U—tU% — Vo || < 2 ¢ Ainsi I'application (U, U') - U'—'U, définie
sur I’ensemble A des couples (U, U')eP x P tels que p (U) = p (U'),
est une application continue de A dans G. Nous avons donc prouvé
que P est un espace fibré principal de base B et de groupe G.

Soit r l'application (U, %) — U% de P X H sur E. Il est immédiat
que cette application est continue. Montrons qu’elle est ouverte. Soient
U,eP, :;peH, z, =p (Uy). Soit B la boule ouverte de centre %, et de
rayon ¢ > o dans H. Soient (¢, ..., £,) un systéme orthonormal dans H,
Zi, ..., X, des champs continus de vecteurs tels que x;(z)) = U,%,
Y un voisinage de z, dans B, et T; = T (Y, z;, ¢). 1l s’agit de prouver
quer (W (T, ..., Tu; &1, ..., 2n) X B) est un voisinage de U,%, dans E.
Or soit x, un champ de vecteurs continu tel que x,(z0) = U,%o; et soit
. (@), ..., Yr(2)) le systéeme déduit de (x, (2), ..., x. (z)) par ortho-
normalisation [en diminuant au besoin Y, on peut supposer les z; (2)
linéairement indépendants pour tout ze€ Y]; comme (z, (z)), ..., 2. (25))
est orthonormal, on a [[y;(?)—x:(2)||->0 quand z->2z, donc
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y: (2) €T, pour z assez voisin de z,, et d’autre part
@:(2) [ 2:(2)) > (@:(20) | 20 (20)) = (i 20)-

Donc, étant donné ¢, > o, il existe un voisinage V de U,:, dans E
possédant la propriété suivante : si neV, on a ]]} 0|l — 1 % || ‘é &
et il existe dans H (7 (n)) un systéme orthonormal (y,, ..., y.) tel que
yeTiet |[(W|n)—(Cill)|<Lea (=1, ...,n). Siz a été pris assez
petit, il existe donc un isomorphisme U de H sur H (x (v)) qui trans-
forme %; en y; pour i = 1, ..., n, et tel que 7 soit I'image par U d’un
élémentde B;alors Ue W(T,, ..., Tu; %y, ..., 5),doncner(W(T,,...,T,;
Sty eees Bn) X B). Ainsi, Ver(W (T, ..., Tus &1, ..., %) X B). L’appli-
cation r est ouverte. Nous avons bien établi que E est un espace fibré
associé a P.

Pour que & soit trivial, il faut et il suffit que P admette une section
continue. La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement,
si P admet une section continue z — U (z), et si (%) est une base ortho-
normale de H, les champs de vecteurs z > U (2) £, sont continus; pour
tout zeB, les U (2) &, constituent une base orthonormale de H (z),
donc & est trivial. ‘

Remarque. — Supposons & de rang a fini. Alors & est localement
trivial, comme il résulte par orthonormalisation de la remarque du
paragraphe 1. Par contre & n’est pas trivial en général; la théorie des
espaces fibrés en fournit de nombreux exemples. Toutefois, si par
exemple B est paracompact et contractile, P est trivial, donc & est
trivial.

Dans le cas ou & est de rang infini, nous verrons que la situation est
trés différente.

11. Premier théoréme de trivialité.

LemME 2. — Soit H un espace hilbertien de dimension infinie. 1l exisle,
pour fout tefo, 1], un sous-espace vectoriel fermé H, de H ef, pour toul
te€lo, 1], une application linéaire isométrique U, de H, sur H, avec les
propriétés suivantes :

(i) le projecteur P, = Py, est une fonction fortement continue de [ € [o, 1];
H =H, Hy={o}.

(ii) les opérateurs U,P,, U;' sont des fonctions fortement continues de
telo, 1]; U, = 1.

Supposons d’abord dim H = §,, donc H identifiable & L’ ([o, 1}).
Soit H, I'ensemble des feL* ([o, 1]) telles que f(r) =o pour == I
La propriété (i) est immédiate. Sit€]o, 1] et f€ H,, on définit U,f € H par

(Uf) @) = Vif(t).
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On a
LU= [ tf@@ = [ ) Fd = 11k,

0 0

et il est clair que U, est une application linéaire isométrique de H, sur H;
si ge H, on a, pour o =~ x 1,

- B EWEAY
9@ = 79(7)
Soit fe H; on a
UPT—UPf = [ |Vif) —vT e [ de

et ceci tend vers zéro quand ¢ —>{. D’autre part

| U7 f— U fl = 21| f|F— > Re(UF* | U7 )
inf (7, 0] . —_—
=alifl—sre [ (7))

0

si par exemple { <, on a donc
, e VNN ,
107 f— U= fle—aRe [\ /ff@) (2 ) do

et ceci tend vers zéro quand ' > {. D’out la propriété (ii).

Si maintenant dim H est un cardinal infini quelconque, on peut
identifier H 4 un espace hilbertien K @ K’', out K et K’ sont des espaces
hilbertiens tels que dim K = §,. Il existe dans K des opérateurs P,, U,
avec les propriétés (i) et (ii), et il suffit de considérer les opérateurs P, ® 1,
U/ @1 dans H.

LemMeE 3. — Soient H un espace hilbertien de dimension infinie,
G le groupe unitaire de H muni de la topologie forte. Alors G est contractile.

Soient H,, P,, U, avec les propriétés du lemme 1. Pour Ue G et
{€]o, 1], posons

(l)(U, [) :(I—P1) —+ U;l ULY/Pz;

lopérateur @ (U, {) induit l'application identique dans H © H, et
induit dans H, lopérateur unitaire restriction de U;' UU,. Donc,
o (U, e G, et @ (U, 1) = U. Posons @ (U, o) = 1. 1l suffit de prouver
que l'application ® de G X [o, 1] dans G est continue. Sur G X ]Jo, 1],
ceci résulte aussitdot du lemme 1. D’autre part, supposons que
(U, )e G X Jo, 1] tende vers (U, o)e G X [o, 1]. Alors P, tend
fortement vers zéro, et, pour tout feH, || U;' UU. P, f|| = | P.f||—o,
donc @ (U’, t') tend fortement vers 1 = @ (U, o).
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LemMmE 4. — Soient E un espace fibré localement trivial, F sa fibre,
B sa base. On suppose F contractile et B paracompact. Alors, le faisceau &
des germes de sections continues de E est mou. En particulier, E admet
une section continue définie sur B.

Soient be B et U un voisinage ouvert de b tel que E soit trivial
au-dessus de U. Soient V une partie fermée de B contenue dans U
et s une section continue de  au-dessus de V. D’aprés [7], théoréme 341,
il suffit de prouver que s peut se prolonger en une section continue de F
au-dessus de U. D’aprés [7], théoréme 331, s se prolonge a4 un voisinage
de V; autrement dit, s est définie par une section continue { de E
au-dessus d’un voisinage V' de V, qu’on peut supposer contenu dans U.
Les sections continues de E au-dessus de U s’identifient aux appli-
cations continues de U dans F. Soit V" un voisinage de V tel que V' c V".
D’aprés [17], exposé 1, théoréme 1, £'| V" se prolonge en une section
continue de E au-dessus de U. Cette section définit une section continue
de & au-dessus de U qui prolonge s.

TuEOREME 1. — Soit & un champ continu d’espaces hilbertiens sur B,
de rang infini. Si & est localement trivial et B paracompact, & est {trivial.

Soit P I’espace fibré principal construit a partir de & comme au para-
graphe 10. Puisque & est localement trivial, P est localement trivial.
Puisque & est de rang infini, le groupe de P est contractile (lemme 3).
D’aprés le lemme 4, P admet une section continue définie sur B. Donc &
est trivial.

12. Grassmanniennes infinies. — Soit H un espace hilbertien.
Nous noterons G l’ensemble des projecteurs (orthogonaux) dans H.
Si 'on munit G de la topologie uniforme, on obtient un espace
métrisable G.. Si 'on munit G de la topologie forte (ou, ce qui revient
au méme, de la topologie faible), on obtient un espace topologique G,
qui est métrisable quand dim H < N,. On dira que G. et G, sont la
grassmannienne uniforme et la grassmannienne forte de H.

Soit &, le champ constant sur G, défini par H. Pour tout z€ G,
posons H (z) = z (H). Alors les H (z) définissent un sous-champ continu &
de &,. En effet, pour tout € H, l'application z— z () est un champ
continu relatif a &,, et z (})€ H (z) pour tout z€ G.; ceci prouve notre
assertion. On voit en méme temps que, si dim H == §&,, & est séparable.
Nous dirons que & est le champ canonique sur G,. Remarquons que
les H©O H (z) définissent aussi un sous-champ continu &' de &, et
que & P &' = &,.

De méme, soit @, le champ constant sur G, défini par H. Les H (2)
et les H QS H (z) définissent des sous-champs continus @ et @' de @,
tels que @ @ @' = @,. Nous dirons que @ est le champ canonique sur G,.



CHAMPS CONTINUS D’ESPACES HILBERTIENS. 253

Si dim H < Ko, ce champ est séparable. Les champs & et & sont les
images réciproques de @ et ®' pour I'application identique (continue)
de G, dans Gy.

Si Y est une partie de G, &| Y est le sous-champ du champ constant
sur Y correspondant & H défini par les H () (§6); autrement dit, les champs
de vecteurs continus de & | Y sont les applications continues x de Y dans H
telles que x (z)€ H (z) pour tout z€ Y. On a une remarque analogue
pour Gy.

Soient B un espace topologique, #¢, le champ constant sur B défini
par H. Soit #¢ = ((K (2)), I) un sous-champ continu facteur direct
de 4¢,. Posons, pour tout z€B, ¢ (z) = Pg;)€ Gy. D’aprés la pro-
position 16, ¢ est une application continue de B dans G,. Pour tout z€ B,
on a K (z) = H (¢ (2)). Soit x un champ de vecteurs continu relativement
a @; alors z— x (9 (2)) est une application continue de B dans H telle
que z (9 (2)) € K (z) pour tout ze€B, donc est un champ de vecteurs
continu relativement a #¢. Soit #¢’ le champ continu image réciproque
de @ par 9. On a 3¢’ = ((K (2)), I'"). D’aprés ce qui précéde, il existe
un ensemble AcI'nI" qui est total relativement a4 #¢ et ¢’. Donc les
applications identiques des K (z) définissent un isomorphisme de ¢
sur 3¢’ (prop. 6). Ainsi, on peut identifier 3¢ a ¢* (®@).

TuEorEME 2. — Soient H un espace hilbertien, G. la grassmannienne
uniforme de H, & le champ canonique sur G., a un cardinal infini,
B U'ensemble des éléments de G, qui sont de rang a. Alors & | B est trivial.

L’espace B est métrisable, donc paracompact. D’aprés le théoreme 1,
il suffit de prouver que &| B est localement trivial. Soit z,€B. Soit
B’ I'ensemble des z€ G, tels que || z— z, || < 1; pour z€ B’, la restriction
T. de z & H (z,) est un isomorphisme topologique de H (z,) sur H (z)
([16], p. 132), d’ou zeB. L’application z— zz, est continue pour la
topologie uniforme, donc aussi l'application z— T., donc aussi les
fonctions z—|| T: |, z— || T:'||. L’adjoint de T, est la restriction
de z, & H (z), car, pour t€ H (z) et 5, € H (z,), on a

(250120 = (%12 = (ol 203).

Lorsque z — u (z) est une application continue de B’ dans H telle que
u(z)e H, (z) [resp. H (z)] pour tout zeB’, alors z— T.u(z) [resp.
z— T (z)] est une application continue de B’ dans H. Il résulte de la
que (T:); =5 est un isomorphisme au sens faible de #¢ [champ constant
sur B’ défini par H (z,)] sur & | B’, et que cet isomorphisme est trans-
posable. Le théoréme résulte alors de ce qu'on a dit au paragraphe 9.

LemME 5. — Soient H un espace hilbertien, n un cardinal fini, B 'ensemble
des projecteurs de rang n dans H. Sur B, les topologies forte et uniforme
coincident.
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Soient z,€B et : > o. Soit (¢, ..., Z,) une base orthonormale de
zy (H). Si ze B est suffisamment voisin de z, pour la topologie forte,
| zZ2;— "% || est aussi petit qu'on veut, et les z?; constituent une base
de z (H); en orthonormalisant les zZ;, on voit qu’il existe un voisinage
fort V de z, dans B tel que, si z€ V, il existe dans z (H) une base ortho-
normale (ny, ..., n,) telle que ||n,— % ||<: (=1, ..., n). Soit Ze H
avec || || < 1. On a, pour ze V,

=D Gl — ]|

i==1

N Gl n— (Z1E)5

=1

lzZ—2z¢l =

+ 21l m—E) ([ a] < 2ne.

i—=1
D’ou le lemme.

Le lemme suivant sera complété plus loin (corollaire 1 du théoréme 3).

LemME 6. — Soient H un espace hilbertien de dimension infinie, G la
grassmannienne forte de H, @ le champ canonique sur G;, n un cardinal
fini, Y Uensemble des z€ G tels que z(H) soit de codimension n. Alors
@Y est trivial.

D’aprés le théoreme 2, il existe pour tout z€ Y une base orthonormale
(Gi (2))ier de z (H) telle que les applications z-—%;(z) de Y dans H
soient continues pour la topologie uniforme. D’aprés le lemme 5, la
topologie uniforme coincide avec la topologie forte sur Y, puisque
Papplication z — 1 — z est un homéomorphisme, a la fois pour la topo-
logie uniforme et pour la topologie forte, de Y sur I’ensemble des pro-
jecteurs de rang n de H. Donc les applications z - Z; (z) sont des champs
de vecteurs continus relativement a @ | Y.

ProposiTiON 18. — Soient & un champ continu d’espaces hilbertiens,
&' un sous-champ continu de rang fini n. Si & est trivial de rang infini,
& &' est trivial.

On peut supposer que & est le champ constant sur B défini par un
espace hilbertien H de dimension infinie. Pour tout sous-espace vectoriel
fermé K de H de codimension n, soit (;; (K));e; une base orthonormale
de K telle que les applications Py —> >; (K) soient continues pour la
topologie forte (lemme 6). Pour tout z€ B, soit K (z) I'espace hilbertien
associé a z dans le champ & © &'. L’application z > Py, est fortement
continue, donc les applications z->¢; (K (z)) sont continues; et,
pour tout zeB, les [; (K (z)) constituent une base orthonormale
de K (2).
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13. Deuxiéme théoréme de trivialité.

LEMME 7. — Soient & un champ continu d’espaces hilbertiens sur B,
Y une partie fermée de B, x un champ de vecteurs continu partout non nul
sur Y. On suppose & trivial de rang infini, et B paracompact. Alors x
se prolonge en un champ de vecteurs continu partout non nul sur B.

On peut supposer que & est le champ constant sur B défini par un
espace hilbertien H de dimension infinie. Soit ' un prolongement continu
de z 4 B (prop. 7). L’ensemble des z€B tels que z' (z)3£ o est un
voisinage ouvert de Y. L’espace H — { o} est contractile ([11], théo-
réme 3; ceci peut aussi se démontrer par un procédé analogue a celui
des lemmes 2-3). D’aprés [17], exposé 1, théoreme 1, il existe une appli-
cation continue de B dans H — { o} qui coincide avec z’ sur Y.

LemME 8. — Soient & un champ continu d’espaces hilbertiens sur B,
Y une partie fermée de B, x un champ de vecleurs continu partout non
nul sur Y. On suppose B paracompact, & de rang infini, et & frivial sur
B, B,—B,, B,—B,, ..., oi (B, By, ...) est une suile croissante
de parties fermées de B de réunion B. Alors x se prolonge en un champ
de vecteurs continu parfout non nul sur B.

Supposons construits un voisinage fermé V, de YuB, dans B et
un champ de vecteurs continu x, partout non nul sur V, prolongeant x.
Soit W, l'intérieur de V,. Alors B,.1n(V,— W,) est une partie fermée
de B...n(B—W,),et &|B,.1n (B— W,) est trivial. D’apres le lemme 7,
il existe un champ de vecteurs continu partout non nul =z, sur
B,..n(B—W,) qui coincide avec x, sur B,.;n(V,— W,). Soit z), le
champ de vecteurs qui coincide avec x, sur V, et avec z, sur
B..in(B—W,); il est continu (prop. 8) et partout non nulsur V,U B,.,;
d’aprés la proposition 7, il se prolonge en un champ de vecteurs continu
sur B; il existe un voisinage fermé V,., de!V,uUB,., dans lequel ce pro-
longement est non nul. On a donc construit un voisinage fermé V,., de
YuB,., contenant V, et un champ de vecteurs continu z,,, partout
non nul sur V, ., prolongeant x,. Continuant cette construction de proche
en proche, les x, définissent un champ de vecteurs continu partout non
nul sur B qui prolonge x.

LemME 9. — Soienf &, B, B, B,, ... comme au lemme 8. Soient x,
un champ de vecteurs continu sur B, et : > o. Il existe un champ de
vecleurs continu partout non nul x sur B lel que || x(2) — o (2) || = ¢
partout sur B. "

Soit Y I’ensemble des ze B tel que ||z, (2) || \ﬁ;, c’est une partie

fermée de B. Soit y un champ de vecteurs continu partout non nul
sur B prolongeant z,| Y (lemme 8). Posons y' (z) = |y ]I~ y (2).
Onal|y@|=r1etxz@ =]y ) sur Y. Soit f la fonction
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égale & || T, (z) || sur Y et a Z sur B— Y; comme || 2, (2) || = —;— en tout

point frontiere de Y, f est continue. Posons z (2) = f(2) y’ (2). Alors x
est un champ de vecteurs continu, x (2) 72 o partout, = (2) = x, (2)

sur Y, et [|2()—@ @) | <+ l@@ | < sur B—Y,

Remarque 1. — Dans les trois lemmes précédents, on peut remplacer
les espaces hilbertiens par des espaces de Banach; en effet, la sphére
unité d’'un espace de Banach de dimension infinie est contractile ([3],
corollaire 6.4).

LemMme 10. — Soient é, B, B,, B,, ... comme au lemme 8. Soient
Ty, Loy ..., n des champs de vecteurs continus orthonormaux sur B,
y un champ de vecteurs continu, et = > o. Il existe un champ de vecteurs
continu x,., possédant les propriétés suivantes :

(i) x1, T3y ..., Ty Sont orthonormaux sur B;
(ii) il existe des fonctions complexes continues fi, fs ..., fne1 sur B

n-+1

D fi@TE@—y @

i=1

telles que

iés partout sur B.

Pour tout z€ B, soient H (z) I’espace de Hilbert associé a z dans &,
H' (z) le sous-espace vectoriel engendré par ;(2), ..., T.(2), et
H" (z) = H (z2) © H' (z). Les H' (z) définissent un sous-champ continu &’
facteur direct de & (prop. 17) et €656 |B, €668 |B,— B,
&6 &' | B;— B,, ... sont triviaux (prop. 18). Soit y' (z) = Pz J (2).
D’aprés le lemme 9 appliqué & € & &’ et 4 y’, il existe un champ de
vecteurs continu x partout non nul relatif 4 8" tel que ||z (2) —y’ ()| <:
pour tout z. Posons z,., (z) = ||z () ||~ (). La propriété (i) est satis-
faite. D’autre part

Y @ E) @@ + [ 2G) 2@ —y ()

i=1

I
=10 —y@+rx@—y@ |l =lzE0—y@Il<-

TueoreME 3. — Soit & = ((H (2)), I') un champ continu d’espaces
hilbertiens sur B, séparable de rang x,. Soit (B, B,, ...) une suite crois-
sante de parties fermées de B, de réunion B. On suppose B paracompact
et & trivial sur B,, B, — B,, B; — B,, ... Alors & est trivial.

Soit (y:, Ys, . ..) une suite d’éléments de I' tels que, pour tout z€ B,
les y; (2) soient partout denses dans H (z). Grice au lemme 10, on peut
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construire par récurrence une suite (), Z», ...) d’éléments de T
possédant les propriétés suivantes : '

1° pour tout ze€ B, le systéme des x; (z) est orthonormal;
20 il existe des fonctions complexes continues fin, fan, ..., fr. sur B

N fin @) 2 (@) — Y (2)
i=1

Pour tout ze B, les combinaisons linéaires des x;(z) sont partout
denses dans H (z), donc (z; (z), x.(z), ...) est une base orthonormale
de H (z). D’ou le théoréme.

CoroLLAIRE 1. — Soient H un espace hilbertien de dimension x,, G/ la
grassmannienne forte de H, @ le champ canonique sur G,, B Uensemble
des z€ Gy tels que z (H) soit de codimension finie. Alors @ | B est trivial.

telles que = % partout sur B.

L’espace G est métrisable, donc B est paracompact. Soit Y, I’ensemble
des ze G tels que z (H) soit de codimension n (n = o, 1, 2, ...). Alors
® | Y, est trivial (lemme 6). Le champ ® | B est séparable et de rang ..
L’ensemble des projecteurs de rang =~ n (n fini) est fermé dans G,
autrement dit Y,uY,u...uY, est fermé dans G,. Le théoréme 3
prouve alors que @ | B est trivial.

Remarquons que, sur B, la topologie forte est distincte de la topologie
uniforme, de sorte que le corollaire 1 ne pourrait s’obtenir, comme le
lemme 6, par simple application du théoréme 2.

COROLLAIRE 2. — Soit & un champ continu d’espaces hilbertiens sur B,
séparable, de rang x,. Soit (B.)..) une famille bien ordonnée croissante
de parties ouvertes paracompactes de B lelles que B, = 0, B, = B, el

B, = U Bg quand « est un ordinal limite. On suppose & Irivial sur chaque
B<a
sous-ensemble B,., — B,. Alors & est trivial.
Soit @ > o un ordinal <. Supposons & |Bjg trivial pour $ < a.

Si « est un ordinal limite, on a B, = UB@, donc &| B, est trivial
B<a

d’apreés le théoréme 1. Sinon, on a « = a'+ 1, et les champs & | B,

&| B, — By sont triviaux; donc & | B, est trivial d’aprés le théoréme 3

appliqué a la suite de deux parties B, — By, B,, fermées dans B.

Le corollaire 2 s’obtient alors par induction transfinie.

Remarque 2. — La proposition 13 prouve qu’on ne peut supprimer,
dans le théoréme 3, I’hypothése que & est séparable.
14. Somme d’'un champ quelconque et d’'un champ trivial.

LemME 11. — Soient & = ((H (2)), I), 8’ = ((H' (2)), I'") deux champs
continus d’espaces hilbertiens sur B, et &" = &@ & = (H" (2)), T").
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On suppose & trivial de rang infini et B paracompact. Soient x,el'” et
¢ > o. Il existe un xel'" tel que, pour tout z€ B, on ait Py, x (z) # o et
lt@—2@[ ==

Soit ¥ (2) = Pz %, (2). On a yel. D’aprés le lemme 9, il existe un
y' el tel que y' (z)7#0 et |y (2) —y(2)|| < partout sur B. Soit
() =Yy @) + Pux(2). 11 est clair que = posséde les propriétés
requises.

LeEMME 12. — Soient &, &', 8" comme au lemme 11. Soient x;, ..., x,€l'’
des champs orthonormaux tels que les P x; (z) (1 < i< n) soient liné-
airement indépendants pour tout ze€ B. Soient yel'” et ¢ > o. Il existe
un x,..€l'" possédant les propriétés suivanies :

(i) i, T3, ..., Zuyy Sont orthonormaux sur B;

(ii) les Py: x; (2) (1 =1 = n + 1) sont linéairement indépendants pour
tout z;

(iii) il existe des fonctions complexes continues fi, f» ...,f,.. sur B
n+1
lelles que Zf,- (2) x:(z2) —y (2) || = ¢ partout sur B.
i=1

Soit K, (z) le sous-espace vectoriel de H (z) engendré par les Py, . x:(2)
(1 Z£i<n). Comme les Py x; (z) sont linéairement indépendants,
les K,(z) et les K (z) = H (z) © K, (z) définissent des sous-champs
continus D, et @ de & tels que & = @ P @, (prop. 17) et @ est trivial
de rang infini (prop. 18). Les L (z) = H' (z) @ K, (z) définissent le champ
&P w.Onax (2), ..., 2, (2)€L (2); soit K’ (z) le sous-espace vectoriel
de L (z) orthogonal aux z;(z); d’aprés la proposition 17, les K'(z)

L@
H't2) L
Kl(z)
J H(z) 5

K(2)

définissent un sous-champ continu @' de & @ @,. Le sous-espace
vectoriel de H" (z) orthogonal aux z;(z) est K" (z) = K (z) ® K’ (2);
les K" (z) définissent le sous-champ continu ®" = ® P @ de
& =86@e. On a y@E =G0 uE@)aE+y @ ave

i==1
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Y’ (2) € K" (z). D’aprés le lemme 11 appliqué a @, @', @”, y' et ¢, il existe
un xel'” possédant les propriétés suivantes :

1° T () € K" (2) pour tout z;

20 Pk, x (2) 7% o pour tout z;

30 |z (z) —y (2)|| L e pour tout z.

Soit .1 (2) =2 (2)/ || x (2) ||. La propriété (i) est satisfaite. On a
Py Prs x (2) = Pgs) % (2) % o, done Py, x (2) est linéairement indé-
pendant des Py, x; (z) (1 =1 = n), donc les Py, 2: (z) (1 £ i< n + 1)
sont linéairement indépendants. Enfin, on a

n I
\ Y 4@ 2E@) 1) + | 20) | 201 () —y @

i=1

=4 —y @ +2x@—y@) [ =lz@—y @ <.

TuEorREME 4. — Soit &' un champ continu d’espaces hilbertiens, séparable,
sur lespace paracompact B. Si & est un champ trivial de rang infini sur B,
& @ &' est isomorphe a & (donc trivial).

Si & est séparable, & @ &' est séparable et le lemme 12 permet de
construire, comme dans la démonstration du théoréme 3, une suite de
champs continus x;, :, ... relatifs a 6 @ &' qui forment en chaque
point de B une base orthonormale de I’espace hilbertien correspondant.
Donc & @ &' est isomorphe & &. Dans le cas général, on peut écrire
& =6, @ &, ou & et & sont triviaux et &, de rang n,. Alors & P &'
est isomorphe & (&' @ &) P &, donc a & P &, = & d’aprés ce qui
précede.

Remarque 1. — La proposition 13 montre facilement qu’on ne peut
supprimer, dans le théoréme 4, I'hypothése que & est séparable.

CoroLLAIRE 1. — Soit & un champ continu d’espaces hilbertiens, séparable,
sur 'espace paracompact B. Soient H un espace hilbertien de dimension x,,
Gy sa grassmannienne forte, @ le champ canonique sur G,. Il existe une
application continue ¢ de B dans Gy telle que & soit isomorphe a I'image
réciproque de @ par o.

Soit &, le champ constant sur B défini par H. D’aprés le théoréme 4,
on peut supposer que & est un sous-champ continu facteur direct de &,.
Le corollaire résulte alors de ce qu’on a dit au paragraphe 12.

Remarque 2. — Le corollaire 1 est l'analogue d’un résultat connu
sur les espaces fibrés vectoriels de rang fini. Mais ici, deux champs &
et & sur B non isomorphes peuvent donner lieu a des applications ¢
et ¢’ homotopes (cf. corollaire 1 du théoréme 6). D’ailleurs, le lemme 2
permet de montrer facilement que G, est contractile,

BULL. SOC. MATH, — T. 91, FASC, 3. 17
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CoroLLAIRE 2. — Soient & = ((H (2)), I') un champ continu d’espaces
hilbertiens sur B, séparable, et &' = ((H' (2)),I") un sous-champ continu
de &, Si B est métrisable, &' est séparable.

Soit H, un espace hilbertien de dimension x,. D’aprés le théoréme 4,
on peut supposer que & est un sous-champ continu du champ constant
sur B défini par H,. L’application z— H’ (z) de B dans I’ensemble des
parties fermées de H, est semi-continue inférieurement (corollaire de
la proposition 11). D’apreés [14], lemme 5.2, il existe une suite d’appli-
cations continues x;: B— H, telles que x;(z)€H’ (z) pour tout z et
telles que, pour tout z, les z (z) soient partout denses dans H' (z). Donc &’
est séparable.

Remarque 3. — La proposition 13 montre qu’'on ne peut supprimer,
dans le corollaire 2, I’hypothése que B est métrisable.

CoroLLAIRE 3. — Soif & un champ continu, séparable, d’espaces
hilbertiens, sur lUespace paracompact B. Soit I un ensemble infini. Pour
tout i€ I, soit &; un champ isomorphe a &. Alors @ &, est trivial.

iel
On se rameéne aussitot au cas ou Card I = §,. D’apres le théoréeme 1,

il suffit de prouver que € &; est localement trivial. On peut donc supposer
. iel

que & =& @ &", ou & est trivial de rang 1. Alors & =&; @& oun

&) est trivial de rang 1 et & est isomorphe a 8”. Donc () &; est isomorphe

a (Ppes)ed (@ &). Or @ &/ est séparable (car &” est séparable et

Card I = 8,), et P &; est trivial de rang infini. Il suffit alors d’appliquer

le théoréeme 4.

15. Troisiéme théoréme de trivialité. — Nous allons d’abord
rappeler un cas particulier du théoréme 1.2 de [15]. Soit B un espace
paracompact de dimension finie =~ n (c’est-a-dire que, pour tout recou-
vrement ouvert fini de B, il existe un recouvrement ouvert fini plus
fin d’ordre .=~ n). Soient A une partie fermée de B, Y un espace métrique
complet, ¢ une application semi-continue inférieurement de B dans
Pensemble des parties fermées non vides de Y. On suppose que, pour
tout ze B, ¢(z) est contractile. On suppose d’autre part I'existence d’un
2 > o tel que, pour tout z€ B et toute boule ouverte 2 de rayon = ¢,
dans Y, o (z)n 3 soit contractile. Alors, si f est une application continue
de A dans Y telle que f(z)€9 (2) pour tout ze€ Y, f se prolonge en une
application continue f’ de B dans Y telle que f'(z)€¢ (z) pour tout
z€B.

TuEorREME 5. — Soit & = ((H (2)), I') un champ continu séparable
d’espaces hilbertiens sur B, de rang x,. St B est paracompact de dimension
finie, & est trivial.
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Soit H, un espace hilbertien de dimension §,. D’aprés le théoréme 4,
on peut supposer que & est un sous-champ continu du champ constant
défini par H, sur B. Soit ¢ (z) la sphére unité de H (z). Le corollaire
de la proposition 11 entraine facilement que ¢ est une application semi-
continue inférieurement de B dans 'ensemble des parties fermées non
vides de H,. Chaque ¢ (z) est contractile ([11], théoréme 3). L’inter-
section de toute ¢ (z) et de toute boule ouverte de H, est contractile.
Soient A une partie fermée de B et x un champ de vecteurs continu sur A
(relativement a &), partout non nul. Alors, d’apreés le résultat de MicHAEL
rappelé plus haut, le !champ [z-— |z (2) ||~'.2 (z) se prolonge en un
élément de I' de norme 1 partout; donc x se prolonge en un élément de I'
partout non nul. A partir de 13, le théoréme 5 se démontre exactement
par la méme marche qui a fait passer du lemme 8 au théoréme 3.

Répétons qu’on peut construire sur[o. 1]Jun champ continu & d’espaces
hilbertiens, de rang s, non séparable; bien entendu, & est non trivial,

16. Existence de champs non triviaux.

LemMmeE 13. — Soient H, un espace hilbertien de dimension 2, B la
grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension 1 de H,, X U'espace
fibré vectoriel canonique sur B, de rang 1. Soit k un entier > 1. L’espace
fibré vectoriel X*, de rang k, admet B* pour base. Il n’existe aucune section
continue s : B — X* telle que s (b) # o pour tout b€ B*.

La classe de Chern totale de X (cf. [10]) est 1 + ¥, ol v est un géné-
rateur de H* (B, Z). Soient m, 7, ..., m; les projections canoniques
de B* sur les espaces facteurs. Posons =n} (y) = v;€ H* (B, Z). L’espace
fibré X* est le produit fibré de 7} (X), ..., 7} (X), donc sa classe de
Chern totale est (1 + v1) ... (1 4 7). Si X* admet une section continue
partout non nulle, X* est le produit fibré d’un espace fibré trivial de
rang 1, dont la classe de Chern totale est 1, par un espace fibré de
rang k — 1, dont la classe de Chern totale c ne comporte pas de terme
de degré > 2 k— 2. Comme on doit avoir (1 + v1) ... (1 + 1) = 1.¢,
on en conclut que vy, v» ... 7x = o, ce qui contredit la structure connue
de 'anneau H* (B%, Z).

TutoreME 6. — Soient H, un espace hilbertien de dimension 2, B la
grassmannienne des sous-espaces vecloriels de dimension 1 de H,,
B°=BXxXxBXBX..,.H=H,H,d H,DPD...,&lechamp constant
sur B* défini par H. Pour tout b = (b, b., ...)€B", soit

H®)=bP b P...

qui est un sous-espace vecloriel fermé de H. Les H (b) définissent un sous-
champ continu de &, soit @ = ((H (b)), A). Alors tout x€A sannule
au moins une fois. -
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L’application b — Py, est fortement continue donc les H (b) défi-
nissent bien un sous-champ continu de &. Soit x€A. On a

(b)) = x (b1, bs,...) = 2:1(b) + 22(0) +. . ., avec x;(b)eb;,cH,.

Soit A, I’ensemble des b = (by, b, ...)€B” tels que
(b)) =2:(b) =...=2x,(b) = o.

Pour tout i > n, fixons un point b € B. L’application

(b1, ceey bn)_>2xi(bi, ceey bn’ blol—i-la bloz.-r‘n . )

=1

s’annule au moins une fois sur B* (lemme 13). Donc A, = @. Les A,
forment une suite décroissante de parties fermées de B”. Donc
AinAsn... =, ce qui prouve le théoreme.

CoroLLAIRE 1. — Soit I Ulintervalle (o, 1). Il existe sur Uespace
X =1x1x1IX...unchamp continu d’espaces hilbertiens &, séparable
el de rang s, tel que tout champ de vecteurs continu s’annule au moins
une fois. En particulier, & est non trivial.

Utilisons les notations du théoréme 6. On peut identifier B” a un
sous-espace fermé de X. Pour beX — B”, posons K (b) = H; pour
beB~, posons K (b) = H (b). D’aprés le corollaire de la proposition 11,
les K (b) définissent un sous-champ continu & du champ constant sur X
correspondant a H. D’apres le corollaire 2 du théoréme 4, & est séparable.
11 est de rang ®,. Si x est un champ de vecteurs continu relatif 4 & sur X,
sa restriction & B” s’annule au moins une fois (théoréme 6).

CoROLLAIRE 2. — Soient H un espace hilbertien de dimension s,, Gy sa
grassmannienne forte, ¥ le champ canonique sur Gy, R 'ensemble desz€ Gy
tels que z (H) soit de dimension et de codimension infinies.

(1) Soit f une application continue de R dans H telle que f (z) €z (H)
pour tout z; il existe z,€R tel que f(z) = o.

(ii) Le champ 5| R n’est localement trivial en aucun point de R.

On peut identifier H a 1’espace noté également H dans le théoréme 6.
L’application b — Pg ;) du théoréme 6 est un homéomorphisme o de B”
sur une partie de R, de sorte que 5 | « (B*) s’'identifie au champ ® du
théoréme 6. Alors (i) résulte aussitét du théoréme 6. On voit que & | R
n’est pas trivial. D’aprés le théoréme 1, il existe un z,€ R tel que ¥ | R
soit non localement trivial en z,. Si z€R, il existe un opérateur unitaire
de H qui transforme z (H) en z,(H); donc & |R est non localement
trivial en z.
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Remarque. — On rapprochera ce dernier résultat du théoréme 2 et
du corollaire 1 du théoréme 3.

On voit que I’hypothése de dimension finie dans le théoréme 5 était
indispensable.

Le corollaire 1 du théoréme 6 permet, avec le paragraphe 10, de cons-
truire un espace fibré principal dont le groupe est métrisable et contractile,
dont la base est compacte, métrisable et contractile, et qui n’est pas
localement trivial.

17. Un autre exemple. — Le théoreme 4 conduit au probléme
suivant : soit & un champ continu séparable d’espaces hilbertiens,
admettant un sous-champ continu trivial de rang x,; alors & est-il
trivial ? Nous allons voir que la réponse est négative. Nous obtiendrons
en méme temps un exemple de champ non trivial trés différent des
exemples construits au paragraphe 16.

Soient H, un espace hilbertien de dimension infinie, B la boule unité
de H, munie de la topologie faible, #¢, le champ constant sur B défini
par H,. Soit I, I'ensemble des applications continues de B dans H,.
Soit Ge un espace hilbertien de dimension 1 engendré par un vecteur e tel
que |l e|| = 1. Pour tout z€ B, posons

H(z)=H, si ||z]|=1,
H@Ez)=H,Ce si [z] <r;
() =z+ (1—|z][*)"e.
Soit \ I’ensemble des champs de vecteurs de la famille (H (z)) de la

forme y + Az, ou yel',, 2€ G. L’ensemble A vérifie la condition (Tu)
de la proposition 3, car

1@+22)@IP=1g@ I+ 2Re@(@) | 22) + [ 2]

D’autre part, A vérifie évidemment la ‘condition (Ti). Soit
3 = ((H (z)), I) le champ continu d’espaces hilbertiens sur B tel que
I'> A. Alors 4¢, est un sous-champ continu de 4¢, puisque I'>T'. II est
clair que ¢ est séparable. On va prouver que #¢ n’est pas trivial, ce qui
résoudra le probleme posé.

LemMme 14. — Il n’existe aucun yel' lel que x(z) et y(z) soient
linéairement indépendants pour tout z€ B.

D’apres la proposition 2 et le corollaire de la proposition 12, s’il existe
un yel' tel que x(2) et y(z) soient linéairement indépendants pour
tout zeB, il en existe un de la forme y, + fr avec y,el’y, f€O(B).
Alors y, est une application continue de B (toujours munie de la topo-
logie faible) dans H (muni de la topologie forte) telle que

@ 14o(2) |20  pour tout z;
(if) Yo(z)¢CGz  pour | z|| =1
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Pour ze€ B, posons u(z) =y, (2) | y, (2) |['. Alors, u est une appli-
cation continue de B faible dans B forte, donc aussi de B faible dans
elle-méme; d’aprés le théoréme de Schauder-Tychonoff ([4], p. 456),
il existe z,€ B tel que u (z,) = z,. Alors,

lall=llu@)l=1 et go(z) =150() [l u(z0) = [ g (2) || 20,
ce qui contredit (ii). Ceci démontre le lemme.
ProposiTioN 19. — Le champ 3¢ n’est pas frivial.

Si ¢ était trivial (de rang infini), on pourrait le munir d’une struc-
ture de champ continu d’espaces hilbertiens sur le corps des quaternions.
Alors y = jx serait un champ de vecteurs continu de &, tel que y (z)
soit G-linéairement indépendant de x (z) pour tout ze€ B, contrairement
au lemme 14. (On peut également utiliser la proposition 18.)

On peut montrer que J¢ n’est localement trivial en aucun point de B.

18. Produit tensoriel de deux champs continus d’espaces hilber-
tiens. Champ conjugué. — Soient & = ((H (2)), I') et & = (H' (2)), I')
deux champs continus d’espaces hilbertiens sur B. Pour tout zeB,
soit

H'(@)=HE@QH @

le produit tensoriel hilbertien de H (z) et H' (z). Soit \ ’ensemble des
champs de vecteurs sur B a valeurs dans H" (z) de la forme

2> ¥ (2 ® % (),

i=1

ou x;e€l’, x; €l”. La fonction

n

=Y @@z @)@ @) | ()

ij=1

z—>

E z:(2) @ Z; (2)

=1

est continue. Les conditions (T;) et (Ty) de la proposition 3 sont ainsi

satisfaites. Il Jexiste donc un champ continu d’espaces hilbertiens

&" = ((H" (2)), I'") et un seul tel que I'">\. On posera 6" = & Q &
On vérifie facilement que si & est un champ trivial [de rang 1, & @ &

est canoniquement isomorphe a &, D’autre part, si & =P &, & ® &

iel
est canoniquement isomorphe a (P &; ® &'. Ces remarques, 'jointes au
iel
corollaire 3 du théoréme 4, prouvent le résultat suivant :

ProrosiTioN 20. — Soient B un espace paracompact, & un champ
continu séparable d’espaces hilbertiens sur B, & un champ continu trivial
d’espaces hilbertiens sur B, de rang infini. Alors, & ® &' est trivial.
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Par ailleurs, si & = ((H (2)), I') est un champ continu d’espaces
hilbertiens sur B, et si H (z) dénote I'espace hilbertien conjugué de H (z),
alors ((H (z))» I') est un champ continu d’espaces hilbertiens dit conjugué -

de & et noté &, On peut montrer que, si B est paracompact et & séparable
de rang n,, &R & est trivial.

19. Quelques problémes non résolus.

1°© Disons qu'un champ ((H (2)), I) sur B est ¢lémentaire si
dim H (z) = 1 sur une partie ouverte Y de B et H (z) = o dans B— Y.
Alors tout champ continu de rang infini d’espaces hilbertiens est-il
somme hilbertienne de champs élémentaires ?

20 Soient & = ((H (2)), I'), & = ((H' (2)), I'') deux champs continus
d’espaces hilbertiens sur B. Si & et & sont isomorphes au sens faible,
& et &' sont-ils isomorphes ?

Les problémes suivants ne se posent que dans le cas non séparable.

30 Tout champ continu d’espaces hilbertiens est-il isomorphe a un
sous-champ continu d’'un champ constant ?

4o Soient H un espace hilbertien de dimension > x,. G, sa grass-
mannienne forte, & le champ canonique sur G/, B I'ensemble des z€ G,
tels que z (H) soit de dimension x,. Alors & | B est-il séparable ?

Cnaeirre 11l — Champs continus de C*-algébres.

20. Préliminaires sur les C*-algébres élémentaires. — Soit A
une C*-algebre. On dira que A est élémentaire s’il existe un espace
hilbertien H tel que A soit isomorphe a la C*-algebre des opérateurs
compacts dans H. Les faits suivants sont bien connus : soient I et H’
deux espaces hilbertiens, A (resp. A’) la C*-algeébre des opérateurs
compacts dans H (resp. H'). Pour que A et A’ soient isomorphes, il faut
et il suffit que H et H' aient méme dimension. Tout isomorphisme de A
sur A’ provient d’'un isomorphisme de H sur H'. Deux isomorphismes o
et o' de H sur H' définissent le méme isomorphisme de A sur A’ si et
seulement si ¢’ = A¢, avec 2.€U, groupe des nombres complexes de
module 1. Le groupe G’ des automorphismes de A est canoniquement
isomorphe au quotient du groupe unitaire G de H par son centre, lui-
méme canoniquement isomorphe a U si H == o.

En particulier, I'ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt (resp.
de rang k) de A ne dépend pas de la réalisation de A dans un espace
hilbertien.

L’ensemble A° des opérateurs de Hilbert-Schmidt de A est un idéal
bilatére partout dense de A. Muni du produit scalaire

(a, b)— (a| b) = Tr (ab*) = Tr (b*a),



266 J. DIXMIER ET A. DOUADY.

c’est un espace hilbertien. Si p est un projecteur de rang 1, Ap est un
sous-espace vectoriel fermé de Ae, et les normes induites sur Ap par
la norme de A etla norme hilbertienne de A° coincident : en effet, siac A,
on a
(ap)* (ap) = pa*ap=7p (A== o0),
donc
Tr((ap)* (ap)) = 7 = || (ap)* (ap) || = || ap |*.

Si dim H = a, nous dirons que A est de rang a* (égal & a si a est
infini); lorsque a est fini, on retrouve la notion usuelle de rang de A.

Soient H un espace hilbertien, x€ H un vecteur de norme 1. Nous
poserons o« (H, x) = (A, p) ou A est la C*-algébre des opérateurs
compacts dans H et p le projecteur sur Gz.

Soient A une C*-algebre élémentaire, p€ A un projecteur de rang 1.
Nous poserons 3 (A, p) = (H, x), o H est lespace hilbertien Ap et
x = p.

LemMmE 15.

(i) Soient H un espace hilbertien, x€ H un vecteur de norme 1. Posons
o (H, ) = (4, p), de sorte que (3 (« (H, x)) = (Ap, p). Pour tout a€ Ap,
posons ¢ (a) = ax. Alors ¢ est un isomorphisme de Uespace hilbertien Ap
sur Uespace hilbertien H, tel que ¢ (p) = .

(ii) Soient A une C*-algébre élémentaire, p€ A un projecteur de rang 1.
Posons (3 (A, p) = (H, x), a(H, ) = (A’, p’). Pour fout ac A, soit 4 (a)
Uapplication linéaire de H = Ap dans lui-méme définie par ¢ (a)y = ay.
Alors { est un isomorphisme de la C*-algébre A sur la C*-algébre A’,
tel que 4 (p) = p'.

Adoptons les notations de (i). Il est clair que ¢ est linéaire et surjectif.
Si ae Ap, on a a = ap, donc

Tr(a*a) = Tr(pa*ap) = (a*ax|2) = | az |* = | ¢(a)

donc ¢ est isométrique. Enfin ¢ (p) = p (x) = .

Adoptons les notations de (ii). Il existe un espace hilbertien H, et
un r,€ H, de norme 1 tels que (4, p) s’'identifie & a(H,, Pcy,). Soit ¢,
I'isomorphisme de (H, ) sur (H,, x,) défini en (i). Pour tout a€ A et
tout be H, on a

9o (b (). b) = 9o (ab) = (ad) (x)) = a(¢s(b))

donc ¢ (@) = v;'ag, et ¢ est bien un isomorphisme de A sur A’ qui
transforme p en p’. D’ou le lemme.

Les isomorphismes ¢ et ¢ seront dits canoniques.
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Remarque 1. — Considérons les catégories suivantes :

(i) la catégorie des espaces hilbertiens munis d’un vecteur de norme 1;
(ii) la catégorie des C*-algébres élémentaires munies d’un projecteur
de rang 1;
(on prend pour morphismes les isomorphismes). Alors, o (resp. (),
prolongé de facon évidente aux isomorphismes, est un foncteur de la
catégorie (i) [resp. (ii)] dans la catégorie (ii) [resp. (i)]. D’aprés le lemme 15,
il y a équivalence de ces deux catégories.

Remarque 2. — Soient H et H' deux espaces hilbertiens, ¢ un iso-
morphisme de H sur H'. Soit L l'ensemble des applications linéaires
de H dans H' de la forme 4o, ou 2€G; si 4, p.€G, nous poserons
(do | po) = A; ainsi, L devient un espace hilbertien de dimension 1
sur G; si ¢’ est un autre isomorphisme de H sur H’ définissant le méme
ensemble L, on a ¢’ = g avec | 0| = 1, donc

(*o' | po’) = (Mo | p0o) = 100 = Ag;

la structure d’espace hilbertien de L est donc indépendante du choix
de o¢. D’ailleurs, si p, p’€L et si r€H est de norme 1, on a
le)=@(E e (). La norme hilbertienne d’un élément de L
coincide avec sa norme comme application linéaire de H dans H'.
L’application (p, *) = p (x) de L X H dans H’ définit une application
linéaire ¢ de L @ H dans H', et I'on vérifie que ¢ est un isomorphisme
(qui sera dit canonique) du produit tensoriel hilbertien L & H sur I’espace
hilbertien H'.

21. Champs continus de C*-algébres élémentaires.

DeriNiTioN 7. — Un champ continu de C*-algébres sur un espace
fopologique B est un champ continu & = ((A (z)), ®) d’espaces de Banach
sur B, chaque A (z) étant muni d’une structure de C*-algébre, et © étant

une sous-algébre involutive de l—l A (2).
ZEB

Cf. [5] et [13] pour cette définition.

Soit @ = ((A(2)), ® un champ continu d’espaces de Banach,
chaque A(z) étant muni d’une structure de C*-algébre. Pour que &
soit un champ continu de C*-algébres, il suffit qu’il existe un sous-
ensemble total de ©® stable pour le produit et I'involution.

Nous dirons qu'un champ continu @& = ((A (2)), ®) de C*-algebres
est un champ continu de C*-algébres élémentaires si chaque A (z) est
une C*-algébre élémentaire. Si en outre chaque A (z) est de rang a,
on dit que & est de rang a.



268 J. DIXMIER ET A. DOUADY.

Quand on parlera d’isomorphismes de champs de C*-algebres, il
s’agira bien entendu d’isomorphismes compatibles avec les structures
d’algebres involutives sur les fibres. De méme pour les notions de trivialité
et de trivialité locale.

DerinNTION 8. — Soif & un champ continu de C*-algébres élémentaires
sur B. On dit que A vérifie la condition de Fell si, pour lout z,€B, il
existe un voisinage Y de z, ef un champ de vecteurs p de &, défini et continu
sur Y, ltel que, pour tout z€'Y, p (z) soit un projecteur de rang 1.

Une condition trés voisine, dans un contexte un peu différent, a été
considérée par FeLL [5].

11 est clair qu'un champ localement trivial de C*-algebres ¢lémentaires
non nulles vérifie la condition de FerLrL; mais la réciproque est inexacte.

22. Champ continu de C(C*-algébres élémentaires associé a un
champ continu d’espaces hilbertiens. — Soit & = ((f{ (z)), I') un

champ continu d’espaces hilbertiens sur B. Pour tout ze€ B, soit A (2)

la C*-algébre des opérateurs compacts de H (z). Soit \cn A (2)

IEDL
I'ensemble des champs d’opérateurs de la forme 0., avec z, yel, ot
0., () est 'opérateur de rang -~ 1 dans H (z) défini par

0rr @) Q) = Cly@) ().

Le sous-espace vectoriel \ de | l A (z) engendré par \ vérifie les condi-
€D

tions (Ty) et (Ty) de la proposition 3 : la condition (1)) provient de
ce que tout opérateur compact est limite en norme de combinaisons
linéaires d’opérateurs de rang 1; la condition (T)) provient de ce que
[ 0cpay ) + Ospn, @) +. ..+ 0., o, (® | est fonction continue des
(z:(2) | x;(z)). Donc il existe un ensemble >\ et un seul tel que
= ((A(2)), ®) soit un champ continu d’espaces de Banach sur B.
L’ensemble \ est stable pour Iinvolution et le produit, car

0:,\ = 0.\*,..‘ et 0‘1',)‘- 0.1:’,}" = (m’ ‘ y) 0.:',9"-

11 en résulte que & est un champ continu de C*-algébres élémentaires
sur B, qui sera dit associé & ¢ et qui sera noté A (4¢). Il est clair que,
si JC est séparable, ¢t est séparable.

ProvrositioN 21. — Soient 3¢ = ((H (z)), I') un champ continu d’espaces
hilbertiens sur B, A = L (1) = ((4 (2)), 0).

(i) Tout a€® est un homomorphisme de 3¢ dans lui-méme.
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(ii) Soient a€®, z,€B ef ¢ > o; il existe un voisinage Y de z,, un
entier n et un homomorphisme p = (p (2))-er de 9¢|Y dans lui-méme
tel que chaque p (z) soit un projecteur de rang n vérifiant

lp(@a@p@)—a@)||<Le sur Y.

(iii) Soit a un champ de vecteurs relatif @ & de norme localement bornée.
On suppose que, pour fout z,€B et tout ¢ > o, la condition (ii) est
vérifiée. On suppose d’autre part que, pour tous x, yel, la fonction
z— (a (2)x (2) | y (2)) est continue. Alors a€ 0.

Si a€ 0, la fonction || a || est localement bornée. Si a€ A, il est clair
que a est un homomorphisme de 3¢ dans lui-méme (prop. 5). Tout a€®

est limite pour la convergence uniforme locale de champs de A (prop. 1),
donc est encore un homomorphisme de 4¢ dans lui-méme. D’out (i).

Soient a€®0, z,€B et ¢ > o. Prouvons (ii). Il suffit d’envisager le cas

ol aeA. Alors a (z,) est de rang fini, donc il existe un systéme ortho-
normal (%, ..., %,) dans H (z,) tel que p,a (z)) p, = a (z,) en désignant
par p, le projecteur orthogonal sur G:, +...+ G%,. Soient Y, un
voisinage de z, et x,, ..., x, des champs de vecteurs continus et ortho-
normaux sur Y, tels que ; (z)) = ;. Soit p (2) le projecteur orthogonal
sur Gz, (z) +...+ Gz, (2) dans H (2). Alors p = (p (2))-ey, est un
homomorphisme de €| Y, dans lui-méme, et p (z))a (z))p (20) = a (z,),
donc || p (@) a(z)p (z) —a(2) || = = dans un voisinage Y de z,. D’ou (ii).

Soit a un champ de vecteurs relatif & A vérifiant les conditions de (iii).
D’aprés ce qui précéde, tout be® vérifie aussi les conditions de (iii),
donc il en est de méme de a— b ([5], lemme 4.5); donc la fonction
z->|a(2)— b (2) | est continue ([5], lemme 4.7). Donc a€® (prop. 1).
D’ou la proposition.

23. Correspondance entre champs d’espaces hilbertiens et
champs de C*-algébres; résultats locaux. — Soit B un espace
topologique. Nous allons donner des définitions analogues a celles qui
précedent le lemme 15.

Soit ¢ un champ continu d’espaces hilbertiens sur B, muni d'un
champ de vecteurs continu = tel que | z| = 1. Nous poserons
% (3, x) = (&, p), ou € est le champ continu de C*-algebres élémentaires
sur B associé a 4C et ou p = 0, . (de sorte que p est un champ continu
relatif a @& de projecteurs de rang 1).

Soit @ un champ continu de C*-algébres élémentaires sur B, muni
d’'un champ continu p de projecteurs de rang 1. Nous poserons
B(a, p) = (¥, x), ou 4 et x sont définis de la maniére suivante. Soit
¢ = (9:):ep, OU 9@, est la multiplication & droite par p (z) dans A (z);
alors ¢ est un homomorphisme du champ continu d’espaces de Banach
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A dans lui-méme; l'image . (A (z)) = H (z) de ¢, est le sous-espace
vectoriel fermé A (z)p (z) de A (z), et nous savons que c’est un espace
hilbertien; les H (z) définissent un sous-champ continu 3¢ de &, et 3¢ est
donc un champ continu d’espaces hilbertiens sur B. D’autre part, on
pose x = p, de sorte que x est un champ de vecteurs continu rela-
tivement a J¢, tel que |z || = 1. Il est clair que, si & est séparable,
dC est séparable.

LEmME 16.

(i) Soient 3¢ un champ continu d’espaces hilbertiens sur B, muni d’un
champ de vecteurs continu x tel que ||z | =1, et (3¢, 2') = B (a (¥, 2)).
Posons 3¢ = ((H (2)), I'), 8’ = (H' (2)), I). Pour tout zeB, soit o,
Uisomorphisme canonique de H' (z) sur H (z). Alors ¢ = (¢:)-cp esl un
isomorphisme de #¢' sur 5 tel que o (x') = x.

(ii) Soient & un champ continu de C*-algébres élémentaires sur B, muni
d’'un champ continu p de projecteurs de rang 1, ef (&, p") = a (3 (&, p)).
Posons & = ((A (2)), ), &' = ((A' (2)), ©'). Pour tout zeB, soif .
Uisomorphisme canonique de A (z) sur A’ (z). Alors & = (Y.).ep est un
isomorphisme de & sur Q' fel que ¢ (p) = p'.

Adoptons les notations de (i). Il est clair que ¢ (x') = z. Soient yel’
ety =0,,€l”. On a

9:(Y' (2)) = 95,2 (2)2(2) = Yy (2)-

Ainsi, ¢~ (y) = y', ce qui prouve que ¢ est un isomorphisme de 3¢’
sur ¢ (prop. 6).

Adoptons les notations de (ii). Il est clair que ¢ (p) = p’. Pour montrer
que Y est un isomorphisme de & sur @', il suffit de montrer que ¢ (a) € 0’
pour tout a de la forme a’pa” (a’, a” €0) : en effet, les champs de cette
forme constituent un sous-ensemble total de ©. Mais si a = a’'pa”, ¥ (a)
est le champ de vecteurs de &' dont la valeur en z est 'opérateur qui,
a vp (2), (vy€A (z)), associe

a@pE)a’ (@) 7p@) =da @) Tr(p(z)a"(2) 1p@) p(2)
=@qp@|a*@)p@E)d(@)p ().
Donc ¢ (a)€0'.

Remarque 1. — Considérons les catégories suivantes :

(i) la catégorie des champs continus d’espaces hilbertiens munis
d’un champ de vecteurs continu x tel que ||z | = 1}

(ii) la catégorie des champs continus de C*-algeébres élémentaires
sur B, munis d’'un champ continu de projecteurs de rang 1;

(on prend pour morphismes les isomorphismes). Alors, « (resp. 8),
prolongé de facon évidente aux isomorphismes, est un foncteur de la
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catégorie (i) [resp. (ii)] dans la catégorie (i) [resp. (i)]. D’aprés le
lemme 16 il y a équivalence de ces deux catégories.

THEOREME 7. — Soient B un espace topologique, & un champ continu
de C*-algébres élémentaires sur B. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour lout z, € B, il existe un voisinage Y de z, et un champ continu ¢
d’espaces hilbertiens sur Y, avec H (z) # o pour tout z, tel que & | Y soil
isomorphe a & (3¢).

(ii) & vérifie la condition de Fell.

(i) = (ii). Soit z,€ B. Soient Y, un voisinage de z, et 3¢ un champ
continu d’espaces hilbertiens non nuls sur Y, tel que &Y, soit
isomorphe & @ (5¢). Soit - un élément non nul de H (z,). Soit  un champ
de vecteurs continu de J¢ tel que x (z,) = . L’ensemble Y des ze Y,
tels que x (z) = o est un voisinage de z,; posons gy (z) = ||z (2) ||~ = (2)
pour z€ Y. Le champ de vecteurs 0,,, de & (4¢) défini sur Y est un champ
de vecteurs continu sur Y, et 0, , (z) est un projecteur de rang 1 pour
tout z€ Y, ce qui montre que la condition de Fell est vérifiée.

(ii) = (i). Supposons que & vérifie la condition de Fell. Soit z,€ B.
Il existe un voisinage Y de z, et un champ continu p de projecteurs de
rang 1 de & défini sur Y. Posons B (& | Y, p) = (4¢, x). Alors, d’aprés
le lemme 16, & | Y est isomorphe a @ (3¢).

LeMME 17. — Soient 3¢ et ¢’ deux champs continus d’espaces hilberfiens
non nuls sur B, @& et Q' les champs associés de C*-algébres, f un isomor-
phisme de & sur &'. Pour fout z€ B, il existe un voisinage Y de z el un
isomorphisme de #¢|Y sur 3¢’ |Y qui induit f| Y.

Il existe un voisinage Y de z et un champ continu p de projecteurs
de rang 1 de @|Y. Alors p' = f(p) est un champ continu de pro-
jecteurs de rang 1 de &’ | Y. Quitte & diminuer Y, on peut supposer
qu’'il existe des champs de vecteurs continus x de 9¢| Y et " de a¢' | Y
de norme 1 tels que, pour tout z€ Y, p (2) et p’ (z) soient les projecteurs
définis par z (2) et «' (z). Alors f définit un isomorphisme g de (| Y, p)
sur (" | Y, p'), d’oit un isomorphisme de 3 (| Y, p) = B (« (5] Y, x))
sur ('Y, p') =B (x(¥|Y,x)). Compte tenu du lemme 16, on
obtient un isomorphisme de (9¢|Y, x) sur (9¢'|Y, x') qui induit g.

TurtorEME 8. — Soient B un espace topologique, 3¢ et 3¢’ deux champs
continus d’espaces hilbertiens non nuls sur B, & et Q' les champs associés
de C*-algébres. Pour que A et @' soient localement isomorphes, il faut
et il suffit que 3¢ et 3¢’ soient localement isomorphes.

La suffisance est évidente, la nécessité résulte du lemme 17.
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Remarque 2. — Soient 4 un champ continu d’espaces hilbertiens
sur B, & le champ associé de C*-algébres. On suppose ¢ de rang infini
et B paracompact. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) ¢ est trivial;
(i) @ est trivial;
(iii) #¢ est localement trivial;
(iv) @ est localement trivial.

En effet, (i) = (ii) = (iv) est évident, (iv) => (iii) d’aprés le théoréme 8,
et (iii) = (i) d’aprés le théoréme 1.

24. Correspondance entre champs d’espaces hilbertiens et
champs de C*-algébres; premier résultat global.

THEOREME 9. — Soient B un espace complétement régulier, 3¢ el 3¢
deux champs continus d’espaces hilbertiens non nuls sur B, ¢ et Q' les
champs associés de C*-algébres. Pour que et &' soient isomorphes, il
faut et il suffit qu’il existe un champ continu d’espaces hilbertiens sur B,
de rang 1, soil r, tel que d¢' soit isomorphe a £ & JC.

La condition est suffisante : supposons a¢' = £ @ JC; soient
&’ = ((H (2)), I), # = (L (2)), A); alors ¢ — 1 ® a est un isomorphisme
0. de l'algebre des opérateurs compacts dans H (z) sur l'algébre des
opérateurs compacts dans L (z) ® H (2); et (¢-):es est un isomorphisme
de & sur ¢,

Prouvons la nécessité. Soit ¢ = ({.).es un isomorphisme de & sur cU.
Posons 4¢ = ((H (2)), I'), 3¢’ = ((H' (2)), I'""). Pour tout ze€ B, {. provient
d’un isomorphisme de H (z) sur H'(z) bien défini a la multiplication
pres par un élément de U, et la remarque 2 du paragraphe 20 définit
un espace hilbertien L (z) de dimension 1 dont les éléments sont des
applications linéaires de H (z) dans H’ (z). La norme d'un élément
de L (z) pour la structure hilbertienne de L (z) coincide avec sa norme
comme application linéaire de H (z) dans H' (z). Soit £ I’ensemble des
champs de vecteurs sur B a valeurs dans les L (z) qui sont des homo-
morphismes de ¢ dans J¢’, Il est immédiat que Q vérifie les axiomes (CCr)
et (CCv); sir, r'eQ, et si el vérifie || x| = 1 au voisinage de z,€ B,
on a (r(z)|r @)= (@ETE|r()zx() au voisinage de z, donc
laxiome (CCyy) est vérifié; enfin, soit z,€B; d’aprés le lemme 17,
il existe un voisinage ouvert Y de z, et un isomorphisme s de 3|Y
sur 4¢'|'Y qui définit Y. en chaque point z de Y; soit f : B— G une
fonction continue bornée, nulle dans un voisinage de B — Y; alors
la fonction égale af(z) s (z) sur Y et a o sur B— Y est un élément de
qui peut prendre en z, une valeur arbitraire de L (z,); donc I'axiome
(CCn) est vérifié. Ainsi, © = ((L (2)), ) est un champ continu d’espaces



CHAMPS CONTINUS D’ESPACES HILBERTIENS. 273

hilbertiens sur B, de rang 1. Soit ¢. l'isomorphisme canonique
de L(z) @ H () sur H' (z). Si reQ et xel, le champ

2> 9:(r (@ ®z(2) =12 @)

est un élément de I' puisque r est un homomorphisme de ¢ dans ';
donc v = (v-).ep est un isomorphisme de £ & ¢ sur &' (prop. 6). Ceci
achéve de prouver le théoréme.

Remarque 1. — Méme si # est non trivial, #¢’ peut étre isomorphe
a J¢ (cf. prop. 20).

Remarque 2. — Supposons B paracompact. Comme un champ de
rang 1 est localement trivial, les classes de champs continus de rang 1
d’espaces hilbertiens sur B correspondent bijectivement aux éléments

de H' (B, ), en notant U le faisceau des germes d’applications continues
de B dans U. Considérons la suite exacte de groupes

O—-?Z%R;U»7>I,
ot 2 (x) = exp (2i7x). Comme R est fibré localement trivial sur U,
on en déduit une suite exacte de faisceaux

0->Z—>R—>U-—>1,
ou R désigne le faisceau des germes d’applications continues de B dans R.
D’ol une suite exacte de cohomologie

H"(B, ®) - H"(B, 1) — H*"'(B, Z) - H""' (B, R).
Or H* (B, R) = o pour n>>1 parce que R est fin, d’ou, comme il
est bien connu, un isomorphisme canonique
H"(B, U)— H"'(B, Z).

En particulier, H' (B, ) est canoniquement isomorphe a H* (B, Z),
et le théoréme 9 entraine le résultat suivant :

CoroLLAIRE. — Soient B un espace paracompact, 3¢ et 3¢’ deux champs
continus d’espaces hilbertiens non nuls sur B, ¢t et @' les champs associés
de C*-algébres. On suppose H* (B, Z) = o. Pour que ¢ el Q' soient
isomorphes, il faut et il suffit que & el 3¢’ soient isomorphes.

Remarque 3. — Avec les notations du théoréme 9, on a

¢ et ¢’ isomorphes = ¢t et &' isomorphes = d¢ et a¢" localement ise-
morphes.

La réciproque de la premiére implication est inexacte en général,
méme si I'on se limite aux champs séparables de rang x,. Soit, en effet,
& = ((H (2)), ') 1e champ du théoréme 6. Soit &t = ((4 (2)), A) le champ
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associé & &. Le champ & a été construit comme somme hilbertienne de
champs de rang 1; soient &,, &, ... ces champs. Alors le champ de
C*-algébres associé & & ® &, est isomorphe & & (th. 9); mais & et 8 ® &,
sont non isomorphes, car & ® &, admet le sous-champ trivial 8, ® &,,
de rang 1, alors que & n’admet aucun sous-champ trivial de rang 1
(théoréme 6).

La réciproque de la deuxiéme implication est inexacte, méme s1 I'on
se limite aux champs séparables de rang x,. En effet, reprenons le champ
& du théoréme 6. Soit & le champ sur I X I X I X ... déduit de & comme
au corollaire 1 du théoréme 6. Soit @, = @ (&,). Le champ & est somme
hilbertienne de sous-champs de rang 1; soit & le champ obtenu en
remplacant dans la construction de & le premier sous-champ de rang 1
par un champ de rang 1 trivial; soit &, le champ sur I x I x ... déduit
de & comme 'est &, de &; alors il existe un champ de vecteurs continu '
relatif a &' partout non nul; raisonnant comme au lemme 7, on voit
que ce champ se prolonge en un champ de vecteurs continusur X I X...,
relatif 4 &, partout non nul. Comparant avec le corollaire 1 du théoréme 6,
on voit que &' et &, sont non isomorphes. Comme H* (I X I X ..., Z) = o,
@, est non isomorphe & &) = A& (&)). Mais il est facile de voir que &,
et &, sont localement isomorphes.

25. Correspondance entre champs d’espaces hilbertiens et
champs de C*-algébres; deuxiéme résultat global.

LemMmE 18. — Soient 3¢ = ((H (2)), I') un champ continu d’espaces
hilbertiens sur B tel que H (z) 72 o pour tout z, et & = A (3¢). Pour qu’un
aufomorphisme ¢ de 3¢ induise Uidentité de @, il faut et il suffit qu’il soit
de la forme (u (2).1:):ep, 0U 1, désigne Uapplication identique de H (2),
et oit u est une application continue de B dans U.

La condition est évidemment suffisante. Montrons qu’elle est néces-
saire. Pour tout z€ B, ¢, est un automorphisme de H (z) qui induit
Iidentité sur l'algébre des opérateurs compacts de H (z); c’est donc
une homothétie de rapport u (z) € U. Montrons que u est une fonction
continue. Pour tout z,€ B, il existe un champ de vecteurs continu x
de ¢ qui soit # o dans un voisinage Y de z,. Sur Y, on a

u(@@ = (9:2(2) [2(@) | 2() I

Donc u est bien continue en z,.

Dans toute la suite de ce paragraphe, on désigne par B un espace
paracompact et par @& un champ continu de C*-algébres élémentaires
sur B vérifiant la condition de Fell. On va chercher sous quelle condition
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il existe un champ continu 4¢ d’espaces hilbertiens sur B tel que @ soit
isomorphe & 0 (). Si (Y.):es est une famille de parties de B, on posera

Yz’li;,...x,, = Yi,n Y,‘,f\ oo N Y,",
quels que soient i), ..., i,€l.

LemME 19. — I existe :

19 un recouvrement ouvert (Y,);e, de B;

20 pour lout i€l, un champ continu 3¢, d’espaces hilbertiens sur Y,
et un isomorphisme h; du champ associé de C*-algébres sur | Y;;

30 pour tous i, jel, un isomorphisme ¢;; de 3¢;|Y,; sur ¢ |Y;
qui induit U'isomorphisme h;' h; des champs associés de C*-algébres.

Il existe un recouvrement ouvert (U,).e« de B et, pour tout a€ A,
un champ continu J, d’espaces hilbertiens sur U, et un isomorphisme k
de @ (Ky) sur @ | U, (théoreme 7). Comme B est paracompact, on
peut supposer (U,) localement fini. Il existe un recouvrement ouvert
(Vo)res de B tel que V,c U, pour tout a. Posons Ky = Ky | Va.
Fixons provisoirement a€A et zeV,. Il existe un voisinage ouvert
W c V, de z et une partie finie A’ de A telle que Wn Vg = @ pour f& A'.
Soit 3 € A’. 1l existe un voisinage ouvert Wgc W de z et un isomorphisme
Wsn Vg sur & | Wan Vy qui induit k3" ks : c’est évident si zeEVg;
si zGT/g, on a z€ Ug, et notre assertion résulte du lemme 17. En défi-
nitive, comme A’ est fini, on obtient un voisinage ouvert W, .cC V, de z,
et, pour tout 3 € A, un isomorphisme de JC5 | Wy .n Vg sur Ko | Wo.n Vg
qui induit k;'ks. Ceci posé, 'ensemble I du lemme sera I'ensemble des
i=(2,2) ou z€A, zeV,; on posera Y,= W, 8¢ =XK,| W,
h; = ks | Wq,.. L'existence des g¢;; résulte aussitot de la construction
précédente.

de

LemMME 20. — On conserve les notations du lemme 19.

(i) Pour tlous i, j, kel, il existe une fonction confinue unique
Uit Y — U telle que ¢ 9 = Wijk Que

(ii) Les u;; définissent un 2-cocycle de (Y;) a valeurs dans le faisceau U
des germes d’applications continues de B dans U.

(iii) L’image v de ce cocycle dans H* (B, U) ne dépend que de A.

(i) résulte du lemme 18. Si i, j, k, l€ I, on a sur Y, :

Wk Wy Wijr = (970 9 9rr) (95l 9kt 9u) (97" 94 9)0)
= g7/ (9« 9ik') 91/ 91
= g7/ (Wjr 9i}') 9ij Gt
= Uijk,
dout (ii).

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASC. 3. 13



276 J. DIXMIER ET A. DOUADY.

Prouvons (iii). Soient (Yi).e.\, 96, hi, ¢y avec des propriétés ana-
logues a celles du lemme 19, (uiu,) le cocycle correspondant. Pour
prouver que (u;z) et () définissent le méme élément de H? (B, U),
on peut ([7], p. 222) remplacer (Y;) par un recouvrement plus fin, les
objets ¢, h;, g;; étant remplacés pas leurs restrictions aux ensembles
du nouveau recouvrement; et de méme pour (Y)). Ceci permet de
supposer, en raisonnant comme pour le lemme 19, que, pour tout iel
et tout A€ A, il existe un isomorphisme g; de ¢ | Yy sur 3¢ | Ya
qui induit lisomorphisme h;'h; des champs associés de C*-algébres.
Soit A I'ensemble somme de I et de A. Les données précédentes défi-
nissent un recouvrement (Y.).c., des ¢, h,(a€A), des ¢. (a, be A)
qui vérifient les propriétés du lemme 19, donc des uq. (a, b, c€ A).
D’aprés [7], p. 222, I'élément de H* (B, U) défini par (u..) est égal,
d’une part, & celui défini par (u;;+), d’autre part a celui défini par (uyu.)-
D’ol le lemme.

Rappelons qu’il existe un isomorphisme canonique

i : H*(B, W) H' (B, Z).

DeriniTION 9. — Soit v U'élément de H* (B, U) défini au lemme 20.
Son image canonique i(y) dans H* (B, Z) sera noté o (Q).

TutoreME 10. — Soif B un espace paracompact. Soit ¢ un champ
continu de C*-algébres élémentaires sur B, vérifiant la condition de Fell.
Pour qu’il existe un champ continu 3¢ d’espaces hilbertiens sur B tel que &
soit isomorphe a @ (8¢), il faut et il suffit que o () = o.

Il faut. Supposons @ isomorphe & @ (4¢). Dans la construction de ¢ (&),
on peut prendre pour recouvrement de B le recouvrement formé du
seul ensemble ouvert B. Tout 2-cocycle relatif & ce recouvrement est
cohomologue 4 o, donc ¢ (&) = o.

11 suffit. Si 0 () = o, il existe ([7], p. 224) des Y, 8¢, h;, g;; (i, j€I)
avec les propriétés du lemme 19, et des fonctions continues v;; : Y;; -~ U
telles que pour tous i, j, ke€l, on ait w;;; = vz v;}' v;;. Si T'on pose
g;; = vi}9:j, les isomorphismes g;;:¢;|Y:; — 3¢ | Y, vérifient

9 9k = Vi) 91j 9k U7k = Uik Ui Uijk Qi = G
et on peut définir un champ continu 9¢ d’espaces hilbertiens sur B
en recollant les 4¢; 4 laide des g;; (prop. 9). Soit ' = & (s¢). Il existe,
pour tout i € I, un isomorphisme h; de @' | Y;sur & | Y, et hi~' k; est induit

par 'automorphisme identique de #¢| Y;;, de sorte que h; = I, sur Y,;.
Les h'; définissent donc un isomorphisme de A’ sur c.

CoroLLAIRE. — Soit B un espace paracompact tel que

H*(B, Z) = H'(B, Z) = o.
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Il y a correspondance bijective canonique entre les classes de champs
continus d’espaces hilbertiens non nuls sur B et les classes de champs
continus de C*-algébres élémentaires sur B vérifiant la condition de Fell.

Remarque. — Pour toute partie ouverte Y de B, soit $ (Y) [resp.
A (Y)] la catégorie des champs continus sur Y d’espaces hilbertiens
non nuls (resp. des champs continus sur Y de C*-algébres élémentaires
vérifiant la condition de Fell), les morphismes étant les isomorphismes.
On définit ainsi des faisceaux de groupoides et A sur B, et les classes
a isomorphisme prés d’objets de $ (B) [resp. U (B)] correspondent
bijectivement aux éléments de H' (B, $) [resp. H' (B, MW]; cf. [9].
Les résultats précédents expriment une sorte d’exactitude des suites

I ~¥V>‘LL~>$ — W o,
H'(B, W) -~ H'(B, $)-» H' (B, A)— H*(B, ).

(La fléche e indique un groupe qui opere dans un ensemble.) L’hypo-
thése de paracompacité de B est probablement superflue si 'on prend
les groupes de cohomologie de Grothendieck. Mais la théorie de
GROTHENDIECK pour un faisceau de groupoides sur un espace non
paracompact n’a jamais été écrite.

Probléme. — Soient B un espace paracompact, & un champ continu
de C*-algébres élémentaires sur B, de rang x, vérifiant la condition
de Fell. Existe-t-il un champ continu ¢ d’espaces hilbertiens sur B
tel que A soit localement isomorphe a & (3¢) ? En d’autres termes
existe-t-il un champ continu @’ de C*-algébres sur B localement iso-
morphe a @ et tel que ¢ (') =o0?

26. Cas des champs localement triviaux.

Soit H, un espace hilbertien de dimension a > o; soit A, la C*-algébre
des opérateurs compacts de H,. Soit G (resp. G') le groupe des auto-
morphismes isométriques de H, (resp. A,), muni de la topologie de la
convergence simple. On a G’ = G/U, et U est le centre de G. D’apres
un résultat de WieNeRr ([1], p. 6-7), G est fibré localement trivial sur G
par T'application canonique. Il en résulte qu'on a une suite exacte
centrale de faisceaux de groupes sur B :

1>U—>G—>Gg —1,

ou U, G, g’ sont les faisceaux de germes d’applications continues de B
dans U, G, G'. .

Supposons B paracompact. D’aprés les travaux de DEDECKER,
FrRENKEL, GROTHENDIECK (c¢f. par exemple [8], chap. 5), on a alors
une application canonique

A: H'(B, ')~ H(B, ).
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Les classes a isomorphisme prés de champs localement triviaux de
C*-algebres élémentaires de rang a* sur B correspondent bijectivement
aux éléments de H!'(B, §'). Rappelons les raisonnements classiques
qui prouvent lexistence de cette correspondance. Soit @ un champ
localement trivial de C*-algébres élémentaires sur B, de rang @ Il existe
un recouvrement ouvert (Y,):e; de B et des isomorphismes h; :
aA; > Aa|Y, ou & est le champ constant sur Y; défini par A,.
Les ¢;; = h;'h; constituent un 1-cocycle du recouvrement a valeurs
dans ¢'. Il est facile de voir que 1’élément correspondant de H' (B, g')
ne dépend que de @, et non pas du choix de (Y;) et des h. Soit @' un
autre champ localement trivial de C*-algébres élémentaires sur B,
de rang a?; s’il existe des isomorphismes h: : &; -~ A’ | Y, et sile nouveau
cocycle (g;,) est cohomologue a (g), il existe des applications continues
ki : Y, > G' telles que

h'H,=k*hi"hjk;, sur Y,
d’ou
hik;hi' =h;k; ;™ sur Yy,

ce qui prouve que L et A’ sont isomorphes; il résulte de la que si un
méme élément de H' (B, §G') est associé a A et A’, A et A’ sont iso-
morphes. Enfin, tout élément de H' (B, §') provient d’'un champ continu
localement trivial de C*-algébres élémentaires sur B, de rang a : ceci
se voit en appliquant la proposition 9.

LemMmE 21. — Si lUon idenlifie canoniquement les classes de champs
localement triviaux de C*-algébres élémentaires de rang a sur B aux éléments
de H' (B, ¢'), les applications o et A s’identifient [H* (B, U) étant iden-
tifié a H* (B, Z)].

Soit @ un champ continu localement trivial de C*-algebres élémen-
taires sur B, de rang a. Soit ¢ I'élément correspondant de H' (B, g').
Introduisons les notations (Y,);es, h, g:;; comme ci-dessus, de telle
sorte que ¢ soit I'image de (¢;;) dans H' (B, ¢'). En choissant le recou-
vrement (Y;) assez fin, on peut supposer qu’il existe, pour tous i, j,
une application continue /;; de Y;; dans ¢ qui définisse g;; par passage
au quotient. Ceci posé, rappelons que A (¢) n’est autre que I'élément
de H: (B, L) correspondant au 2-cocycle (u;;x) que définit la formule
l;j Lir = u;uly. Soit 3¢; le champ constant d’espaces hilbertiens sur Y;
correspondant & H,. Alors ;= & (&), et I; est un isomorphisme
de 9¢;| Y,; sur 4¢;| Y; qui induit h;* h;. Comparant avec les lemmes 19
et 20, on voit que A (¢) = d ().

LemMME 22. — Soift 0o — Q —lf @B — € —o une suile exacle cenirale
de faisceaux de groupes sur un espace paracompact B. Si & est mou,
A H' (B, ¢)-—~H:(B, Q) est bijective.
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Injectivité. — Soit (c¢;;) un 1-cocycle du recouvrement localement
fini (Y,)-¢; & valeurs dans €. Quitte a remplacer (Y,) par un recouvrement
plus fin, on peut supposer (c;) = g ((b;;)) ou (b;;) est une cochaine
alternée de (Y,) a valeurs dans 3. Alors (a;x) défini par b;; b;x = by diji
est un a-cocycle de (Y;) a valeurs dans ¢ dont la classe est I'image de
celle de (c;;) par A. Soient (c;;) un autre cocycle, (b;;) et (a/;;) définis
comme ci-dessus, et supposons qu’il existe une cochaine (a;;) & valeurs
dans & telle que a;;; = a;jx a;;a;a; . Nous allons prouver que (ci;)
et (c;,) sont cohomologues, ce qui établira que A est injective. Rempla-
cant les b;; par les a;; b, ;, on est ramené au cas ol a;;x = ;. Soit (Y})ie:
un recouvrement ouvert tel que Y;C Y, pour tout i € I. Soit L ’ensemble
des couples (J, v), ot JCI, oul v = (v;);es> €t oU, pour tout i€ J, v; est
une section continue de & sur Y, tels que b}; = p;b;; v;' pour i, jeJ.
L’ensemble L est ordonné inductif. Notons encore (J, v) un élément
maximal de L. On va montrer que J = I, ce qui prouvera que (b;))
et (b;,), et a fortiori (c;;) et (c;;), sont cohomologues. Supposons qu’il
existe ie I—J. Soit Y = Y)n U—Y,’». Soit ze Y. Si j, et j, sont deux

jed
indices de J tels que z€ Y}, et z€ Y}, on a

b (2)0),(2) by, () = iy, (2) 0,,(2) b, (2)~ Dy (2) @i, (2)
= b/,(2) b},,(2) " 0,(2) by, (2) " @i, (2)
= b/,(2) @,;,(2) 7 1;,(2) by, (2) " @, (2)
= bi,,(29) v;,(2) by, ()"

Il résulte de la qu'on peut définir une section continue w; de @ sur Y
telle que b;;, = w;b;;v7' quel que soit jeJ. Comme @ est mou, w; se
prolonge en une section continue v, de @ sur Y, ce qui contredit la
maximalité de (J, v).

Surjectivité. — Soient (Y;);e; un recouvrement ouvert localement
fini de B, (a;;x) un 2-cocycle alterné de ce recouvrement a valeurs dans .
Soit (Y;) un recouvrement ouvert tel que Y.c Y. Soit L I’ensemble
des couples (J, b) ou JclI, b = (by),jer, et ou, pour tous i, jeJ,
bi; est une section continue de @3 sur Y;n Y, tels que by bjx = bu diji
pour i, j, ke J. L’ensemble L est ordonné inductif. Notons encore (J, b)
un élément maximal de L. On va montrer que J = I. Il en résultera
que les b;; | Y;; définissent par passage au quotient un 2-cocycle de (Y?)
a valeurs dans ¢, dont la classe de cohomologie a pour image, dans
H* (B, @), la classe de (a;x); la démonstration du lemme sera donc-
achevée.

Supposons qu’il existe iel—J. Soit M l'ensemble des couples

(K, b'), ot KcJ, b = (by);ex, et on, pour tout jeK, b, est une
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section continue de @ sur Y;n 7’;, tels que b, by = bxa; jx pour j, ke K.
Notons encore (K, b') un élément maximal de M. Montrons que K = J.
Sinon, soit jeJ — K. On peut définir une section continue 3 de @

sur Y;nY;n \ ’_Y’k telle que Bb;; = bua,ix quel que soit ke K; en
keK
effet, si k, l€ K, définissons B3, B, par Bx b = buajs, Birbj = buaii;
on en déduit
Bi by b @iz = bi bro azas i,
d’ou
Br= bu b7 aiji azi aji = bu bt aijr = Bi.

Comme @ est mou, on peut prolonger 3 en une section continue de
sur Yin 17_}, et ceci contredit la maximalité de (K, b'). Donc K = J.
Il existe par conséquent une famille (b;),c,, ou, pour tout jeJ, b,
est une section continue de @ sur Y;nY, avec b, b = by a,x pour
j» keJ. Alors les b;; et les b,; contredisent la maximalité de (J, b).

TutoriME 11. — Soient B un espace paracompact, a un cardinal
infini. L’application & — ¢ () définit une correspondance bijective
entre H* (B, Z) et les classes de champs localement triviaux de C*-algébres
élémentaires sur B, de rang a.

Reprenons les notations du début du paragraphe. D’aprés les lemmes 3
et4, g estmou. Donc A: H' (B, §') — H? (B, U) est bijective (lemme 22).
Il suffit alors d’appliquer le lemme 21.

Dans le théoréme 11, on se limite aux champs localement triviaux.
Mais cette restriction est parfois inessentielle :

THEOREME 12. — Soit & un champ continu de C*-algébres élémentaires
sur B, séparable, de rang s,, vérifiant la condition de Fell. Si B est para-
compact de dimension finie, & est localement trivial.

Soit z, € B. 1l existe un voisinage fermé Y de z, et un champ continu e
sur Y, relatif a @, tel que e (z) soit partout dans Y un projecteur de
rang 1. Posons 3 (A | Y, ) = (4¢, x). Alors 3¢ est séparable de rang w,,
et Y est paracompact de dimension finie, donc 4C est trivial (théoréme 5).
Or @ | Y est isomorphe a @ (3¢) (lemme 16), donc est trivial.

27. Application a l'étude de certaines C*-algébres. — Soit A
une CCR-algébre. Soit B son spectre que nous supposerons séparé;
c’est alors un espace localement compact. Tout élément z de B s’identifie
4 un idéal primitif de A; soit A (z) = A/z, qui est une C*-algebre élé-
mentaire non nulle. Tout x € A définit un champ de vecteurs z— z'(z) € A(z)
sur B, z' (z) étant I'image canonique de x dans A (z). Ces champs forment
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une sous-algébre involutive de I'algébre involutive de tous les champs
de vecteurs. Si x€ A, la fonction z— || 2’ (z) || est continue puisque B
est séparé ([13], th. 4.1). Pour tout ze B, I’ensemble des 2’ (z), ou x
parcourt A, est A (z) tout entier. Il existe donc un champ continu
@™ = ((A (2)), A) et un seul, tel que les champs 2’ (x€ A) soient continus
relativement & ®. Nous dirons que @ est le champ associé a A. Si A
est une C*-algébre a trace continue ([5], chap. IV), @ vérifie la condition
de Fell. Si A est séparable, @ est séparable et B est a base dénombrable,
donc paracompact.

Maintenant, partons d'un champ continu ® = ((4 (2)), A) de
C*-algébres élémentaires sur un espace localement compact B. Soit A
I'ensemble des yeA tels que ||y (z) || tende vers zéro a linfini sur B.
Pour ye A, posons || y]| = sglg |y () ]]. Alors A est une CCR-algébre

(cf. [5], chap. I, n°1) qui sera dite associée & ®. Supposons A (z) # o
pour tout zeB. Tout élément z de B définit un idéal primitif de A4,
4 savoir I'ensemble I, des y€ A tels que y (z) = o, et le quotient A/I;
est isomorphe a A (z); donc a z est associée une représentation irréduc-
tible de A et une seule (4 une équivalence prés). D’apres [5], corollaire
du théoréme 1.2, B s’identifie ainsi au spectre de A. Si @ vérifie la
condition de Fell, A est une C*-algébre a trace continue.

LeMME 23. — Soient A une C*-algébre a trace continue, ® = ((A (z), 4)
le champ continu de C*-algébres élémentaires non nulles associé a A, A’
la C*-algeébre a trace continue associée a @. Pour toutx € A, soit x' I'élément
de A défini par x. Alors x' € A’ et x — x' est un isomorphisme de A sur A’.

On a '€ A’ d’aprés [13], lemme 4.3. Il est clair que *— 2’ est un
homomorphisme de A dans A’. D’aprés [12], p. 411, cet homomorphisme
est isométrique. Il est surjectif d’aprés [13], théoreme 3.3. (Cf. aussi [5],
corollaire du théoréeme 1.4).

LemME 24. — Soient B un espace localement compact, ® = ((A (2)), 1)
un champ continu de C*-algébres élémentaires sur B, vérifiant la condition
de Fell. Soient A la C*-algébre a frace continue associée a @, et
@' = ((A’ (z)), A') le champ continu de C*-algébres élémentaires non
nulles associé a A. Pour tout z€ B, soit U (z) l'isomorphisme canonique
de A (z) sur A’ (z). Alors (U (2)):ep est un isomorphisme de & sur @'.

Les éléments de A constituent une famille totale de champs de
vecteurs continus relatifs & @. Or leurs transformés par (U (z)).es sont
des champs continus relatifs & @'. Le lemme résulte alors de la pro-
position 6.

DErINITION 10. — Soient A une C*-algébre séparable a trace continue,
B son spectre, @ le champ continu de C*-algébres élémentaires sur B associé
a A. Alors o (®)e H? (B; Z) sera noté aussi o (A).
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Etant donné un champ continu 4¢ d’espaces hilbertiens non nuls
sur un espace localement compact, on peut construire le champ continu
associé ct de C*-algebres élémentaires, puis la C*-algébre a trace continue
A associée & . Alors A est la C*-algébre dite dérivée de ¢ dans [5],
p. 258 : ceci résulte de la proposition 21.

THEOREME 13. — Soit A une C*-algébre séparable a trace continue. Pour
que A soit dérivée d’'un champ continu d’espaces hilbertiens, il faut et
il suffit que 0 (A) = o.

Ceci résulte des lemmes 23, 24 et du théoréme 10.

LemME 25. — Soient B un espace localement compact a base dénom-
brable, @ = ((A (z)), ®) un champ continu localement trivial de C*-algébres
élémentaires séparables sur B, A la C*-algébre associée a ®. Alors A
est séparable.

D’aprés la proposition 14, @ est séparable. D’autre part, grice a la
proposition 10, on se ramene au cas olt B est compact (métrisable).
Soit (x,) une suite totale d’éléments de ©. Soit (f,.) une suite partout
dense dans ¢ (B). Les f,x, sont des éléments de A. Montrons qu’ils
sont partout denses dans A. Soient xeA et > o. D’aprés la pro-

position 2, il existe g, ..., g,€¢ (B) telles que
le— g2 —...— gp, || < e
En choisissant convenablement les indices i, ..., i,, on aura

x—f,21—...—f,2,]| <L 2¢ d’ou le lemme.
Soit a un cardinal. Une C*-algébre A sera dite homogeéne de degré a

si toute représentation irréductible de A est de dimension a. Pour a
fini, on retrouve la définition de [5], p. 249, et [18], p. 498.

TutorEME 14. — Soif B un espace localement compact a base dénom-
brable, de dimension finie.

(i) Si A est une C*-algébre séparable a trace conlinue, homogéne de
degré ,, de spectre B, le champ continu de C*-algébres élémentaires sur B
associé a A est localement trivial.

(ii) L’application A — o (A) définit une bijection de [I'ensemble des
classes de C*-algébres séparables a frace continue, homogénes de degré s,
de spectre B, sur H* (B, Z).

(i) résulte du théoréme 12. Compte tenu de (i), (i) résulte des
lemmes 23, 24, 25 et du théoréme 11.

CoROLLAIRE. — Soit B un espace localement compact a base dénombrable,
de dimension finie, tel que H* (B, Z) = o. Soit A une C*-algébre séparable
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a lrace continue, homogéne de degré N,, de specire B. Notons A, la
C*-algébre des opérateurs compacts dans un espace hilbertien de dimen-
sion 8,. Alors A est isomorphe a la C*-algébre des applications continues
z — x (2) de B dans A, telles que || x (z) || tende vers zéro a Uinfini.

En effet, la C*-algébre A’ des applications continues de B dans A,
tendant vers zéro a l'infini est séparable, de spectre B, a trace continue,
homogéne de degré x,. Comme H* (B, Z) = o, A est isomorphe a4 A’
d’aprés le théoréme 14.
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