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THEORIE DES POINTS FIXES :
COMMUTATIVITE DE L'INDICE TOTAL ;

PAR

Aristine DELEANU

(Bucarest).

Cette Note fait suite au travail [2], qui contient une théorie des points
fixes pour la classe des espaces compacts qui sont des rétractes de voisi-
nage d’espaces convexoides; nous en conservons les notations et la
terminologie.

THEOREME. — Soient C, et C, deux espaces compacts qui sonf des
rétractes de voisinage d’espace convexoide, ef soient f une application
continue de C, dans C. et g une application continue de C, dans Ci.
Soit 0, une partie ouverte de C, telle que Uindice total is. (0.) est défini.
Si lon pose 0, = f~' (0,), alors l'indice total i;r (0,) est défini et

igr(01) = i7(02).
PreuvE. — Le fait que iy, (0,) est défini signifie qu’on a
fa@) =y

pour tout point y appartenant a la frontiére 0, de 0. Pour prouver
que izr (0,) est aussi défini, il suffit de montrer que

gf (@) = pour tout z€ 0.

Supposons qu’il existe x, € 0, tel que gf(x,) = Z,. Sil'on pose yo = f (o),
on déduit que fg (yo) = yo; d’autre part, les relations

onO1 = 61—01
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et
f(0:)c f(0)=Ff~(0:) cO.

entrainent y, €0,— 0, = 0,, ce qui est absurde.

Pour démontrer I'égalité des deux indices, supposons tout d’abord C,
et C, connexes. Alors on sait [2] que C, et C, sont rétractes d’espaces
convexoides. Il existe donc deux espaces convexoides E, et E, et deux
rétractions

r: E1~‘> C], I . EQ —> Cg.

Notons par j, linclusion de C. dans E, (« = 1, 2). Considérons les
applications continues

E-_h*'t* E1,

o

définies par
E=jigrs,  I=jufr.

Compte tenu de la définition de l'indice total pour les rétractes des
espaces convexoides ([2], p. 236), et des relations ryj, = identité (« =1, 2),
on peut écrire

ig/(00) = 1y, (17" (01) = Tze (17" (01)),
176(02) = i7,76n, (15" (02) = 12 (17 (0)).

En appliquant le corollaire 26-27 de [3], p. 222, on obtient

i7(02) = iz (1 17 (09) = iy (5 [ 3" 13 (02)
— izp, (7 [ (02)) = i/ (0).

Passons maintenant au cas ot C, et C. ne sont pas connexes; on sait [2]
que C, (resp. C.) a un nombre fini de composantes connexes K, K, ..., K;
(resp. Qi, Q», ..., Q.), dont chacune est un rétracte d’espace convexoide.

Soit ¢ l'application de I’ensemble {o, 1,...,s} dans I’ensemble
fo,1,...,1} et = lapplication de {o,1,...,¢} dans {o, 1, ..., 5]
définies par les conditions

f(K)cQony  (1£1 L),
g(Q"')CKT(m) (Iémét).

_Soient L l'ensemble des entiers [ tels que 1 Z1=s et [=r0o(]),
et M I'ensemble des entiers m tels que 1 <~ m =t et m = o v (m).
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Conformément a la définition de I'indice total pour les rétractes de
voisinage des espaces convexoides ([2], p. 240), on a

i.r(01) = Z Lo, (00N KY),

leL

i/6(0:) = N 1510, (0:0Qu)-

memMm

Remarquons que, si meM, alors = (m)el, car <ot (m) =z (m).
De plus, si le€L, alors il suffit de prendre m = ()€ M pour obtenir
7(m) =l Enfin, si m, m,eM sont tels que =(m,) =t (m.), alors

m,=agt(m,) — 77(M,) = M.

L’application 7 induit donc une correspondance biunivoque entre M et L.

Compte tenu de la derniére remarque et du cas étudié plus haut,
ou C, et C, étaient connexes, on déduit

i,/’:(oz) = 2 igf| . (f—ﬁl (02 N Qm) N KTwL))

meM
=V 0N Kzm) = igr (0
= 2, b (00N Kepm) = 1gr(0).
me M
C. Q. F. D.
CorROLLAIRE. — Soit X un espace rompact qui est un rétracle de voisi-

nage d’espace convexoide, G une partie ouverte de X et n une application

continue de X en lui-méme qui n’a oucun point fixe dans G. Soit Y un
sous-espace fermé de X qui est rélracte de voisinage d’espace convexoide
et tel que n(X)CY. Alors i,y (GNY) est défini et

(G) == v (GNY).

PreUVE. — On applique le théoréme ci-dessus pour C, = Y, C, = X,
0. = G, g = n, f = inclusion de Y dans X.

REMARQUE. — Felix BRowbDER a construit [1] une théorie axiomatique
de l'indice total des points fixes et a prouvé que ses quatre axiomes
définissent uniquement lindice total sur la catégorie des rétractes
absolus de voisinage au sens de Borsuk. Le théoréeme 4 de [2] et le
théoréme ci-dessus montrent que les axiomes mentionnés sont satisfaits
par la théorie des points fixes édifiée dans [2]. Par conséquent, pour la
classe des rétractes absolus de voisinage lindice total construit par
BrowbpER coincide avec celui défini dans [2].
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