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Sur les trajectoires des points d'une droite mobile dans Uespace ;
par M. A. ManwHEM,

(Séance du 19 février 1873)

On s'est surtout occupé jusqu'a présent d'étudier le déplacement
d’une droite sur un plan; on sait que, dans ce cas, 4 un instant quelconque
du déplacement, les tangentes aux trajectoires de tous les points de la
droite enveloppent une parabole, et que les centres de courbure de ces
trajectoires appartiennent 4 une conique. On sait aussi qu'il existe, en
gtnéral, deux points de la droite qui sont des points d'inflexion sur leurs
trajectoires.

Je me propose maintenant d’étudier ce qui est relatif au déplacement
d’une droite dans I'espace.

Les propriétés des trajectoires des points d’une droite mobile sont les
propriétés d’une certaine série de courbes tracées sur la surface engendrée
par cette droite. Ces courbes sont telles, que deux quelcongues d’entre elles
interceptent des segments égaux sur, toutes les génératrices de cetle surface.
Elles peuvent étre généralisées en considérant les courbes tracées sur une
surface réglée, et qui déterminent des divisions homographiques sur toutes
les génératrices de cette surface. Quelques-unes des propriétés des trajec-
toires des points d’'une droite s'étendent immediatement & ces courbes plus
générales.

Désignons par D la droite mobile, et par (D) la surface réglée engendrée
par cette droite. La génératrice D peut étre amenée, d'une infinité de ma-
niéres, a coincider avec la génératrice D,, qui lui est infiniment voisine; car
un point ¢ marqué sur D peut étre assujetti & décrire sur (D), & partir de la
position qu’il occupe, une infinité de courbes. A chacune des directions
qu’on peut ainsi faire suivre & « correspond pour la droite D un axe instan-
tané A qui est une droite conjuguée de D ; excepté lorsque la trajectoire du
point a est normale a D.

Considérons en particulier une {rajectoire de ¢ qui ne soit pas nor-
male a D. A chaque- instant du déplacement de D, nous aurons une droite
telle que A. Ces droites appartiennent 4 une surface (4). Les droites entrai-
nées en méme temps que D, et qui deviennent successivement des axes in-
stantanés, c’est-a-dire des génératrices de (A), apparliennent & une autre
surface gauche. Il est facile de voir que cette dernicre surface roule sur (a)
pendant le déplacement continu de D, et qu'a chaque instant elle se rac-
corde avec (a).

A chacune des trajectoires de a correspond une autre surface telle que
(A). Nous avons donc ce théoréme conuu :

Trkorkme 1. — Une surface réglée peut étre engendrée d'une infinité de
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maniéres par une de ses genératrices entrainée pendant le roulement d’une
surface réglée sur une autre surface réglée. A chaque instant, ces deux der-
niéres surfaces se raccordent suivant un azxe instantane.

Puisque @, pour un déplacement infiniment petit, tourne autour de A,
la tangente & la trajectoire de ce point est perpendiculaire au plan (a, ).
Cette tangente rencontre D et la génératrice D, infiniment voisine de D; elle
rencontre donc deux droites et est paralléle 4 un plan perpendiculaire
4 A. Il en est de méme des tangentes aux trajectoires de tous les points de
D. Ces droites appartiennent donc & un paraboloide hyperbolique. On voit
donc que :

Tuiorkme II. — Les tangentes aux trajectoires de tous les points d'une
droite D appartiennent & un paraboloide hyperbolique dont un plan directeur .
est perpendiculaire & la droite A, conjuguee de D (*).

Aprés un premier déplacement infiniment petit de D, le point a est
venu en a4, sur D,, et la droite aa, estune génératrice de ce paraboloide.
Aprés un nouveau déplacement infiniment petit, a, vient en a, sur.D,, et la
droite a, a, est la génératrice d'un autre paraboloide. Ces deux paraboloides
ont en commun la droite D,. Le plan (a, a,, a,), qui contient les droites aa,,
a,a,, est tangent a chacun de ces paraboloides. Ce plan n’est autre que le
plan osculateur en « a la trajectoire de ce point. Les plans osculateurs des
autres points de D étant tangents aux mémes paraboloides, leur enveloppe
est la surface développable circonscrite 4 deux paraboloides ayant une gé-
nératrice commune, ¢'est-i-dire une développable du quatriéme ordre et de
la troisiéme classe. Ainsi :

Tugorkme Ill. — A un instant quelconque du deplacement d'une droite D,
les plans osculateurs des trajectoires des points de cette droite enveloppent
une surface developpable du quatriéme ordre et de la troisiéme classe.

Ce théoréme est un cas particulier de celui qu’on obtient en prenant le
corrélatif du théoréme suivant :

Quand, autour de trois droites donnees dans Uespace, on fait tourner trois
plans formant trois faisceaux homographiques, le point d'intersection de ces
trois plans décrit une courbe gauche du troisieme ordre (**).

Mais il est essentiel de remarquer que, dans le cas du déplacement
d’une droite D, le plan osculateur, correspondant & la trajectoire du point
qui est 4 l'infini sur cette droite, est lui-méme a I'infini.

Nous avons déja dit que la tangente aa, a la trajectoire de a est perpen-
diculaire au plan (a, A). Il en est de méme pour tous les points de D, c’est-a-

(*) Voir, dans les Comptes rendus des séances de I Académie des sciences, séance du
26 juin 1843, le mémoire de M. Chasles Sur les propriétés géométriques relatives au mou-
vement infinimend petit d'un corps solide libre dans Vespace.

(**) Voir, dans les Comptes rendus des séances de U'Académie des sciences, séance du
10 aout 1857, le mémoire de M. Chasles Sur lespropriétés des courbes a double courbure
du troisieme ordre.
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dire que les plans normaux aux trajectoires des points de cette droite passent
par A. Les plans passant par les points de D et par la droite A’, qui doit de-
venir I’axe instantané, sont les plans qui, aprés un déplacement infiniment
petit, seront normaux aux trajecteires des points de D. Nous avons ainsi
deux faisceaux de plans dont les arétes sont A.et A’. Les plans de ces fdis-
ceaux passant respectivement par les mémes points de D sont homogra-
phiques. Lorsque la droite A’ viendra en A, en entrainant le faisceau dont
clle est 'arédte, les plans de ce faisceau, aprés ce déplacement, couperont
alors les plans du faisceau dont A est 'aréte, suivant les axes de courbure
des trajectoires des points de D. Ces axes de courbure, résultant de l'inter-
section des plans de deux faisceaux homographiques, appartiennent a une
surface du second ordre qui contient A et o, ¢'est-3-dire qui sc raccorde
avec la surface (0). De 14 ce théoréme :

Tuorine IV. — A un instant quelconque du deplacement continu d'une
droite, les axes de courbure des trajectoires de tous les points de celte droite
appartiennent & une surface du second ordre (*).

Je dis que celte surface du second ordre est un hyperboloide. Pour le
prouver, il suffit de faire voir qu’en général il n’y a pas de point sur D pour
lequel I'axe de courbure de sa trajectoire soit a I'infini; c’est-a-dire qu'il n’y
a pas de point de D qui soit un point d’infllexion sur sa trajectoire. Démon-
trons d’abord cette propriété.

Si un point @ de D était un point d’inflexion sur sa trajectoire, les deux
positions successives et infiniment voisines de a, c¢’est-a-dire a, et a,, appar-
tiendraient avec a 4 une méme droite. Nous avons dit que aa, ¢tait paralléle
A4 un plan perpendiculaire & 4, et que a,a, était paralléle a un plan perpen-
diculaire 4 4, : la droite aa,a,, si elle existait, devrait donc étre paralléle &
I'intersection de ces deux plans; mais le plan mené par la droite commune
a nos deux paraboloides, parallélement & celte droite d’intersection de
leurs plans directeurs, ne touche pas nécessairement ces deux paraboloides
au méme point a. Cela devrait étre pour avoir en ligne droite les points
a, a,, a,. Donc il n'existe pas de point @ qui soit un point d’inflexion sur sa
trajectoire. Ainsi :

Tutorime V. — En géneral, il n'y a pas sur une droite mobile un point
qui soit point d’inflexion sur sa trajectoire.

Le raiscnnement que nous venons d’employer n'est plus applicable
lorsqu’il s’agit du déplacement d'une droite sur un plan.

Le théoréme V peut encore se démontrer de la maniére suivante : s'il
existe un ppmt a sur D qui soit point d'inflexion sursa trajectoire, ce point
doit se déplacer dans la direction de I'asymptote de I'indicatrice de (D) en
a. La tangente & la trajectoire de ce point est donc nécessairement paralléle

(%) Voir, dans le Bulletin de la Société philomathique, séance du 25 juin 1870, une note
de M, Haag.
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a I'une des généralrices du cone directeur de 1'hyperboloide osculateur de
(D) suivant D. Nous venons de dire que la tangente a la trajectoire d’un
point qui est point d'inflexion sur sa trajectoire est paralléle a 'intersection
de deux certains plans. Comme nous pouvons disposer de ces plans de
fagon que leur droite d’'intersection ne soit pas paralléle & I'une des généra-
trices du céne dont je viens de parler, nous voyons bien qu’alors il n’y
aura pas de point sur D qui soit point d'inflexion sur sa trajectoire.

Et si nous revenons i la surface du deuxiéme ordre, lieu des axes de
courbure des trajectoires des points de D, nous pouvons dire que, ces axes
¢étant & distance finie, cette surface est un hyperboloide.

Cet hyperboloide a pour céne directeur un céne du second orgdre, dont
les génératrices sont respectivement parall¢les & ces axes de courbure et,
par suile, perpendiculaires aux plans osculaleurs des trajectoires des points
deD. Il résulte de 1a que :

Tuiorine VI. — Si, d'un point de l'espace, on méne des plans paralléles
aux plans osculateurs des trajectoires de tous les points d’une droite, ces plans
enveloppent un cone du second ordre; ou, en d'autres termes, la developpable
du quatrieme ordre, quiest U'enveloppe des plans osculateurs des trajectoires de
tous les points d'une droite, a un cone directeur qui est du second ordre.

Fxaminons le cas particulier ot un point de D est un point d’inflexion
sur sa trajectoire.

L’axe de courbure correspondant a ce point est alors & l'infini, et
I'hyperboloide des axes de courbure des points de U devient un parabo-
loide. Les axes de courbure appartenant mainfenant & un paraboloide sont
paralléles 4 un méme plan. Les plans osculateurs des trajectoires des
points de D étant respectivement perpendiculaires & ces axes de courbure
sont paralléles 4 une méme droite ; ils enveloppent alors une surface cylin-
dique. Ainsi :

Tuionéne VI — Si, & un instant quelconque du deplacement d'une
droite, un point de celte droite est un point d'inflexion sur sa trajectoire, les
plans osculateurs des trajectoires de tous les points de la droite mobiie enve-
loppent une surface cylindrique.

Cette circonstance se présente constamment si Fon assujellit un point
d’une droite mobile a parcourir une ligne droite. ’

Lorsque deux points de la droile mobile sont peints d’inflexion sur leurs
trajectoires, il résulte de ce que nous venons de dire que les plans oscula-
teurs des trajectoires de tous les points de la droite mobile sont paralléles
entre cux. C’est ce qui arrive constamment lorsque deux points d'une droite
décrivent deux droites données.

Il est facile de voir que, s'il y a sur la droite D plus de deux points qui
soient points d’inflexion sur leurs trajectoires, tous les points de la droite
D jouissent de la méme propriété.
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Occupons-nous maintenant des normales principales des trajectoires
des points de D. Construisons la normale principale en a 4 la trajectoire de
cepoint Cette droite est dans le plan (a, A) qui est normal en a a cette tra-
Jectoire. Ce plan normal coupe I’hyperboloide des axes de courbure suivant
I'axe de courbure relatif & cette trajectoire ; la normale principale est donc
la perpendiculaire abaissée du point a sar cette droite.

L’hyperboloide des axes de courbure, comme nous I'avons fait remar-
quer, contient A. I1 sera donc défini en supposant données deux droites du
méme systéme que A. Appelons G et H ces deux droites. Pour construire une
normale principale, on opére alors ainsi : par A on méne un plan quel-
conque ;e plan coupe D au pointa, G au point g et H au point % ; du point
a on abaisse la perpendiculaire ac sur gh : la droite ac est la normale prin-
cipale en a, et le pied de cette perpendiculaire est le centre de courbure de
la trajectoire de ce point. Lorsque le plan que nous venons de mener par A
tourne autour de cette droite, la droite ac engendre la surface des normales
principales des trajectoires des points de D, et le point ¢ décrit la courbe
lieu des centres de courbure de ces trajectoires.

Occupons-nous d’abord de la surface formée par les normales princi-
pales. Je dis que le cone directeur de cette surface est du troisiéme ordre.

Prenons un point quelconque I sur A, et construisons le cone directeur
de I'hyperboloide des axes de courbure de fagon qu'il ait son sommet en [.
Ce cone, qui est du second ordre, contient A, et tout plan mené par celte
droite le coupe suivant une seule génératrice. La perpendiculaire a cette
génératrice, située dans ce plan sécant et menée du point I, est paralléle
a4 l'une des normales principales. Le lieu des perpendiculaires ainsi
construites constitue le cone directeur de la surface des normales prin-
cipales.

On voit déja que tout plan mené par A coupe ce cdne suivant une
droite; mais A, étant perpendiculaire & deux génératrices de I’hyperholoide
des axes de courbure, est une génératrice double sur ce cone directeur. Le
plan sécant mené par A renferme une droite et la ligne double A ; donc le
cone directeur est du troisiéme ordre. Ainsi :

Tugonine VIII. — Le cone directeur de la surface des normales princi-
pales des trajectoires de tous les points d’une droite est un céne du troisiéme
ordre qui a une genératrice double.

Menons le plan (I, D), ce plan coupe ce cone directeur. suivant trois
droites. Ces trois droites sont les normales principales que I'on peut con-
struire 4 partir du point I. Puisqu’a partir d’'un point quelconque de A on
peut construire trois normales principales, la droite A est une droite (riple
de la surface des normales principales. Tout plan mené par A coupant, en
outre, celte surface suivant une droite, on voit alors qu’c'le est du quatriéme
ordre. Ainsi :
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Taforime IX. — La surface formée par les normales principales des tra-
Jectoires de tous les points d'une droite est une surface du quatriéme ordre
qui posséde une droite triple.

L'intersection de cette surface avec I'hyperboloide des axes de courbure
est la courbe des centres de courbure. On voit ainsi immédiatement que
cette courbe est du cinquiéme ordre.

Nous allons arriver autrement & ce résultat. Considérons le point ¢
comme sommet d'un angle droit dont l'un des cités s’appuie sur D et A,
l'autre coté sur G et H. Le point ¢ appartient alors 4 une surface du qua-
triéme ordre, qui contient les quatre droites D, A, G, H; car sur le cété gh
de I'angle droit il y a deux points tels quec, et les points g, h font partie du
lieu. Cetle surface est donc du quatriéme ordre, et, comme elle contient les
trois droites A, G, I de I'hyperboloide des axes de courbure, elle coupe
cette surface suivant une courbe du cinquiéme ordre. Ainsi :

Tutorene X. — Le licu des centres de courbure des trajectoires de tous
les points d’une droite est une courbe du cinquiéme ordre.

Cette courbe rencontre le plan de l'infini en cinq points, dont un, tou-
jours réel, est le centre de courbure de la trajectoire du point qui est &
I'infini sur D. Les quatre points restants sur le plan de I'infini doivent étre
imaginaires, puisque nous avons vu qu'en général il n'y a pas, sur une
droite, de point qui soit point d’inflexion sur sa trajectoire. Ainsi, sur une
droite quelconque, il y a quatre points imaginaires dont les trajectoires ont
leurs centres de courbure a l'infini, et, par suite, dans un corps quelconque
que I'on déplace, les points qui sont points d'inflexion sur leurs trajectoires
appartiennent a une surface imaginaire du quatriéme ordre. Si parmi ces
points il y en a de réels, ils ne peuvent étre que sur une ligne double de
cette surface. Nous pouvons donc énoncer ce théoréme :

Tutorkme XI. — A un instant quelconque du deplacement d'une figure de
forme invariable, les points de cette fiqure qui sont points d'inflexion sur leurs
trajectoires appartiennent & une surface imaginaire du quatrieme ordre, et,
s'il existe des points réels de cetle nature, ils sont sur une ligne double de cette
surface.

Remarquons que, s'il s’agit du mouvement d’un corps solide, les points
dont nous nous occupons sont ceux pour lesquels 'accélération normale est
nulle (*).

Reprenons notre droite mobile D et sa conjuguée A. Appelons toujours
A’ la droite qui, aprés un déplacement infiniment petit autour de A; de-
viendra le nouvel axe instantané A,. Désignons par A” la droite qui de-
viendra ensuite ’axe instantané A,. Les plans passant par les points de D et
par A, ainsi'que les plans passant par les mémes points de D et par A" de-

(*) Voir; dans le 57° cahier du Journal de I'Ecole pelytechnique, le mémoire de M. Resal
Sur les propriétés géométriques du mouvement le plus général d'un corps solide.
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viendront des plans normaux aux trajectoires de ces points lorsque A’ et A”
seront venus en A, et A,. Nous avons maintenant trois faisceaux dont les
arétes sont A, A’, A”, et dont les plans passent par les points de D; ces fais-
ceaux sont donc homographiques et ne cesseront pas d'é(re homographiqucs
lorsque A’ sera venu en A, et A” en A,. Nous aurons alors trois faisceaux ho-
mographiques dont les aréles sont trois génératrices infiniment voisines de
(A). Les plans correspondants se coupent en des points qui appartiennent
a une cubique gauche.

Ces points, intersections de trois plans normaux infiniment voisins, sont
les centres des sphéres osculatrices des frajectoires des points de D. Nous
pouvons donc dire :

Tuforine XII. — 4 un instant quelconque du deéplacement continu d'une
droile, les centres des sphéres osculatrices des trajectoires de tous les points de
cette droite sont sur une cubique gauche.

On peut arriver & ce théoréme en considérant les hyperboloides des
axes de courbure des trajectoires des points de D pour deux instan(s in-
finiment rapprochés. Ces hyperboloides se coupent suivant A et la partie
reslante de leur inlersection est la cubique gauche que nous venons de
trouver.

Lorsque le centre de la sphére osculatrice d'une courbe est a Iinfini,
cetle sphére se réduit 4 un plan qui n’est autre qu'un plan osculateur sia-
tionnaire. La cubique gauche dont nous venons de parler, rencontrant le
plan de l'infini en trois points, on voit qu’il y a sur une droite trois points
pour lesque's les plans osculateurs de leurs trajectoires sont stalionnaires.
Nous énoncerons ainsi ce résultat :

Tutorkng XIIl. — Parmi les points d'une droite mobile, il y en a trois
pour lesquels les plans osculateurs de leurs trajectoires sont stationnaires.

1l 1ésulte de 1a que:

Tutorkms XIV. — A un instant quelconque du déplacemeni d'une figure
de forme invariable, les points pour lesquels les plans osculateurs de leurs tra-
Jjectoires sont stationnaires sont sur une surface du troisieme ordre.

Ou, en employant le langage de la cinématique : Dans un corps solide
en mouvement, les points, pour lesquels la suraccelération binormale est nulle,
sont sur une surface du troisiéme ordre.

Les droites situées sur cette surface du troisiéme ordre sont tclles, que
les plans osculateurs des trajectoires de tous leurs points sont stationnaires,
et comme il y a toujours une droite réelle sur une surface du troisiéme
ordre, nous voyons que :

Tutorise XV. — A un instant quelconque du déplacement d'une figure
de forme invariable, il existe toujours une droite telle, que les plans osculateurs
des trajectoires de tous ses points sont stationnaires.

On peut remarquer aussi qu'une droite mobile sur laquelle il y a
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quatre points tels, que les plans osculateurs de leurs trajectoires sont sta-
tionnaires, est tout entiére sur la surface du troisiéme ordre dont je v.ens
de parler et, par suite, que les trajectoires de tous ses points possédent
aussi des plans osculateurs stationnaires.

On obtient immédiatement une pareille droite D en assujettissant quatré
points de celte droite & rester sur quatre plans donnés. A un instant quel-
conque du déplacement de D, la trajectoire d'un point arbitraire pris sur
cette droite aura un plan osculateur stationnaire, et, par suite, cette trajec-
loire sera plane.

Je dis de plus que celte courbe est une conique; pour le faire voir,
supprimons l'un des plans sur lequel doit rester I'un des points de D. Cette
droite D est alors telle, que trois de ses points restent sur trois plans don-
nés. Dans ces conditions, un point quelconque de la droite décrit une surface
du second ordre (*).

Par suite, si la trajectoire de ce point est plane, elle est une section
conique. Nous voyons donc que :

Tukonine XVI. — Lorsque quatre points d'une droite mobile restent sur
qualre plans donnés, un point quelconque de cette droite décrit une co-
nique (**).

Nous sommes arrivé a la cubique gauche, lieu des centres des sphéres
osculalrices, en prenant deux hyperboloides des ases de courbure.

Considérons un troisiéme hyperboloide de méme nature que ceux-ci et
qui en est infiniment voisin. Les points de rencontre de cetle surface avec
la cubique gauche sont les centres des sphéres osculatrices stationnaires.
On a ainsi six points de rencontre : deux sur A et quatre autres. Les deux
points sur A sont ccux pour lesquels I'hyperboloide des axes de courbure
cst osculateur de la surface (A). lls se distinguent donc des qualre autres et
i's correspondent sur D & deux points qui se distinguent aussi parmi les six
peints de D pour lesquels on a des sphéres osculatrices stationnaires. De 1a
résultent les théorémes suivants :

Tukorene XVII. — A chaque instant du deplacement continu d'une droite,
il y a siz points sur celle droite pour lesquels les sphéres osculatrices de leurs
trajectoires sont stationnaires.

Tuéorine XVIII. — A un instant quelconque du deéplacement continu
d’une figure de forme invariable, les points pour lesquels les sphéres oscula-
trices de leurs trajectoires sont stationnaires appartiennent & un liew qui se
compose d'une surface du second ordre et d'une surface du quatriéme ordre.

Lorsque la droite mohile se déplace sur un plan, il n’y a plus & cher-

(*) Voir les Développements de géométrie de Ch. Dup'n, et, dans le 14¢ cahier du Journal
de TEcole polytechnique, un mémoire du méme auteur.

(*) La droite mobile engendre une surface du quatri¢me ordre dont le cone dirccteur
et de révolution.

n 8
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cher de plans osculateurs stationnaires ou des sphéres osculatrices station-
naires.

Mais on peut se demander combien il y a de points sur la droite pour
lesquels les cercles osculateurs des trajectoires de ces points sont station-
naires, c’est-a-dire des points qui sont des sommets sur leurs trajectoires.

On arrive immédiatement 4 la solution de cette question, en faisant
usage de cette propriété déja énoncée précédemment : Les centres de cour-
bure des trajectoires de tous les points d'une droite qui se deplace sur un plan
sont sur une conique.

En prenant deux coniques de la nature de celle-ci et infiniment voisines
I'une de I'autre, on trouve que :

Tutorine XIX. — 4 un instant quelconque du déplacement continu d'une
droite sur un plan, il y a quatre points de cette droite pour lesquels les cer-
cles osculateurs de leurs trajectoires sont slationnaires; ou, en d'autres
termes, qui sont des sommets sur leurs trajectoires.

L'un de ces points se distingue des autres. C'est celui dont la trajectoire
a pour centre de courbure le centre instantané de rotation qui est 1'un des
points de rencontre des deux coniques. Il résulte de la que:

TutoriME XX. — A un instant quelconque du deplacement d'une figure
plane sur son plan, les points pour lesquels les cercles osculateurs de leurs tra-
Jjectoires sont stationnaires appartiennent & un liew qui se compose d'une
droite et d'une ligne du troisiéme ordre.



