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MARTINGALES ET DERIVATION ;

PAR

Kravs KRICKEBERG
(Heidelberg)

et Curistian PAUC
(Nantes).

Introduction. — Il est connu depuis longtemps qu’entre la théorie
des martingales et la théorie de la dérivation de fonctions d’ensemble,
d’étroites relations subsistent. C’est ainsi que les théorémes de dérivation
par réseaux de de La Vallée Poussin ([41], chap. IV et V) (') se laissent
interpréter comme des théorémes de convergence presque partout de
certaines suites de fonctions (suites de variables aléatoires) représentant
des martingales particuliéres, a savoir telles que I’ensemble des valeurs
prises par chaque fonction soit dénombrable. Les sigma-algebres boo-
léennes des « bases de martingales » en cause sont atomiques, c’est-a-dire
que chacune est engendrée a partir d’une partition dénombrable de I’espace
mesuré ([11], p. 343 et suivantes; [52]). Il fut reconnu plus tard que les
théoremes classiques de dérivation de fonctions d’intervalle additives,
par exemple ceux de Lebesgue ([50], p. 115) et leurs généralisations dans
les espaces mesurés abstraits ([20], chap. 10), peuvent étre formulés et
démontrés comme théorémes de convergence presque partout de suites
de fonctions si I’on fait appel a4 la notion de suite généralisée au sens
de Moore-SmiTH appelée dans la nouvelle terminologie famille filtrante
par BourBaKI et nef en anglais [33]. Des propriétés de la fonction d’inter-
valle, comme d’étre de variation bornée ou absolument continue, se
traduisent par des propriétés de la famille de fonctions associée, & savoir

(") Les indications entre crochets renvoient a la bibliographie placée a lafin de
article.
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la limitation des intégrales des valeurs absolues ou I'intégrabilité uniforme
respectivement. Finalement les conditions de Vitali sur les bases de déri-
vation qui procédent de familles de partitions de l'espace mesuré
intervenant furent transférées 4 une base de martingales quelconque,
entendant une famille de sigma-algébres booléennes qui ne sont plus
nécessairement atomiques et engendrées par des partitions [34]. Et ainsi,
des théorémes sur la convergence presque partout de martingales a
ensemble filtrant de paramétres ont été établis, comprenant comme cas
particuliers les théorémes de dérivation mentionnés plus haut, au méme
titre que les théoremes classiques sur les martingales a paramétres
entiers comprennent les théorémes de dérivation sur réseaux de
de La Vallée Poussin. Pour ces derniéres martingales, ces conditions
de Vitali sont satisfaites d’elles-mémes.

Dés qu’on quitte le domaine des fonctions additives d’intervalle géné-
ralisé (fonctions de cellule), la situation présente un aspect plus compliqué.
Les théorémes de dérivation de fonctions de cellule non additives ne se
laissent pas envisager simplement comme cas particuliers de théoremes
sur des familles filtrantes de fonctions a ensemble dénombrable de
valeurs, en d’autres termes, sur des bases a sigma-algébres atomiques,
toutefois un étroit parallélisme subsiste. Par exemple, les théorémes sur
la dérivation de fonctions de cellule semi-additives sont étroitement
apparentés aux théorémes sur la convergence presque partout de semi-
martingales. D’une maniére générale les fonctions de cellule peuvent étre
assimilées & des familles de fonctions qui possedent la propriété caracté-
ristique des martingales « sur les atomes » (cf. 1.9). Le présent travail
vise 4 décrire ces relations en une vue d’ensemble complétée par de
nombreux résultats nouveaux.

La théorie de la dérivation dans les espaces mesurés abstraits
([20], chap. 9 et 10) est alourdie par de nombreuses conditions et hypo-
théses, parfois fort compliquées, qui ne sont autres que des propriétés
bien connues des bases classiques de dérivation dans les espaces eucli-
diens transplantées au cadre abstrait; parmi celles-ci figurent les propriétés
de Vitali déja mentionnées. Il est apparu que le rdle de ces conditions
se laissait analyser avec précision et qu’en outre une théorie de la déri-
vation des fonctions de cellules additives, trés générale et plus simple,
se laissait édifier si I’on s’intéressait d’abord non a la convergence presque
partout et a la convergence essentielle qui lui est étroitement liée, mais
a la convergence stochastique (convergence en mesure) ([35], [36], [37]),
équivalente a la convergence en moyenne pour les familles de fonctions
uniformément intégrables ([47], [35]). Il en est de méme pour les fonctions
de cellule non additives si I’on définit les dérivées supérieure et inférieure
comme limites stochastiques supérieure et inférieure. Le théoréme de
« dérivation stochastique » pour fonctions de cellule additives de variation
bornée découle alors d'un théoréme de convergence stochastique pour
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martingales, et le théoréme de décomposition de Lebesgue pour de telles
fonctions se présente comme cas particulier d'un théoréme de décompo-
sition de martingales. Cette théorie est exposée dans le chapitre 2 du
présent article.

Dans le chapitre 3 sont considérées les limites essentielles (cf. 4.1)
de familles de fonctions, définies comme limites suivant I'ordre, supé-
rieure et inférieure, grace a la réticulation compléte du treillis des classes
de fonctions égales presque partout ([32], [33], [34]). Ces limites essen-
tielles sont, par définition, déterminées & un ensemble de mesure nulle
pres et, dans le cas d’une famille dénombrable de fonctions, égales aux
limites usuelles, c’est-a-dire aux limites définies ponctuellement. Elles
sont mesurables a priori alors que la mesurabilité des limites ponctuelles
n’est établie, en général, qu'au prix d’hypothéses pénibles (cf. [21]);
elles évitent, dans le cas non dénombrable, les difficultés dues 4 la présence
d’ensembles de mesure nulle dépendant du paramétre. L’idée qui est
4 la base du chapitre 3 consiste a4 envisager les diverses conditions de
recouvrement de Vitali comme des conditions suffisantes et souvent
aussi nécessaires pour la coincidence des limites essentielles et des limites
stochastiques pour certaines classes de familles filtrantes de fonctions
de sorte que, sous ces conditions, la théorie des limites essentielles
s’obtient comme cas particulier de la théorie des limites stochastiques.
Il est toutefois, dans certains cas, plus commode de déduire des théo-
rémes de convergence essentielle directement & partir des conditions de
Vitali.

Le chapitre 4 présente des applications variées, parmi elles, la théorie
de la convergence et de la dérivation p.p. (abréviation pour presque
partout). De nouveau, il apparait que certaines conditions ad hoc exigées
dans la théorie abstraite antérieure de la dérivation, analogues & la sépa-
rabilité en topologie, ne sont rien d’autre que des conditions assurant
I'équivalence des limites ou dérivées essentielles et ponctuelles et, qu’ainsi,
sous ces conditions et des conditions de Vitali, la théorie des limites
ponctuelles se présente comme un cas particulier de la théorie des limites
stochastiques. A coté de ces derniéres conditions existent des conditions
de Vitali propres a la théorie « ponctuelle » qui reviennent pratiquement
4 une combinaison des conditions de séparabilité et des conditions de
Vitali correspondantes provenant de la théorie « essentielle ». Cependant,
beaucoup de bases de dérivation, plus généralement de bases de martin-
gales, se présentant naturellement, vérifient des conditions de Vitali
essentielles mais non leurs versions ponctuelles (cf. 4.5), de sorte que
les théorémes obtenus valent pour les limites essentielles mais non pour
les limites définies ponctuellement, un avantage de plus des limites
essentielles.

Les suites de fonctions au sens ordinaire vérifiant aussi bien les condi-
tions de séparabilité que la plupart des conditions de Vitali, la théorie
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« classique » de Doob relative & la convergence de martingales est incluse
dans les applications du chapitre 4. D’autres applications concernent la
théorie classique de la dérivation, le théoréme de Radon-Nikodym, les
mesures dans des espaces produits, la théorie des espaces £, congus
comme espaces de fonctions d’ensemble suivant BocHNER et LEADER.

Afin de ne pas voiler les idées fondamentales, en général, seules les
bases de martingales monotones croissantes ont été considérées. Néan-
moins, dans la théorie de la dérivation exposée au chapitre 4, est intro-
duite, en vue de retrouver les formulations classiques, a coté de la rela-
tion [ entre partitions (finesse en partition) qui conduit & une base
de martingale monotone croissante, une autre relation <= qui, dans le cas
classique de partitions en intervalles, est définie 4 I'aide du maximum
des diameétres des intervalles de la partition (finesse en norme). Il s’avére,
comme déja constaté dans [33], que certaines conditions R et U, entre
autres, nécessitées dans la théorie de la dérivation selon <, sont préci-
sément nécessaires et suffisantes pour que les versions [ et selon <<
de notions comme celles de dérivées stochastique, essentielle ou ponc-
tuelle, ou de conditions de Vitali soient équivalentes et qu’ainsi, en fin
de compte, la théorie selon < se laisse déduire de la théorie selon [ .
On a donc, précisément dans certains cas classiques, a utiliser 'un ou
l'autre des schémas déductifs suivants :

C -dérivée
stoch/a§\tique
R/ é\'ilali
/ N
' N
<-dérivée C -dérivée
stochastique essentielle

/

/

/
<-Vitali kS

NS
v

<-dérivée
essentielle

<-séparabilité

|
y

<-dérivée

ponctuelle
Dans le présent article, la théorie de la convergence de martingales et
la théorie de la dérivation de fonctions de cellule sont développées seule-
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ment dans le cas ou la variation totale est bornée. Il existe certes une
version, dans des espaces mesurés quelconques, de la théorie de la déri-
vation de Ward pour des fonctions de cellule de variation non bornée [49]
et quelques théoremes de convergence de martingales de variation non
bornée ([8], [13]), toutefois une théorie embrassant et unifiant ces résul-
tats est encore dans I’enfance (résultats non publiés de Y. S. Cuow).

Les notions de limites stochastiques et essentielles étant invariantes
vis-a-vis de modifications des fonctions participantes sur des ensembles
de mesure nulle dépendant de la fonction considérée peuvent étre
définies pour des classes de fonctions égales p. p. Ceci revient a consi-
dérer I'espace mesuré quotient de ’espace mesuré initial relativement
aux ensembles de mesure nulle. Pour cette raison, le cadre choisi pour
ce travail, sauf évidemment dans la théorie ponctuelle du chapitre 4,
est une sigma-algébre booléenne portant une mesure strictement positive.
Formulations et démonstrations s’en trouvent ainsi simplifiées.

Les relations entre les fonctions de cellule qui sont des fonctions
d’ensembles particuliers, et certaines martingales, ont trés tot suggéré
d’envisager aussi des martingales quelconques comme des fonctions
d’ensembles particuliers ([3], [34], [43], p. 4o1 et suivantes). Cette attitude
présente plusieurs avantages concernant les notions et la technique des
démonstrations, par exemple, lors de la considération d’ensembles de
martingales et de relations d’ordre entre elles (cf. [51]). Dans certains
théorémes relatifs aux martingales ainsi représentées, la mesure sous-
jacente n’intervient plus. Dans le premier chapitre la théorie est déve-
loppée aussi loin que possible sans faire appel 4 une mesure. Cette théorie
n’atteint pas toutefois le degré d’élaboration des chapitres suivants,
de nombreux problemes restent ouverts.

Toutes les affirmations de cet article pour lesquelles il n’est pas renvoyé
a la bibliographie sont démontrées complétement. On peut considérer
comme entiérement nouveaux (notions et propositions) : § 1.5, propo-
sition 1.7.1, proposition 1.8.2, proposition 1.11.1, théoréme 1, propo-
sition 2.2.6, théoréme 3, théoréme 4, théoréme 13, proposition 4.6.1,
théoreme 13 a_., comme partiellement nouveaux : théoreme 2, propo-
sition 2.6.1, proposition 2.6.2, proposition 2.6.3, théoreme 5, théo-
réme 6, proposition 3.2.1 et ses préliminaires, théoréme 9, § 4.6, théo-
réme 2-3 a_, théoréeme 9 a_..

1. Théorie ne faisant pas intervenir une mesure.
1.1. Fonctions additives. — Soit @3 une sigma-algébre booléenne

d’élément nul O et d’unité E, a regarder comme fixée. Suivant CAra-
THEODORY, les éléments de 3 seront parfois appelés somas. Désignons



460 K. KRICKEBERG ET C. PAUC.

la relation d’ordre (*) dans @ par =, I'infimum (« intersection ») de A
et B dans @ par A\ B ou AB, le supremum (« union ») de A et B dans &
par A\ B, la différence entre A et B par A — B quand A, B€® et B-A
et la différence symétrique (A A B)— AB par A -+ B. Par contre,
quand il s’agira d’ensembles, I'inclusion, I'intersection et I'union de deux
éléments sont notées C, N et U respectivement. Si Ae® et 5CaAB,
A N\ 8 désigne la frace de 3 sur A, entendant I’ensemble des élé-
ments A A\ H, ot He#. L’infimum et le supremum d’un sous-ensemble

arbitraire K de @, s’ils existent, sont désignés par /\{K ; Keae|
et \/ { K; KeX | et aussi plus briévement par /\JC et \/JC.
L’intersection et I'union ensemblistes sont désignées par m et U .

Pour les opérations borne inférieure, borne supérieure, minimum et
maximum sur la droite numérique achevée (c’est-a-dire complétée par — oo
et 4 «), nous utiliserons les notations b inf, b sup, min et max.

Soit &L une sous-algébre booléenne de (3 d’unité E. Désignons par i,
Iensemble des fonctions ¢ définies sur @, a valeurs réelles (— o et + o«
toujours comprises) et simplement additives [ce qui implique par défi-
nition que ¢ (0) = o]. Si ¢, L€y, la fonction ¢ + ¢, définie comme
d’habitude par

(¢ 4+ 9 (4) =9(4) + ¥(4),

appartient & 1, pourvu qu’elle ait un sens, c’est-a-dire qu’il n’existe
aucun A dans A tel que ¢ (4) et Y (A) soient infinis et de sens opposés.
De méme, io€M, si €M, et 1 est un nombre réel fini. La fonc-
tion ¢ de I, est dite de variation bornée (de variation bornée vers le
haut, de variation bornée vers le bas) si 'ensemble des nombres ¢ (4),
ou A €@, est borné (borné supérieurement, borné inférieurement). ¢ est
dite de variation semi-bornée si elle est de variation bornée, soit vers le
haut, soit vers le bas.

Définissons o ¢ par ¢ (A) < ¢ (A) pour tout A€, et désignons
Pinfimum et le supremum dans O, d’un sous-ensemble ® de i,
par inf ® et sup ® quand ces fonctions existent.

ProrositioN 1.1.1 [2]. — L’existence de sup ® (inf ®) dans Ity
est assurée par la condition suivante :

S* (S) R contient une fonction de variation bornée vers le bas (vers
le haut).

ProposiTioN 1.1.2 [2]. — Si R satisfait S*, en fout Aect

(sup ®) (A) = bsup (9:1(A1) +. ..+ 9:(Ar)

(®) Ordre partiel dans I’ancienne terminologie.
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pour toules les décompositions finies de A en éléments A,y i =1, ..., k,
de &, disjoints, et les fonctions ¢; de R telles que ¢, (A1) +. ..+ o (Ar)
ait un sens. Il s’agit de la définition « individuelle » de sup K.

La proposition correspondante vaut pour (inf R®) (4).
Ainsi, pour tout ¢ € 21t ,, les fonctions ¢+ = sup (¢, 0), ¢~ = sup (— ¢, o)
et o7 = sup (— 9, 9) = ¢+ + ¢~ existent et I'on a

o+(A) = bsup | o(B); B=A, Bea|.

De méme, pour 9~ et 97, o+, o~ et ¢” sont appelées variation positive,
négative et totale de ¢. On voit que ¢ est de variation bornée si et seulement
si 97 (E) est fini. De méme pour ¢+ et ¢—. Nous appellerons aussi o7 (E)
la norme de ¢ et nous la désignerons par || ¢ ||. Observons que ¢7(E) est
nul si et seulement si ¢ est identiquement nul.

On déduit immédiatement des propositions 1.1.1 et 1.1.2 la

ProposiTiON 1.1.3. — L’espace M des fonctions de O, de variation
bornée est un espace de Riesz complétement réticulé (conditionnellement
complet). Si ¢ est de variation semi-bornée, © = ¢+ — o,

Observons qu’en général o+ (A) est = (9 (4))* qui est max (¢ (A), o),
et plus généralement que (sup R)(A) = bsup { ¢ (A); 9 € R }. Toutefois,
nous avons comme conséquence de la proposition 1.1.2 :

ProrosriTioN 1.1.4. — Si R est filtrant (a droite) pour Uordre naturel -,
el satisfait S°, pour tout A€,

(sup ®) (A) = bsup { ¢ (4); v R |,

ou encore, dans la notation Bourbaki,
SUpR =envsup{¢; e€ER].
COROLLAIRES.

1. On a loujours env sup R = sup R. L’éqgalité
bsup {9(A); 9€R | = (sup ®R)(A)
est vraie si A est un atome de A,

2. Soit ¢ une sous-algébre booléenne de &, d’unité E. Désignons la
restriction @ ¢ d’une fonction ¢ de My par ¢ | €, donc ¢ | C€ M. Alors,
si RCO,, on a sup{(¢|C);9eR}Z(sup R)|¢C, le symbole sup
désignant a gauche le supremum dans O, el & droite le supremum
dans M ; Uéqgalité est vraie si R est filtrant.

1.2. Fonctions sigma-additives. — Par X-parfition d'un élé-
ment Be®, ou KCad@, nous entendons un sous-ensemble £ de €
dénombrable (éventuellement fini) d’éléments deux a deux disjoints et
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différents de O tel que \/51’ = @. Si ¢ est une fonction réelle définie

sur un sous-ensemble de %, nous posons ¢ (£) = 2 9(K) pourvu qu’'au

KEX

moins une des sommes Z 9(K)* ou 2 o (K)~ soit finie. Nous rappelons
KEZ KEZ

qu'une fonction ¢ €91, est dite sigma-additive si, pour tout Aecl et

toute (-partition 2 de A, la somme ¢ (?) existe et est égale a ¢ (A).

Nous désignons par g l'ensemble des fonctions de oty qui sont

sigma-additives.

Prorosition 1.2.1 (Critére d’évanescence). — Une fonction o € N, de
variation bornée est sigma-additive si el seulement si elle jouit de la propriété
suivante :

Quelle que soit la suite décroissante S,, S., ... d’éléments de ¢l lelle
que /\nS"= 0, nous avons lim ¢ (S,) = o.
n>»
CoroLLAIRE. — Toule fonction ¢ € M, majorée en valeur absolue par

une fonction de variation bornée et sigma-additive est aussi de variation
bornée et sigma-additive.

ProposiTioN 1.2.2 ([34], p. 320 et [4], p. 158). — R désigne un sous-
ensemble de M. Alors la condition S* (cf. proposition 1.1.1) implique
Uexistence de sup ®R dans O3 et sa coincidence avec sup & dans IMg.

COROLLAIRE. — L’espace % des fonctions de M4 de variation bornée
el sigma-additives est un espace de Riesz complétement réticulé, sous-espace
de lespace Ol (cf. proposition 1.1.3).

D’aprés un théoreme de Hahn ([18], p. 17), toute fonction ¢ sigma-
additive définie sur une sigma-algébre booléenne est de variation semi-
bornée, donc admet la décomposition de Jordan (cf. proposition 1.1.3).
Plus précisément, ¢ est de variation bornée vers le haut ou vers le bas
suivant que ¢ (E) < o ou ¢ (E) >—x.

Soit maintenant € l'extension sigma-booléenne de ¢, c’est-a-dire la
plus petite sigma-sous-algébre booléenne de ¢ incluant ’algébre . € est
aussi ’extension borélienne (c’est-a-dire la do-extension) de é. D’apres
un théoréme classique ([18], p. 80), toute fonction sigma-additive et
positive définie sur & peut étre prolongée en une fonction sigma-additive
et positive définie sur ¢, ce prolongement étant unique si la fonction
de départ est sigma-finie. En combinant ces informations nous dédui-
sons la
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ProposiTion 1.2.3. — Pour qu’une fonction additive ¢ définie sur &
puisse étre prolongée en une fonction sigma-additive définie sur I’extension
borélienne de A, il faut et il suffit que ¢ soit sigma-additive et de variation
semi-bornée. Le prolongement est unique si o7 est sigma-finie.

Une fonction o€, est dite sigma-additive vers le haut si ¢* est
sigma-additive. On définit la sigma-additivité vers le bas en remplagant ¢+
par ¢~ et la semi-sigma-additivité comme sigma-additivité vers le haut
ou vers le bas. D’aprés la proposition 1.2.2, une fonction sigma-additive
est sigma-additive vers le haut et vers le bas. L’implication inverse est
vraie, grice a la décomposition de Jordan, pour les fonctions de variation
semi-bornée.

Une fonction o€, positive (c’est-d-dire non négative) est dite
purement simplement additive si toute fonction e, sigma-additive
et vérifiant o =~ ¢ o s’annule identiquement. Une fonction o€,
de signe quelconque est dite purement simplement additive (vers le
haut, vers le bas) si o7 (¢+, ¢9~) est purement simplement additive.

ProrosiTion 1.2.4 [54]. — Toutfe fonction ¢ € M, de variation bornée
est représentable d’une maniére el d’une seule comme somme d’une fonc-
tion o. sigma-additive et d’une fonction ¢, purement simplement additive.
Si 0~ 9, o. est la plus grande de toutes les fonctions U sigma-additives
satisfaisant o =¥ = ¢. Nous avons (o). = (9)", (9%), = (¢,)" el de
méme en changeant ~ en — et en 7, ce qui légitime les notations ¢%, ¢35, .. ..

La proposition 1.2.4 découle immédiatement de la proposition 1.2.3.
Il nous suffit, dans le cas ol ¢ est positif, de définir 9. comme supremum
dans 2, des fonctions ¢ sigma-additives, positives et majorées par ¢.
Le cas ou v est de signe quelconque, mais de variation bornée, est ramené
au cas positif grace a la décomposition de Jordan (prop. 1.1.3).

Pour toute fonction ¢ de O, de variation bornée, nous définissons
le défaut de sigma-additivité comme | ¢,|. Ainsi la sigma-additivité
de ¢ est équivalente a4 'annulation du défaut de sigma-additivité.

1.3. Prémartingales, semi-martingales et martingales. — Soit ©
un ensemble non vide de « paramétres » dirigé par une relation transi-
tive <, a regarder comme fixé. En d’autres termes, ® est un ensemble
fillrant a droite ou ensemble filtrant croissant. Si p, 7€0, p <7 est lu :
« p précéde 7 » ou « t suit p » Un sous-ensemble A de O est dit te rmina
s’il existe dans ® un o tel que p <<t implique T€A, cofinal si ® — A
n’est pas terminal.

Les familles filtrantes (suites de Moore-Smith) intervenant par la suite
auront comme ensemble de parameétres, soit O, soit un sous-ensemble
terminal de ©. Dans le premier cas, au lieu de (a:): e, nous écrirons plus

simplement (a-), de méme lim a: au lieu de liII(l) a:. Si O est I’ensemble
tet;<
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des entiers naturels et < l’'ordre naturel, nous avons des suites au sens
habituel.

Par base stochastiqgue nous entendons une famille filtrante de sigma-
sous-algébres booléennes @; de @ d’unités E.

Par prémartingale de base (3:) nous entendons une famille fil-
trante ® = (9:), ¢ désignant pour tout r€® une fonction sigma-additive
définie sur @3.. Dans la suite (63:) est 4 regarder comme fixé, nous renon-
cerons donc a la mention « de base (3:) ».

Désormais dans les paragraphes 1, 2 et 3 nous ne considérerons que des
bases croissantes, c’est-a-dire telles que p <t entraine B3.Cd.. A dési-
gnera I'union des @; qui est une sous-algébre booléenne de . Un élément
quelconque A de @ appartient a ¢3: pour un ensemble terminal de para-
meétres que nous noterons A,. Nous définissons la frace d’'une prémartin-
gale ® = (¢9:) sur A €@ comme la suite des restrictions de 9. a A A @3-
pour t€4 .

Une prémartingale est appelée sous-martingale (submartingale dans [13],
(upper) semimartingale dans [11]) si Ae®, et p <<t entrainent
9, (A) =< ¢ (A), autrement dit si p < 7 entraine ¢, = 9. |3, o 9| @B,
désigne la restriction de ¢: a @3,. Cette inégalité est & renverser pour une
sur-martingale (supermartingale dans [13], lower semimartingale dans [11])
La conjonction de ces inégalités, c’est-a-dire I'égalité v, = ¢- | 63, fournit.
la définition d’une martingale. Pour une martingale, o- (E) est indé-
pendant de 7. La trace d’une sous-martingale sur un élément A de &
est une sous-martingale.

La somme de deux prémartingales (9:) et (J:) est définie
comme (¢ + {§:) pourvu que ¢; 4 - ait un sens quel que soit 7. De méme,
A étant un nombre réel fini, A () = (A¢:). La somme de deux martin-
gales ou sous-martingales est elle-méme une martingale ou une sous-
martingale sous réserve qu’elle existe. Si ® est une sous-martingale
et A> 0, M@ est aussi une sous-martingale. Par définition, (v:) < (-)
signifie que ¢ < ; pour tout = € 0, c’est-a-dire encore que ¢- (A) < Y- (A4)
quels que soient €0 et A €a.. En particulier, £ désignant la martin-
gale identiquement nulle, ® > Q si ¢ > o pour tout t€0.

Une prémartingale ® = (¢:) est dite flerminalement uniformément
bornée, plus brievement de variation bornée (vers le haut, vers le bas)
si ® admet un sous-ensemble terminal A tel que I'’ensemble des
nombres ¢f (E) (¢t (E), ¢z (E)) pour 7€A soit borné, ou, ce qui est
équivalent, tel que, pour €A et A €, 'ensemble des nombres ¢- (4)
soit borné (borné supérieurement, borné inférieurement). Si @ est une
martingale, on peut toujours choisir A = 0, de méme dans le cas d’une
sous-martingale s’il s’agit de la définition « vers le haut » La somme
(si elle existe) de deux prémartingales ® et W' de variation bornée est
aussi de variation bornée; la somme ¢: + 9. existe certainement pour
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les 7 d’'un ensemble terminal. Remarques analogues pour le produit par
un scalaire. La norme || ® || d’'une prémartingale de variation bornée est
définie comme lim sup ¢F (E).

T

1.4. Espaces ordonnés de martingales de base (:). — Soit €
un ensemble de prémartingales. Nous désignons pour tout t,€ 0 par Rk,
I’ensemble des fonctions de parameétre 7, dans les prémartingales de €,
ainsi R., la « 7-section de € » est un ensemble de fonctions sigma-
additives définies sur ®3... Nous faisons ’hypothése suivante :

S§ : Quel que soit 7,€ 0, il existe une prémartingale ® = (¢-) de € lelle
que ¢ (E) > —o0, en d’auires termes touf R. posséde la propriété S-.
Dans ces conditions, nous pouvons poser, d’apres la proposition 1.1.1:

() &r, = Sup Rs,

le supremum étant formé dans O . D’aprés la proposition 1.2.2,
t-, est sigma-additive pour tout 7,. Par conséquent, = = (3:) est la
plus petite des prémartingales W telles que ® =W pour tout ® de C.

Prorosition 1.4.1 ([34], p. 320). — Si € est un ensemble de sous-
martingales satisfaisant Sg, la prémartingale = = (%) définie par (1)
est une sous-martingale.

En particulier, soit ® = (9;) une martingale et € = { ®, . Nous
voyons que (97) est la plus petite sous-martingale majorant @ et £,
(97) la plus petite sous-martingale majorant — @ et 2, (¢7) la plus petite
sous-martingale majorant ® et — @.

Si I’ensemble © de prémartingales est filtrant pour l'ordre —, pour
chaque 7,€0, la t,-section R, jouit de la méme propriété et nous
pouvons écrire

&, = envsup { 9z,; (9-)€C .

Soit alors Z = (i;) une sous-martingale telle que &, (E) > —o pour
quelque p € ®. Nous posons

2(4) = b sup £s(4) = lim 25 (4)
pour tout €0 et A € 3., briévement
(2) EPt = env sup (55 | B:).
TEI
La proposition 1.1.4 et la proposition 1.2.2 impliquent que ;2 est
sigma-additive; par conséquent nous avons la

ProposiTION 1.4.2. — E™ = (3}") est une martingale, a savoir la plus
petite des martingales W telles que = < W,
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Nous appelons Z 'intégrale de Z. Si Z est de variation bornée vers
le bas, =™ existe et posséde la méme propriété. Si = est de variation
bornée vers le haut, Z* posséde la méme propriété pourvu qu’elle existe.

Soit M ’ensemble ordonné de toutes les martingales de base (¢3-).
Nous désignons I'infimum et le supremum dans M (s’ils existent) par infyy,

et supgy. Des propositions 1.4.1 et 1.4.2 nous déduisons aussitot :

ProrosiTioN 1.4.3. — Soit € un ensemble de martingales salisfaisant
a Sg, c’est-a-dire tel que, pour fout v, de 9, ¢, > — oo pour au moins une
martingale (9-) € €. Alors supgy, € existe et est = (z7*) définie par (1) et (2).
Si @ est filtrant pour =,

%= envsup { 95,5 (9-) €€ |.

CoroLLAIRE. — L’espace des martingales de variation bornée est un
espace de Riesz complétement réticulé.

Pour toute martingale ® existent les martingales

B+ = supgy (P, Q), P~ = supg (— P, Q) et " = supyy, (— D, D),

et nous avons

(D =(e"), ol o™= lim (95| @),

| .

(3) = ((?— ), ou ¢ = :11<I\I}7 (@3[03:)’
? = (of™), ou "= lim (9%|a.),

TEd /

et ®" = &+ 4 ®—, Les martingales &+, ®— et &7 sont appelées variation
positive, variation négative et variation lotale de @ respectivement. @ est
de variation bornée (vers le haut, vers le bas), si ®7 (®+, ®) est fini,
c’est-a-dire si o7 (E), (937" (E), ¢z (E)) est fini. La norme d’une martin-
gale de varlatlon bornée s’écrit alors comme || ® || = hm 9T (E) = oI (E).
Elle est nulle si et seulement si ® = Q.

Des relations (3) on déduit immédiatement la décomposition de Jordan
pour martingales :

ProrosiTioN 1.4.4. — Si la martingale ® est de variation bornée vers
le haut ou vers le bas, ® = ®+ — d—,
1.5. Intégrales de prémartingales. — Soit ® = (y¥;) une pré-

martingale telle que

T (®): 9,(E)>—x pour un ensemble terminal d’indices p.
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Soit 7€ ® regardé comme fixe. Pour tout v > 7, nous posons
= d32).
() Y= sup (¢3] )

Ce supremum existe en vertu de la proposition 1.2.2 et est en méme
temps le supremum relatif a o, et & oy .

Nous supposons, de plus, que :

T; (P) : Quel que soit €0, il existe un n > = tel que V7 (E) < + .

Observons que 7 < 7, < n, entraine 2 (E) > 2 (E).

Sous Vhypothese T3 (®), 'infimum relatif & ot des ¢ pour n > <
existe et est l'infimum dans o7 . Nous le désignons par ¢:f. La
famille (y%; v <n) étant décroissante pour = fixe, on a d’aprés les
propositions 1.1.4 et 1.2.2:

(2) ¢f = envinf (env sup (95| 551)),
T<n n<d

et cette définition peut étre écrite briévement

(3) 0! =1lim sup (¢35 | 63-).
1L

Nous désignons la prémartingale (¢?) par ®°. L’intégrale ®! est définie
de maniére analogue, en supposant satisfaites les conditions

T, (@) =T{(—®) et T,(®)="T;(—®).
D’aprés (3), on a @/ — @<, si ces intégrales existent.

ProposiTioN 1.5.1. — Si ®° = (97) exisle, c’est une sous-martingale
telle que ¢! (E) <+ « pour tout =. Une condition suffisante pour qu’on
ait T} (®) est que ® soit de variation bornée vers le bas. Dans ce cas,
T3 (®) implique que ® est de variation bornée et que ®° est de variation
bornée vers le bas.

DEMONSTRATION. — L’inégalité ¢f (E) <+ est évidente.

Considérons des paramétres 7 et ¢ fixés tels que 7<7. La
famille (J%; v < ) est décroissante, d’ou

9f = inf ¢ = inf J2.

<N <
D’aprés la proposition 1.1.4, corollaire 2, © < ¢ < n entraine

¥ = sup (95| Bo) = (SUp, (33| Bo))| B = 47 | .

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASC. 4. 30
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La famille ({7 | 3:; ¢ <‘n), pour ¢ et = fixe, est aussi décroissante, ce qui
implique, en vertu de la derniére partie du méme corollaire :

inf (42| B,) = ( inf 5\ | B. = 0 | A3-.
C<n(%L—T) (Z<nq}’>l = 9] s

Ainsi on a démontré ¢ = of|®@;, c’est-d-dire que @®* est une sous-
martingale.

Soit alors ® de variation bornée vers le bas. Il existe donc un ensemble A
terminal de paramétres tel que

x="Dbsup{¢;(E); peld}<+oo.

Ainsi la condition T; (®) est évidemment valable. Supposons ensuite la
condition T (®) satisfaite et choisissons 7 et n tels que v < n et que
¢1 (E) <+ . Pour n < 5 nous avons en vertu de (1) : 93 (E) = % (E).

Or, si S€4, on a aussi ¢35 (E) = %, d’ou résulte
95(E) = 93(E) + 93(E) Z Y3 (E) + =.

Ceci étant vrai pour un ensemble terminal de paramétres I, ® est de
variation bornée. Enfin, en choisissant 5 dans A tel que n < 7, on déduit
de (1) linégalité o¢3|@B; =¢?|®@; qui entraine (V%) (E) ==z La
famille (4%; v <) pour 7 fixe étant décroissante, on a d’aprés les propo-
sitions 1.1.2 et 1.1.4 :

(32) (E) < b sup (V1) (E) ==,
donc ®* est de variation bornée vers le bas.

REMARQUES :

1. @ étant supposée de variation bornée et jouissant des pro-
priétés T; (@) et T, (D), ®° n’est pourtant pas nécessairement de variation
bornée (cf. 1.10).

2. Si @ est de variation bornée, mais ne satisfait plus a la condi-
tion T3 (®), on peut encore définir la fonction sigma-additive ¢! sur 6.
comme l'infimum des 7 relative & o7 , les 7 étant minorées par un
fonction de variation bornée. Or, la famille (¢f) n’est pas, en général,
une sous-martingale. Soit, en effet, E I’ensemble des entiers 1, 2, ..., 63 la
sigma-algébre de tous les sous-ensembles de E, ® = E, < l'ordre naturel
de E, ®, = {9,E} et @ = ®sit=2,3, .... Définissons ¢, (0) = o,
9, (E) = 1. Pour 7> 1, soit . la mesure définie sur 3. = @3 par la
masse unité placée en 7. La prémartingale ® = (¢9:; 7 =1, 2, ...) est de
variation bornée, car o =~ ¢: = 1. On a Y} (9) = o, ¥} (E) = 1 quel que
soit n, et, si t>1 :

41(A) = nombre des éléments de A qui sont > 7.
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Par conséquent, ¢} (9) = o, ¢{ (E) = 1 tandis que ¢! est identiquement
nulle si = > 1. Remarquons que, si = > 1, I'infimum des {7 pour v < 7
dans Mg au lieu de oMY s’annule sur les ensembles finis et prend
la valeur 4-co sur les ensembles infinis, ce qui nous donne un exemple
pour le clivage possible de I'infimum dans Otz et Ong sila condi-
tion S¢ (prop. 1.1.1) n’est pas satisfaite; il s’agit méme de fonctions
positives.

DEriNITION. — La prémartingale est appelée intégrable si @' et @*
existent et sont égales. Dans ce cas, ®" = ®! = @+ est une martingale &
valeurs finies.

ProposiTioN 1.5.2, — Soit ® une sous-martingale.

1° T (®) équivaut a la condilion considérée en 1.4 : il existe un o
tel que ¢, (E) >—oo. T} (®) est équivalent a ¢.(E) <+ quel que
soit 7.

20 Si T (®) est satisfaite, on a T; (D) si et seulement si @ est de
variation bornée vers le haut. Dans ce cas, ®° est 'intégrale @ de ® définie
en 1.4,

30 Si T (D) est satisfaite, on a T (P) si el seulement si U'on a T;(®).
Dans ce cas, @ est Uintégrale ®" de ® définie en 1.4.

COROLLAIRES :
1. Pour une sous-martingale, la conjonction « T (®), T3 (®), T (®).
et T (@) » est équivalente a « T;(®) et ®, est de variation bornée vers le
haut » et aussi a « ® est de variation bornée ».

2. Si @ est une prémartingale satisfaisant a T7(®), une condition
suffisante pour qu’on ait T;(®), est Uexistence d’une sous-martingale de
variation bornée vers le haut majorant ®.

D£MONSTRATION. — 19 est évident. 20 La partie « seulement si » résulte
de la proposition 1.5.1. Inversement, si ® est de variation bornée vers
le haut, lintégrale ® définie en 1.4 est une martingale de variation
bornée vers le haut telle que ®=®" (cf. prop. 1.4.2), ce qui entraine T; (®).
L’identité de ®° avec l'intégrale définie en 1.4 résulte immédiatement
de la formule (1). 3° Si T, (®) est satisfaite, en choisissant 0 > 0 > =,
on obtient )

%0 (E) = ( Jnf, (23 | 3 (B) > —e.

Supposons ensuite que T3 (®) est valable et ¢, (E) > —z. Etant donné t

il existe un paramétre » tel que o < nett < ». La famille (95| B:; n < 3)

pour t et n fixes étant croissante, on a ¢, (E) < ( inf& (o5] 03f)>,
n<

donc T;(®). L’identité de @' avec l'intégrale définie en 1.4 résulte
immédiatement de la définition de @’ analogue a la formule (1).
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Revenons au cas d’une prémartingale ® quelconque. Supposons
que @ est de variation bornée vers le bas et satisfait 4 T3(®). Comme ®*
est une sous-martingale de variation bornée vers le bas, son intégrale
au sens de 1.4 existe. Nous la désignons par ® = (92"). Explicitement
nous avons

" = s, ((Jf (399, (o<1 @)1

T, </
= S i : -
SRR (L (528, 52199
&+ est une martingale de variation bornée vers le bas. De fagon analogue
on définit @ si ® est de variation bornée vers le haut et satisfait
a T, (P); c’est une martingale de variation bornée vers le haut. Si tous

les deux existent,
‘l)illlé (I)zé (I)S/__ (I)sm.

Ces inégalités entrainent la

ProprositioN 1.5.3. — Une prémartingale ® est intégrable si et seulement
si @ = @™, en ce cas
(I)m — (I)im — (I)sm.

1.6. Martingales et fonctions additives d’ensemble. — Les défi-
nitions et propositions formulées en 1.4 et 1.5 sont basées sur les propo-
sitions formulées en 1.2 concernant les fonctions sigma-additives sur une
sigma-algébre booléenne d’unité E. Dans ce qui suit, nous allons établir
des relations entre les martingales et les fonctions additives sur une
algébre booléenne d’unité E.

Soit (@3:) une base stochastique croissante. L’ensemble & = U 3. est

une sous-algébre booléenne de @3 d’unité E. Un élément quelconque A
de @ appartient & ¢3: pour un ensemble terminal de parametres 7. Soit
alors ® = (9:) une martingale de base (3;). Nous posons

(1) oV(A) = 9-(4) pour Aed..
Cette fonction ¢V est définie dans & de maniére unique et possede les
propriétés suivantes :
I. ¢V est additive sur A.
II. La restriction de ¢v a chaque @& est sigma-additive.
La connaissance de ¢V entraine celle de ®; en effet,

(2) Q7 = cPv , 031,

c’est-a-dire que ¢- est la restriction de ¢V & @&.. D’autre part, a toute
fonction ¢V définie sur & et vérifiant I et IT correspond une martingale
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définie par 9. = oV | ®; telle que la fonction ¢V définie par (1) coincide
avec ¢V. Par conséquent, la correspondance ® <> ¢" définie par (1) et (2),
est une application biunivoque de l’ensemble o1, des fonctions véri-
fiant I et II, sur M. Nous la représentons par

©) ¢V =Z(®), ® =Z7'(¢").

Il est clair que ¢V est finie si et seulement si ® est fini, c’est-a-dire
i | 9 (E) | <+oo.

Z est une isomorphie relativement a l'ordre, I'addition et la multi-
plication par un scalaire. La proposition « ® est de variation bornée »
équivaut a « ¢V est de variation bornée »; il en est de méme si I'on ajoute
« vers le bas » ou « vers le haut» Si € désigne un ensemble quelconque
de martingales, Z(C) satisfait a la condition S¢ si et seulement si € inclut
une martingale de variation bornée vers le bas, ce qui implique Sg.
Supposant 8¢, le supremum de Z (€) dans I, est égal a Z (supzm(i),
Et méme :

ProrosiTioN 1.6.1. — Pour fout ensemble € de martingales contenant
une martingale de variation bornée vers le bas, Z (supp®) =supy;, Z (€).

DEMONSTRATION. — Soit 7 un parameétre envisagé comme fixé, 5> =,

A€, Rs la T-section de €, = sup,;, Z (€), (') = supg; €.

D’aprés la proposition 1.1.2, Z(A) = b sup 2 o/ (A),oui=1, ...,k
!
Aed, A=A, +...+ A, ¢9yeZ (€). @ étant 'union; de la famille
croissante (d33),

§() = lim <b sup Y @>’(Af>>»

les sommes Z 9/ (A)) étant soumises a la restriction A; € s, Par consé-
i
quent, d’aprés la proposition 1.1.2,

(A) = lim (sup ®.) (A).
I

Mais, d’apres la proposition 1.4.3, nous reportant a 1.4, (1) et 1.4, (2),
nous constatons que 7' (4) = % (A), donc

Z (supgy €) = sup,y; , Z(€).

Cas PARTICULIERS. — Pour toute martingale ®, nous avons (cf. 1.4.3)

GT=Z@N),  Pr=Z(07), g =Z().
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REMARQUE. — Pour toute martingale de variation bornée ® = (v.),

[ @ =19"] = ¢V(E).

1.7. Martingales sigma-additives. — Une martingale ® est dite
sigma-additfive ou purement simplement additive selon que ¢V = Z (®) est
sigma-additive ou purement simplement additive. Définitions analogues
vers le haut et vers le bas.

ProposiTioN 1.7.1. — Toute martingale ® de variation bornée est
représentable d’une maniére et d’une seule comme somme d’une martin-
gale ®. sigma-additive ef d’une martingale ®, purement simplement
additive. Si Q& = ®, alors ®. est la plus grande de toules les martin-
gales I sigma-additives satisfaisant Q =W —~ ®. Nous avons

@)= (@),  (@),=(@,)",
ef de méme en changeant ~ en — ou 7.

DEMONSTRATION. — Soit ¢V = of + ¢} la décomposition de 9" = Z (®)
en une fonction sigma-additive et une fonction purement simplement
additive. of et ¢y satisfont 4 I. La fonction 97 étant sigma-additive sur &
Uest a fortiori sur chaque @, et ¢} | 3 étant la différence de deux fonc-
tions de variation bornée et sigma-additives est aussi sigma-additive.
Ainsi donc o7 et ¢ satisfont & II. Il suffit de poser

O.=Z7(¢.), O, =2Z7"(9,)

pour obtenir la décomposition dont I'unicité est démontrée de maniére
analogue.

DgriNiTION. — Le défaut de sigma-additivité d’une martingale ® = (9-)
de variation bornée est défini comme

1@yl =195 1l = 95" (E).

1.8. Martingales induites. — Désignons par 0, I’ensemble filtrant
complété par un élément « 4 l'infini » w, donc @, =OU {wletrt <w
pour tout re€®. Soit @, la plus petite sigma-sous-algébre booléenne

de @ incluant & :\ ) ®., qui n’est autre que I'extension borélienne

de &. Etant donnée une martingale ® = (9:; € 0) de base (&:; T€0),
une fonction sigma-additive o, définie sur @, est un prolongement
de ¢V = Z (®) si et seulement si (9:; T€®,) est une martingale de
base ((3.;7€0,). Par ailleurs, partant d’une fonction sigma-additive
quelconque ¢, sur @, nous obtenons de maniére unique une martin-
gale ® = (9.;7€0) telle que (¢:; 7€0,) soit une martingale en
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posant 9. = ¢, | B, en d’autres termes ® = Z—' (9, | A). On appelle ®
la martingale induite par 9,. Or pour qu’une fonction ¢V définie sur &
puisse étre prolongée en une fonction sigma-additive sur @,, il est
nécessaire et suffisant que ¢V soit de variation bornée vers le haut ou
vers le bas et sigma-additive. Donc :

ProposiTiOoN 1.8.1. — Une martingale ® = (¢-; v €0) est de variation
bornée vers le haut ou vers le bas, et sigma-additive si et seulement si ®
est induite par une fonction sigma-additive ¢, définie sur G,. Si 9, est
finie, ® est de variation bornée et inversement.

ProrosiTioN 1.8.2. — Soit ® = (9:; T€0) une sous-martingale telle
que ¢, (E)>-—ow pour un certain p€®. Afin que ®™ soit de variation
bornée vers le haul et sigma-additive vers le haut, il est nécessaire et suffisant
qu’il existe une fonction ¢, définie sur 3., telle que (9:; T€0,) soit une
sous-martingale et ¢, (E) <+ oo.

DEMONSTRATION, — Suffisance. — Si W désigne la martingale induite
par ¢., alors

oW, donc Z(®") ZZ(¥) = ¢, |A.

Par conséquent, d’aprés le corollaire de la proposition 1.2.1, T'iné-
galité o, (E) <+ implique que ®™ soit de variation bornée vers le
haut et sigma-additive.

Nécessité. — Si @™ est de variation bornée vers le haut et sigma-additive
vers le haut, ¢ = Z(®™) jouit des mémes propriétés, donc ¢+ peut étre
prolongée en une fonction positive et sigma-additive de variation bornée,
définie sur @,, que nous nommons ¢,. Comme

CP'ré C‘P"E“ — (Pm | Cﬁ’wé (Pm+ I Jﬁ—; — (P") |03T

pour tout =, (¢-;7€0,) est une sous-martingale qui satisfait a
9w (E) <+ oo.

1.9. Prémartingales et fonctions de cellule. — @ désignant une
sous-algébre booléenne quelconque de ¢3 d’unité E, toute fonction ¢¥e€ o1,
peut étre engendrée par une martingale de la maniére décrite en 1.6.
En effet, prenons pour 0 ’ensemble des (-partitions finies © = { J;, ..., Jx }

de E, ainsi donc J,e @, J,# 0, J;AJ; = O pour i #j et \/J,- —E.

Prenons ensuite pour < la relation de finesse en partition, désignée par [,
c’est-a-dire que p < 7 indiquera que < est un raffinement de p, en d’autres
termes, tout élément de p est le supremum d’un sous-ensemble de =.
03- sera I'algebre booléenne engendrée par 7; c’est aussi une sigma-algébre
booléenne. p << r équivaut 4 @3, C @, la famille filtrante (&.) est donc
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une base stochastique croissante, et & =‘ )03:. Relativement a cette

base, ¢V possede les propriétés I et II de 1.6. Posons donc ¢. = ¢¥ | ®-.
Alors ® = (¢:; 7€ 0) est une martingale, et ¢v = Z (®).

Les martingales ainsi obtenues sont des cas particuliers de martin-
gales intervenant dans la théorie des fonctions de cellule. Le cadre en
est une sigma-algébre booléenne ¢ d’élément nul O et d’unité E, et une
famille ® = T non vide de ®-partitions dénombrables =% de E ne
comprenant pas 1’élément nul, filtrante relativement a la finesse de
partition C. Si & = { J,, J», ... |, alors 3 est la sigma-algébre booléenne
engendrée par &, ainsi donc @3 consiste en les éléments de 3 qui peuvent
étre représentés comme suprema de sous-ensembles de ®. Les consti-
tuants J; de % sont les afomes de G5 qui est atomique. Si nous choi-
sissons comme relation d’ordre < la relation [, la famille (B;; € X)
est une base stochastique appelée base cellulaire. Par cellule nous enten-
dons tout élément (constituant) d’une partition quelconque dans Z.

L’ensemble J des cellules est donc U (B; €T} = U T. Un complexe

est défini comme un ensemble dénombrable (donc éventuellement fini
ou méme vide) de cellules disjointes, un complexe actif comme sous-
ensemble d’une partition dans . Par conséquent, I’algébre booléenne

a = U @ consiste en les éléments de la forme \/ ¥, ou J désigne un

-

complexe actif quelconque. A tout complexe fini J correspond au moins

un complexe actif J' tel que \/j =\/ J'.

ExempLES (cf. 4.8).

1. 33 est I'ensemble des sous-ensembles boréliens de Lintervalle
unité E = (o, 1(, fermé a gauche et ouvert & droite, et T consiste en
toutes les partitions finies de E en intervalles (u, v(. Les cellules sont
ces intervalles. Tout complexe actif est fini et inversement. Le supremum
(union) d’'un complexe actif n’est pas en général une cellule.

Dans les exemples suivants @ désigne une sigma-algébre booléenne
quelconque d’unité E.

2. & est une sous-algébre booléenne de @3 d’unité E et T consiste en
toutes les @-partitions finies de E. Tout complexe actif est fini et inver-
sement. Le supremum d’un complexe actif est une cellule.

3. T consiste en toutes les @-partitions de E. Tout complexe est actif
et tout élément non nul de @ est une cellule.

4. Réseau de de La Vallée Poussin. — T est une suite 2, 2., ... de
g-partitions de E telle que 2, C 2, C .... Un complexe fini n’est pas
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nécessairement actif. Le supremum d’un complexe fini actif n’est pas
en général une cellule.

DErFiNITIONS. — Dans le cadre (&, ¥) une fonction de cellule est, par
définition, une fonction réelle ¢ a valeurs éventuellement infinies, définie
sur I’ensemble J de toutes les cellules et telle que, pour tout complexe

actif 7, la somme ¢ (J) : =2 ¢ (J) existe, c’est-a-dire que la somme des
Jey

termes positifs et la somme des termes négatifs ne soient pas simul-

tanément infinies. Soit donc ¢ une fonction de cellule et GeI. Tout

élément A de @; admet une représentation unique A =\/ T,
ot JC®. Nous posons
G: 95(4) =9()).

I1 est clair que ¢ est sigma-additive sur @, par conséquent ® = (v;)
est une prémartingale. Nous écrirons ® = G (9) que nous lirons « ® est
engendrée par ¢ ». Pour tout constituant J d’une partition & appar-
tenant a T, nous avons ¢ (J) = ¢4 (J). Nous voyons ainsi que ® déter-
mine de maniere unique la fonction de cellule initiale . En vertu de
cette correspondance, toute proposition concernant les prémartingales
en général implique comme cas particulier une proposition relative aux
fonctions de cellule. A toute notion relative aux prémartingales corres-
pond une notion relative aux fonctions de cellule. Par exemple, aux
prémartingales (%), (¢3) et (v3) correspondent les fonctions de cellule
dont les valeurs sur une cellule J sont |o(J) |, (¢(J))* et (9(J))~, respec-
tivement. Remarquons toutefois qu’'une prémartingale quelconque sur
la base cellulaire (d3;) n’est pas nécessairement engendrée a partir d’une
fonction de cellule d’aprés la loi de transfert G.

ProrosiTioN 1.9.1. — Afin qu’une prémartingale ® = (v5) sur la
base cellulaire (63;) soit engendrable par une fonction de cellule ¢ en vertu
de G, il est nécessaire et suffisant que, pour toute cellule J, le nombre oy (J)
soit le méme quelle que soit la partition G dans T contenant J (Condition B).

Cette condition B est satisfaite pour foufe prémartingale sur la base
cellulaire (®3;) si chaque cellule J n’appartient qu’a une seule partition
dans T, ce qui est le cas pour des réseaux de de La Vallée Poussin particu-
liers. Exemple : E = (o, 1(, €, est la partition de E en intervalles
((—1)o iz (,oui=r1, ..., 2%

Une fonction de cellule ¢ est dite de variation bornée (variation bornée
vers le haut, variation bornée vers le bas) si la prémartingale ® = G (¢)
est de variation bornée (bornée vers le haut, bornée vers le bas). Si o
est de variation bornée, la norme || ¢ || est définie comme

I1G(9) || = lim sup ¢z (E).
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Une fonction de cellule ¢ est dite sous-additive, sur-additive ou additive
suivant que ® = G (¢) est une sous-martingale, une sur-martingale ou
une martingale, respectivement. C’est ainsi que la sous-additivité de ¢
est équivalente a la propriété suivante :

Quelles que soient les partitions & et § dans T telles que & [ Setle

complexe (actif) J inclus dans S tel que \/5 soit une cellule de %,
nous avons ¢ (\/g>é 9 (J).

L’addtivité de ¢ équivaut a la propriété suivante :
Pour tout complexe actif J dont le supremum est une cellule vaut

régalité ¢ (\ /) = ¢ ().
Si @ est une martingale quelconque sur la base cellulaire (B3;), la condi-

tion B est satisfaite, donc @ est engendrée en vertu de G par une fonction
de cellule additive, 4 savoir la restriction &4 o de ¢V = Z (®) (cf. 1.6).

Cette fonction ¢V est le prolongement de ¢ sur @ = U G qui satisfait

G
aux conditions I et II de 1.6. Par ailleurs, si une fonction ¢V définie
sur & vérifie ces conditions I et II, sa restriction ¢ & J est une fonction
de cellule additive et ¢¥ = Z (G (9)).

La proposition 1.9.1 peut étre interprétée ainsi :

Les fonctions de cellule (univoques) sur une base cellulaire (d3;)
engendrent celles des prémartingales sur (3;) qui possédent la « propriété
des martingales pour atomes ». Il n’est donc pas surprenant de constater
que des théorémes relatifs aux martingales se laissent en partie transférer
a des fonctions de cellule non additives.

Par variation totale, positive et négative de la fonction de cellule addi-
tive ¢, nous entendons les fonctions de cellule 97, ¢+ et ¢~ correspondant
aux martingales ®7, ®+ et ®—, ot ® = G(9), donc les restrictions a J
des fonctions Z (®7), Z (®+) et Z (®-). Ainsi donc, sur une cellule I,
les valeurs de ces fonctions sont les bornes supérieures de

el DGO et D (e(U)”

Jey JEY Jey

pour les complexes actifs J dont le supremum \/g est égal a I, respec-
tivement.

La fonction de cellule ¢ additive est dite sigma-additive ou purement
simplement additive si la martingale ® = G (¢) I'est. La sigma-additivité
de ¢ est équivalente a la propriété suivante :

Pour tout complexe (non nécessairement actif) J dont le supremum

est une cellule, ¢ (J) : ——-Z 9(J) existe et est égal a cp(\/;‘ﬂ)-

Jey
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¢ est purement simplement additif si, et seulement si, toute fonction
de cellule sigma-additive majorée par ¢7 est nulle.

Si o est additive et de variation bornée, nous définissons la partie
sigma-additive o. de © comme Z (®,) | J et la partie purement simplement
additive v, comme Z (®,) | & (cf. proposition 1.7.1). Pour ¢ >. o, ¢. est
le supremum des fonctions de cellule sigma-additives majorées par o.
Si o est de signe quelconque, 9. = (9*). — (¢7).. La fonction ¢, admet la
définition individuelle suivante que nous donnons sans démonstration :
Posons, pour Ie€J, J = ensemble des complexes (non nécessairement
actifs) J dont le supremum coincide avec I, filtrant suivant [, alors
¢ (1) = lim ¢ ().

1.10. Intégrales de fonctions de cellule. — Soit ¢ une fonction
de cellule et ® = G (9). Nous supposons d’abord que @ satisfait a T} (D)
et T (®) (¢f- 1.5). En vertu de la proposition 1.5.1, I'intégrale ®* est
alors une sous-martingale. Pour € ¥ nous avons, par définition,

¢y = inf (sup (%It%))-
Lo\

Soit Ie®, I étant un atome de @3, nous reportant au corollaire 1
de la proposition 1.1.4 et & 1.5, nous obtenons

(_su_p (%I%)> (I)="b sup ¢q(I),
wCx > X

donc

7D =b Jnt (b sup oo(D))=limsup va (D)
sCae \ e x s T

et, d’aprés G,
¢z (1) = limsup 9 (I ),
xED,

ou D, désigne I'ensemble des partitions LT telles que € By, T4 le
complexe inclus dans & tel que I =\/Ji7C et ol lim sup se rapporte

a [C. Cette expression de ¢§ (I) montre que @ vérifie la condition B.
Nous pouvons donc définir I'intégrale ¢* comme G—' (®*) et nous venons
d’en trouver la définition individuelle

() ¢*(I) = lim sup ¢ (Jg).
TED,

De méme, pour ¢! : = G—' (®%, nous avons

(1) ¢'(I) = lim inf ¢ (J ),

TED,;
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si @' existe. ¢* est une fonction de cellule sous-additive et ®¢ est sur-
additive.

Les intégrales @ = (93") et @ = (¢/2) définies en 1.5 sont des
martingales de variation bornée vers le bas et vers le haut, respectivement
pourvu qu’elles existent. Pour 1€, nous avons

98" () = b sup o3 (I) = lim o5(1),
sCx s

g (D=1 _inf gfp(l) = lim’og(I).
s s @
Nous définissons ¢ = G—' (@) et o = G (®). Ces intégrales
sont des fonctions de cellule additives, de variation bornée vers le bas
et vers le haut, respectivement. Faisant usage de G et de (1), nous obte-
nons sur I les définitions individuelles suivantes :

o (I)="b sup ¢*(Jp) = lim ¢ (Ig),
(2) TED, TED,
o (I)=>b inf ¢! (Jp)= lim ¢ (Jg).
TED, TED,

Soit alors ¢ une fonction de cellule quelconque, ne satisfaisant pas
nécessairement a Tj(®), T;(®), T, (P), T, (P) ou de variation bornée
vers le haut ou vers le bas. Dans ce cas, nous posons les relations (1)
et (2) pour définir les fonctions de cellule ¢*, ¢, ¢ et ¢, De cette
définition découlent les inégalités ¢/ < ¢! < % < ¢*%, Les fonctions ¢*
et o sont les intégrales de Burkill-Kolmogoroff de ¢. On les appelle simple-
ment intégrales de Burkill si les partitions utilisées sont finies, plus préci-
sément, si la base cellulaire vérifie la condition suivante :

P. Quelle que soit la cellule I, tout complexe actif J satisfaisant \/;‘f =1
est fini.

Remarquons que si chaque partition dans T ne consiste qu’en un
nombre fini de cellules, la condition « ¢ est de variation bornée vers le
haut (vers le bas) » entraine évidemment T (®) (T (®)).

ILrLusTrATION. — E désigne l'intervalle unité (o, 1( et @ la sigma-
algébre de ses sous-ensembles boréliens. T est la suite des partitions
binaires réguliéres de E, ainsi ¢, = { ((k— 1) 27", ke~ (s k=1,...,2"}.
Soit (p.; n =1, 2, ...) une suite de nombres dense en E et 9, = o,
la mesure définie sur @3, par la masse unité placée en p,. La prémartin-
gale (¢,) satisfait a la condition B (cf. remarque suivant la propo-
sition 1.9.1), elle est donc engendrable par une fonction de cellule o,
a savoir ¢ (I) = 1 ou o suivant que p,€l ou p,& 1, ou n est l'indice
tel que I @, . Alors, d’aprés (1) et (2),

=1 ¢D=o ¢"B=to ct D=0
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quelle que soit la cellule I. Observons que ® = G (9) est de variation
bornée et satisfait aux conditions T} (®), T; (), T (?) et T, (P);
cependant @ n’est pas de variation bornée vers le haut.

Nous nous limiterons dans la suite a des fonctions ¢ finies et a inté-
grales ¢* et ¢’ finies ([36], p. 209). ¢ est dite intégrable au sens de Burkill-
Kolmogoroff si ¢o* = ¢/, et I'on écrit alors

(D =9()=¢'(D).

Dans le cas d’'une fonction ¢ de variation bornée satisfaisant & T3 (®)
et T, (P), la proposition 1.5.3 nous apprend que ¢ est intégrable si,
et seulement si, ¢ = g™,

RemARQUE. — Nous employons les notations o¢° (I) et ¢’ (I) pour
désigner les intégrales de Burkill-Kolmogoroff, seulement pour les
cellules I. L’intégrale de Burkill-Kolmogoroff sur E est définie comme
lim sup ¢ (&) ([33], p. 238). Cette intégrale peut étre oo alors que o*

®

s’annule sur toute cellule. Si ¢ est de variation bornée, sa norme || ¢ |,
définie en 1.9, est égale a I'intégrale de Burkill-Kolmogoroft de ¢ sur E,
ou Y (I) =9 (I)| pour tout I€J.

Propriétés des intégrales o* et ¢i. — Comme nous avons vu plus haut,
si ¢ satisfait aux conditions T (@), T3 (®), T (®) et T4 (), ¢* et ¢’ sont
semi-additives. Il en est de méme si la base cellulaire vérifie P ([9], p. 138
et [36], p. 209). Or, contrairement a ce qui se passe dans le cadre classique
des fonctions d’intervalle, ¢ et ¢/ ne sont pas nécessairement additives
dans le présent cadre général comme le montre lillustration. Afin
d’obtenir les fonctions de cellule additives ¢ et ¢i™, il faut réitérer le
processus d’intégration. Ce fait avait déja été remarqué, par exemple
dans [9]. Ce n’est que sous des hypotheses assez strictes, comme la
condition E ci-dessous, que ¢* et ¢’ sont elless-mémes additives (cf. propo-
sition 1.10.1 ci-dessous). Cette propriété E ne posséde pas une contre-
partie intéressante dans la théorie des prémartingales générales a base
non cellulaire. Toutefois beaucoup de bases cellulaires la possédent.
La voici :

E. Pour tout S€X et tout complexe fini J dont chaque élément est inclus
dans une composante de %, il existe dans T une partition % telle que 3<%
et SC 5.

De P et E on déduit aussitot ’additivité de ¢ et ¢?, toujours en suppo-
sant que ¢, ¢* et ¢’ sont finies ([9], p. 138 et 141; [36], p. 209). En outre,
nous avons la

ProrositioNn 1.10.1. — Si la base cellulaire (G3g) posséde les pro-
priétés P et E, si ¢ est une fonction de cellule 'de variation bornée, et
si ® = G (9), alors ® et ® sont des martingales, donc ®m" = ®* et
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®in = @, Pour tout élément A de Gy qui est le supremum d’un complexe
fini inclus dans @, on a
@ e (4) =lmsupey(d), ¢y (4) =liminfoy(A).

En particulier, si toute partition dans T est finie et la condition E
satisfaite, les relations (3) sont vraies pour tout élément A de .

Relativisation de T. — Dans les équations (1), (2) et (3), I'ensemble
des parametres consiste en partitions de 'unité E. Or, on désire parfois
se servir seulement des partitions d’une cellule I, plus généralement du
supremum A d’un complexe actif fini. Dans ce but, nous désignons par T 4
Iensemble, envisagé comme filtrant selon [, des partitions cellulaires
de A possédant la propriété suivante : Il existe une partition & dans T
telle que J soit C&. Autrement dit, T, est I'’ensemble filtrant des

complexes actifs J tels que \/ J = A. Supposons que (B;) jouisse de
la propriété suivante :

F. Quels que soient la partition % dans X, la cellule I € Gy et le complexe
actif ¥ tel que \/ J =1, il existe dans T une partition % ftelle que JC%
et SC%..

On voit immédiatement que F entraine les égalités

lim sup ¢ (I &) = lim sup 9 (),
:tel)l JET,
lim inf ¢ (¥4,) = lim inf ¢ (J),
zTeD, JE€T,
pour toute fonction de cellule ¢, les limites & droite étant formées rela-
tivement a la relation C dans ¥;, d’out résultent les formes désirées des
égalités (1), (2) et (3).
Si T satisfait P et E, F se trouve aussi satisfaite et les égalités (3)
peuvent étre écrites

¢ (A) =limsupg(J), ¢ (A) =liminf¢(J),
Jex €

A b A
pour tout supremum A d’un complexe actif fini.

Un ensemble T de partitions totalement ordonné par [ satisfait F,
mais pas nécessairement E. La condition E est satisfaite dans les
exemples 1, 2 et 3 de 1.9, la condition F dans tous les exemples de 1.9.

1.11. Théorémes de convergence pour martingales de variation
bornée quand @ est une algébre de mesure. — Nous supposons
que & est une algébre de mesure, c’est-a-dire que @ admet au moins
une mesure sigma-additive, sigma-finie et strictement positive définie
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sur elle. o3 est alors une algebre booléenne compléte et tout sous-
ensemble K de @ inclut un ensemble dénombrable £ tel que

\/ﬁ:\/JC et /\L"= /\JL [53]. Par conséquent, toute sigma-

sous-algébre booléenne € de @3 est une sous-algébre de @ au sens complet,
c’est-a-dire relativement aux infima et suprema d’ensembles quelconques,
dénombrables ou non.

Si € désigne une sigma-sous-algébre booléenne de 3 d’unité E, nous
entendons par fonction C-mesurable ou simplement ¢-fonction une fonction
de lieu (Ortsfunktion de Carathéodory) relativement a4 ¢, a valeurs
réelles, + oo et — oo comprises. Une telle fonction peut étre définie par
son échelle spectrale E, = {f—~a}, —ooLa+ co. Les échelles
spectrales des c-fonctions sont caractérisées par les propriétés suivantes :

E, €@, « =f{ entraine E, Es,
E,.=E, a, N\« entraine limE, = E,.
n

Ces fonctions obéissent aux régles ordinaires valables pour les fonctions
de point mesurables; on trouve un exposé de leurs propriétés en [4].
L’espace 7. des C-fonctions ordonné naturellement est un treillis
complet, sous-treillis complet du treillis F; Si Be®, la @&3-fonction
prenant la valeur 1 dans B et la valeur o dans E — B est appelée fonction
indicatrice (ou caractéristique) de B et désignée par cz. « représentant un
nombre fini quelconque, ac, sera désignée brievement par «. Le sous-
treillis complet de &5 constitué par les fonctions indicatrices des somas
de ¢ est isomorphe a ¢ par cette correspondance, ce qui permet de
désigner les infima et les suprema dans 7. et 7, par les mémes

signes A, / \, \V et \/ que dans € et @. En particulier,
Ifl=FfV (0 t*=fVo et fr=(—f)Vo.

Par fonction sans plus, nous entendons une ¢3-fonction, leur ensemble 7 5
sera aussi désigné par &. f désignant une fonction, B un soma, nous repré-
sentons par f|B la restriction de f & B.

Nous désignons par ¥, ou ¥ I'espace de Banach des fonctions ¢ réelles,
définies sur &, sigma-additives, chacune étant de variation bornée
(cf. 1.1) et pourvue de la norme || ¢ ||, ou || || : = variation totale de ¢
(sur E). L’ensemble de ces fonctions est donc on%” introduit en 1.2
aprés la proposition 1.2.2. Chacune de ces fonctions admettant un
prolongement sigma-additif unique sur @, (cf. 1.8) de méme variation
totale, nous pouvons dans la définition de ¥ remplacer « définies sur & »
par « définies sur @3, ». L’espace dual ?”, ou 2’ est 'espace vectoriel des
@,,-fonctions bornées f de norme || f||'= sup | f|.
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ProposiTioN 1.11.1. — Pour une martingale ® = (¢;) de variation
bornée les conditions suivantes sont équivalentes :

1. @ est sigma-additive (définition en 1.7);

2.. Pour tout v la fonction ¢: peut étre prolongée en une fonction -
de V ftelle que la suile (U-) converge fortement en V;

3e. Pour lout t la fonction ¢ peut étre prolongée en une fonction - de ¥
telle que la suite (U-) converge faiblement dans <.

DEMONSTRATION. — Les implications 1 — 2, et 2. — 3. sont évidentes.
Il reste & montrer que 3. — 1. Supposons donc l’existence des prolon-
gements . convergeant faiblement vers ¢. dans ?@>. Un soma quelconque
de @, étant représenté par B, la fonctionnelle A définie sur % par
A () = ¢ (B) est linéaire et continue sur ¥, donc la convergence faible
des 4. vers ¢, implique ¢, (B) = lim ¢ (B), en particulier
T

Yo (A) =lim - (A)
T
sur tout A e@. D’ou il résulte
Yo (4) = lim ¢:(4) = ¢V (4)
-re_\A

(cf. définition de A, en 1.3 et de ¢" en 1.6). ¢" | admettant un prolon-
gement ¢, sigma-additif est sigma-additif, ainsi la condition 1 est satisfaite.

DerinNiTION [14]. — Les fonctions d’un sous-ensemble 0 de ¥ sont
dites uniformément sigma-additives si quelle que soit la suite décroissante
évanescente B,, ..., B, ... déléments de @&, (cf. 1.2), la suite
T (B), ..., 7 (B,), ... converge vers zéro uniformément sur .

TuEorREME 1. — Hypothéses : ® = (9-) est une martingale sigma-additive.
Pour tout =, Y. désigne un prolongement sigma-additif de ¢, sur 4@,.
Les (. sont uniformément sigma-additifs. L’ensemble des normes || - || est
borné. Conclusion : La suite () converge faiblement en % vers la fonc-
tion ¢, induisant ® dans (3:) (cf. 1.8).

DEMONSTRATION, — (&3, étant l’extension borélienne de &, la norme
de ¢, est égale a celle de sa restriction a &. Désignant par ¢ un nombre

positif quelconque, il existe donc une décomposition de E en élé-
k

ments A,, ..., A; de & telle que ZICPm(Az)IEIICP(.) | —¢. Pour tout
i=1

A €@, nous avons lim ¢ (4) = ¢, (A), par conséquent, quel que soit p

dans O, il existe un v>p tel que

31 (A) |2 90 (A) | —-.
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Comme H%H;EMT (A)) |, nous obtenons, en combinant les inégalités
précédentes, I'inégalité || ;|| > || 9w || —2c. D’ou, en tenant compte de
la liberté dans le choix de p et de =,

90 | < lim sup|| ¢ .

Posons # = sup { || Y-}, donec «>x| 9, |, et soit ¢ un nombre positif
arbitraire, f une fonction quelconque de ¥’'. L’algébre booléenne & étant
dense dans @, il existe une suite s;, ..., s;, ... de fonctions A-étagées

(entendant : ne prenant qu'un nombre fini de valeurs finies et dont
les éléments de constance appartiennent a @) telle que

y=sup {[[fllsls;lI57=12 ...§

soit fini et que s; converge vers f selon I'ordre <entendant que

VA= A\o=1)

k<j ¢ k=j
D’aprés le théoréme d’Egoroff, il existe une suite E,, ..., E;, ... de
somas de @, telle que E; converge en croissant vers E et que, sur
chaque E;, la suite des s; converge uniformément vers f. En vertu de
I'uniforme sigma-additivité des Y- et de la sigma-additivité de ¢, compte
tenu de la finitude de la variation totale de ces fonctions, il existe un

entier naturel i® tel que, pour E» = E°, nous ayons ¢7(E — E') < %

quel que soit 7, et que ¢/ (E— E°) < é La convergence uniforme de s,

vers [ sur E° nous assure de l'existence d’'un entier naturel n° tel que,

€
pour s, = s°, nous ayons |f—s°| < — sur E°.

bx

Ecrivons I'inégalité

<o =<0 [P 1= [ [ — s, 800
[ (Yo 80— (90 8° D1 + [P 8° D — s -

Sur chaque soma de constance de s°, . et 9, finissent par coincider, il
existe donc un paramétre p tel que > p implique que < Y-, s* > — 9y, §° >

soit nul. Evaluons
1 ey 5 ey 80| = |fE<f—s°>d¢T + f_ fdy.
Tt

s*dy =
‘/lzt-—L" : 8"

BULL, SOC. MATH, — T. 91, FASC. 4. 31

+

» ™
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De méme

[ Pus 8" > —<9as 2| <

[CHRe)

Finalement, par combinaison des évaluations, nous constatons que = = o

entraine |{Yr, f>—< 94, f>|<z Ainsi (g, > > 9w, [, quelle que
soit f dans V’, par définition ¢ converge dans ? faiblement vers o,,.

Compléments. — 1. Nous pouvons, dans I’énoncé du théoréme, remplacer
I'hypothése : « ® = (9-) est une martingale sigma-additive » par «® = (9-)
est une prémartingale telle que, pour tout A e, lim . (A) existe ».

T

Cette limite, grace a I'uniforme sigma-additivité des ¢ et la finitude de
la borne supérieure des |||, est un élément de ¥ que nous désignons
par 9,. La démonstration précédente est applicable, il faut seulement
substituer a4 Taffirmation de l'existence d’'un p tel que 7= p implique
que { Y, 8° >— 9, $* > soit nul, la suivante « & tout ¢ > o correspond
un p tel que 7> p implique que |{ Y-, s°> — < 9u,s" >|< d» Nous
concluons que les ¢; convergent faiblement vers ¢, dans ?.

2. L’uniforme sigma-additivité des {¢: et la finitude de b sup || - ||
découlent de I'hypothése suivante : Les fonctions ¢7 sont uniformément
majorées par une fonction de .

3. Nous présumons que ’hypothése supplémentaire « || 9- || = || = | quel
que soit 7» dans I’énoncé du théoréme 1, assure la convergence forte de la
suite (J:) en ?’, et que pour toute martingale ® sigma-additive et de
variation bornée, cette hypothése implique déja la sigma-additivité
uniforme des .

2. Théorie dans un espace mesuré sans conditions vitaliennes.

2.1. Préliminaires. — Nous supposons désormais que @ est le
domaine de définition d’une mesure p. sigma-additive, sigma-finie et
strictement positive, donc p (B) = o entraine B = 0.

Soit ¢ une fonction définie sur une sous-algébre booléenne A de @
d’unité E, additive et nulle en O, c’est-a-dire 9 €1ty (cf. 1.1). ¢ est dite
absolument continue relativement & p. ou p-continue, si, quel que soit =
positif, il existe un soma H de mesure finie et un nombre positif ¢ tels
que Ae@ et i (HA) < ¢ impliquent ¢7 (4) <:¢. ¢ est appelée singuliére
si, quels que soient le nombre ¢ positif et le soma H de mesure finie,
il existe un élément C de & tel que p (HC)<: et o7 (E—C) <.
En remplacant ¢7 par ¢+ et 9—, nous obtenons la définition d’une fonction
absolument continue ou singuliére vers le haut ou vers le bas, respec-
tivement. Dans les définitions des notions de continuité absolue, nous
pouvons remplacer ¢”(A) < ¢, 97(A) <z ou v (4) <: par |[9(4)| <,
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9(A) < :ou 9(A)>—¢, respectivement. Si H,, H,, ... désigne une suite
croissante quelconque de somas de mesure finie et telle que \/H,,,: E,

il suffit de formuler les définitions précédentes au moyen des H, seulement
ala place de tous les somas H de mesure finie. En particulier, si . (E) <<+ oo,
il suffit de considérer le cas H = E.

ProrosiTioN 2.1.1. — Toutle fonction de M, de variation bornée est
représentable d’une maniére et d’une seule comme somme d’une fonction
absolument continue et d’une fonction singuliére.

ProposiTION 2.1.2. — Une fonction de O, de variation bornée est
absolument continue si et seulement si elle est sigma-additive, et singuliére
si et seulement si elle est purement simplement additive (*).

DEMONSTRATION. — On déduit immédiatement de la définition et de
la proposition 1.2.1 que toute fonction de variation bornée et abso-
lument continue est sigma-additive. Soit alors ¢ de variation bornée et
sigma-additive. D’aprés la proposition 1.2.3, ¢ posséde un prolon-
gement ¢° sigma-additif sur la sigma-algébre booléenne € engendrée
par A@. Comme ;2 est strictement positive, BeC et p(B)=o
entrainent B = 0, donc 9° (B) = o. Par conséquent, d’aprés le raison-
nement classique (cf. par exemple [18], 5.7), ¢° est absolument continue,
donc aussi 9.

Dans ce qui suit nous pouvons nous limiter au cas ¢ > o. Supposons
alors ¢ de variation bornée et purement simplement additive. Nous
avons la décomposition ¢ = ¢, + 9,, ol 9, est absolument continue et ¢,
singuliére. Comme ¢, est sigma-additive et satisfait & o =~ ¢, < ¢, I’add~
tivité purement simple de ¢ entraine ¢,= o, donc ¢ = ¢, est singuliére.
Soit enfin ¢ de variation bornée et singuliére. D’aprés la proposition 1.2.4,
nous avons la décomposition ¢ = 9.+ ¢,, oul ¢. est sigma-additive et o,
purement simplement additive. Nous avons déja montré que ¢. est abso-
lument continue et ¢, singuliére. Comme ¢ est elle-méme singuliére,
I'unicité de la décomposition en une fonction absolument continue et
une fonction singuliére implique 9. = o, donc ¢ = ¢, est purement simple-
ment additive.

Une fonction f, @-mesurable (cf. 1.11), est dite semi-intégrable

si f fdy existe, en particulier iniégrable vers le hauf ou vers le bas
E

si / 'f dp <+ o ou f f dp. >— o0, respectivement.
E E

() La proposition 2.1.1 et les implications « absolument continu -> sigma-
additif » et « purement simplement additif - singulier » pour les fonctions de g
de variation bornée sont vraies méme si u n’est pas strictement positive.
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Soit € une‘sigma-sous-algébre booléenne de 3 d’unité E et f une
fonction ®-mesurable. Si f est intégrable vers le haut, la fonction ¢
définie sur € par

0 9(C) = f fdy

est sigma-additive, absolument continue vers le haut et de wvariation
bornée vers le haut. Inversement, si ¢ est une fonction sigma-additive
définie sur €, il existe une fonction g et une seule telle que ¢ soit ¢-mesu-

rable, semi-intégrable et ¢ (C) = f g dp. pour tout C de €. Si la fonc-
c

tion ¢ est engendrée par (1), g est appelée I'espérance conditionnelle de
la variable aléatoire f étant donné C et désignée par & (f| €). Des remarques
analogues s’appliquent au cas d’une sous-algébre @ de @& au lieu de ¢
en tenant compte de la proposition 1.2.3; il faut alors choisir ¢ mesu-
rable relativement & la sigma-algebre engendrée par ct.

2.2. Prémartingales absolument continues ou singuliéres. —
Reprenons la base stochastique (3:) du chapitre 1 et supposons désor-
mais que la restriction de p a tout @ soit sigma-finie. Nous posons de

nouveau & = U .. Une prémartingale ® = (9:) est dite absolument
T

continue si, quel que soit ¢ positif, il existe un sous-ensemble terminal A
de O, un soma H de mesure finie et un nombre ¢ positif tels que r€ 4,
Ae®. et p.(HA) < o entrainent 97 (A) < ¢. En remplacant cette inéga-
lité par ¢ (A) <z ou ¢7 (A) << nous obtenons la définition d’une
prémartingale absolument continue vers le haut ou vers le bas, respec-
tivement. On pourrait aussi utiliser les inégalités | v (A)| <z, 9-(4) <=
ou ¢;(A) >—c. Dans le cas d’une martingale, A peut étre pris égal
a 0, de méme pour une semi-martingale s’il s’agit de la définition vers
le haut. En effet, sous ces hypothéses, pour tout Ae@, les suites
(9% (A)), (v (A)) sont croissantes.

Une prémartingale ® = (o) est dite singuliére si, quels que soient le
nombre positif ¢ et le soma H de mesure finie, il existe un parametre p
dans O et un élément C de @, vérifiant p (HC) < ¢ tels que p <<
entraine ¢! (E — C) < ¢. Nous obtenons la définition d’'une prémartingale
singuliére vers le haut ou vers le bas en remplagant ¢I par ¢: ou oz,
respectivement.

Si H,, H,, ... désigne une suite croissante quelconque de somas de

mesure finie et telle que \/H,L= E, il suffit de formuler les définitions

précédentes au moyen des H, seulement au lieu d’utiliser tous les somas H



MARTINGALES ET DERIVATION. 487

de mesure finie. En particulier, dans la définition de la continuité absolue,
le paramétre p étant prescrit, on peut toujours trouver H dans d3,.

Contrairement aux notions de sigma-additivité et d’additivité pure-
ment simple, les notions de continuité absolue et de singularité concernent
les prémartingales quelconques et non pas seulement les martingales.
Cette remarque nous permettra de donner plus loin (proposition 2.2.4)
une version plus simple de la proposition 1.8.2. Tout d’abord nous avons
immédiatement la proposition suivante.

ProposiTioN 2.2.1. — Soit ® = (y:) une sous-martingale lelle
9, (E) >— oo pour un certain p€ 0. Afin que ®" soit absolument continue
vers le haut, il est nécessaire et suffisant que ® le soit.

ProposiTioN 2.2.2. — Une martingale ® = (¢:) est absolument continue
ou singuliére si et seulement si la fonction additive ¢V = Z (®) (cf. 1.6)
définie sur & jouit de celte propriété. Par conséquent, pour les martingales
de variation bornée, les notions de continuité absolue et de sigma-additivité
sont équivalentes ainsi que les notions de singularité et d’additivité purement
simple. Il en est de méme pour les notions « vers le haut » et « vers le bas ».

Pour démontrer cette proposition, il suffit d’observer que ¢7(4) Z¢V7(A)
et que lim¢7(A) = ¢V7(A) pour tout A eA.
T

La proposition 1.8.1 nous donne alors :

ProrosiTioN 2.2.3. — Une martingale de variation bornée est abso-
lument continue si el seulement si elle est induite par une fonction sigma-
additive définie sur a3,

De la proposition 1.8.2 on déduit, a I’aide des propositions 2.2.1
et 2.2.2:

ProposiTioN 2.2.4. — Soit ® = (¢;) une sous-martingale {felle qu’il
exisie p€® vérifiant ¢, (E) >—co. Alors une condition nécessaire et
suffisante pour qu’il existe une fonction ¢, définie sur @, telle que
(¢:; 7€0,) soit une sous-martingale et o, (E) <+ oo, est que @ soit de
variation bornée vers le haut et absolument continue vers le haut.

2.3. Processus stochastiques. — Soit ® = (¢;) une prémartingale
de base (3:). A tout 7€® correspond une fonction f: et une |seule,
@--mesurable, semi-intégrable et telle que

(1) ¢:(4) =/ f-dp. pour tout Ae€d..
A

A la prémartingale @ correspond donc la suite des intégrants (f:) ou
processus stochastique (f:) dit p-représentation intégrante ou simplement
représentation intégrante de .
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Inversement & tout processus stochastique (f:), o f: désigne une
fonction @.-mesurable et semi-intégrable, correspond la prémartingale (¢:)
définie par (1) et appelée représentation intégrale de ®. Si aucune confusion
n’est a craindre, la suite (f:) sera aussi appelée prémartingale et il nous
arrivera d’écrire ® = (f2).

Beaucoup. de définitions et propositions du chapitre 1 s’expriment
sous une forme simple au moyen des représentations intégrantes. Ainsi
la condition pour ® d’étre une sous-martingale ou une martingale s’écrit :

p<T implique f,Z6&(f:|®B,) ou f,=&(f:|a®,), respectivement.

Si € désigne un ensemble de prémartingales de représentation intégrante
générique (fz) et si, pour tout 7, une des fonctions f: est intégrable vers

le bas, alors le processus (g:), ol g-, =\/,‘ fos ()€€, est la repré-

sentation intégrante de la plus petite prémartingale majorant €. Obser-
vons que la fonction g. est définie indépendamment de I’hypothese Sg
(cf. 1.4) qui intervient seulement pour en assurer I'intégrabilité vers
le bas. En particulier, pour une seule prémartingale ® = (¢-) de repré-
sentation intégrante (f:), aux prémartingales (9%7), (97) et (97) corres-
pondent les suites d’intégrants (|f:|), (f:) et (f7). Ces prémartingales
sont des sous-martingales si ® est une martingale.

Une martingale ® = () de représentation intégrante (f-) est induite
par une fonction sigma-additive ¢,, définie sur ’extension borélienne @,
de A si et seulement s’il existe une fonction f, semi-intégrable et
a,-mesurable telle que f: = & (f, | 3:). Plus généralement, f désignant
une fonction semi-intégrable, la suite (f:), ou f: = & (f| ®-), représente
une martingale dite induite par f; elle est alors aussi induite par
fo= & (f| B.). La martingale ® de représentation intégrante (f;; r€9)
est induite par une fonction &,-mesurable f,, si et seulement si (f:; 7€ 0,,)
représente une martingale. Les propositions 1.8.1 et 2.2.3 nous donnent
des conditions assurant I’existence d’une telle fonction f.,.

Voici encore un exemple de traduction d’une propriété de ® au moyen

de (f2).

ProposiTioN 2.3.1. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu'une prémartingale ® de représentation intégrante (f-) soit de variation
bornée (vers le haut, vers le bas), est Uexistence d’un sous-ensemble terminal A

de O {lel que U'ensemble des nombres 97 (B) =ff: du, oit m€A et Be®,
B

soit borné (vers le haul, vers le bas, respectivement).

Dans cette proposition, nous avons considéré l'intégrale indéfinie ¢2
de f- sur la sigma-algébre @ et non pas seulement sur @3.. Nous I'appelons
prolongement naturel de ¢ par rapport a 1 ([34], p. 323). Afin d’obtenir
un critére analogue pour les prémartingales de variation bornée et abso-
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lument continues, rappelons que la suite (¢2) des intégrales indéfinies
d’une suite (f:) de fonctions considérées sur la sigma-algébre @ tout
entiere, est ferminalement uniformément bornée et terminalement unifor-
mément absolument continue au sens de [34], p. 323, si et seulement si
la suite (f:) est ferminalement uniformément intégrable, cette derniére
notion étant définie comme suit :

Quel que soit ¢ positif, il existe un sous-ensemble terminal A de O,
un soma (élément de @, cf. 1.1) H de mesure finie et un nombre positif o
tel que, pour G.= {|f-|>0} et G = E — H, la relation t€A entraine

Flde<e et [If]de<e

G G

Les définitions « vers le haut » et « vers le bas » s’obtiennent & partir de
la précédente en y remplacant | f-| par f* et f=.

ProrosiTioN 2.3.2 ([34], 3.1). — Une condition nécessaire et suffisante
pour qu’une prémartingale soil de variation bornée et absolument continue
est que sa représentation intégrante soil terminalement uniformément inté-
grable. Condition analogue pour les notions « vers le haut » et « vers le bas ».

Nous avons défini en 1.3 la trace ®4 d’une prémartingale ® sur un
soma A de & comme la suite (9. | A A &) restreinte aux 7 tels que A € G
Nous définissons, pour A € @, la p-trace de la prémartingale ® de repré-
sentation intégrante (f:), comme la prémartingale de base (A A @) et
de représentation intégrante (f<), ou fZ =/f.|A, par rapport & la
mesure u| A A\ 3.

2.4. Convergence stochastique. — Une suite (A;) de somas est dite
converger stochastiquement vers O si lim 1 (HA:) = o pour tout soma H

de mesure finie. Etant donnée une suite (f:) de fonctions, nous lui atta-
chons I’ensemble ¢ des fonctions h telles que la suite ({ h < f-}) converge
stochastiquement vers O, et ’ensemble ¢ des fonctions ¢ telles que la
suite (| f: < g} ) converge stochastiquement vers 0. La limite stochastique

supérieure slim sup f- est alors définie comme /\ZC et la limite stochas-

tique inférieure s lim inf f. comme \/9 (*). Dans le cas ou ces deux fonc-
T

(") Dans [35] une définition différente, mais logiquement équivalente a été donnée,
apparemment plus compliquée, mais mieux adaptée a certaines démonstrations.
Particulierement utile est la proposition 2.8 de [35] qui n’est pas vraie pour les
classes & et ¢ que nous venons de définir. L’équivalence des deux définitions des
limites stochastiques découle immédiatement de cette proposition 2.8 de [35]. Voir
aussi [17]. En ce qui concerne I’indépendance de ces notions relativement a la mesure @
définie sur @, strictement positive, finie ou sigma-finie, c¢f. [35], § 2, en particulier
Satz 2.1. Ces notions sont intrinséques, entendant qu’elles dépendent seulement de
I’algeébre de mesure @ (cf. 1.11).
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tions limites sont égales, leur valeur commune est la limite stochas-
tique s lim f; de la suite (fz) qui est alors dite converger stochastiquement.
T

Cette notion de convergence est aussi connue sous le nom de conver-
gence en probabilité, convergence en mesure et convergence asympto-
tique. Cependant, sa définition est donnée le plus souvent seulement
dans le cas d’'une mesure finie et d’'une suite de Fréchet de fonctions
finies convergeant stochastiquement vers une fonction finie.

ProrosiTioN 2.4.1 ([20], p. 84, Satz 4; [39]). — Hypothéses : a est une
fonction continue définie sur un sous-ensemble du produit topologique R’ X R’
el a valeurs dans R', R’ désignant la droile numérique achevée, s lim f- = f

el slimg.= g. Conclusion : slima(f:, ¢) = a(f, 90 pourvu 'que ces
T T
fonctions soient « définies partout dans E ».

Des lemmes de FFatou pour limites stochastiques ([35], p. 480) et de la
proposition 2.3.2 résulte :

ProrosiTioN 2.4.2. — Si la prémartingale ® de représentation inté-
grante (f:) est de variation bornée vers le haut et absolument continue vers
le haut, et si slim sup f: est semi-intégrable, alors, pour lout soma B nous

avons

lim sup f frdp < f (s lim sup f;) dp.
T B B T

Version analogue « vers le bas ». Si @ est de variation bornée et absolument
continue et si f., = slim f: existe, alors f., est intégrable,

limff-, dp =fﬁ.) du.  pour tout soma B
©JB B

el

1i£nfB| fo—foldp. = o.

THEOREME 2. — Si ® est une sous-martingale de variation bornée et @
son intégrale définie en 1.4, leurs représentations intégrantes (f-) et (f*')
convergent stochastiquement vers la méme fonction f., qui est intégrable.
Si @ est une martingale de variation bornée vers le haut ou vers le bas,
(f-) converge stochastiquement vers une fonction f,, qui est intégrable vers
le haut ou vers le bas, respectivement, et nous avons

| f fs dp élim/f?d;x,
B T Jp

(1) f fody élimff?dy,
B T JB

\fﬂlﬁ»ldﬂélignfﬂlfrldu
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pour fout soma B de &, la premiére inégalité restant vraie dans le cas d’une
sous-martingale de variation bornée.

COROLLAIRE. — Si la martingale ® est de variation bornée, les
suites (f™), (f="") et (f£") des intégrants de ®+, @ et ®7 convergent stochas-
tiquement vers f, fu et | f. |, respectivement.

DEmoNsTRATION. — L’existence et l'intégrabilité des limites stochas-
tiques sont démontrées dans [35], p. 484. L’existence des limites a droite
dans les inégalités (1), pour tout B de & découle du fait que, sous nos
hypotheses, (f7), (fz) et (|f-]) sont des sous-martingales. Pour obtenir
les inégalités elles-mémes, il suffit d’appliquer la proposition 2.4.2.

Pour établir 1'égalité

slim f: = slim f?',
T T

considérons la sous-martingale ® — ®” de représentation intégrante
h: = f.— f#. Nous avons
hm = slim hr = slim f,:—— s lim f%n,
T T T

ces limites étant intégrables, donc finies parce que ® et @ sont de
variation bornée. Evidemment, h.— o, donc h,-= o. Or, en vertu de la

proposition 2.4.2,
limfhrd,uéfhwdyéo.
T VvE E

La définition de ®™ entraine

limfhvdp_—_ o,  donc fh,,) dp- = o
T VE E

et, par conséquent,
h, = o.

Pour démontrer le corollaire, supposons que ® soit une martingale de
variation bornée. En appliquant le résultat précédent a la sous-martin-
gale (ff) qui est de variation bornée, nous déduisons de la propo-
sition 2.4.1 :

slim " = slim ff = (slim f2)*,

et de maniére analogue pour (fz™) et (ff").

TurEoREME 3. — Toute martingale ® = (¢-) de variation bornée dont (f:)
est la p-représentation intégrante, admet la décomposition

9<(A) = 9,,<(4) +//;fu) dp, Aed.,
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ot fo=slimf. et ®,= (¢, -) est la partie purement simplement additive
T

de ®; la partie sigma-additive ®. de ® est donc la martingale induite par f.,.

COROLLAIRES.

1. Une condition nécessaire et suffisante pour que ® soit sigma-additive
est que ® soit induite par f., en d’autres termes que la suite (f-; t€0,)
représente une martingale.

2. @ est purement simplement additive si et seulement si f,, = o.

REMARQUE. — Rappelons que, d’apres les propositions 2.2.2 et 2.3.2,
pour les martingales de variation bornée les notions de sigma-additivité,
de continuité absolue et d’intégrabilité terminalement uniforme de la
représentation intégrante, sont équivalentes. Il en est de méme pour les
notions d’additivité purement simple et de singularité. D’aprés le corol-
laire du théoréme 2, @}, ®; et ®! sont induites par [, fo et |[fu,
respectivement.

DEmoNsTRATION. — Comme la martingale ®° induite par f,, est sigma-
additive, grace a la proposition 2.2.3, il suffit de démontrer que
P =@ —@* est purement simplement additive. Nous référant au
corollaire du théoréme 2, nous pouvons nous contenter de traiter le cas
ol @ > 0. D’apres les inégalités (1) du théoréme 2, nous avons ®°°> o.
Désignons la limite stochastique de la suite (f!) des intégrants de ®°
par [ et la représentation intégrante de ®°° par (f2*). Les propositions 2.2.3
et 2.4.2 nous fournissent les égalités

f o dy = lim f £0 dp. — f fur dp:
B T Jp B

pour tout soma B de @, donc fi, = f. et, par conséquent,
slim f2°= o.

Soit alors W' une martingale sigma-additive, de représentation inté-
grante (g:), telle que Q =¥ =@, Comme

o<ZLslimg.<slimf2°,

nous avons s lim g: = o. Des propositions 2.2.2 et 2.4.2 découle

fgp dp. = limfgf dp. =f(s limgf) dp. = o pour tout Bea,,
B t B B g

donc
¥ =Q,
C. Q. F. D.
Les corollaires sont immédiats.
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THEOREME 4. — Soit ® une sous-martingale de variation bornée, ®" son
intégrale, (f-). et (f*') leurs représentations intégrantes, f., = s lim f.. Alors,

la martingale induite par f. est la partie absolument confinue ®" de ®”.
La sous-martingale ® est absolument continue vers le haut dans le cas et
seulement dans le cas oi1 (f-; € 0,,) représente une sous-martingale.

DEMONSTRATION. — La premiére proposition découle des théorémes 2
et 3. La suffisance de la condition dans la seconde proposition résulte
de la proposition 2.2.4. Supposons maintenant que @ soit absolument
continue vers le haut. Pour tout pe® et A€ ®,, en vertu de la propo-
sition 2.4.2 valent les inégalités

[ fodp<tim [ f.du = [ fuda
Vi T Jy A

qui nous permettent d’affirmer que (f:; € ®,,) est une semi-martingale.

REMARQUE. — Les théorémes 3 et 4 sont des théorémes de conver-
gence au sens plein (« Full differentiation theorems » suivant [22], p. 221),
entendant par ld que nous ne nous contentons pas d’établir la conver-
gence de la suite (f:), mais que nous interprétons l'intégrale de la
limite f.,.

2.5. Convergence en moyenne d’ordre 1. — La norme d’ordre 1

d’une fonction f est définie par || f|| :f'lfidy. Nous désignons par
F

£y = £, (@) I'espace de Banach des fonctions f vérifiant || f{|, <+ oo, de
norme || ¢ ||,. ¢ désignant 'intégrale indéfinie de f sur @, cette norme || f|},
n’est autre que la variation totale de ¢, dont la norme || ¢||, définie en 1.11.
La transformation f—¢ applique isomorphiquement et isométrique-
ment £, (B,) sur *,. Pour toute prémartingale ® de représentation
intégrante (f-), la norme | ® ||, définie en 1.3, derniéres lignes, est

lim sup || - [|;. Ainsi, ® est de variation bornée si et seulement si cette

limite supérieure est finie. Dans le cas d’une martingale,

| @[}y =1im | £: = b supl| £

(cf. les lignes suivant le corollaire de la proposition 1.4.3).

Soit alors ® une martingale de variation bornée, ®. sa partie sigma-
additive, ®, sa partie purement simplement additive et f,=slimf..

Nous posons

YVT=Z(@7), Y'=Z(@), ¢fT=Z(®}
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(cf. 1.6 et 1.7); nous rappelons que les opérations Z et ” sont permu-
tables entre elles ainsi qu’avec . et ,. D’aprés la définition de ®T
(cf. 1.4, (3)), nous avons || P ||, = ¢V7(E). D’autre part, nous déduisons
du théoréme 3, corollaire 1 et remarque (en 2.4), que || fu || = 9Y7(E).
Comme ®7 = ®"—®!, nous obtenons

(DS) oy "(E) = 1@ [i— I fo

Nous avons 14 une expression du défaut de sigma-additivité de ® (cf. der-
nieres lignes de 1.7).

ProrosiTioN 2.5.1. — Soit ® une martingale de variation bornée
dont (f-) est la représentation intégrante et f.,, = s lim f-. Les qualre conditions

suivantes sont alors équivalentes :
1° @ est sigma-additive;
20 (f-) converge fortement vers f.,, dans £;
3° (f:) converge faiblement vers f., dans £,;

G ([ ®@i=Ifolh

REMARQUES.

1. D’autres conditions équivalentes a 1° sont énoncées dans les
propositions 1.8.1, 2.2.2 et 2.3.2.

2. La convergence faible de la suite (f:) des intégrants d’une martin-
gale dans £, vers une fonction f entraine que @ est de variation bornée
et sigma-additive et I'égalité f = s lim f..

DEMONSTRATION. — 1° implique 2° en vertu des propositions 2.2.2
et 2.4.2, L’implication 20— 3° est triviale. Montrons que 3° — 1° :
Soit ® une martingale dont la suite (f:) des intégrants converge faible-
ment dans £, vers une fonction f. Pour tout soma A de - on a

ff:dp=limff3dpa =ffd(.t,
" TwIJ 4 4

puisque l'intégration sur A d’une fonction de £, est une fonctionnelle
linéaire dans ,. Ainsi donc ® est induite par f. D’aprés la propo-
sition 1.8.1, @ est de variation bornée et sigma-additive, par conséquent
la suite (f:) converge dans ., faiblement vers slim f.. La deuxié¢me

remarque se trouve établie. Enfin 4° est équivalent & 19, d’apres (DS).

L’équivalence des quatre conditions : « ® est uniformément inté-
grable », « ® est une martingale induite par une fonction de £, »,
« @ converge fortement ou faiblement dans £, » fut démontrée dans [23].
Tandis que, dans la démonstration de la proposition 2.5.1, la fonction
limite de (f:) dans £, apparait comme limite stochastique, existant en
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vertu du théoréme 2 (en 2.4), HELMs introduit celle-ci en faisant appel
a la compacitié faible conditionnelle des sous-ensembles uniformément
intégrables de £,. Une troisitme méthode pour se procurer la fonction
limite découle de la proposition 1.8.1; en effet, pour les martingales
induites, la convergence forte dans £, s’établit tres facilement. L’équi-
valence de 1° et 30 peut aussi étre déduite de la proposition 1.11.1 et
du théoréme 1 appliquée a . = intégrale indéfinie de f: sur @,,.

Observons & ce propos que || 9:| =] $-|] quel que soit =. Si donc la
conjecture du complément 3 en fin de 1.11 se vérifie, la proposition
correspondante, la proposition 1.11.1 et le théoréme 1 (en 1.11) pour-
ront étre envisagés comme version intrinseque de la proposition 2.5.1
au moins en ce qui concerne 1°, 22, 3°. Quant a 4°, sa formulation intrin-
séque est || @ ||, = || D.||, (cf. la proposition 1.7.1, derniéres lignes de 1.7,
1T alinéa de 2.5).

¢ désignant une sigma-sous-algebre booléenne de @ (cf. premiéres
lignes de 1.11), - une fonction réelle définie sur ¢, sigma-additive et de
variation bornée, a toute mesure p|@ finie et strictement positive
correspond un prolongement de > sur @ sigma-additif, ayant la méme
norme que -, a savoir le prolongement naturel | @3 (cf. 2.3). Nous
présumons que tout prolongement de % sur & sigma-additif, conservant
la norme, peut étre interprété comme prolongement naturel de : rela-
tivement & une mesure p. convenable.

Un théoreme de DuBRrovsk1y [14] relatif aux sous-ensembles ¢ de <
affirme I’équivalence des propriétés suivantes : Les fonctions de v sont
uniformément sigma-additives; il existe une mesure p. définie sur @
strictement positive, finie et sigma-additive telle que les fonctions
de W soient uniformément p-continues. Considérons alors une martin-
gale ® = (¢;) sigma-additive de variation bornée et, pour tout 7, un
prolongement - |3, sigma-additif, conservant la norme; on peut se
demander s’il existe une mesure u| @ finie et strictement positive telle
que, pour tout 7, . soit le prolongement naturel de ¢ sur @, relati-
vement & . Dans l'affirmative, d’aprés la proposition 2.5.1, la suite ()
convergerait fortement vers (¢).

Les considérations qui précédent concernant la convergence en moyenne
peuvent étre appliquées aux théorémes de convergence stochastique de
martingales en 2.4 et ultérieurement aux théorémes de convergence
suivant l'ordre de martingales en 3.3, ces convergences étant de nature
intrinséque (cf. note (*) en bas de page, début de 2.4, et définition en
début de 3.1), pour autant que les hypotheses se laissent traduire aisé-
ment en langage intrinséque.

2.6. Convergence dans les espaces d’Orlicz. — Nous désignons
par = et y des fonctions réelles, définies dans (o, + oo(, & valeurs non
négatives, + oo comprise, non décroissantes et non identiquement nulles,
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telles que x soit « inverse » de y, et réciproquement. Les « sauts » de x
correspondent donc aux « intervalles ol y est constante ». L’inégalité
2 (1) < X pour un A fini et pour tout u est vérifiée dans le cas et seulement
dans le cas ou y(v) =+ oo pour v > A Comme x détermine y, sauf
éventuellement sur un ensemble dénombrable, et réciproquement, les
fonctions

X (u) =fux(ﬁ)dﬁ et Y(@) =vK(D)d17

sont déterminées de maniére unique, soit par z, soit par y.
X(@©)=Y()=o0, X et Y sont non négatives, non décroissantes,
non identiquement nulles, a4 valeurs finies sur un intervalle (o, 9),
avec 0 > o, et convexes sur tout intervalle ou elles sont finies. Pour
toute fonction mesurable f, nous posons

Illfllx=bSUP{fElfgldH;fEY(lyl)dfiér},

v Hny=bsuP§fElfgldH;fEX(lgl)dHéx}-

On a alors les inégalités

) flfgldﬁéllflh 191y

42,n fullx

n=1

]En

n=1

si la sériez f. converge, et |f.| < | f, | entraine

n=1

Ifillx= 1 Fo llxe
L’espace £, des fonctions f vérifiant || f||x <+ oo est un espace de
Banach pour la norme || [|y. £x et £, sont appelés espaces d’Orlicz

complémentaires ([55], 5.5). On obtient des cas particuliers en prenant des
nombres p et g tels que

IZpZ+®, 1ZgZ4w et pr4qi=r,

avec la convention p =4 o0 si ¢ =1, et ¢ =+ co si p =1, en posant

Hfllp=<fE|flpdu>7) si p <+ oo,

| fll+= = sup|fl,

et en désignant par £, I'espace des fonctions f pour lesquelles || f]|, est
finie. En effet, pour z (u) = 1, X(u) = uety(») =Y () =osioLv <1,
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yw) =Y W) =+ o si 1 <v, par conséquent r, =1, £, =r,,,
Iflx=1flls [IFflly=1Fll+

Pour x (u) = u~', 1 <p <+ oo,
X(u =-I~uf', V) = v, Y@) = 1v‘/,
W= w, y@ 0=

par conséquent,

Fx=Fps Ky =Ly, I fllx=q" I flls I flly=p" 1 fl-

Si A désigne un soma quelconque différent de O, le sous-espace de £y
qui consiste en les fonctions s’annulant dans E — A, est comme espace
de Banach, isomorphe et isométrique a l'espace d’Orlicz, relatif a X,
des fonctions définies sur A, ainsi qu'on le voit en considérant I’appli-
cation « restriction a A ». Si p (A) est finie, des constantes finies et posi-

tives o et 3 existent telles que
ozf|f]d;.té || fe llx< Bsup|f| pour toute fonction f.
Vi A

Par conséquent, la convergence forte dans £, entraine la convergence
stochastique vers la méme limite. Si ;. (E) est finie, #,, C £x C £, et la
convergence forte dans £,. ou £, entraine la convergence dans Ay
ou £,

Dans le cas w1 (E) =+ oo, une fonction f de £y n’est pas nécessai-
rement semi-intégrable (entendant sur E), toutefois, f est intégrable a
mesure finie (*), c’est-a-dire intégrable sur tout soma de mesure finie.
Si nous voulons parler d’une martingale induite par une fonction f
de 1y, nous devons introduire de légéres variantes des notions de 1.3.
Nous définissons donc une prémartingale @ mesure finie sur la base (63.)
comme une suite (¢ | @!), ou @/ désigne la sous-algébre booléenne des
somas de @3- de mesure finie, . une fonction sigma-additive sur @
a valeurs finies. @ est dite sous-martingale (martingale) a mesure finie,
sip <7 et Aed®, entrainent

9 (A) = 9:(4)  (9:(4) = 9:(4)).

A tout ¢.|@! correspond une fonction f:, 3.-mesurable, telle que I'inté-
grale de f- sur tout soma A de @{ soit ¢- (A). La suite (f-) est dite repré-
sentation intégrante de ®. ¢ désignant une sigma-sous-algébre booléenne
de @ telle que la restriction de . a € soit sigma-finie, f une fonction
intégrable 4 mesure finie, I'espérance conditionnelle & (f|C) est définie

(°) Expression formée de maniére analogue a I’expression usuelle & distance finie.
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comme la fonction C-mesurable dont la p-intégrale sur tout C de ¢

de mesure finie est f fdp (cf. 2.3). L’inégalité (égalité) caractérisant les
c

sous-martingales (martingales) peut alors s’exprimer par p <t implique
feZ&(f:1 %)  (fo=8(f:] B)).

Une martingale a mesure finie ® = (9;) est dite sigma-additive si,
pour tout p€® et tout A€ ®/, la martingale (¢:|A A@®:), définie pour
les paramétres t tels que A € @; (trace de ® sur A), est sigma-additive.
Cette propriété peut aussi étre formulée ainsi : Pour tout A de & de
mesure finie, la martingale de base (A A @®:; t€®) et de représentation
intégrante (f:|A) par rapport a p|AA®B (p-trace de p sur A) est
sigma-additive.

Ces notions « & mesure finie » ne sont pas requises dans les problémes
de convergence stochastique ou essentielle, car une telle convergence
sur tout soma de mesure finie entraine la méme convergence sur E tout
entier. C’est pourquoi nous nous en servirons seulement dans le présent
paragraphe (& savoir 2.6).

Par martingale dans #£x nous entendons une martingale a mesure
finie dont la représentation intégrante vérifie f:€ £x quel que soit =.

ProrosiTiON 2.6.1. — C étant une sigma-sous-algébre booléenne de 3
telle que la restriction de p. a € est sigma-finie, alors pour tout fe 7,

) nfnx=bsupufgdp;fEY(mi)duéx,fgéo,geﬁc}

DEmMoONSTRATION., — Dans la définition de || f||x d’aprés (1), il suffit de
considérer des fonctions g telles que fg > o. Soit ¢ une telle fonction.
Comme ¢ est intégrable a mesure finie, ¢' = & (g|€) existe. En vertu
de I'inégalité de Jensen ([11], p. 33),

Y(gh=eX(ghlo),
donc

pr(lg’l)dHéfEY(lgl)dHél-

L’hypothese f € . entraine
o=5(fg|c)=fg" ([11], p. 22),

[tvte= [egiras= 1 de

ce qui démontre (3), puisque ¢g'€ F. et f¢' > o.

d’ol
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ProrosiTiON 2.6.2. — Si C est une sigma-sous-algébre booléenne de 33
lelle que la resiriction de p. a C soit sigma-finie et si f est une fonction inté-
grable a mesure finie, nous avons

() Iefle)llx<If

DEMONSTRATION. — Posons f' = & (f| €) et exprimons || ' [|x au moyen
de (3). Si fg est intégrable, f'g = & (fg| €), donc

[roas=[as =11l

Si fg n’est pas intégrable, || f||x =+ co. Ainsi est démontrée 'inégalité (4).

Pour une prémartingale ® de représentation intégrante (f:) nous

posons || ® ||y =1lim sup || fz [|x. ® est dite de variation bornée d’ordre X
T

Xe

si [|®@]x est finie, ou encore, s’il existe un sous-ensemble terminal A
de O tel que I'ensemble des fonctions f;, ou 7€ A, est fortement borné
dans £y.

ProrosiTiON 2.6.3. — Quelle que soit la prémartingale ® dont la repré-
sentation intégrante (f:) converge stochastiquement vers une fonction f,,
nous avons

(5) [ o llx=lim inf || fz [[x={| @ |x.

DEMONSTRATION. — De l’inégalitéfY(lngpél et d'un des
E

lemmes de Fatou pour limites stochastiques ([35], p. 480, (5.3)) résulte

[ 1fog)dp limint [[|fg]| dp < lim inf]l : |

Soit alors @ une martingale a mesure finie. D’aprés la proposition 2.6.2,
[[f-]lx est une fonction croissante de r. Par conséquent, || f:{|x < | @ ||x
quel que soit 7, et

lim| fz[lx=bsup||fz[lx=[| ®|x.

Ainsi donc ® est de variation bornée d’ordre X si et seulement si (f)
est bornée dans £y, et ® = Q si et seulement si || ® ||x = o.

TutoriME 5. — @ désigne une martingale dans £x de représentation
intégrante (f-). Si la suite (f:) est bornée dans £, elle converge stochasti-
quement et sa limite f, se trouve dans £x. En outre, les conditions suivantes
sont équivalentes :

10 @ est sigma-additive a mesure finie el bornée dans £yx;

BULL. SO0, MATH. — T. 91, FASC. 4. 32
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20 La suite (f:) converge stochastiquement, sa limile apparlient a 1y
el @ est induite par fu;
30 ® est induite par une fonction f de £x.

Si ces conditions sont satisfaites, nous avons les relations
(6) I llx=1follx=Iflx

CoRrOLLAIRE. — Supposons G, = &. Alors, en faisant correspondre a
chaque fonction de x la martingale qu’elle induit, on définit un isomorphisme
(isométrique) de £ x sur Uespace des martingales sigma-additives a mesure
finie et bornées dans £y envisagé comme espace de Banach.

DeMonsTRATION. — D’apres le théoréme 2 (en 2.4) la limite stochas-
tique f,, de la représentation intégrante d’une martingale bornée dans £y
existe sur tout soma de A de mesure finie, donc partout dans E, et,
d’aprés la proposition 2.6.3, f.,, appartient a «°y. Si la condition 1° est
satisfaite, on voit que @ est induite par f, en se fixant un paramétre o
et en appliquant le théoréme 3 (en 2.4) aux suites (f-|B; o << 1), Be LB/
(ou aux traces de ® sur les somas de €t de mesure finie). II est clair que 2°
entraine 3° et 3° entraine 19, d’aprés les propositions 1.8.1 et 2.6.2.
Enfin, (6) découle de (4) et (5).

REMARQUES :

1. Si x n’est pas bornée ou, ce qui est équivalent, si y est partout
finie, on peut remplacer la condition 1° du théoréme par « ® est
bornée dans «x ». Ceci est vrai, en particulier, pour les espaces .,
ou 1 < p=-oo.

En effet, si || f- ||v << v pour tout 7, v étant une constante finie positive,
en vertu de [55], p. 8o :

fX<m> dp. =<1 quel que soit 7.
B :

Cette inégalité implique l'uniforme intégrabilité des f- sur tout soma
de mesure finie [41], donc la sigma-additivité de ®.

2. Si p(E) est finie et si x est bornée, alors £y =, et les
normes | ||x et | ||, sont équivalentes. On se trouve dans la situation
de la proposition 2.5.1.

TuEorEME 6. — Soit ® une martingale dans £y de représentation inté-
grante (f:). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1° (f:) converge fortement dans £x;

20 (f:) converge faiblement dans £x;

30 Les conditions 19, 29, 3° du théoréme 5 sont satisfaites et, pour toul €
positif il existe un paramétre o et une fonction h dans £x, mesurable @,
telle que || fo — h|lx<:.
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DEMoONSTRATION (voir aussi [23]). — 1° implique évidemment <20,
Supposons 20 satisfaite et désignons la limite faible de (f-) par f.
Pour A e/, Vintégration sur A est une fonctionnelle linéaire continue
dans £y, par conséquent

[ tode=1im ['fedi= [ 1.
i Pt 4 A

ce qui est la condition 3° du théoréme 5. En outre, f = f,, car f est
mesurable @&, et f et f, induisent ®. Désignons encore par 4¢ I’ensemble
des fonctions h de £x jouissant de la propriété suivante : Il existe un
parametre p tel que & est mesurable @3,. 4C étant un sous-espace linéaire
de £, son adhérence faible coincide avec son adhérence forte. Comme
la fonction f., est la limite faible de (f-), elle appartient donc a ’adhérence
forte de 4¢, ce qui achéve I’établissement de la condition 3°. Supposons
enfin 30, Soit ¢ positif et choisissons p et h comme dans I’énoncé de cette
condition. Alors p < 7 entraine h — f: = & (h — f,, | 33:), donc en vertu
de la proposition 2.6.2, I'inégalité ||h — f:|x <z d’ou résulte

[ fr—follx =l fr—hllx + 1 h—fo llx < 2:.
ReMARQUE. — Si X jouit de la propriété

. X (2u)
1
2P X @

<+ oo,

on peut remplacer la condition 3° du théoréme 6 par : Les conditions 19,
20, 30 du théoréme 5 sont satisfaites. Ceci est vrai, en particulier pourles
espaces £, ol 1 == p <-4 0.

En effet, & ’aide du lemme « ([55], p. 83), on démontre facilement que
I’espace #¢ défini dans la démonstration du théoréme est alors dense
dans I'espace £x (63,) des fonctions de £y mesurables d3,. Pour obtenir
un exemple ou 3¢ n’est pas dense dans £x (G3,), considérons ’algébre @
des sous-ensembles boréliens d’intervalle (o, 1) avec la mesure de Lebesgue,
modulo les ensembles de mesure nulle. Si . est I'algebre booléenne
engendrée par une partition générique v de (o, 1) en un nombre fini
d’intervalles, et < la relation « plus fine que », alors &3, = ¢ et chaque
fonction de #¢ est bornée. Or, on sait ([31], p. 499) que l’ensemble des
fonctions bornées n’est pas dense dans £y si & ne satisfait pas a la
condition de la remarque. Dans le cas particulier de l'espace ..,
Iadhérence de #C consiste en les fonctions réglées au sens de Bourbaki
(plus précisément, en les classes de fonctions équivalentes a des fonc-
tions réglées). Par conséquent, une martingale induite par une fonction f
mesurable et bornée converge fortement ou faiblement vers f dans £, ..
dans le cas et seulement dans le cas ou f est une fonction réglée.
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2.7. Cas des fonctions de cellule. — Nous reprenons le cadre
de 1.9 : @3, est la sigma-algébre booléenne atomique engendrée par la
partition & de E, < est la relation de finesse en partition . La sigma-
finitude de la restriction de la mesure . & 35 s’exprime par la finitude
de la mesure des constituants de @.

Une fonction de cellule ¢ est dite absolument continue ou singuliére
si la prémartingale ® = G (¢) engendrée par ¢ posséde cette propriété;
de méme pour les notions « vers le haut » ou « vers le bas ». Explicitons,
comme exemple, la définition de la continuité absolue :

Quel que soit & positif, il existe un sous-ensemble terminal D
de ¥, un soma H de mesure finie et un nombre o positif, tels que
|9 (J)| < e pour tout sous-ensemble J d’une partition ¥ de D véri-
fiant pL<H /\\/J)< e. Etant fixée une partition 9 de E, on peut
toujours choisir H dans @y, et si 1 (E) est finie, on peut prendre H = E.
D’aprés la proposition 2.2.2, une fonction de cellule additive ¢ est
absolument continue ou singuliére si et seulement si le prolongement
additif ¢V de ¢ a I’algébre & jouit de cette propriété. Une fonction de cellule
additive ¢ de variation bornée est absolument continue ou singuliére
selon que ¢, ou, ce qui revient au méme ¢V, est sigma-additive ou pure-
ment simplement additive. De maniére analogue, les propositions 2.2.1,
2.2.3 et 2.2.4 sont immédiatement transférables aux fonctions de
cellule.

Pour une fonction de cellule o, la représentation intégrante (f;) (rela-
tive a p) de la prémartingale ® = G (¢) s’obtient de la maniére suivante:
fs est la fonction mesurable prenant sur chaque constituant J de &
la valeur o (J)/i (J), en d’autres termes, f;; est la -dérivée de ¢, que nous
désignons par Dyo. Les dérivées stochastiques supérieure et inférieure
de ¢, notées s D¢ et s Do, sont définies comme les limites stochastiques
supérieure et inférieure de (Dg9; ® € T) respectivement. ¢ est dite stochas-
tiguement dérivable ou dérivable «*x suivant que (Dy9) converge stochasti-
quement (c’est-a-dire que s D¢ =s Di¢) ou fortement dans £x. La limite
est alors appelée dérivée stochastique ou dérivée £x de ¢ et désignée
par s D9 ou £x-D¢, plus briévement, dans I'un ou I'autre cas, par Do
quand aucune ambiguité n’est possible. Les propositions 2.4.2, 2.5.1, 2.6.3
et les théoremes 2-6 (en 2.4 et 2.6) se transférent immédiatement au
cadre présent. Par exemple, tenant compte de 1.10, en particulier de la
définition (1), la proposition 2.4.2 fournit une version cellulaire partielle
des théorémes 2 et 3, a savoir :

TurtoreME 2-3 a (*). — Toute fonction de cellule ¢ de variation bornée
et sous-additive admet une dérivée stochastique Do intégrable qui est aussi

(°) a se rapporte a « atomique ».
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la dérivée stochastique de la fonction de cellule intégrale ¢™. Pour foule
cellule I nous avons f Do dp. = (™). (I), ot (9™). désigne la partie

1

sigma-additive de ¢™.

On transfére le théoréme 5 (en 2.6) en définissant la £ x-norme d’une
fonction de cellule additive comme £x-norme de la martingale qu’elle
engendre; le corollaire ainsi transféré sera étudié plus tard dans le cas
d’'une base cellulaire particuliere (cf. 4.6).

Enongons enfin quelques théorémes spécifiquement cellulaires. De
[36], p. 210, nous reportant a4 1.10, découle :

THEOREME 7. — Supposons que I posséde les propriélés E et P el que ¢
est de variation bornée. Alors

sD*9 =sDgp’ et sDi¢ = s Dy,

Par conséquent, ¢ est dérivable stochastiquement si et seulement si Do* = D¢,
ce qui est en particulier le cas si ¢ est intégrable au sens de Burkill-
Kolmogoroff.

TuatorEME 8 ([36], p. 208, Satz 1.3). — Supposons que T posséde la
propriété E et que o soit de variation bornée et absolument continue.
Alors sD*¢ et s D'o sont intégrables et

(rs) 9°(E) =fSD°'cp dp,
E
(1) o (E) =stfcde.
E
CoNSEQUENCES ([35], p. 482, Satz 5.4). — Quel que soit Be a,
(29) lim suprﬁ;cp dp =stxcp dp.,
el B B
(2 0) lim inffDi;cpdy=sticpd;.L,
s Jp B

d’ou, pour B = I € J, tenant compte des définitions individuelles de ¢* (1)

et 9/ (I) en 1.10, (1) et de ¢ (J4) :/‘D:Ccpdy,
1
39) ()= [sDgdp,
4

31 ol (1) =sti<p dp.
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Nous constatons ainsi que ¢* et ¢’ sont additives, donc

CPS = @M et ol = (?z'm.
Dérivées extrémes en moyenne. — L’examen de la démonstration de
I'inégalité
(28) lim supri;cpdp_ést%p dp.
& B B

consistant en I'application d’'un lemme généralisé de Fatou ([35],
P. 480, (5.2)) permet d’affirmer que 'implication suivante (4s’) ait lieu :

Quel que soit le nombre positif =, il existe *Re I telle que, pour
tout Be @, R[S entraine

[(*—Dugydp>—:  pour fr=sD.
/B

Cette implication (4s’) est plus forte que (2s’) en ce que le choix de ®
ne dépend que de ¢ et non de B.

De méme, I'examen de la démonstration de I'inégalité
(>5") lim sup f Dyodu f sDsdp
& /B B

consistant en une adaptation aisée de la démonstration pourle cas B = E
([36], p. 206-207, Satz 1.2), conduit au renforcement analogue suivant
de (2s"), appelé (4s”) :

Quels que soient le nombre positif ¢, et Re X, il existe €T telle
que R [ & et, pour tout Bed®,

=D ds <=
B

Etant donnée une fonction de cellule ¢ quelconque, nous définissons
une dérivée supérieure en moyenne de ¢ comme une fonction f* satis-
faisant a (4s') et (4s”). Une telle fonction, si elle existe, est unique. Nous
avons donc montré que, sous les hypothéses du théoreme 8, la dérivée
stochastique supérieure peut étre regardée comme dérivée supérieure en
moyenne. Les considérations analogues valent pour les dérivées inférieures
stochastique et en moyenne.

3. Théorie dans un espace mesuré avec conditions vitaliennes.

3.1. Préliminaires. — Nous maintenons le cadre du paragraphe 2.
Pour tout processus stochastique (f:; T€0) sont définies les limifes
extrémes suivant Uordre

lim:sup f-= /\ \/ et linrl inf f- =\/ /\ f-

re® p«s €0 p«r
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Dans le cas ou ces deux fonctions limites sont égales, leur valeur commune,
notée lim f-, est la limile suivant Uordre de la suite (f:) qui est alors

dite convergente suivant ’'ordre. De maniére analogue, ou en recourant
aux fonctions indicatrices, on définit les limites suivant ’ordre pour
des suites de somas.

Si ® admet une sous-suite dénombrable confinale (z,) alors

imsup f-=/\\/f- et Imintr.=\//\f=

no Tp&T no T,KT

On démontre aisément ([35], p. 478) les inégalités suivantes :

lim inf f: = slim inf f: s lim sup f-<lim sup f-.

Par conséquent, si lim f. existe, slimf. existe aussi et lui est égale.

La fonction excés de recouvrement e, d’une suite de somas £ = (L)),

i=1,...,roui=r1,23, ... est définie comme
eﬁzz%——ch ol L=\/f.
Etant donnée une norme || ||y d’espace d’Orlicz (cf. 2.6), le nombre
oy (£) =[leelly

est appelé empiélement d’ordre Y de . On définit aussi
wy(F) =llegll, si 1=g=+0c ()

Les conditions suivantes sont équivalentes : £ est disjointe; wy (£) = o
pour un certain (et alors pour tout) Y; .. (£) < 1. Nous avons

(1) 0 (£) = Y p(L)—p(L) si p(L) est finie,

et, plus généralement,

o () =3 < S WE) —p (LE,->>

si E,, E,, ... représente une partition de E telle que p (LE;) soit finie
pour tout j.

() Dans [22], p. 296, I’empiétement d’ordre ¢ est fe% dy.
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La premiére des inégalités de 2.6 (2) entraine

ZfLifdu—-fodP«

ou || |[x désigne la norme complémentaire de | |y, pourvu que f
et fe, soient des fonctions intégrables.

Par recouvrement fin d’'un soma M relativement a la base stochas-
tique (4:), nous entendons une suite (K.; € 0) telle que

C (M, (K): K-.e®; quel que soit <, et Mélim§up K.

(2) || fllx oy (£),

La condition M limsup K- est équivalente & la suivante

M é\/{ K.;7€A} pour tout sous-ensemble terminal A de O.

Par conséquent, si (K:) est un recouvrement fin de M et A un sous-
ensemble terminal de O, la suite (K:; T€A) est un recouvrement fin
de M relativement a la base (®:; t€A). Si (K:) est un recouvrement

fin de M et Ac@ = U ®-, la suite (K. A; t€A), ou A désigne I'en-

T
semble terminal des paramétres v tels que A €, (c’est-a-dire A = A,
au sens de 1.3), est un recouvrement fin de MA relativement a la
base (&:; r€A).
Si (f:) est un processus stochastique de base (3:) et si lim sup f: > «

sur le soma M, alors la suite (K;) définie par K. = {f: > «| est un
recouvrement fin de M.

3.2. Conditions de Vitali. — Nous disons que la base stochas-
tique (@) jouit de la propriété de Vitali d’ordre Y si

Vy : Quels que soient le soma M de mesure finie, le recouvrement fin (K-)
de M et le nombre positif , il existe une suite finie (51, ..., %) de para-
méires et une suite £ = (L,, ..., L) de somas telles que L, &:, L; =~ K:,
pouri=r, o, ...,T, oy(£)<: (limitation de 'empiétement) ef . (M —ML) <,

ot L =\/L’ (limitation du défaut de recouvrement).

Comme cas particuliers, utilisant o, (<) au lieu de oy (£), nous
définissons les conditions V,, ol 1 = ¢ = 4 0. V.. peut étre énoncée
en remplacant la limitation de I’empiétement par : £ est disjointe.
Si Y. (u) = O (Y. (u)) pour u— + oo, la condition V,, implique Vy,.
En particulier, V,, implique V,, si q. < ¢., V.. implique Vy et Vy
implique V, quel que soit Y. V.. est appelée propriété forte de Vitali
(V, dans [34], p. 325) et V, propriété faible de Vitali.

Si A désigne un sous-ensemble terminal de © et si (B-; r€0) jouit
de la propriété Vi, la base stochastique (63;; 7€ l) jouit de la méme
propriété.
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Nous obtenons une condition équivalente si, dans la formulation
de Vy, nous nous limitons a4 des soma M de &,. En effet, tout recou-
vrement fin d'un soma M est recouvrement fin de son enveloppe
G,-mesurable M* et (M — ML) < . (M*— M*L). En outre, un
paramétre p quelconque étant fixé, nous pouvons toujours exiger p < Z;
pour i =1, ..., r.

Montrons maintenant que la condition w (L — LM) < & (limitation
du débordement) peut étre ajoutée dans I’énoncé de Vy sans en modifier
la valeur logique si, dans sa formulation, nous nous limitons & M € @,.

Supposons donc la condition Vy sous sa présente forme satisfaite.
Soit M un soma de @, de mesure finie, (K:) un recouvrement fin de M

et ¢ > o. &, étant I'extension borélienne de & = U 0. et p. sigma-

finie, il existe un paramétre p et un soma A de @, tels que
&
) HAVM)—AM) < -

La suite (K:A4; p < 7) est un recouvrement fin de MA relativement a
la base (G3:; p << 7). Il existe donc une suite finie %;, ..., . de para-
métres et une suite £ = (L,, ..., L,) de somas vérifiant

Len;, L=ZK.AZK:, oy(®)<c
et

: g . _ '
p(MA—MAL) <%, ou L —\/Ll.

Comme L <A, AL=L, donc p (M — ML) < ¢, d’aprés (3). Enfin,
L < A et (3) entrainent

p(L—LM) = p(A—LM)=p(A— ALM) = p(A— AM) <-.

Nous constatons donc que la condition V; formulée comme condition
de Vitali réduite, c’est-a-dire sans limitation de débordement, est en
fait une condition de Vitali compléte pour les soma de @3,.

La suite finie (L,, ..., L,) dont V; nous assure l’existence, couvre M
4 ¢ prés. Montrons que nous pouvons réaliser un recouvrement exact
de M si nous acceptons des suites dénombrables de parametres et de
somas correspondantes. Disons que la base stochastique (@&-) satisfait
a la condition W, si quels que soient le soma M, le recouvrement fin (K-)
de M et le nombre positif ¢, il existe une suite de Fréchet Z, Z,, ...
de parametres et une suite de Fréchet £ = (L,, L,, ...) de somas telles

que Lie®, LiZK: pour i =1,2, ..., 0y(£) <c et M é\/Li.
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ProposiTion 3.2.1. — Les conditions Vy et Wy sont équivalentes.

DEMONSTRATION (cf. méthode d’expansion en [46], p. 79). —
W implique évidemment V,. Postulons donc V,. Soit (K-) un recou-
vrement fin d’un soma M et ¢ un nombre positif. Fixons-nous une
suite z;, ¢, ... de nombres positifs de somme ¢ et une suite croissante

de somas S,, S,, ... de mesure finie telle que\/S,l = E. En vertu

n
de V, il existe une suite finie (3;;{ =1, ..., r) de paramétres et une
suite £ =(L;;i=1, ..., 1) telless que L,e®:, L,~K: pour
i=1,...,5n o () <g et

b (MS(E—LY)) <z, ou L; =\/L =L\ ...\VL,.

Désignons par A, I'ensemble terminal des parameétres = tels que I, <<~
pour i =1, ..., r. La suite (K:(E—L}); r€4,) étant un recou-
vrement fin de MS, (E — L}) relativement a la base (&:; r€4,) qui
jouit aussi de la propriété Vy, il existe une suite finie (5;; i=ri41, ..., )
et une suite £, = (L;;i=r + 1, ..., ) telles que L;€ @z,
L =K: (E—LD)) pour i=ri41, ..., 0,

wy () < & et p(MS, (E— (L7} V L)) < e,

ol ‘

L =\/f’2 =LoV\...\ L.

Nous procédons alors par récurrence : Les parametres Z,, ..., Z.._,
et les somas L, ..., L, , étant déja définis, nous choisissons
Cii=rn+1,...,1,) et £, =(L;;1 =rny+ 1, ..., telles que

Lie®:,, LK E—CL \V...\VL,)) pour i=r,1+1,...,Tp
oy (7)) < &, et e MS,(E— (LI V... VL)) <cn

ou

L =\/#0=Lr s V-V L,

Posons © = (L;i=1,2, ...) et L :\// =\/L,§. Alors, quel
que soit i, L;e ®:, et L; =~ K:. Comme

IJ, (MS/;I (E_L)).étu‘ (MS//I (E_(L: \/ A \/ L;)))
ZpMS,(E— (L} V...V L)) <cn pour m_-—n

et comme

lim ¢, = o, p-(MS,.(E—L)) =0 pour tout m,
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donc (M (E—L))=o0, ce qui est équivalent & M L. Les somas

* PR NP . N .
L, =\/L‘n étant disjoints par construction, e, =‘,\;e£“, donc, d’apres

n

la deuxiéme des inégalités de 2.6 (2),
oy (1) Z P oy () < Xen=-:.

Ainsi est achevée la démonstration.

Nous envisageons Vy et Wy comme deux versions de la méme pro-
priété que nous appelons version ¢ et version o, ¢ et o se rapportant
au défaut de recouvrement. Comme dans I’énoncé de Vy, on peut ajouter
la condition de limitation du débordement, a4 savoir p (L — LM) <&,
dans I'énoncé de Wy pour Me d, et 'on obtient ainsi la condition
vitalienne d’ordre Y sous sa forme compléte et en version o.

La condition W_, ne dépend pas de la mesure p, donc aussi V..,

(cf. [34], p. 325).

3.3. Convergence suivant I'ordre de martingales.

THEOREME 9. — || ||x et| || désignent des normes complémentaires
d’espaces d’Orlicz. La base stochastique (5-; v € 0) satisfait a la condition
vitalienne Vy. ® est une martingale de base (@) de variation bornée
d’ordre X. Alors : La représentation intégrante (f:) de ® converge suivant
Uordre. En outre, si (#3-) satisfait a V. .., la méme conclusion vaut pour toute
martingale ® de variation semi-bornée.

DEMONSTRATION. — Si A désigne un soma de @ de mesure finie,
la trace sur A de ® et sa base (A A ®:) satisfont aux hypothéses du
théoréme. Comme la convergence suivant 'ordre de (f-) sur tout soma
de A de mesure finie entraine celle-ci sur E, on peut supposer ;» (E) finie.

Considérons d’abord le cas ou lim X (u)/u = + co. ® est supposée
U0

de variation bornée d’ordre X, c’est-a-dire bornée dans £y, D’aprés le
théoreme 5, remarque 1 (en 2.6), fo = slim f; existe, f,€ £y et ® est

induite par f,,. Comme fg et f; appartiennent & £x et comme @+ et ®—
sont induites par f& et f, respectivement, ®+ et @ sont aussi de varia-
tion bornée d’ordre X. Or, I'’hypothése que p. (E) soit finie, implique
que @ est de variation bornée, donc ® = &+ — ®—. Par conséquent,
nous pouvons nous contenter d’établir la convergence suivant I’ordre
de ® dans le cas o @ est non négative.

Posons v = || @ ||x et raisonnons par I’absurde en supposant que la
suite (f-) ne converge pas suivant l'ordre. y est alors positif et il existe
deux nombres « et 3 et un soma B de @, non nul tels que

(1) liminf f:{| B <a <{3 <limsup f:|| B,
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utilisant la notation introduite en 1.11. Observons que nécessairement
o <a <P <+ 0.

Désignons par ¢ un nombre positif quelconque. Comme Be@®,, il
existe un parametre p et un soma R de @3, tels que

) »((B'V R)—BR) <:p.(B).

D’apres (1), la suite (M:), ot M. =R |f- <a] pour p <7, est un
recouvrement fin de BR relativement a la base (&; p < 7). Comme Vy
implique V,, il existe une suite finie (n,, ..., n,) de paramétres et une

suite 9 = (N.. ..., N,) de somas telles que, pour N =\/:71, tenant
compte de N -~ R, nous ayons

p<m;, N;<ZMy pour j =1, ...,S5;

@) wl(m)<—€;—3p(B) et  p(BR—BN) <cp(B).

Combinant la derniére inégalité avec (2), nous déduisons

p (N) > (BN) > 12 (BR)— 2 (B) > 12 (B)— 2 < (B),

donc

@ pN)> (1—2:¢) 1 (B).
Par ailleurs, (2) et N =< R impliquent

©®) rIN) < (148 p(B).

D’aprés (1), la suite (K:), ou K. = R{p < f-} pour 0y, ..., ns <7,
est un recouvrement fin de BR relativement a la base (®3;; v, ..., n,<< 7).
En vertu de Vy il existe une suite finie (%, ..., %) de parameétres et

une suite £ = (L, ..., L,) de somas telles que, pour L:\/.L‘“,

nous ayons

Ty oo vy ns<Ci, Lie(BZp LléKE, pour i:I’ oo Ty

(6) w)_(Ln) < 36

- (B) et P (BR— BL) < ¢ 1+ (B).

Comme précédemment, nous obtenons l'inégalité
P (L) > (1—229) p(B),

analogue a (4), d’ou, recourant a (4), & N\/ LR et a (2), découle
Pinégalité

() - (NL)> (1—35¢) p(B).
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D’aprés (5), l'inégalité f, | N; < « et (3), nous avons

® 2+ IpB) > ap®) =« < Vo) — (m))

/

>2fwfq,df»—aﬁu<3).

Nous nous fixons un paramétre ¢ suivant tous les &, i=1, ..., r,
donc aussi tous les n;, j =1, ..., s. Tenant compte de I'égalité carac-

téristique des martingales, de N;€ @, f;>~ o0 et NL é\/N /s nous
]

obtenons
© X [t =Y [ fdex [ fdu
j N j 1\’1- NL

Or, faisant appel a I'inégalité (2) de 3.1, & (6) et a I'inégalité || fz ||x < v,
nous parvenons a

(10) fo:dH =9 jf dpr— <8 p: (B).

Mais NL,ed, ;< pour i =1, ..., r et ft,| NL; > (3, d’ou, en
vertu de (7), les inégalités

(11) ZLLif:dH=ZLLifiidH

> 62 (NL)> By (NL) > B (1—5 &) p(B).

13

De (8)-(11) nous déduisons « (1 + ¢) . (B)> B (1 — 7¢)» (B), ce qui
contredit « < 3 si ¢ est suffisamment petit.

Considérons enfin le cas ou lim sup X (u)/u est finie, ou donc
U->—+o

Y (v) = + copourv suffisamment grand. Dans ce cas, Vy est équivalente
a V... Griace au théoreme de décomposition de Jordan, pour établir la
convergence suivant ’ordre d’une martingale quelconque de variation
semi-bornée, nous pouvons nous contenter de 1’établir dans le cas ou @
est non négative. Nous choisissons alors; dans la démonstration ci-dessus,
£ comme suite disjointe. L’inégalité (10) devient

cdp =Y zdp,
foH 2, fedp

= YN
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méme si f; n’est pas intégrable, (8), (9) et (11) demeurent inchangées.
Par conséquent, '

2(14 ) p(B)> B (1—69) p(B),
d’ol, ici encore, une contradiction si : est suffisamment petit.

REMARQUES : 1. Le théoreme 9 reste vrai si, au lieu de || ® ||«
finie, nous supposons seulement qu’il existe une partition de E en somas

de A disjoints, soit E =\/A ,» telle que, pour tout j, la suite des res-

7
trictions des f- 4 A, soit bornée dans I'espace #y sur 4,. (Pour la démons-
tration, cf. le 1¢r alinéa de la démonstration du théoréme 9.)

2. La limite suivant l'ordre de la représentation intégrante (f)
d’'une martingale, si elle existe, étant égale & sa limite stochastique f.,,
nous pouvons utiliser les résultats du chapitre précédent pour iden-
tifier lim f.. C’est ainsi que les théorémes 5 (de 2.6) et 9 impliquent

que, pour la martingale induite par une fonction f de £y, la suite (f>)
converge suivant l'ordre vers & (f|@,) si la base stochastique (¢3:)
jouit de la propriété V.

Une prémartingale ® = (9.) de représentation intégrante (f:) est
dite lipschitzienne s’il existe un nombre fini y tel que | 9: (4) | <= v 1 (A)
pour tout v et tout A appartenant a @3.. Cette condition est équiva-
lente & |f:| <Ly, clest-a-dire || f:|l.. =< v pour tout 7. Elle entraine
donc la condition || ® ||.... << v et lui est équivalente si ® est une martin-
gale. Dans le cas ou p (E) est finie, une prémartingale lipschitzienne
est absolument continue et de variation bornée d’ordre X quelconque.
D’aprés les théoréemes 5 (de 2.6) et 9 toute martingale lipschitzienne
converge suivant l'ordre et est induite par sa limite suivant l'ordre
si (@3;) posséde la propriété de Vitali faible V.

A tout soma B est attachée la martingale (Ip-) définie par
25, (A) = 1 (AB) pour A e€d.. Cette martingale est lipschitzienne et
nous pouvons prendre ¥y = 1. Nous désignons sa représentation inté-
grante par (cp-). Il est clair que cette suite est induite par la fonction
indicatrice cg. D’olt résulte :

TutoriME 10 (théoréme de la densité. suivant Uordre). — Supposons
que (3:) posséde la propriété de Vitali faible V,. Alors, pour tout soma B,
la suite (cp,<) converge suivant Uordre vers & (cp|3,), en particulier
lim ¢5,- = ¢p si BE®B,. :

3.4. Nécessité de conditions vitaliennes. — Nous avons d’abord
le théoréme suivant, réciproque du théoréme de la densité suivant
Tordre :
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TueorEME 11 ([38], § 2). — Si, pour loul soma B de @, de mesure
finie, la suite (cp,-) converge suivant I'ordre vers cg, la base stochastique (32)
satisfait a V, (*).

Fixons-nous alors des nombres p et ¢ tels que

1<p<-+owo et P+ q'=r
De [38], § 3, résulte :

TutorEME 12. — Soif (3:) une base sfochastique dont I'ensemble ©
des parameéires admet un sous-ensemble confinal dénombrable. Supposons
que, pour loute fonction f de 57, mesurable &3, la suite (f-) induite par f
converge suivant Uordre vers f. Alors la base ((3-) satisfait V, pour lout
1=¢q <q ()

Nous n’avons énoncé aucune propriété de convergence pour martin-
gales impliquant V... Nous renvoyons sur ce point a la remarque
[22], p. 261, lignes 4-7 se rapportant au cas de fonctions d’ensembles
qui ne sont pas nécessairement des fonctions de cellule.

Nous présumons la validité du théoréme suivant, plus général que le
théoréme 12 : Si ©® admet un sous-ensemble confinal dénombrable et
si Y'(v) =0 (Y (v)) quand v — -+ o0, la convergence suivant l’ordre
des martingales induites par les fonctions f de £x, mesurables @, vers f,
implique la validité de Vy-..

3.5. Convergence suivant l'ordre de sous-martingales.

TutoreME 13. — Si la base slochastique (B:) jouil de la propriété V,,
pour loute sous-martingale de variation bornée d’ordre X vaut pour la
représentation intégrante (f-)

lim sup f: = slim f-.
T T

DEMONSTRATION. — Comme dans la démonstration du théoréme 9
(de 3.3), nous pouvons supposer que p.(E) est finie. (f#*) désignant I'inté-
grale de (f:) (cf. 1.4), d’aprés le théoréme 2 (de 2.4), slim f: et slim f*

existent et sont égales. D’aprés la proposition 2.6.3, leur valeur
commune f,, appartient & £x. Pour établir la convergence suivant I'ordre
de la suite (i), il suffit, en vertu du théoréme 9 (de 3.3), de vérifier
que (f?*) est de variation bornée d’ordre X. Nous traitons séparément
les cas lim X (u)/u = oo et lim sup X (u)/u < co quand u — oco. Dans le
premier cas, I’ensemble des f: est uniformément intégrable (cf. démons-
tration de la remarque concernant le théoreme 5 de 2.6), donc, grice
aux propositions 2.2.1 et 2.3.2, (f¢*) représente une martingale sigma-
additive et de variation bornée. Le théoréme 3 (de 2.4) entraine alors

(*) Ceci est vrai méme si ’on supprime la condition de monotonie pour la base,
4 savoir que p < 7 entraine &, C ®._.
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que (ff*) est induite par f,, donc bornée dans £x d’aprés la propo-
sition 2.6.2. Dans le second cas, (f:) est de variation bornée, ainsi (f*)
I’est aussi d’aprés 1.4.
Dans les deux cas, fo=Ilimf. Or, f-Zf dou Iinégalité
lim sup f:— lim f{*, donc enfin lim sup f-— s lim f.. L’inégalité opposée
T T T T
étant triviale, le théoréme est démontré.

Nous définissons maintenant pour une base (@&:) la propriété de
Vitali V' (introduite en [35], p. 486, rectifiée en [38], p. 288) :

Quels que soient le soma M de mesure finie, le recouvrement fin (K-)
de M et le nombre positif <, il existe une suite finie (%, ..., %) de paramétres
telle que

-
AT S S p<M—M\/K5_i> <
=1
A la version ¢ qui vient d’étre formulée, est équivalente la version o
que voici :
Quels que soient le soma M et le recouvrement fin (K-) de M, il existe
une suite (3;31 =1, 2, ...) de parameétres lelle que

h=ih=.. o M=\[/K.

La démonstration de 1’équivalence est analogue a celle de la propo-
sition 3.2.1. Sous cette forme, nous voyons que V' ne dépend pas de

la mesure p.

ProposiTioN 3.5.1. — La condition V' implique V... Elle est toujours
satisfaite si © est fotalement ordonné par <.

En effet, posant
L£=Kgi—K5i<\/Kg,> pour i=1, ..., T,
j<i
on déduit V. de V'. L’autre implication énoncée est triviale.
TukorEME 14 ([35], p. 486). — Si la base (33:) vérifie V', foute sous-
martingale de variation bornée converge suivant I'ordre.

CompLEMENT ([38], théoréme 4.1, p. 288). — On ne peut, dans I’énoncé,
remplacer V' par V. ., méme si (f:) est uniformément borné. En effet,
il existe une base (&) vérifiant V.. et p (E) << 4 oo, et une semi-
martingale (f-) relativement a cette base telle que

oL [, lim inf fr=o et lim sup f>=1.

Un tel exemple prouve aussi que V' n’est pas conséquence de V. ..
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3.6. Cas des fonctions de cellule. — Nous reprenons le cadre
de 2.7. Les dérivées exirémes suivant U'ordre de la fonction de cellule o,
notées D*v et Dig, sont définies.comme les limites, suivant I’ordre,
supérieure et inférieure de (Dyz9; € T), et ainsi valent les inégalités

Dio ZsDio ZsD*9 ZDso.

o est dite dérivable suivant Uordre si Di¢ = Dsq.

A tout ensemble  de cellules correspond une suite (Ky), ou Kg€ G,
définie ainsi :
(1) Kz=\/ G0%).

D’autre part, a toute suite (Ky), ot Kgz€ @, on peut faire corres-
pondre un ensemble X de cellules défini ainsi : Pour tout % de T, J dési-

gnant le sous-ensemble de % dont le supremum est K, on pose K = U T

en symboles ves
) 9:5%  \[Te=Ks 5=\
De cette définition, découle I'inégalité °
®) K=\ /().
ProrosiTioN 3.6.1. — Si (K) est une suite de somas felle que K€ 03,

et si K est défini par (2), les conditions suivantes sont équivalentes '

1° L’inégalité (3) est une égalité;

20 JI existe un ensemble % de cellules tel que (1) soit satisfait pour
tout @.

30 La prémartingale (cKﬁ) est engendrée par une fonction de cellule ¢
au moyen de la loi de transfert G (cf. 1.9).

Si ces conditions sont satisfaites, K =%, ¢ (I) =o pour I¢3,
9 () = p(I) pour I€3.

Par conséquent, partant d’un ensemble % de cellules et définissant (K)
par (1), on retrouve % comme I’ensemble K donné par (2).

Par recouvrement cellulaire fin ([33], p. 243) d’un soma M, nous
entendons un ensemble % de cellules tel que la suite (K;) définie par (1)
soit un recouvrement fin de M, c’est-a-dire, que soit satisfaite la
condition

G (M, %) : Mélimgup\/(Zn‘é).

Si (Kz) est un recouvrement fin quelconque de M, I’ensemble XK
défini par (2) est un recouvrement cellulaire fin de M en vertu de (3).

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASC. 4. 33
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De chaque condition vitalienne Vy ou V' on déduit alors une condi-
tion plus faible aVy ou aV’ en acceptant dans son énoncé seulement
des recouvrements fins (Ky) de M qui satisfont aux conditions de la
proposition 3.6.1, c’est-a-dire qui correspondent, en vertu de (1), a
des recouvrements cellulaires fins % de M. Or, d’aprés [38], p. 294 et
exemple 6, p. 300-301, nous avons :

ProposriTiOoN 3.6.2. — La condition aVy est équivalente a V, el peut
élre énoncée ainsi :

Quels que soient le soma M de mesure finie, le recouvrement cellulaire
fin % de M et le nombre positif ¢, il existe un sous-ensemble fini < de
tel que

0y () <e el p(M———(M /\\/ﬂ’>>< e

La condition aV’ est strictement plus faible que V' mais entraine aV ..
donc V..

Par transfert du théoréme 9 de 3.3 au présent cadre, nous obtenons :

THEOREME 9 a. — Soient || ||x et || ||» des normes complémentaires
d’espaces d’Orlicz. Supposons que la base stochastique cellulaire (@)
posséde la propriété aVy. Alors toute fonction additive de cellule ¢ de varia-
tion bornée d’ordre X, c'est-a-dire vérifiant sup || Dy ¢ ||v < + o0, est

&

dérivable suivant lordre. Si ((3y) satisfait @ aV, ., chaque fonction de
cellule additive et de variation semi-bornée admet une dérivée suivant Uordre.

De facon analogue se transférent les théorémes 10 (de 3.3), 11, 12
(de 3.4) et 13 (de 3.5) qui deviennent 10 a, 11 a, 12 a et 13 a. Des ana-
logues a 10 a et 11 a se trouvent dans [22] (théorémes 2.12 et 2.48).
Voici, enfin, I'analogue du théoréme 14 :

TurtoreEME 14 a. — Si la base stochastique cellulaire (G3;) vérifie aV’,
chaque fonction de cellule de variation bornée et semi-additive est dérivable
suivant Uordre.

Remarquons qu’il ne suffit pas de supposer V.. dans ce théoreme,
et que aV’ n’entraine pas la convergence suivant l'ordre des sous-
martingales, méme uniformément bornées, qui ne sont pas engendrées
en vertu de G par des fonctions de cellule ([38], exemples 3 et 6).

Terminons par quelques théorémes spécifiquement cellulaires, intro-
duisant les conditions vitaliennes suivantes ([38], p. 288 et 29o) :

aV”. Pour tout recouvrement cellulaire fin ¥ d’un soma M différent

de O, lim sup p(M /\\/(‘5{'\%)) > o.
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aV"”. Quels que soient le soma M de mesure finie, le recouvrement cellu-
laire fin % de M et le nombre positif , il existe une partition 3¢ dans T

telle que - (M—M /\\/(5{\96)) <=

11 est clair que aV"’ entraine aV” et que aV"” entraine aV' ([38], § 5),
mais les implications inverses ne sont pas vraies ([38], exemples 4 et 5).
Cependant, E et aV,_. impliquent aV”. D’apres [38] (théoréme 4.2,
p. 289 et 294), on a

THEOREME 15. — La condition aV” est nécessaire et suffisante pour
que D9 =sD*o el que D9 = sD'¢ pour toule fonction de cellule o.

Observant que la condition aV” est équivalente & la condition 'V
de [33], des théorémes 2.4 et 2.5 de cet article résulte :

THEOREME 16. — La condilion aV"' est nécessaire et suffisante pour que
v =[Deds e ()= [Dyds
1 1

pour toute fonction de cellule v de variafion bornée et absolument continue,
et toute cellule I.

Il est possible de définir des conditions analogues 4 E, aV" et aV"”
pour des bases stochastiques générales. Des analogues V" et V" se
trouvent dans [38] (§ 4). Cependant, contrairement & E, aV" et aV”,
ces conditions semblent étre plus ou moins dépourvues d’intérét.

k. Applications.

4.1. Cadre ponctuel. Transfert de la théorie somatique. —
D’aprés un théoréme de L. H. Loomis ([44], p. 757), toute sigma-
algébre booléenne peut étre représentée isomorphiquement comme
quotient d’une sigma-algébre booléenne d’ensembles par un sigma-idéal
de cette algebre. Si la sigma-algébre abstraite porte une mesure stric-
tement positive, celle-ci peut étre transférée a la sigma-algébre concréte,
le sigma-idéal diviseur est alors constitué par les ensembles de mesure
nulle.

En fait, dans la plupart des applications, la donnée primaire est une
sigma-algébre booléenne d’ensembles avec mesure, une mesure stricte-
ment positive est alors obtenue en divisant par le sigma-idéal des
ensembles de mesure nulle. Afin d’en tenir compte, nous modifions le
sens des notations utilisées jusqu’a présent et en introduisons de nouvelles
de la maniére suivante :
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@3 désigne une sigma-algébre booléenne de sous-ensembles d’un
ensemble E qui est 'unité de @, ¢ 'ensemble vide, p. une mesure sigma-
finie définie sur @ et I le sigma-idéal dans @ des ensembles de p-mesure
nulle.

Les résultats des paragraphes précédents sont immédiatement appli-
cables a la sigma-algébre booléenne @3/ et & la mesure ;¢ obtenue par
transfert de (. sur @3/9t. Il convient souvent de les formuler dans le
cadre @, 9, p plutdt que dans le cadre @3/9T, pe. Les somas de @[It
sont les classes d’ensembles de @ équivalents mod 9t. Les fonctions
@[|9t-mesurables (échelles spectrales) se laissent représenter par des
classes de fonctions @-mesurables définies sur E.

Les notions d’infimum et de supremum d’un ensemble de fonc-
tions (c¢f. 1.11), de limites stochastiques (cf. 2.4), de limites suivant
Pordre (cf. 3.1), de limites dans £y (cf. 2.6) d’une suite (famille filtrante)
de fonctions, transférées a un ensemble G de fonctions @-mesurables
et a4 une famille (f-; 7€®) de fonctions @-mesurables, fournissent les

notions d’infimum e /\g et de supremum e\/g essentiels, de limites

stochastiques s lim inf f- et slim sup f:, de limiles essentielles e lim inf f-
T T ]

et e lim sup f: et de limite dans £y, envisagées comme fonctions définies

mod 97, en d’autres termes : 4 un ensemble indéterminé de p-mesure

nulle prés. C’est ainsi que e\/g désigne 'une quelconque h des fonc-

tions @-mesurables possédant les propriétés suivantes : h est une mino-
rante mod 9t de §, c’est-a-dire que g€ ¢ implique ¢ > h mod 9T; toute
minorante h’' mod 9t de ¢ satisfait i’ =~ h mod 9t. La modification de
chaque fonction g de § sur un ensemble de 9T pouvant dépendre de g,
ou de chaque f: sur un ensemble de 9 pouvant dépendre de v ne modifie
pas ces extrema et ces limites.

Par base stochastique nous entendons, en accord avec la définition
générale donnée en 1.3, une suite (#3:) de sigma-sous-algébres de a.
Dans ce paragraphe nous faisons I’hypothése que

p=<r entraine @, C ®B. - I,

ot @B; + I désigne la sigma-sous-algébre des ensembles de la forme
B+ N, Bed., Neat,

Une prémartingale de base (6:) est une suite (9:) telle que ¢, soit

une fonction réelle définie et sigma-additive sur @3;. Les prémartingales

obtenues comme images inverses et par transfert, & partir de prémartin-
gales sur @[Jt, sont caractérisées par la conjonction de la propriété

NS: @B.=®-4 9
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et de la propriété
AC: o (N)=o0 pour tout = el Ne®@.nI,

Un processus stochastique de base (3;) est défini (cf. 2.3) comme
une suite (fr) de fonctions réelles sur E telle que f: soit ®.-mesurable
quel que soit 7. Remarquons que, pour tout processus stochastique de
base (B: 4 )9, si f: désigne un représentant de la classe d’équi-
valence correspondant a la « fonction » de paramétre v, alors f: est
(B: + 9t)-mesurable mais pas nécessairement @--mesurable.

La condition AGC est nécessaire et suffisante pour que la prémartin-
gale (9:) admette une représentation intégrante pour la mesure p,
c’est-a-dire un processus stochastique (f:) de base (®3;) tel que, pour

tout 7, f: soit semi-intégrable et que o¢.(B) = f f-dy. quel que
B

soit B dans @3:. Par la suite, nous ne considérerons que des prémartin-
gales vérifiant A G, mais nous ne demandons pas NS.

Les définitions de sous-martingale et martingale de base (@3:) sont
immédiates; celles-ci n’apparaitront que par leurs représentations inté-
grantes, donc comme processus stochastiques.

Par recouvrement fin essentiel d’un ensemble M mesurable, relati-
vement a ((3;), nous entendons une suite (K:; € 0) telle que K.€®B-
pour tout 1€ 0 et M Celim sup K:. La relation d’appartenance K.€ d:

T

pour tout t€0 est équivalente & : (cx,) est un processus stochastique
de base (3:). Observons de nouveau que cette condition est plus restric-
tive que K;e€@.+ 9t pour tout r€0.

Nous disons que la base stochastique (3:) jouit de la propriété de
Vitali Vy s’il en est ainsi de ((33; x 91)/91). 1l est aisé de voir qu’il suflit,
dans son énoncé, de considérer des recouvrements fins au sens que nous
venons de définir, et que nous pouvons remplacer les relations mod 9t
par des relations strictes, d’oit la formulation directe suivante :

Quels que soient I’ensemble M mesurable de mesure finie, le recou-
vrement fin essentiel (K:) de M et le nombre positif ¢, il existe une
suite finie de paramétres (%, ..., ¢,) et une suite associée £ = (L, ..., L,)
d’ensembles telles que L;€ @, et L,CK:, pour i =1, ..., I,

wr(F)<e  p(M—ML)<e ol L=Uf.

Remarquons cependant que, dans le cas de V.., nous ne pouvons
pas en général exiger la disjonction stricte des ensembles de . Toutefois,
ce renforcement est permis si O est totalement ordonné et si la base (&) est
croissante (entendant que p < 7 entraine @3,C@®.).

Les formulations des autres conditions vitaliennes sont analogues &
celle de Vy.
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Dans ce qui précéde, il s’est agi seulement, chaque fois, du passage
d’une notion « somatique » 4 son interprétation sur modéle « concret ».
Le transfert des résultats des paragraphes 1, 2, 3 au cadre actuel est
immédiat. De cette maniére sont obtenus des théorémes « mod 9 »,
c’est-a-dire insensibles, dans leur formulation, & une modification de
chaque fonction intervenant sur un ensemble de 9T pouvant dépendre
de cette fonction. Or, en théorie ponctuelle proprement dite, I'intérét
porte surtout sur les théoréemes ou ne figure qu'un seul ensemble de 9
exceptionnel.

4.2. Notions et résultats spécifiquement ponctuels. Conver-
gence presque partout. — Comme notion sortant du cadre antérieur
nous introduisons d’abord la mesure extérieure p* déduite de 1., définie
sur I'ensemble @* des sous-ensembles de E. Nous désignons par Jt*
I'ensemble des ensembles N de @&* tels que p* (N) = o. It* est un
sigma-idéal dans @3* (envisagé comme sigma-anneau booléen). Nous dési-
gnons ensuite I'enveloppe inférieure (infimum ponctuel) d’'un ensemble &

de fonctions réelles sur E par /\*q, c’est la fonction définie en tout

point x de E par
(/\"9)@ = b inf g@).
s€G

R * Lo , [ o
De méme, \/ ¢ désigne I’enveloppe supérieure de ¢, et, pour un
ensemble K C@B*, nous posons

/\*chmgc et V*Jc:Uac.
Les limiles ponctuelles lim inf* f- et lim sup* f- d'une suite (f2)

de fonctions sur E sont définies comme \/* / \*fT et /\*\/*f;

re® p&7t €@ p<t
respectivement. Ainsi la convergence presque parfouf (abrégé en p. p.)
de (fz), c’est-a-dire I'existence d’un ensemble N de Jt*, bien déterminé,
tel que la suite numérique (f-(x)) converge en tout x de E — N, se
traduit par I’égalité lim inf* f: = lim sup* f- presque partout, entendant

« sauf sur un ensemble N de 9t* déterminé ».

ProrosiTioN 4.2.1 ([34], p. 333). — Quel que soil Uensemble ¢ de
fonctions @-mesurables sur E, nous avons

/\* g < e/\g mod It* el e\/g} é\/* G mod It*,
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ProrosiTion 4.2.2 ([34], p. 334). — Si O admet un sous-ensemble
dénombrable confinal, pour toute suite (f-) de fonctions @-mesurables
définies sur E valent les inégalilés

lim inf* f; < elim inf f: mod It*
T T

el
elim sup f:lim sup* f: mod It*,

ProposiTioN 4.2.3 ([11], p. 56 et [34], p. 335). — Si O admet un
sous-ensemble dénombrable confinal, pour toute suite (f:) de fonctions
@-mesurables définies sur E, il existe une suite (¢-) de fonctions ®3-mesurables
définies sur E telle que ¢ = f- p. p. quel que soit ,

lim inf* g- = elim inf g et lim sup* g: = elim sup g-.

REMARQUE. — Les fonctions f: et ¢. étant @-mesurables, I’ensemble

des points ou ces fonctions différent est un ensemble (bien déterminé) de 9t.

Par recouvrement fin p.p. (*) d’'un ensemble M de @* relativement

a (a:) nous entendons une suite (K:; 7€0) telle que K.€®: pour

tout 7 et M Clim sup* K- p. p. Ainsi, 'ensemble des points de M n’appar-
T

tenant pas a lim sup* K- est un ensemble de 9t* bien déterminé.

Introduisons alors ([38], p. 303) les propriétés L et M pour une base
stochastique (3:) dans le cadre ponctuel :

L. Tout recouvrement fin p.p. d’un ensemble est un recouvrement fin
essentiel de ses enveloppes mesurables.

M. Tout recouvrement fin essentiel d’un ensemble d3-mesurable en est
un recouvrement fin p. p.

La condition L peut s’énoncer ainsi : Quels que soient I’ensemble M
et le recouvrement fin p.p. (K.) de M, il existe une suite dénom-

brable (z,) de parameétres telle que M C U K., p.p.

n

L et M sont en particulier vérifiées si ® est dénombrable.

TutoriMmE 17 ([38], Satz 7.1, p. 303). — (&) désignant une base
stochastique dans le cadre ponctuel, L équivaut aux inégalités

e lim inf f-< liminf*f; mod 9t*,

lim sup* f: < elim sup f- mod IT*,

(*) Appelé « fine quasicovering » dans [34], p. 336 et « feine Quasiiiberdeckung »
dans [38], p. 303.
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el M aux inégalités opposées, pour tout processus stochastique (f-) de
base (03;).

REMARQUE. — La propriété de monotonie « mod 9t » de la base (¢3-)
n’est pas utilisée dans la démonstration.

D’aprés la proposition 4.2.2 et le théoréme précédent, une condition
suffisante (mais non nécessaire) pour la validité de M est 'existence
d’un ensemble dénombrable confinal dans ©.

Grace au théoréme 17, la convergence p.p. d’'un processus stochas-
tique (f:) de base (d3;) peut étre déduite de sa convergence essentielle
sous I'hypothése L, et la convergence essentielle de (f-) peut étre déduite
de la convergence p. p. sous I’hypothése M. Si donc, dans chacun des
théorémes 9 (de 3.3) et 14 (de 3.5), traduits dans le cadre ponctuel,
outre la condition vitalienne, nous postulons L, nous obtenons des
théorémes de convergence p.p. pour des martingales et des sous-
martingales de base (®:). De méme, si dans I’énoncé de la version
ponctuelle du théoréme 13 (de 3.5), nous postulons la conjonction
« L et M », nous pouvons remplacer la limite essentielle supérieure par la
limite ponctuelle supérieure et 1'égalité devient lim sup*f-=s limf: modat*.

Supposons que la base (&) soit croissante, c’est-a-dire que o <7
implique @,C@;. Une analyse des démonstrations des théorémes 9
et 14 montre alors que, dans chacune d’elles, au lieu de la conjonction
de la condition vitalienne et de la condition L, pour obtenir des théorémes
de convergence p. p., nous pouvons recourir a la condition vita-
lienne correspondante pour recouvrements fins p. p. Nous désignons
par Vi, V'* .., ces conditions vitaliennes. Explicitons comme exemple :

V. Quels que soient l'ensemble M de mesure extérieure finie, le
recouvrement fin p. p. (K:) de M et le nombre positif ¢, il existe une
suite finie (Z;, ..., ¢,) de paramétres et une suite associée £ = (L, ..., L,)
d’ensembles telles que

L;eB:, et LCK:; pour i=r1,...,T,
or(£) <&  p*¥(M—ML) <:  ou L=U e

Substituant V3 a4 Vy, V. a V. dans la version ponctuelle du théo-
reme 9 (de 3.3), nous pouvons conclure a la convergence presque partout
des martingales en question. La méme situation se présente avec le
théoréme 14 (de 3.5), ot le remplacement de la condition V' par V'*
permet de conclure a la convergence presque partout des sous-martin-
gales de variation bornée. Si, dans la version ponctuelle du théoreme 13
(de 3.5), nous remplagons Vy par « V5 et M » nous pouvons dans la
conclusion substituer a la limite supérieure essentielle la limite supé-
rieure ponctuelle.
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Signalons les implications suivantes : Vi — L; (L et Vy) — Vy;
d’out résulte I'équivalence

(MetLet Vy)<>(Met V).

Méme remarque pour V' et V'*,

ReEMARQUE. — La condition V. fut introduite sous le nom de V,
par Y. S. Cuaow ([8], p. 266) qui établit le cas correspondant du théo-
réme 9 (de 3.3).

4.3. Martingales au sens classique. — La théorie « classique »
des martingales se rapporte a des ensembles de paramétres, sous-ensembles
de la droite numérique, donc totalement ordonnés. Pour un exposé de
cette théorie, y compris son origine historique et de nombreuses appli-
cations, surtout en calcul des probabilités et en statistique, le lecteur
est renvoyé au livre de Doos [11].

Comme une martingale a base croissante (®3,; n = 1, 2, ...) induite
par une fonction f, fournit une suite d’approximations de f par des fonc-
tions & (f| @,), obtenues & partir de f en prenant des « valeurs moyennes »
de f, et, en général, de nature beaucoup plus simple que f, on peut
s’attendre a4 des applications dans des raisonnements d’analyse pure.
En fait, on en a un exemple dans [7]; chaque 3, est alors atomique.

Beaucoup d’applications se rencontrent dans la théorie de I'infor-
mation; citons [29] pour des exemples typiques.

Une application a la théorie du potentiel se trouve dans [12]. Ici, on a
déja, sous une forme déguisée, un ensemble de parametres filtrant;
les parametres pourraient étre des ensembles ouverts, ordonnés par
inclusion.

Toutes les théories et les applications mentionnées ici se présentent
dans le cadre ponctuel décrit en 4.1 et 4.2.

4.4. Espaces produits. — Soit (Dy)ve1” une famille non vide
d’ensembles et soit ¢,, pour tout y, une sigma-algébre booléenne

d’ensembles, d’unité Dy. Nous posons E = X D.; E est l'espace
vel’
produit des D, c’est-a-dire ’ensemble des applications z : v — x. de I
telles que z, €D, quel que soit y. Désignons par ® I'’ensemble des sous-
ensembles finis de I, filtrant par inclusion. Si 7€®, on appelle
z-cylindre tout sous-ensemble de E de la forme C = X C,, ou C, =D,
vel’
si vér, et C,e¢, pour tout v. Pour 7 fixé, nous définissons (3. comme
Pextension borélienne dans E (entendant : dans la sigma-algébre
booléenne de tous les sous-ensembles de E) de I'ensemble des =-cylindres.
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Ainsi linclusion 7C: implique linclusion 3:C@®:. Par conséquent,
Punion @ des . pour r€® est une algébre booléenne d’ensembles.
Nous désignons par @ son extension borélienne dans E. La famille
(3:; 7€ 0) est donc une base stochastique croissante dans @ et 63, = @.
Soit p une mesure définie sur @, sigma-finie sur chaque @&;,, donc
sur chaque 3. (cf. 2.2). La théorie du paragraphe 2, transférée au
cadre ponctuel d’aprés 4.1, est alors applicable. En particulier, on
déduit du théoréme 6 (de 2.6) et de la remarque qui le suit, que la
famille (& (f| 3:)) converge fortement vers f dans I'espace d’Orlicz £x
correspondant 4 p. si fe £x et lim%sup X (eu)/X (1) < .

Dans le cas d’une mesure produit p. on dispose d’une formule commode
pour calculer & (f|@:) si fe,. Considérons, en effet, pour tout -,
une mesure z, sur ¢, telle que », (Dy) = 1, et prenons pour ¢ la mesure
produit borélien des x, (voir [20], 7.2 et [25]). Pour toutr€®et v’ =TI —r,
Pespace E est « canoniquement » isomorphe a l'espace E. x E:, ou
E. = XD et E. = X D,. Par abus de notation, chaque élément

ye" YE™
de E s’écrit sous la forme x = (x-, 2.), ol z.€E; et a; € E;. Nous
désignons par p. la mesure produit borélien des x, pour yer, qui est
une mesure sur E. et nous définissons de maniére analogue 1z comme
mesure borélienne dans E:. Ainsi ;. devient la mesure produit de p.;
et p:. Alors, posant f. = & (f| 3:), nous avons

™ @3 = [ flen y2) det ).

En effet, d’aprés le théoréme de Fubini, la fonction définie par (1)
est @.-mesurable et p-intégrable; si A€ed@;, on a A =C x E%, ou C
appartient au domaine de définition de p., par conséquent

lj:frdH =~f0fr(x¢, @) dp- ()

= f f (@ y2) s (92) (@) = f fd,

ce qui démontre 1'égalité en question fr = & (f| &;).

La convergence en moyenne de (& (f| (3:)):e® dans le cas d’une mesure
produit fut démontrée dans [15]. Remarquons que, déja dans le cas
d’un produit dénombrable de mesures de Lebesgue sur I'intervalle (o, 1),
la base (3-) ne jouit pas de la propriété V, d’aprés [10]. Si I' est dénom-
brable, si (z,;n = 1,2, ...) est une sous-suite de © croissante et
confinale et si fe «,, la suite (& (f| 3:,)).=1,2,... converge presque partout
vers f en vertu des théorémes classiques, résultat qui fut, pour les
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mesures produits, démontré auparavant directement dans [25]. Si T est
non dénombrable, ® n’admet aucune sous-suite croissante et confinale.

4.5. L’intégrant de Radon-Nikodym défini comme dérivée. —
Soit p une mesure finie et strictement positive définie sur la sigma-
algébre booléenne abstraite ¢3 d’unité E, et ¢ une fonction additive et
de variation bornée définie sur une sous-algébre booléenne @& de @&.
Désignons par T I'ensemble de toutes les A-partitions finies de E,
filtrant pour la relation T (cf. exemple 2° de 1.9). Tout soma diffé-
rent de O est alors une cellule et la restriction de ¢ & & —{ O} est une
fonction de cellule additive et de variation bornée.

Sans faire appel au théoréme de Radon-Nikodym nous pouvons,
pour tout % de I, définir la G-dérivée Dy¢o de ¢ comme la fonction
prenant sur chaque constituant J de & la valeur ¢ (J)/i (J) (cf. 2.7).
Le théoréme 2-3 a (de 2.7) est alors applicable a la martingale engendrée
par ¢ dont la représentation intégrante est (Dg9; ®€T). En eflet,
ce théoréme est basé sur les théorémes 2 et 3 de 2.4 dans lesquels le
théoréme de Radon-Nikodym n’intervient que pour définir la repré-
sentation intégrante de la martingale ou sous-martingale considérée
(cf. les sept premiéres lignes de 2.3). Par conséquent, (Dyz¢) converge
stochastiquement vers une fonction sD¢ et pour tout soma A de A
vaut I'égalité

/ sD9 dp. = 9.(A),
o 4

0. désignant la partie sigma-additive de o.

Ainsi est établi le théoréme de Radon-Nikodym pour les fonctions
additives, puisque nous obtenons une fonction sD¢ possédant la propriété
caractéristique de l'intégrant de Radon-Nikodym. Il est a noter que
Pintégrant ainsi obtenu se présente comme une dérivée « authentique »,
a savoir une dérivée stochastique (cf. [22], p. 227, Remarks). Pour une

fonction ¢ sigma-additive, nous avons f sDo dy. = ¢ (A) quel que
soit A dans A. !

Si @ = @, la démonstration du Satz 5.1 dans [33] (p. 275) faisant
usage du lemme de Zorn, est immédiatement applicable a notre présente
base (), montrant que la condition aV. est vérifiée. Donc, d’aprés le
théoréme 9 a de 3.6, (Dgz9) converge suivant I'ordre vers sD¢ = De.
Par conséquent, l'intégrant de Radon-Nikodym apparait comme une
dérivée suivant 'ordre (dérivée essentielle en version ponctuelle).

Dans le cas ol & = @B et ¢ est sigma-additive, nous pouvons prendre
pour ¥ I'ensemble de toutes les @-partitions dénombrables de E et les
conclusions du cas fini, en particulier la validité de aV., restent vraies.
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Signalons que KoLmoGororF [30] avait démontré le thécréme de Radon-
Nikodym pour les fonctions ¢ lipschitziennes en montrant que la
famille (Dyv) converge alors fortement dans ..

4.6. Représentation des espaces £x comme espaces de fonc-
tions de cellule. — Considérons une mesure finie et strictement posi-
tive ¢ définie sur la sigma-algébre 3 d’unité E. Soit T une famille non
vide de ®-partitions finies & de E ne comprenant pas O, filtrante rela-
tivement a [, telle que @ soit I'extension borélienne de 'union des &
de T, et soit £x un espace d’Orlicz relatif a 1, quelconque.

Toute fonction de cellule ¢ finie et additive engendre une martin-
gale ® de base (@3;) dont (Dgo; $€T) est la p-représentation inté-
grante (cf. 1.9 et 2.7). En vertu de la proposition 2.6.2, || Dgv ||\ est
une fonction croissante de &. Nous définissons naturellement la £ y-norme
ou fx-variation totale de ¢ en accord avec 2.7 comme la /£ yx-norme
de la martingale correspondante @, c'est-a-dire d’aprés 2.6 (aprés la
proposition 2.6.2)

(1) lollx= 1@ [x=lim [| Dy llv

et ¥y comme l’espace des fonctions de cellule ¢ sigma-additives pour
lesquelles || ¢ ||¢ est finie. D’aprés la remarque 1 concernant le théo-
réme 5 (de 2.6), si  n’est pas bornée, nous pouvons dans cette définition
remplacer « sigma-additives » par « additives » Si x (u) =1, Vy est
I’espace des fonctions de cellule sigma-additives et de variation bornée
que nous désignons par ;. Comme il existe une constante positive x

telle que « f] flduw < | f|lx pour toute fonction f (cf. 2.6), on a I'in-
E

clusion VyC,.

En vertu de la définition (1), on obtient un isomorphisme isomé-
trique de ¥x sur I'espace des martingales de base (@) sigma-additives
et bornées dans £x en faisant correspondre a ¢ la martingale (Dzo).
Or, d’apres le corollaire du théoréme 5, I'application (f;; € T)—s liz{n fs

est un isomorphisme isométrique de ce dernier espace sur £y, Par consé-
quent, la correspondance ¢ — sD¢ est un isomorphisme de Vy sur ~y
envisagés comme espaces de Banach. L’application inverse fait corres-
pondre a fe€ £y l'intégrale indéfinie de f sur les cellules.

Dans leur théorie des espaces ?7,, BocHNER et LEADER ([1] et [42];
voir aussi FUGLEDE [16]) posent une algébre booléenne abstraite & pourvue
d’un contenu (fonction additive et positive) strictement positif. Afin de
reconstituer le cadre précédent, il nous suffit de plonger A dans une
sigma-algébre @ et de prolonger le contenu en une mesure strictement
positive définie sur @ grace au procédé de complétion de Hausdorfi-
Nikodym (cf. [28], § 8), puis de définir T comme I’ensemble de toutes
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les A-partitions finies de E et de faire correspondre a toute fonction ¢
définie sur &, additive et finie, sa restriction & & — { O | comme fonc-
tion de cellule. La « projection de ¢ sur la partition % » suivant LEADER
([42], p. 530), est l'intégrale indéfinie o2 de Dy9, c’est-a-dire le prolon-
gement naturel de ¢4 (cf. 2.3 aprés la proposition 2.3.1), restreinte
aux somas de @, en symboles ¢f | &. Pour & fixé, la fonction Dyo qui
est bornée, appartient a £, ., donc a £y, et correspond & 93| & —{ O}
par lisomorphisme de Uy sur £y décrit ci-dessus. Il en résulte que
pour ¢ €y,
1@ —9p) [A@—{0[x=[sDg —Dg2 .
Si donc lim sup X (2 u)/X (u) est finie, le théoréme 6 et sa remarque
U> =
(en 2.6) entrainent

() lim || (2 — ¢g) [ & [x=o.

Dans le cas particulier de l'espace £,, 1 =p <00, || ¢|x définie
ci-dessus pour la fonction de cellule ¢ | @ — {0} est = ¢ ]|, au sens"
de BocHNER-LEADER (cf. [42], (1.3), (2.2) et (2.3)). Le principal théo-
réme de Leader ([42], théoréme 9), & savoir. « 1 =Zp < et ¢€¥V,
impliquent lim || (¢ — 94) | & [, = o », découle immédiatement de (2).

&

Signalons enfin que la définition de ?’; donnée en 1.11 est en accord
avec la définition donnée plus haut.

Comme application nous allons établir la

ProrosiTION 4.6.1. — Si (®3:) est une base stochastique (sous-entendu
« croissante ») dans (E, 33, 1) et ® = (¢:) une sous-martingale de base (33-)
dont la X-norme est finie, alors son intégrale ®™ peut étre définie selon 1.4
el || @™ [y =l .

DeEmoNsTRATION. — Soit (f:) la p-représentation intégrante de ®.
Sans restreindre la généralité, nous pouvons nous placer dans le cas
ol || f-||x est inférieure a une constante finie » pour tout = dans 0.
- (E) étant finie, il existe une constante a (cf. 2.6) telle que « || ||, < | f||x
quelle que soit la fonction f, ce qui entraine || f: || << xa—' pour tout
dans 0. Ainsi est légitimée la définition de la martingale intégrale @
selon 1.4.

@ étant une martingale, (f?*) sa p-représentation intégrante,
) | @™([x= bsup || f" [Ix
el

(cf. 2.6 aprés la proposition 2.6.3).
Posant @ = U 4., nous désignons par T l'ensemble des A-parti-

T
tions finies ¥ de E dirigé suivant [~ et pour chaque &, par G son
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extension borélienne. Pour v fixé nous introduisons les représentations
intégrantes (f:, ;) et (fi';) des martingales de base (Cg) induites par f-
et fi* respectivement.

Grace au théoréme 5 (de 2.6), nous avons
@ 172 [[x=bsup || f& I
SET
D’ou, en combinant (3) et (4),
©®) [@"x=0b sup [[fsx
t€0,3eT
Envisageons pour un instant = et % comme fixés et soient A,

J =1, ..., k les composantes de %, 7; un paramétre tel que A,€a®-,
et v un paramétre suivant tous les z,. De la définition de (fZ*) résulte

(©) £ dy = lim f £, du,
Aj (,e@ Aj

les intégrales étant finies et la suite de droite croissante pour » > 7,.
Divisant les deux membres de (6) par p(4,) nous déduisons
fig| A; =1limf, o | A; pour chaque j, donc

@) fits = lim ;.

la suite de droite étant croissante pour o = 7. La convergence étant
trivialement uniforme sur chaque A, les fonctions bornées f, ;; convergent
uniformément, en d’autres termes dans £ .., a fortiori dans £y, vers f's.
D’ou la relation de convergence des X-normes

®) It = lm{{fe.q v
La conjonction de (5) et (8) fournit
(@ 9"[x=bsup (lmf;.glx) = bsup (hm |, x).
nE \ p s\ 0
L’égalité (g) implique l'inégalité
[ @ [lx=Dbsup (bsup||fpq|lv)
B\ N«

quel que soit v dans O, d’ou, tenant compte de || f, & [[v==1f; [lx,

I'inégalité

(10) [| @] x< bsup (b sup |
s nes

follx) = bsup{fyflc

quel que soit » dans O.
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Par conséquent, || @™ |y lim sup ||f,|/x qui, par définition, est
e
= || @ ||\ et ainsi est établie I'inégalité

[ f[x={ @ .

ReMARQUE. — L’emploi de la proposition 4.6.1 permet d’abréger la
démonstration du théoréme 13 (de 3.5), évitant entre autres de distinguer
deux cas.

4.7. Dérivation ponctuelle. — La théorie classique de la déri-
vation proprement dite s’intéresse aux dérivées ponctuelles. En outre,
elle utilise, en général, une relation de « finesse » entre partitions diffé-
rente de [ que nous désignons par <. Nous parvenons & déduire de
tels théorémes & partir de la théorie générale exposée dans les para-
graphes 1, 2 et 3 en appliquant la méthode du cadre ponctuel, décrit
en 4.1 et 4.2, aux versions cellulaires de ces paragraphes, c’est-a-dire
a 1.9, 1.10, 2.7 et 3.6, et en traduisant les résultats obtenus en
« langue << ».

Soit (E, @3, |») un espace mesuré, comme en 4.1, et 9t le sigma-idéal
des ensembles de @3 de p-mesure nulle. Nous posons une famille non
vide T de partitions de E mod 91, dénombrables: et filtrantes pour
la relation — mod 9. En d’autres termes, chaque élément & de T est
un ensemble d’ensembles mesurables, appelées cellules, deux a deux

disjoints mod 9t et de mesure positive, tel que U % = Emod 9t. La

relation de finesse & [ S mod 9T est définie ainsi : Chaque composante
de $ est incluse mod 9t dans une composante de . Ceci équivaut a
Iinclusion B5;C @ + 9L, ou @3y et Bg désignent les sigma-algébres
booléennes engendrées par % et $ respectivement. Nous constatons
ainsi que (@) est une base stochastique croissante mod 9t relativement
a la relation T mod 9t dans Z.

Un complexe actif est un sous-ensemble d’une partition appartenant

a4 T. Une fonction de cellule est une fonction réelle ¢ définie sur J = U z,

telle que I, = I, mod 9t entraine ¢ (I,) = ¢ (1), et que ¢ (J) =2@ <))

=5
existe pour tout complexe actif j. Les notions de sous-additivité et
d’additivité d’une fonction de cellule définies en 1.9 s’étendent aussitot
au présent cadre par modification mod 9.

Nous supposons que T est filtrante relativement a une relation <,
outre [ (voir 4 la fin du paragraphe et en 4.8 pour des exemples).
Nous utilisons les notations (T, <) et (¥, C) pour les ensembles filtrants
de partitions et (By; €I, <) et (By; €I, C) pour les bases
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stochastiques cellulaires qu’ils déterminent. La base stochastique
(Bs; $€ T, <) n'est pas nécessairement croissante mod It.

A coté des notions « en finesse de partition », entendant définies au
moyen de passages a la limite relatifs a (T, C), nous considérons main-
tenant les notions correspondantes relatives a (I, <) :

L’intégrale supérieure selon < :

BET ;K

(cf. 1.10), la variation totale selon << :

19 1h« =<0 (E),

la fonction ¢ de variation bornée (c¢f. 1.9 et Remarque en 1.10) ou
absolument continue (c¢f.2.7) selon <, la dérivée stochastique supé-
rieure selon < :

<-sD*9 =slimsupDgyo
BET 1«

(cf. 2.7), la dérivée £y selon <, si elle existe (cf. 2.7), la dérivée essen-
tielle supérieure selon < :

<-eD*o =elimsupDyo
BET;«

(cf. 3.6 et 4.1), le recouvrement cellulaire essentiel, fin selon -=, d’un
ensemble mesurable, les conditions de Vitali <-aVy, <-aV’,
la condition <-F (cf.1.10), etc. Observons que les dérivées sont
définies mod It.

Toutefois, nous n’envisageons pas les propriétés de sous-additivité
et d’additivité d’une fonction de cellule ainsi que la notion d’intégrale
de Burkill-Kolmogoroff sur une cellule différente de E, ni la propriété E
(cf. 1.10) comme relativisables a <.

Considérons la condition suivante ([33], p. 257) :

Z. < est plus fine que [, explicitement : Tout sous-ensemble de T
terminal relativement @ < Ulest aussi relativement a [.

Z est toujours satisfaite si & C & entraine % < .

ProrosiTioN 4.7.1. — Supposons que la condition Z soit satisfaite.
Alors, pour toute fonction de cellule ¢ : <-9° (E) > 05 (E), || ¢ ||x,«>> || ¢ || xs
<-sD*9>sD*q, <-eD*9>eD 9. Si ¢ est de variation bornée ou
absolument continue relativement a <, elle l'est aussi relativement a [C.
Tout recouvrement essentiel fin selon <, d’'un ensemble mesurable est un
recouvrement fin essentiel du méme ensemble. «<-aVy implique aVy
et <-aV"” implique aV”".
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% et S désignant deux partitions dans T, nous définissons R% comme
I'union des composantes I de § telles qu’aucune cellule de @
n’inclue I mod 9t. Nous considérons les conditions suivantes de liaison :

R : Quelle que soit € X, s lim RE = 0.

SET;«

U : Quelle que soit 3€T, e lim R = 0.
SET;«

Notons que U implique R.

ProrosiTiON 4.7.2 (cf. [36], Satz 4.2 et Satz 4.1; [33], Satz 3.2 et
Satz 3.1). — Nous supposons E ef R vérifiées. Alors, pour toute fonction
de cellule o,

(1) <-sD’9 =ZsD*9mod 9t ().
Si o est absolument continue relativement @ < et [,
(1) <0 (E) Z o (E) ("),

pourvu que ces intégrales existent. Inversement, sans postuler E, la vali-
dité de (1)) [resp. (I,)] pour toute fonction de cellule non négative et
lipschitzienne implique R.

Prorosition 4.7.3 (cf. [33], Satz 3.4 et Satz 3.7; [38], Satz 5.5
et [33], Satz 3.3). — Nous supposons E et U vérifides. Alors, pour toute
fonction de cellule o,

(L) <-eDs 9 ~ZeDspmod 9L ().
Tout recouvrement <-fin essentiel d’un ensemble mesurable est un recou-
vrement fin essentiel du méme ensemble. aVy implique <-aVy et aV”

implique <-aV". Sans postuler E, la validité de I, pour toute fonction
de cellule non négative et lipschitzienne implique U.

Par application de ces propositions, il est facile de traduire des résultats
antérieurs en « langue < » (version ponctuelle). Dans les théo-
rémes 2-3 a_, 7 et 8_. formulés ci-dessous, traductions des théo-

rémes 2-3, 7 et 8 de 2.7, Z, E et R sont postulés.

TueorimE 2-3 a_. — Toute fonction de cellule de variation bornée

selon < el sous-additive posséde une <-dérivée stochastique <-s D¢ inté-
grable qui est aussi la <-dérivée stochastique de la fonction de cellule inté-

grale 9™, Pour toute cellule I, f(<-ngo) dp. = ¢ (I), ot ¢} désigne
1

la partie sigma-additive de ¢™.

(1%) Cette inégalité ne subsiste pas si I’on ne postule pas E. Il serait intéressant de
savoir si elle reste toutefois valable pour les fonctions ¢ additives.

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASC. 4. 34
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THEOREME 7 _. — Si, oulre Z, E et R, T salisfail P el si ¢ est de variation
bornée selon <, alors

<-s D! o = <-s Dg! el <-sD*¢ =-<-s Do,

TuEorREME 8_. — Si ¢ est de variation bornée selon < el absolument
continue selon <, alors <-sD'¢ et <-sD* ¢ sont intégrables et

<-¢!(E) = fE <-sDiodp et <9 (E) = fb «<=sD* o dp.

Dans les théorémes 9a_, 13 a_ et 14 a_, traductions des théo-

rémes 9a, 13 a et 14 a de 3.6, Z, E et U sont postulés. | ||x et || ||r
désignent des normes d’espaces d’Orlicz complémentaires.

THEOREME 9 a_. — Si la base sltochastique cellulaire (By; T€T; <)
posséde la propriété <-aVy, toute fonction additive de cellule ¢ felle
que || 9 ||x, - soit finie, est essentiellement <-dérivable. Si celte base salisfail

a <-aV,, toute fonction ¢ additive et de variation semi-bornée selon -<
admel une <<-dérivée essentielle.

TrEOREME 13 a_. — Si la base stochastique cellulaire (By; €I ; <)
jouit de la propriété <-aVy, pour foute fonction de cellule ¢ sous-additive
telle que || ¢ ||x  soit finie, la dérivée stochastique <-s D¢ exisle et est égale
a eD* ¢ mod It.

A propos de la traduction des théorémes 14 a et 16 de 3.6, nous

observons que la conjonction (E et aV.) implique aV”, donc aV’
(cf. [38], schéma p. 294).

THEOREME 14 a_. — Si la base stochastique cellulaire (By; € T; <)

vérifie <-aV., toute fonction de cellule semi-additive et de variation bornée
selon << est essentiellement <-dérivable.

TrEorEME 16_. — La condilion <-aV" est nécessaire et suffisante
pour que

<=9l (E) = f <-eDigdy e < (E)= f <-¢Ds odp,
E B

quelle que soit la fonction de cellule ¢ de variation bornée selon < et abso-
lument continue selon <.

Les théorémes 11 a et 12 a sont immédiatement applicables au cas <
sans supposer aucune des conditions Z, E et U puisqu’ils découlent des
théoremes 11 et 12 de 3.4, lesquels ne supposent pas la condition de
monotonie de la base (cf. note (*) en bas de page).
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Passons aux notions spécifiquement ponctuelles. La définition de la
limite inférieure ponctuelle selon < d’une famille de fonctions définies

sur un méme ensemble ou d’une famille d’ensembles, désigneé par lim inf*,
SET

est immédiate et il en est de méme pour la limite supérieure. Par recou-

vrement cellulaire <-fin p.p. d’'un ensemble M nous entendons un

ensemble % de cellules tel que la famille (K; $€T), ol Ky = U Gno),
vérifie

M Clim sup* KXy p. p.
BET ;K

Voici les versions cellulaires des conditions M et L de 4.2 pour la
relation < :

<-aL. Tout recouvrement cellulaire <-fin p.p. d’un ensemble est
un recouvrement <-fin essentiel de ses enveloppes mesurables.

~<-aM. Tout recouvrement <<-fin essentiel d’un ensemble mesurable
en est un recouvrement <-fin p. p.

Avant de définir les dérivées ponctuelles proprement dites, remarquons
que la ®-dérivée Do n’est pas, en général, dans le cadre du présent
paragraphe, complétement déterminée ponctuellement si on lui impose
seulement d’étre une fonction définie sur E, ®g-mesurable et prenant
presque partout sur chaque composante I de & la valeur ¢ (J)/w (1).
Nous allons définir les dérivées inférieure et supérieure ponctuelles
de ¢ selon < de maniére unique en utilisant, pour tout %, un choix
particulier de Dy o.

Considérons d’abord une partition quelconque & de T et un point x
de E et posons

. . I
D: z :blnf{q}—(——-xele%,
(D) @) = binf{ 25
I parcourant toutes les composantes de & telles que x€ I. En vertu d’une
convention usuelle, il est entendu que (D%¢) () =+ §’il n’existe
aucune telle composante, c’est-a-dire si * € E— u%. De maniére ana-
logue, nous posons

: — fo(d). _
(DZ-,CP)(x)—bSUPW(I ;xele®
o et Di¢ sont alors deux représentantes @3 -mesurables de Dgo
définies partout. Nous définissons ensuite

<-D* ¢ =liminf* Dy ¢,  <-D* ¢ = lim sup* D o.
BET BET I
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On démontre de la méme maniére que le théoréme 17 de 4.2 (cf. la
remarque qui le suit) :
THEOREME 17 a_. — La condition <-aL équivaut aux inégalités

<-eD'9 = <-D* 9 mod ¥, <-D*s ¢ <~ <-eD* 9o mod It *

et la condition <-aM aux inégalités opposées, pour toute fonction de cellule o.

o est dite dérivable p. p. selon < si <-D*' ¢ = <-D** ¢ p. p. Traduisant
les versions cellulaires des conditions de Vitali ponctuelles de 4.2 en
langue <, ou bien prenant les versions ponctuelles des conditions de
Vitali en 4.7, on obtient les conditions de Vitali cellulaires ponctuelles
pour la relation <, désignées par <-aVj, etc. D’aprés la proposition 3.6.2
et la définition de V; en 4.2, la condition <-aV} équivaut a :

Quels que soient 'ensemble M de mesure extérieure finie, le recouvrement
cellulaire <-fin p.p. % de M et le nombre positif =, il existe un sous-

ensemble fini % de % tel que wy () < ¢ et que pn*<M——<Mn U‘I>>< €.

Il est alors facile d’obtenir les versions ponctuelles des théo-
rémes 9a_, 13 a_, 14 a_ et 16_. Nous pouvons énoncer les résultats
suivants :

Si (By; € I; <) jouit des propriélés Z, E, U, <-aM ef <-aV3, foufe
fonction de cellule ¢ additive telle que || ¢ ||x,« Soit finie, est <-dérivable p. p.
el, pour toute fonction de cellule ¢ sous-additive telle que || ¢ ||v,« soil finie,
<-s Do = <-D** o mod 9.

En effet, <-aM et <-aV} impliquent <-aVy et <-aL (cf. 4.2, les trois
derniéres lignes avant la remarque finale). Il suffit alors d’appliquer les
théorémes 9 a < et 13 a. et de remplacer, en vertu du théoréme 17 a,
les dérivées essentielles par les dérivées ponctuelles.

De fagon tout a fait analogue, nous déduisons de 9 a_, 14 a_ et 16{5,’
tenant compte, entre autres, de I'implication (E et aV.) —aV” :

Si (By; € T; <) jouit des propriétés Z, E, U, <-aM et <-aV;, loule
fonction de cellule ¢ additive et de variation semi-bornée selon <, est
<-dérivable p. p. Toute fonction de cellule ¢ semi-additive et de variation
bornée suivant < est -<-dérivable p. p. Pour foute fonction de cellule de
variation bornée selon < et absolument continue selon <,

i (E) = f <D*gdp e <o (E)= j =-D*s g dus,
E B

©° désignant la complétion de p.

Ordinairement on définit les dérivées d’'une fonction d’ensemble o
par rapport a une mesure ¢ 4 I'aide d’'une base de dérivation attachée
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a chaque point x d’'un ensemble D, consistant en un ensemble de familles
filtrantes d’ensembles mesurables et de mesure finie, envisagées comme
«convergeant vers x». Ces familles sont alors appelées familles dérivantes
au point x ([22], p. 223). Dans la théorie des fonctions de cellule, une
telle base de dérivation est déduite de la structure cellulaire de la
maniére suivante : Par famille dérivante au point x, on entend une
famille (I5; 3€ R), ot R représente un sous-ensemble confinal de T
que nous regardons comme filtrant pour la restriction de < a R, telle
que zel; et I;€T quel que soit & dans R. Pour qu’une telle famille

existe il faut et il suffit que I'ensemble des & vérifiant xe U % soit

confinal dans ¥. Le domaine D de la base de dérivation est alors
I’ensemble de ces points x. Ce domaine peut étre vide comme le montre
I'exemple suivant : E =)o, 1 (, |~ est la mesure de Borel sur E,
& consiste en les ensembles finis de sous-intervalles ouverts de E disjoints
et recouvrant E a un ensemble fini de points preés, < = [C. Dans les
applications le domaine D de la base cellulaire de dérivation ne differe
de E que par un ensemble de 9t*, ce qui revient a dire quel’ensemble
des cellules est un recouvrement <-fin p.p. de E. C’est ainsi que
I’ensemble o étant toujours un recouvrement <-fin essentiel de E,

la condition =-aM implique E — D e 9t*, SiU‘G = E pour tout ©

dans T, alors D = E. Cette condition est satisfaite dans tous les
exemples de 4.8.

En tout point x de D les nombres dérivés extrémes D’ ¢ (x) et D* ¢ (x)
sont définis comme

b inf ) lim inf et bsup ! limsu
() [T e ) (15 L s« P ()

‘P(Iz;)é % CP(I@)}

respectivement, (I;) parcourant toute la base de dérivation au point z,
en accord avec la définition générale dans [22], p. 223. En un point
x€E — D, nous posons Di ¢ () = + oo et D* ¢ () = — co. Les dérivées
extrémes D' ¢ et D* ¢ sont ainsi définies en tout point  de E de maniere
unique.

11 est alors aisé de vérifier que
<-D*' o () = D' ¢ (x) et <-D** ¢ (1) = D" ¢ ()

en tout point x de E.

Les notions de recouvrement cellulaire <-fin p. p. d’'un ensemble M
et de recouvrement fin pour la base cellulaire de dérivation suivant
[46], p. 74 et [22], p. 224 sont logiquement équivalentes. Il en résulte
I'équivalence entre <-aV; pour 1=p_=oco et la propriété de Vitali



536 K. KRICKEBERG ET C. PAUC.

définissant les bases S dans [22], p. 236, sans la limitation de
débordement.

Dans la plupart des applications, la relation < est introduite au
moyen d’une fonction v positive, définie sur I, par la convention :

< si et seulement si v (B) > v ().

Remplacant éventuellement v (%) par v () — binf { v (8); €T | nous
pouvons toujours supposer que T contient des partitions & telles que v (%)
soit arbitrairement petite. Il existe dans T un ensemble confinal dénom-
brable, <=-aM est donc vérifiée et, par conséquent, E-—Deot*,
En général, la fonction v est monotone, entendant que & C S implique
v (B) > v (¥), ainsi Z est vérifiée.

Pour toute cellule I, posons
o(I) =binf{v(d); IeBeT].
On peut alors montrer que

(<—D*’@)(x)—bsup5b1nf CPEI;,xGI JUR L

de méme pour la dérivée supérieure.

Par un choix particulier de v on obtient diverses deﬁmtlons classiques
de dérivées extrémes.

4.8. Exemples de bases cellulaires concrétes. — Toutes les
bases qui suivent sont ponctuelles (cf. 4.1).

1° E est un espace compact et p une mesure de Radon positive consi-
dérée comme fonction sigma-additive sur I’ensemble @ des boréliens
de E, 1. (E) est donc finie. La cellule générique est un sous-ensemble
fermé I de E, mesurable Jordan (ensemble de continuité pour p),
de mesure positive. T comprend toutes les décompositions mod 9t finies
de E en cellules non empiétantes mod Jt. Ainsi T est filtrant relati-
vement a [, les conditions P et E (cf. 1.10) sont satisfaites. Soit alors U
un systéme fondamental d’entourages sur E. Etant donné un ensemble V
de AU, une partition ¥ de T est dite fine d’ordre V si chaque compo-
sante I de ¥ est petite d’ordre V, c’est-a-dire (x, y)€V quelles que
soient z, y€ I. La relation % < $ est définie par la condition :

Quel que soit I’entourage VeAl, (% est fine d’ordre V) implique (S est
fine d’ordre V).

Comme % [ S entraine %<8, T est filtrant relativement a <
et Z est satisfaite (cf. 4.7). Ainsi le domaine de la base cellulaire de
dérivation selon < ne différe de E que par un ensemble ouvert de
mesure nulle.



MARTINGALES ET DERIVATION. 537

Remarquons que < dépend de AU. En prenant pour U le filtre de
tous les entourages sur E, la relation < devient [C. Démontrons la
validité de U (cf. 4.7), pour U arbitraire : Soit = {I,, ..., I,} une
partition dans ¥, I, l'adhérence de E— ([, u...u I,) et B l'union
des frontieres des Iy, k =o0, 1, ..., n qui est un compact de mesure
nulle. Considérons un entourage fermé W quelconque, n’appartenant
pas nécessairement a U, et définissons F;,- comme I’ensemble des points «
tels qu’existent des indices k et [ et un point y satisfaisant k #1[,
rxel;, yel,, x et y sont voisins d’ordre W. Alors F), est fermé. Soit V
un entourage appartenant a Al et inclus dans W. On démontre faci-
lement qu’il existe une partition ® dans ¥ qui est fine d’ordre V.
Si R<8, § est fine d’ordre V, donc fine d’ordre W, ce qui
entraine R§CF,. Par conséquent,

elim sup R§ C F,-mod 9t.
SET;«

L’espace E X E étant régulier, on a m F, = B. La famille des F, est
w
filtrante a gauche, d’ou résulte b inf . (F);-) = o, puisque 1 (B) = o et

que chaque Fj- est fermé. Par conséquent, elim sup R = ¢, donc U.
SE€ET; «
Rappelons que U entraine R.

CoNSEQUENCES. — Les propositions 4.7.2, 4.7.3, les théorémes 2-3a, 7 -
et 8 _ de 4.7 sont applicables a la base 1°.

20 Base d’intervalles. — T, ensemble quelconque; 7, désignation géné-
rique pour un sous-ensemble fini de I'. Pour yeI', D, désigne une copie
de Tintervalle ( o, 1 ). D, est munie de la topologie usuelle et de la
structure uniforme compatible, =, est la mesure de Borel sur D,. E est

le produit X D, pourvu de la topologie produit et d’une mesure de

Radon ¢ qui peut étre la mesure produit borélien des =, (cf. 4.4),

et 1+ (E) = 1. La cellule générique est I'intervalle générique I = X I,
vel’
ou I, =D, si ygr et

IL=(a,b), oZa,<bZ1,

mesurable Jordan et de mesure p. (I) positive. Notons que si p est le
produit des mesures x, I, = I, mod 9t implique I, = I,. ¥ comprend
toutes les décompositions de E en cellules non empiétantes mod It.
Des relations < sont définies comme dans 1°. Les propriétés P, Z, E, R, U
sont vérifiées, d’olt les mémes conséquences que pour 1°.
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Cas particulier. — T est I'ensemble des entiers positifs. Alors E est
appelé cube de Hilbert et I'on a &, = @. La structure uniforme produit
sur E peut étre exprimée par la distance de Fréchet (cf. [49], p. 57)

o (z, y) =Zz“” |Z—Ur s ol r=(x)€E, y=(y)€EE.

Parmi les relations < définies comme dans 1° figure celle qui correspond
au systéme fondamental d’entourages {(z,y):0(x, y) <:cj, ol =
parcourt les nombres positifs. Désignant alors, pour €I, par v (%)
le plus grand diamétre des cellules de @, cette relation % < S peut
étre exprimée par l'inégalité v (%) > v ($). Ainsi aM est vérifice.
Si p est la mesure produit des »,, ni aV; ni <-aVj ne sont valides
(cf. [10], [26] et [27]).

30 Base de grilles. — E, p. et < ont la méme signification qu’en 20.
%, désignant la subdivision générique finie de D, en intervalles
(linéaires) fermés non empiétants, (3;; yel) la famille générique de
subdivisions @, telles que %, = | Dy, sauf pour les y d’un ensemble
exceptionnel fini, nous entendons par grille toute décomposition de E

en intervalles I = X I, ou I,€®,, de mesures positives et_mesu-
.:el‘

rables Jordan. T est I’ensemble des grilles sur E. Le domaine de déri-
vation selon < ne différe de E que par un ensemble ouvert de mesure
nulle et 3, = @. Les conditions Z, F, U, R sont vérifiées mais non E
en général. Les grilles sur E et les grilles induites dans les intervalles
sont des grilles de Rutovitz (cf. [49], p. 25). Si p est la mesure produit
des x,, ces grilles admettent comme borne tout p > 2 (cf. [49], Theorem X,
p. 27 et Lemma, p. 28-29).

4° Base d’intervalles dans R'. — E = (¢, ...,¢Cudi, ..., d.),
produit euclidien de n intervalles fermés (c;, d;), » est une mesure de
Radon, les cellules sont les intervalles fermés I = (a,, ..., a,; by, ..., b.),

¢, Za; <b;<d; pour j=1,...,n, de mesures [ (I) positives et
mesurables Jordan. T consiste en toutes les décompositions cellulaires
finies de E. Pour tout €I, v (8) = b sup des diamétres euclidiens o (1)
des cellules I de %, Par définition, & < S est équivalent a v (%) > v ().
Cette définition est en accord avec 1° et 2°, Par conséquent, @, = @ et

3(I)=bint{v(®); IeBeI .

Quelle que soit la cellule I, T, (cf. 1.10) posséde les propriétés Z, E, P,U, R
(cf- [33], § 5).

Supposons maintenant que p soit la mesure borélienne sur E, tout
intervalle fermé I inclus dans E est alors une cellule et inversement.
D’aprés un théoreme de Zvemunp [56], si, pour p > 1, la fonction f
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appartient a r, (E), c’est-a-dire si la p*"° puissance de f est p-inté-
grable sur E, et si nous posons pour tout sous-intervalle J de E :

9 (J) = f fdp, alors il existe un sous-ensemble N de E de mesure
J

lebesguienne nulle tel que la dérivée ponctuelle usuelle Dy de ¢ relati-
vement aux sous-intervalles fermés de E existe en tout x€e E— N

et soit = f.
Il résulte d’'un théoréme de Haves-Pauc ([22], p. 247-252) que la
base d’intervalles considérée posséde pour 1 =¢' <g¢q, p~' +q¢ ' =1,

*

la propriété de Vitali <-aV;, (cf. 4.2 et 4.7) compléte. Observons que ¢’
est un nombre quelconque fini > 1.

Nous pouvons aussi déduire ce résultat du théoréme de Zygmund de
la maniére suivante : T admettant un ensemble dénombrable confinal
selon <, <-aM est vérifiée. Il est aisé d’établir la propriété <-aL. En
vertu de <=-D* = D! et <-D** = D’ (cf. 4.7), et du théoréme 17 a
(en 4.7), ¢ admet une dérivée essentielle = fmod 9t. D’apres le théo-
réme 12 a (cf. 3.5 et théoréme 12 de 3.4), la base (I; <) possede
la propriété aV,, donc, grace a la proposition 4.7.3, la propriété <-aV,,
enfin, tenant compte de <-aM et -<-aL, la propriété <-aVy.

50 Bases d’intervalles uniformément réquliers dans R". — Comme
au 4° avec p. = mesure borélienne usuelle, mais I’ensemble des cellules
est I’ensemble J, des intervalles fermés I dont le parametre de régu-
larité r (I) est > «, « désignant un nombre positif < 1 a regarder comme
fixé. Cette base jouit des propriétés Z, E, U, R, <-aL et <-aM. Le théo-
réme 1 de [46], p. 77 appliqué & la base de dérivation selon <, en
prenant ¢ (I) = diameétre de I ou mesure @ (I) de I, montre que (B, <)
possede la propriété <-aV . L’emploi des théorémes 2-3a _, 14 a__ et 17 a__
de 4.7 nous permet d’affirmer que toute fonction ¢ définie sur .J,, sous-
additive et de <-variation bornée sur toute cellule I, admet p. p. sur E
une dérivée <-D*¢ (z) intégrable sur tout I et telle que

f (=-D* ) dp = (9")c (D).

RemMARQUE. — L’ensemble des partitions finies d’'un cube de R* en
sous-cubes n’est pas [C-filtrant. Il le devient si I'on se limite aux cubes
rationnels (entendant : a cotés de longueurs rationnelles).

Base de dérivation de Lebesque. — C’est la base de dérivation dont
les familles dérivantes en un point x sont les suites (I,) d’intervalles
fermés contenant x, de diameétres tendant vers zéro et dont les para-
métres de régularité r (I,) sont bornés inférieurement par un nombre «
positif dépendant de la suite (1,,) (cf. [50], p. 106). Cette base peut étre
aussi définie comme 1'union des bases de dérivation correspondant a 5°
pour tous les a positifs. Les dérivées d’une fonction d’intervalle (fermé)
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relativement a la base de Lebesgue sont appelés dérivées ordinaires
(cf. [50], p. 106). Du théoréme de dérivation explicité plus haut
découle presque immédiatement le théoréme suivant, dit de Lebesgue
(cf. [50], p. 115) : Toute fonction d’intervalle fermé, additive et de
variation bornée sur un intervalle E y est presque partout dérivable au
sens ordinaire.

REMARQUE. — La base de dérivation de Lebesgue n’a pas été définie
suivant 4.7 a4 partir de 'ensemble T des partitions de E en intervalles
fermés pour une filtration convenable.

69 Base et fonction de cellule en théorie de Uaire des surfaces
(cf. [5), chap. II, IIT et VIII, [6] et [48], 1I.5.4). — E est le carré
(0, 0; 1, 1), T une application continue de E dans un plan E’, x et p'
sont les mesures boréliennes dans E et E’ respectivement. La cellule
générique I est le domaine fermé de E limité par une ligne polygonale

simple et fermé C,5 (I) = diamétre de T (I), u(l) =f o(p',CYdy (p),
r

ou C’ désigne I'image par T de C parcourue dans le sens direct et O (p’, C')
I'indice topologique de C' en p’'€E’, posé = o si p' est situé sur C'.
T comprend toutes les partitions finies © de E en cellules non empié-
tantes, v (®):=max o0 ([) pour €%, et B =T :v(F) v (&)

La condition U n’est pas vérifiée. La fonction u est additive au sens
restreint suivant :

si, pour tout I de %, p (T (C)) est nulle, alors u (E) :Zu D).
les
La connaissance de u entraine celle du jacobien généralisé J (x)
presque partout sur E, toutefois on ne sait pas comment 'obtenir direc-
tement par dérivation de la fonction u (cf. [48], V.5).

4.9. Base stochastique sur un groupe (cf. [24]). — Voici un
exemple de base stochastique qui peut étre envisagée de type atomique,
mais dans un sens différent de celui des bases cellulaires :

E, groupe compact dont la loi de composition est notée multipli-
cativement; x, ¢élément générique de E; p, mesure de Haar sur E
(cf- [19], chap. XI); O, ensemble de groupes fermés (donc compacts)
distingués (« compact normal subgroups » en [24]) de E, non réduits a
I’élément neutre, dirigé (ou filtrant) selon 2. Ainsi, par définition,

PLT <> p2T.

-, mesure de Haar sur 7, normalisée (entendant .- (1) = 1);
0., sigma-algébre booléenne des ensembles boréliens de E qui sont
« 7-entiers », c’est-a-dire unions de classes d’équivalence xt (« cosets »
dans [24]). Pour = fixé, ces x7 sont les atomes (ponctuels) de &-.; deux
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points distincts de x7 ne peuvent étre séparés par des ensembles de @3-,
A la différence de ce qui se passe dans le cas cellulaire, ces atomes sont
en général de p-mesure nulle. Désignons par w.. la mesure transférée
de p- sur x7. Comme ¢ est une somme directe de ces mesures sur les zv,
pour toute fonction borélienne f définie et intégrable sur E, on dispose,
pour calculer f; = & (f] ®;), d’'une formule analogue & celles de 2.7
et 4.4, a savoir

f- () = valeur moyenne de f sur xt relativement a u. -.

Dans [24], théoreme 3.1 est établie la convergence p. p. de la suite (f-)
dans le cas d’une suite de Fréchet décroissante de sous-groupes fermés
distingués de E. Dans le cadre du présent article ce résultat découle
du théoréme 9 (de 3.3), proposition 3.5.1 et des propriétés L
et M (cf. 4.2) résultant de la dénombrabilité de ©. Quant a la conver-
gence en moyenne dans le cas général, elle découle de [23] ou de la
proposition 2.5.1.
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