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L'ALGEBRE DE FOURIER
D'UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT ;

PAR

Prerre EYMARD (1)
(Nancy).

Cet article décrit une méthode permettant d’étendre aux groupes
localement compacts quelconques un certain nombre de résultats de
I’analyse harmonique sur les groupes abéliens.

Le cas de ces derniers est désormais classique : qu'on se reporte, par
exemple, 4 I'Ouvrage de W. Rubpin [26]. Rappelons-en quelques points.
Soit I' un groupe localement compact abélien, et soit G son groupe dual.
La théorie décrit notamment I’algébre de convolution M'(T') des mesures
de Radon bornées sur I' et sa sous-algébre L!'(I') des fonctions inté-
grables pour la mesure de Haar sur I. Par transformation de Fourier,
M'(T) et L'(I') deviennent des algébres de Banach, notées B(G)
et A(G) respectivement, de fonctions définies sur G, avec, pour norme
de la transformée de Fourier de la mesure ., la masse de | |. Les résultats
les plus significatifs se rapportent aux idéaux de A(G); entre autres :

10 L’espace topologique des idéaux maximaux ou spectre de Gelfand
de A(G) s’identifie naturellement a G;

20 On connait des conditions suffisantes pour qu’une fonction f appar-
tenant a4 L”(I') soit limite faible de combinaisons linéaires de carac-
téres appartenant au spectre de f; parmi ces énoncés de synthése specirale,
les plus importants furent, dans l'ordre chronologique, le théoréme
taubérien de WiENER-GODEMENT ([35], [16]), le théoreme sur les idéaux
primaires de BEURLING-KAPLANSKY ([2], [20]), et enfin, les englobant,
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un théoreme dont I'origine remonte & DitkiN [10], démontré par
S. AemonN et S. MANDELBROJT [1] pour G=R, et par H. HEeLsox
([18], théoréme 2) pour G abélien.

Ces résultats, nous les avons plus particulierement cités parce qu’ils
recoivent aux chapitres 3 et 4 du présent Mémoire une formulation
valable pour tout groupe localement compact G. Mais en I’absence,
dans le cas général, de groupe dual T, il nous a fallu d’abord définir
et étudier les algébres B(G) et A(G) en soi, sans recourir, via la trans-
formation de Fourier, a des algébres de mesures.

B(G) est I'algébre commutative des combinaisons linéaires complexes
de fonctions continues de type positif sur G, avec la norme d’espace
de Banach dual de la C*-algébre du groupe G. Le chapitre 2 expose les
propriétés de B(G) et de ses sous-espaces Bg((G) associés aux classes
d’équivalence faible, au sens de J. M. G. FeLL [14], de représentations
unitaires continues de G. Les raisonnements s’appuient de facon essen-
tielle sur les notions, briévement rappelées au chapitre 1, d’algébre de
von Neumann biduale d’'une C*-algébre, et de valeur absolue d’une forme
linéaire sur une C*-algébre (cf. Z. TAKEDA [31], A. GROTHENDIECK [17],
S. Sakar [27], M. Tomrita [33]). Les propriétés fonctorielles de ’appli-
cation G-> B4(G) sont mises en évidence; notamment, on obtient
en (2.24) une extension a4 un groupe quelconque d’un théoréeme di a
S. BocuNErR [3] et I. J. ScHOENBERG [28] pour G =R, et a
W. F. EBeRLEIN [11] pour G abélien.

L’algébre de Fourier A (G) est définie au début du chapitre 3 : c’est
la sous-algebre de Banach de B(G) engendrée par les fonctions continues
de type positif a support compact. L’espace de Banach dual de A(G)
s’identifie, au théoréme (3.10), a Pl'algébre de von Neumann VN(G)
engendrée par les opérateurs de translation & gauche dans L*(G), la
topologie faible des opérateurs apparaissant comme topologie faible de
la dualité avec A (G). Ici, comme en maintes occasions, VN(G) joue
donc le role dévolu & L*(I') dans le cas abélien. On démontre pour A (G)
un certain nombre de propriétés familiéres dans le cas classique, par
exemple I'existence de partitions de l'unité, et l'identité de A(G) avec
Iensemble des fonctions f % §, ou f et g parcourent L2((G). Les relations
de A(G) et VN(G) avec la théorie des distributions sur les groupes
(cf. F. Brunar [6]) sont analysées, mais on notera que l'ensemble de
nos résultats est établi indépendamment de cette théorie, donc ne repose
pas sur la solution du cinquiéme probléme. En (3.34), enfin, est énoncé
le résultat principal du chapitre, concernant le spectre de Gelfand
de A(G), et son corollaire, I’extension & un groupe localement compact
quelconque du théoréme taubérien de Wiener-Godement,

Le chapitre 4 est consacré a la synthése spectrale. On commence par
définir et étudier la notion de support d’un opérateur T appartenant
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a VN(G), notion qui joue dans la question le role tenu, dans le cas
abélien, par le spectre d’une fonction f appartenant & L*(I'). Puis on
donne deux démonstrations essentiellement différentes, dont I'une fondée
sur la théorie des distributions, d’un énoncé qui généralise aux groupes
non nécessairement abéliens le théoréme de Beurling-Kaplansky.
(A. GROoTHENDIECK m’a dit avoir obtenu cet énoncé, qu’il n’a pas publié,
et que j’ai établi indépendamment.) L’article s’achéve sur une extension
du théoréme de Ditkin; la formulation n’en est absolument satisfaisante
que pour les opérateurs obéissant & une certaine condition (H), mais
nous n’avons pas réussi a construire un exemple d’opérateur qui ne
remplisse pas cette condition.

Les résultats obtenus ont été annoncés dans [13].

Le présent travail constitue une partie de ma thése. Au cours de son
élaboration, de fructueuses conversations avec M. J. DixMIER m’ont
bien souvent mis sur la voie. Qu’il veuille trouver ici ’expression de ma
profonde reconnaissance.

CHAPITRE 1.

PRELIMINAIRES.

Avant toute considération sur les groupes, rappelons sans démons-
tration quelques propriétés des C*-algébres, que nous aurons a utiliser.

(1.1) L’algébre de von Neumann biduale d'une C*-algébre.

Soit M une C*-algébre. Soit M’ I'espace de Banach des formes linéaires
continues sur M, soit M) I’ensemble des ue M’ qui sont hermitiennes
[i. e. telles que u(T*) = u(T) quel que soit T € M], soit M’ I'ensemble
des ue M) qui sont positives [i.e. telles que u(TT*)>>o quel que
soit T € M]. Toute ue M. définit, comme il est décrit par exemple dans
C. E. Rickart ([25], chap. IV, § 5), une représentation m, de M dans
un espace hilbertien 4¢,. Soit » ]a représentation somme des 7,, laquelle
s’effectue dans l'espace 4C;, somme hilbertienne des #¢, quand u
parcourt M’. Alors, d’aprés Z. Takepa [31], A. GroTHENDIECK [17],
on sait que » applique isométriquement M dans 1’algébre £ (4¢;) des
opérateurs bornés sur #¢;, et que la bitransposée de l’application ©
[quand £(35) est muni de la topologie faible, donc réflexif] identifie
isométriquement le bidual de l'’espace de Banach M a I’algébre de
von Neumann M" engendrée par w(M) dans £ (4¢;). De plus, la topo-
logie faible o(M”, M') de dualité est identique a la topologie ultrafaible
des opérateurs de M", et les éléments de M’ [resp. M), resp. M’] corres-
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pondent exactement aux formes linéaires ultrafaiblement continues
[resp. ultrafaiblement continues hermitiennes, resp. positives normales]
sur M". L’algébre M" ainsi décrite sera dite I’algébre de von Neumann
biduale de la C*-algébre M.

On a, de plus, la propriété suivante : toute représentation = de M
dans un espace hilbertien #¢; s’écrit de facon unique # = "0, ou ©”
est une représentation normale de I'algébre de von Neumann M”
dans #¢,, n” s’obtenant d’ailleurs en bitransposant l'application = de M
dans £ (4¢r).

(1.2) Décomposition de Jordan et décomposition polaire d’'une
fonctionnelle.

Soit M” une algébre de von Neumann (on songera en particulier au
cas oit M" est la biduale d’'une C*-algébre), soit M’ (resp. M), resp. M)
Iensemble des formes linéaires ultrafaiblement continues (resp. ultra-
faiblement continues hermitiennes, resp. positives normales) sur M".
Alors, d’aprés A. GROTHENDIECK [17], toute u€ M), s’écrit de fagon unique
sous la formeu = ut—u—,ouureM ,u-eM, etou|ul| =] u*|| + | u|
(décomposition de Jordan de u).

Si TeM” et si ue M', notons Tu 1'élément de M’ défini par : quel
que soit SeM”, (S, Tu>=<ST, u>. Alors, d’aprés S. Sakar [27],
M. Towmira [33], EFFrOs [12], pour tout ue M’', il existe un couple (V, p)
et un seul avec les propriétés suivantes :

a. peM. et |pl=|ul;
b. V est un opérateur partiellement isométrique de M" dont le projec-
teur final est égal au support de p ([9], p. 61);
c. u=Vp, p=Vu
On dit que p est la valeur absolue de u, et on la note |u]. L’égalité
u = V]u] s’appelle la décomposition polaire de u. De plus, la « valeur

absolue » |u| de u est U'unique élément de M, qui vérifie les condilions :
1.3) [[lulll=1u] et, quel que soit TeM’,

[T, ud P ul[KTT Lul>

(cf. M. Tomrta [33], p. 67); si, plus précisément, M" est la biduale d’une
C*-algebre M, il suffit méme de vérifier (1.3) pour les T € M. Enfin,
si u est hermitienne, et si u = u*— u— est sa décomposition de Jordan,
alors on a Jul=u"+u-, et donc

wr=_(@+lul) et uw= (lul—u)

(cf. [33], p. 68).
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Notations et formulaire.

Soit G un groupe localement compact. On désigne par M'(G) I'algébre
de Banach involutive des mesures complexes bornées sur G, pour le

produit de convolution, la norme ||p|,= f d|p|(x), et Tinvolution
isométrique p—p’, ot dp*(x) =dp(x~'). On note J, la masse 1 au
point a€ G.

On désigne par ¢(G) I'ensemble de toutes les fonctions continues,
a valeurs complexes, définies dans G, et par L(G) le sous-ensemble
de celles qui sont & support compact. Une mesure de Haar & gauche dx

sur G est choisie une fois pour toutes. Pour 1= p-— +<«, on définit
comme d’habitude les espaces L”(G) relatifs a dx.

Pour toute fonction complexe f sur G, adoptons les notations suivantes :

f@=7a"; [@=f@); J@=fa); [fu)=/[(za).

Notons x— A(z) le module du groupe G. On rappelle les formules :

(1.4) [r@ar@ =W
.5) f f@a) dz =A@ f (@) dz,
(1.6) [1e)rede= [ 1@
1.7 Ouk f=unf;  [hOa=A(Q)" fary
ot

heL(G), feL'(G), aeG, peM(G).

On rappelle que, par I'application f— f(z)dx, L'(G) s’identifie iso-
métriquement a un idéal bilatére fermé de M'(G). Restreinte de M!'
a L', I'involution est donnée par la formule

(1.8) . f*=fA—,
De plus, on a la formule
(1.9 () =A@ (e

Enfin, nous notons P(G) ’ensemble des fonctions continues de type
positif sur G, et nous renvoyons & R. GopEMENT [15] en ce qui concerne
les principales propriétés de ces fonctions.
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Les C*-algébres du groupe G.

Désignons par X I'ensemble de toutes les (classes de) représentations
unitaires continues de G. Si m€ X, et si #¢; est I'espace de la repré-
sentation 7, on sait que m se prolonge par la formule

p () = [ 7@ du(@

en une représentation de I’algébre involutive M'(G) dans J¢-, dont la
restriction & L'(G) est non dégénérée.
Soit s une partie de X. Pour toute pe€M'(G), posons

(1.10) |- [ls = sup [[| = @) I,
TES
ol ||| w(x)]|| désigne la norme dans £(3C;) de lopérateur = (). Il est

immédiat que g — || 1 || est une semi-norme sur 'espace vectoriel M'(G),
et que, pour peM', veM!, feL!, ae€ G, be G, on a les formules

‘ kv sl e llsllvilss
lells=0llss ek lls=1rllss
l”f*”;sé“f*“l; laflls=0fllss [ fells=A@) I flls

L’ensemble N des fe L' telles que, quel que soit = €S, on ait = (f) = o,
est un idéal bilatére autoadjoint de L'. Si f désigne la classe de f dans
I’algebre involutive quotient L!/Ny, le nombre

(1.12) I Flls=1fls

ne dépend pas du représentant f choisi dans f, et définit une norme
pour laquelle il est clair, d’aprés (1.11), que L'/N; est une algebre
normée, a involution isométrique, vérifiant

7% P lls =11
De plus, G opére par translation & droite et a gauche dans L!/N, et I'on a
of s =1 flls= 2@ 1 fols-

(1.13) DeEriNiTioN. — On note Cg5(G) Ualgébre de Gelfand-Neumark
obtenue en complétant L'[N pour la norme (1.12).

(1.11)

2
50

Les opérateurs de translation par les éléments de G se prolongent de
facon unique a Cg(G), avec

laglls=11glls=A®) [ gslls pour tout geC5(G).
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(1.14) ExEMpPLE 1. — Si 8§ = X est I'ensemble de foutes les classes de
représentations unitaires continues de G, on a Nyx={o}; on notera
simplement C*(G) l'algébre C{;(G) ainsi obtenue en complétant L'(G)
pour la norme || f||z. Ses propriétés sont bien connues: ¢f. J. M. G. FELL[14].
On sait qu’il y a une bijection canonique de = sur I’ensemble des classes
de représentations non dégénérées de I’algebre involutive C*(G); sim e 2,
on notera encore 7 son « prolongement » & C*(G). Pour éclairer la défi-
nition (1.13), remarquons que, en fait, pour chaque $ c X, I'algébre C5(G)
s’obtient a partir de C*(G) par passage au quotient; de facon précise :

(1.15) ProprosiTioN. — Soit ScC 2, et soit Ny Uintersection des noyaur
dans C*(G) des me€'S [prendre garde qu’en général Ni est strictement
plus grand que l’adhérence de Ny dans C*(G); cf. ci-apres (1.16)].
Alors Uapplication f—f de L'(G) sur L'/Ng se prolonge en un homo-
morphisme surjectif de C*-algébres, o :C*(G)— C5(G), de noyau Ni.

DEmonsTrATION. — Comme H fHSé IIflle, f—f se prolonge par
continuité en un s-homomorphisme ag; : C*(G)— C5(G) diminuant
les normes. L’homomorphisme « est surjectif, car 'image, partout dense
dans C5(G) puisqu’elle contient L'/Ny, y est aussi fermée, en vertu des
propriétés des homomorphismes de C*-algébres (cf.[24], p. 326). Soit
geN; si f,eL' est une suite telle que ||g—f.||z tende vers zéro,
on a a fortiori

lim || fa]ls = o, donc agx(g) =limag(f,) = o.

Réciproquement, soit g€ C*(G) tel que «4(g) = o; il existe une suite
freL' telle que Hf,,”s = ||fz|ls tende vers zéro, et telle que

sup N m(@—nm({) < g—Tallz

tende vers zéro; d’ou 'on déduit, en faisant tendre n vers l'infini, que

sup|[[n(g)[l =o,  donc geN.
TES

Remarquons que 1’ -isomorphisme C*(G)/Ns->C3(G) que nous
venons de définir est méme isométrique (cf. [24], p. 322).

(1.16) ExempLE 2. — Considérons la partie $ = {p} de X réduite 4 la
seule représentation réquliére gauche p de G dans L?(G), dans laquelle,
si peM'(G), o(x) est l'opérateur h—p % h dans L2?(G). Conven-
tionnellement, dans toute la suite, si T est un opérateur borné sur L*(G),
on notera || T||, sa norme d’opérateur. On a évidemment N,={o},
ce qui permet d’identifier, comme nous le ferons toujours, C;(G) a la
sous-algebre uniformément fermée de £ (L*(G)) engendrée par les
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opérateurs p(f), ou f€ L'(G) [ou aussi f€ L(G), ce qui revient au méme];
cette identification respecte les normes. On prendra garde que, pour
certains groupes, on n’a pas Ny, = {o}, et donc que les algébres C*(G)
et C;(G) différent essentiellement; cette circonstance se produit exacte-
ment quand G ne posséde pas la propriété (R) d’approximation
suivante :

(R) La constante 1 est limite uniforme sur tout compact de fonctions f % f,
ot feL(G) (cf. R. GopEMENT [15], probleme 5; H. YosHizawa [36];
0. TakenoucHI [32]; W. F. Darsow [8]).

(1.17) ExempLE 3. — Supposons G abélien, de groupe dual G. Prenons
Sc G; soit 3 son adhérence dans G. Alors Ny= N5 est I'ensemble

des f € L' (G) dont la transformée de Fourier fs’annule sur 5. Ona Ny= o
si et seulement si § est partout dense dans @; dans ce cas,

I flls=l7l.,

et C5(G) = C;(G) = C*(G) s’identifie, par la transformation de Fourier,
a la C*-algébre commutative ¢,(G) des fonctions continues sur &
tendant vers zéro a linfini. Si S n’est pas dense dans G, alors L!'/N
s'identifie 4 I'algébre des restrictions 4 S des fonctions f, ot feL'(G),
‘munie de la norme de la convergence uniforme sur §, donc Cj(G)
s'identifie a ¢, (3).

(1.18) ExempLE 4. — Désignons par G. le groupe G rendu discret.
Nous étudierons en (2. 20) les relations entre les duals de C*(G) et C<(Gu).
Notons que, si G est abélien, C3:(G.) s’identifie a la C*-algébre des
fonctions presque-périodiques sur G.

Formes linéaires positives sur Cj (G).

(1.19) Si ueP(G), on associe canoniquement & u une représentation
unitaire 7, de G et un vecteur totalisateur ; € #¢, tels que u(x) = (7.5 %)
pour tout € G (cf. [15], p. 21). On sait qu’il existe une bijection u— 9,
de P(G) sur I'ensemble des formes linéaires positives sur C*(G), corres-
pondance caractérisée par la formule

D= [ [@u@ds  si fel(@)
et, en outre, ‘
(1.20) 9u(9) =(mu(9)E[E)  si geC*(G).
De plus, on a || 9. || = u(e).
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A cause de (1.15), 'ensemble des formes linéaires positives sur C5(G)
s’identifie & une partie de P(G), caractérisée par la proposition suivante,
due essentiellement 4 O. TakeENoucHi [32] et J. M. G. FeLL [14].

(1.21) ProprosITION. — Soit S une partie de 2, et soit ue P(G). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) pour la convergence compacte sur G, u est limite de sommes de fonc-
tions de type positif associées a des ™€ 'S;

(ii) le noyau dans C*(G) de m, contient Uintersection des noyaux
dans C*(G) des m€'S;

(iii) il existe une forme linéaire positive ¢ sur I'algébre involutive C(G)
telle que, pour toute fe L'(G) de classe f dans L'/N., on ait

(1.22) o(f) = f f(@) u() dz.

DEMONSTRATION. — Pour I'équivalence (i) < (i), se reporter a
J. M. G. FeLL [14]. Montrons I’équivalence (ii) < (iii). Soit N l'inter-
section des noyaux dans C*(G) des meS. L’assertion (ii) énonce
que 7,(g) = o pour tout g€ Ny, ce qui équivaut a

(i)' (7.(9)£]E) = o pour tout geNy,
comme il résulte immédiatement du fait que : est totalisateur et de la
remarque que N est un idéal bilatére de C* (G). Mais, en vertu de (1.15),
les formes linéaires positives sur Cg((G) proviennent exactement des
formes linéaires positives sur C*(G) qui sont nulles sur Ni. Donc,
(ili) équivaut 4 ¢,(9) =o pour tout geNi, c’est-a-dire a (ii)/,
d’apres (1.20).

DEFINITION. — On notera P4(G) U'ensemble des ue P(G) qui safisfont
aux propriétés équivalentes (1.21).

J. M. G. FeLL [14] introduit la notion suivante. Si § et © sont deux
parties de X, disons que & est subordonnée a S si N5CNg. (FELL dit :
weakly contained.) D’aprés (1.21), il revient au méme de dire que
P (G)cP4(G). La précision suivante nous servira :

(1.23) LemME. — Pour que % soit subordonnée a S, il faut que, pour
toute p.€ M'(G), on ait || || < || 1+ |s» et il suffit que, pour toute fe L' (G),
on ait [[fllg=|lfs-

DEmoNSTRATION. — En effet, si cette derniére condition est remplie,
et si ue Pz(G), on a, pour fe L'(G),

= fllsue) <[ fllsu(e);

| f f(@) u(@) de
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par suite, u définit une forme linéaire continue et positive sur L!/N.,
laquelle se prolonge en une forme positive sur C3(G) vérifiant (1.22);
donc uePg(G).

Réciproquement, puisque, d’aprés (1.15), || f[ls est la norme quotient
de o (f) dans C*(G)/Nj, il est clair que I’hypothése N Ny entraine
qu'on a

[ flls=IIflls pour toute feL'(G).

Par régularisation, nous allons étendre cette inégalité aux peM'(G).
Soit 2> I'ensemble filtrant des voisinages de e et, pour chaque Ve<,
soit k,- une fonction > o, a support compact contenu dans V, et telle
que || k;-[ =1. Si I'on pose fy= p. % kr, on sait que les mesures f(x) dx
convergent vers p. selon 22 dans M'(G) muni de la topologie faible de
dualité avec I’espace des fonctions continues bornées sur G. Soient w € 2,
et %, n des vecteurs de J¢;. Puisque

@il = [ G@:1d@
= lim f F @) fr@) do =lm (= (1) | ),

dans «(3¢;) Vopérateur 7 (w) est limite des m(f,) faiblement et méme
ultrafaiblement, car les = (f;) restent dans une boule fermée de £ (4¢;) :

IR NIl CHNII

de telles boules étant faiblement fermées, on a méme

7@ NIl = sup (| = (fr) []l.
rew
Puisque & est subordonnée a 'S, on a, pour toute m €€,

@)l = sup = (fr) IIIéggngVHf,
< sup || frlls= sup sup || =(fy) [l = |+ ]ls
rew nES VEY »
donc

(i lle<Z I s
C. Q. F.D.

(1.24) Disons que deux parties § et & de X sont coordonnées (FELL dit
weakly equivalent) si chacune est subordonnée a l'autre, autrement dit
si Ns= Ny, ou encore si P5= Pg. Pour cela, il suffit que, pour toute
feL'(G), on ait ||fllz=1flls> et il faut que, pour toute peM'(G),

on ait [[p|lg = [|¢+]|s-
Si c’est le cas, les algébres C5(G) et C5(G) sont égales.
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On sait (c¢f. R. GopEMENT [15], p. 43; J. M. G. FeLL [14], p. 375) que,
pour toute s 2, il existe un fermé et un seul du dual G de G qui soit
coordonné a §, « analyseur de S ». L’ensemble des C5 peut étre indexé

par 'ensemble des fermés de G; la relation de subordination dans X
se traduit sur les analyseurs par la relation d’inclusion des parties
fermées de G. On a C*(G)=Ci(G). Pour que C*(G)=C;(G),
i.e. pour qu'on ait la propriété (R) citée en (1.16), il faut et il suffit
que toute représentation unitaire irréductible de G soit subordonnée a
la représentation réguliére gauche. Tel est le cas, par exemple, des
groupes abéliens, et des groupes compacts.

(1.25) Pour terminer ces rappels, précisons, d’aprés O. TAKENoUCHI [32]
et W. F. Darsow [8], que, parmi les ue P(G), les fonctions u appar-
tenant & P,(G) sont celles qui remplissent les conditions équivalentes
qui suivent : u est limite, pour la convergence compacte sur G :

(i) de fonctions f* f, o feL(G);

(ii) de fonctions appartenant a (PnL) (G);

(iii) de fonctions appartenant a (PnL?) (G). Dans ce cas particulier,
ces assertions complétent (1.21).

CHAPITRE 2.

L’ALGEBRE DE FOURIER-STIELTJES B (G).

Propriétés générales.

(2.1) Prorosition. — Soit u une fonction sur G, et soit S une parlie
de X. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) u est combinaison linéaire, a coefficients complexes de fonctions
apparltenant a P4(G);

(ii) il existe =€ X, subordonnée & 'S, et des vecleurs &, n dans ¥ lels
que u(@) =(7(¥):[);

(iii) la fonction u est continue bornée sur G, et

f (@) u(@) do

< 400,

jEL‘«C |1f\1541

DEMONSTRATION. — (i) => (ii). Puisque, d’aprés (1.21), (ii), toute
u€ P4 (G) satisfait a (2.1), (i), il suffit de voir que les fonctions rem-
plissant (2. 1), (ii) forment un espace vectoriel. Soient 7, et m, des repré-
sentations subordonnées a S, £, et n;, des vecteurs de ¥¢;, & et v, des
vecteurs de #C-, 2, et 7, des scalaires. Alors la représentation m; @ m,,
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qui s’effectue dans 3¢ P 4¢:, est encore subordonnée a S, car
Nz NNr,= N7 ¢r; de plus,

M@ @) | n1) + o (72 (@) £ ] 1) = (71 B 72 (@) (Milay 1a%) | (1 12))

(ii) = (iii). Car, puisque = est subordonnée a 'S, on a d’aprés (1.23),

| [1@u@a|=1e0:I<li=@ i)
= flll]- 10l <1 Flslz ]l

(iif) = (i). Car (2.2) exprime que u définit une forme linéaire continue
sur C5(G), donc une combinaison linéaire de formes positives, lesquelles
sont données par (1.21), (iii).

(2.2) DEeFINITION. — On nofera Bg(G) Uensemble des fonctions qui
satisfont aux conditions équivalentes (2.1). On nofera simplement B(G)
Uensemble By (G) des combinaisons linéaires de toufes les fonctions
continues de lype positif sur G, autrement dit, ’ensemble de tous les
coefficients (w(x)%|v) des représentations unitaires continues de G.
Pour ue By, on pose

[lu]] = ez ] ff(x) u(x) dx

[Cette quantité est indépendante de §; cf. (2.6), 1°.]
En vertu de (2.1), (iii) et de (1.19), B(G) s’identifie au dual topolo-
gique de U'espace de Banach C*(G) par la formule

.

@.3) <f,u>=ff@)u(x)dx, ot feL'(G), ueB(G);

on a
@.4) <gud=(r(g9)iln), sigeC*(G) et siu()=(@):|n):

Munissons B(G) de la norme duale, i. e. posons, pour toute ueB(G),

2.5 ull = su f x) u(x) dz |
@.5) lul= s | [16@u@
EXEMPLE. — Si G est abélien, il résulte du théoreme de Bochner

que B(G) est l'espace de Banach des transformées de Fourier u des
mesures p€M!(G), avec la norme [ ul|| = | ||

(2.6) REMARQUES.

1° Soit $ une partie de X. Puisque, d’apres (1.15), C5(G) s’identifie
isométriquement a4 un quotient de l'espace de Banach C*(G), son
dual B4 (G) est un sous-espace vectoriel fermé de B(G), et, si ue B5(G),
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les normes de u définies par (2.2) et (2.5) sont égales. En particulier,
si ue B,(G), on a

[ull= _ sup
SELG), I f1lg£1

b

f (@) u(@) dx

formule qui, dans certains cas, sera plus commode que (2.5).

20 Soit ue B;cB. De (1.6) et (1.8), on déduit immédiatement que
la forme linéaire définie par u sur Cg est hermitienne si et seulement
si u=1ii. D’autre part, en vertu de (1.2), si u=1, en considérant
que u€ B, on a une décomposition de Jordan de u

2.7) u=ur—u- (u+€P, u€P), Jal] = u*(e) +u(e).
Considérant maintenant que ue€ By, on a une décomposition de Jordan
u=u;—us (u5€Py us€Py),  [lul =u(e) + us(e).

Mais il n’y a pas lieu de faire cette distinction, car on a

ug=uv et uz=u-,
sinon 'unicité de la décomposition (2.7) dans B serait infirmée. De méme,
si ue By, la valeur absolue Ju|] de la fonctionnelle u sur Cg est indé-
pendante de S, comme il résulte immédiatement de la caractérisation

de Ju] citée en (1.2) d’aprés M. Tomita : Ju] est 'unique élément
de P(G) vérifiant |ju|| =]u](e) et, pour toute feL'(G), I'inégalité

[1@u@d

2

@.9) ‘fzuunff* * @ u] @) dz.

On voit donc que, si u appartient a B4 (G), alors J u} appartient @ P4(G),
ainsi que u* et u— si u=1.

30 Soit @ la représentation de C*(G) somme des m,, ou ueP(G),
qui conduit a [C*(G)]” comme on I’a décrit en (1.1). [C*(G)]”" est I’algébre
de von Neumann engendrée dans £(#;) par les »(f), f€L'(G), donc
aussi par les @ (x), ol x€ G, car @(L') et @w(G) ont méme commutant
dans £ (#5). Soit e M'(G), et soient f, les régularisées de p intro-
duites dans la démonstration de (1.23). Puisque = (u) est limite ultra-
faible des @ (fr), on voit que @(x) appartient & [C*(G)]". De plus,
B(G) =[C*(G)], et, de la formule

(o (fr) ud = f £(2) u (@) de,

ou ueB(G), on déduit, en passant a la limite que, dans la dualité
entre B(G) =[C*(G)]' et [C*(G)]", on a la formule

2.9 (o) u>= [ u@de @,
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ou ueB(G), pe M'(G), et, en particulier,
(2.10) (w(@), u)=u(),
ou ueB(G), x€G.

4° Enfin, soit ueB(G), et soit u(xr) = (n(x):|n) une expression
pour u du type (2.1), (ii). Dans la dualité entre B(G) et [C*(G)]", on a,
si geC*(G),

Cw(g), up = (= (9)ilm) = (=" (®(9) ] ),

d’apres (2.4) et (1.1), d’ott 'on déduit plus généralement, en passant a
la limite ultrafaible, la formule de dualité

2.11) (Tyupy=@x"(T)z|n)
valable pour T €[C*(G)]", ue B(G), et u(x) = (n(x)z|n).

(2.12) LeEMME. — Soit u = fi€ B(G). Alors les fonctions u~, u~ et Jul
sont limites uniformes sur G de combinaisons linéaires de translatées
a droite de la fonction u.

DeEmonstraTION. — 11 suffit de la faire pour Jul. Soit u= V]uj
la décomposition polaire de u. Soit @ la sous-k-algébre de [C*(G)]”
engendrée par les = (z), x€ G. Etant partiellement isométrique, V* est
dans la boule unité de [C*(G)]”. D’aprés le théoreme de densité de
Kaplansky (cf. J. Dixmier [9], p. 46), V* est donc limite forte d’opé-
rateurs S, €A, avec ||| Sx ||| =< 1. Chaque fonction

> Su@) ={w(@), Satt > =<{w(x) Sa, >

est une combinaison linéaire de translatées a droite de u. Soit x€ G.
On a

Hul@)—S:u@) P =[<w@), |lu]>—= @) S u) |
=[{w@), V*u)—<w(@) Sa, u> ' = [{w@)(V*—Ss), up [
Zlu[(V*—=S)*w (@) w (@) (V*— S, Jul)
= [[u[I[<(V*—8)* (V*—Sa), [u -

On a appliqué (2.9), (1.3) et le fait que |u(T*)| = | u(T) |, puisque u est
hermitienne. Or, les S, tendant fortement vers V*,les (V*— Sy)*(V*—Sx)
tendent vers zéro faiblement, donc ultrafaiblement, car ils restent dans
une boule de [C*(G)]". Comme la topologie ultrafaible sur [C* (G)]" n’est
autre que o([C*(G)]", B), linégalité précédente établit que Ju] est
limite uniforme sur G des S)u.

Les lemmes suivants (2.13) et (2.14) donnent pour la norme
d’une u€ B, (G) deux expressions formellement différentes de (2. 2).
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(2.13) LemME. — Soit SC 3, et soit ue B4(G). Alors on a

[a]l = sup

E Ca U(Tr) |,

otr le sup est élendu a tous les systémes finis de x,€ G et de c,€C lels
20,1 Or, || 1.
S

DEMONSTRATION. — Supposons d’abord $ = X, Soit @ la sous-%-
algébre de [C*(G)]" engendrée par & (G). D’aprés le théoréme de densité
de Kaplansky, la boule unité de ¢ est ultrafaiblement dense dans celle
de [C*(G)]", donc

lull = sup [T, up

recx@miliri<t

= sup |<S,u>]=H supl IZC,,u(x,,)

Seallls|<t [

que

d’aprés (2.10).
Supposons maintenant S quelconque. Soit G, le groupe G rendu
discret. Il apparait sur (1.21), (i) que Ps(G)C P4(Gy). Ainsi

ueBs(Gd)CBx(Gd)
et la remarque (2.6), 1°, appliquée au groupe Gy, montre que
] S‘ Cpn u(-’ln) sup Z Cn u(x,l)
[Zentur 2 Bonte, [|o=2

On est donc ramené au cas précédent. [N. B. — Dans la formule™ (2. 2),
on a, sous le signe sup, remplacé L!'(G) par L(G), ce qui se justifie
immédiatement par des arguments de densité.]

(2.14) LeEMME. — Pour foute expression de ueB(G) sous la
forme (2.1), (ii), on a [Jul|<|%].|n]|. Réciproquement, si ue By(G),
il existe une représentation me X, subordonnée a S, et des vecteurs i, n
de ¥Cr, lels que

u@ = (@@Eln) et Jlull=I[g].[n]

De fagon précise, si u= V]ull est la décomposition polaire de u, avec
Ve[C*(G)]", il suffit de prendre et 1 tels que Ju] (x) = (7 (x) n|n), avec
totalisateur dans ¢, et de poser £ =mn"(V).

DEMONSTRATION. — Si u(x) = (7, () & | n:), alors

lu=  sup f (@) u(@) dv | =

JeLifilg=t sup — [(m(f)aln) | <14

JELYL | fllg £t
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Montrons que, en adoptant la procédure de I’énoncé, on a l'inégalité
en sens contraire. D’abord, puisque Ju]ePy4(G), d’aprés (1.21), (ii),
7 est subordonnée a S. Ensuite on a |£|=|n|, car V est partiellement
isométrique, donc ||| n"(V)||| < 1; par conséquent,

lall=Ilulll=1ul(© = (n]n) =]n]x=][E].[n].
Enfin, on a, d’aprés (2.11),
u@) =<{w@), u) =<{w@), Vlul>=<=@)V,lul>
= (" @@) V)n|n) = @@ (V)n|n) = (@ @)E] ).
(2.15). REMARQUES.

1° D’aprés (2.5) et linégalité || f|ls<]| fll;, il est clair que, pour
toute ue B(G), on a
lufl.<llufl.

20 Soit p.€ M'(G). Alors, pour toute Sc 2, on a la formule

l@[ls= _ sup

uEst,Hu]]_é_i

f u(@) dpt(x)l.
Soit, en effet, ¢ la forme linéaire continue sur Bs(G) définie par

u —)f u(x) dp.().

Soit, d’aprés (2.14),
u(x) = (r (@) &| n) € B5(G),

ot = est subordonnée 4 S et ou [|u| =|t|.|n|. D’aprés (1.23),

=[@@eln) = {Ir@E el Il sl alls

| [u@de@

donc |||l || ¥]ll. Réciproquement, soient €S, Z€dlr, ne, tels
que |£| L1, |n|<1. Posons

v(2) = (T (2) £ [ 7).
On a veB,(G), et

=SR2 IR 2= IE A NN

(G = [vede

Comme || [|s est la borne supérieure de ces [(m(»)%] )], on a

e lls= M 11l
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3° Si u appartient & B(G) [resp. a B,(G)], alors &I, u et & appar-
tiennent & B(G) [resp. & B,(G)], car les opérations en question laissent
stable P(G) [resp. P,(G)]. On a, de plus,

lull=lalf=al=(ul.

En effet, posons

u@) = (r(@)clm), avec [ul|=][E[.[n]
On a

@) =(r@nle) et U@)=@|7@?7).
Donc

laff< nl. el =lul,
et, de méme,
lal <Ll ull

Comme u = (&))" = (u)", on a aussi
lallZ([@ll et [lu[[Z(al.
Les normes de u, i, u et i1 = (u)~ sont donc égales.

(2.16) ProrosiTioN. — B(G) est une algébre de Banach commutative
a élément unité pour le produit ordinaire des fonctions et pour la norme (2.5),
el B,(G) en est un idéal fermé.

DEMONSTRATION. — Que B soit une algeébre résulte de ce que P est
stable pour la multiplication des fonctions ([15], p. 57). B, en est un
idéal, parce que PP,cP, d’aprés (l1.25). Montrons I'inégalité de Ia
norme. Soient ue B et v€B. D’aprés (2.14), posons

u@ =E@:iln) et (@) =@ @),
avec )
lal|=[El.Inl et [o][=[].[7"].

Soit # @ =’ le produit tensoriel des représentations = et =’. On a
u@ @) =E@)E[n) @@ [1) =@ @IQL [n® ),

donc
lw[| ZEQE [ n@n' | =[L[.[& . [n].[n" | =[ul.]v].

(2.17) ProposiTioN. — Soient S el © deux parties de X felles
que Py PgCPyg. Pour foule ue By et foute p.€ M', la mesure bornée u.p.
vérifie Uinégalité :

' upflg={lull.[| ¢ [ls-

BULL. SOC. MATH., — T. 92, FASC. 2. 13
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DiMONSTRATION. — On a ByBscBg, donc, d’aprés
remarque (2.15), 2°,
— d
luple= s | [u@o@dse)
=, oo, el -l

en vertu de I'inégalité

lwl[<[lull.]v].
Cas particuliers :

1°Si ueB et peM', on a
luplle=llull.lellxs

20 Si u€B, et p.€ M', on a plus précisément :
lap el all e[l

(2.18) ProrosiTION. — Soit SC X, et soit ue B4(G). Alors :
1° Si peM'(G), on a

LK, UEBG(G) e [pxull<Z|plsllul;
20 Si A~tpeM!(G), on a

uk peBs(G) et [lukp|=[[A sl ull

DEMONSTRATION. — D’aprés (2.14), posons
u(@) = (7 (x)&| ),
ou 7 est subordonnée a S, et ou ||ul|=|z]|.|n].

© pxu@=[uEDdp0 = [ GEDI O
[ @O0 = E@E =) ).
Done, d’apres (2.1), (i), ¢ % u€ Bg(G), et
e ull Z 2L <l e s
o ukp@ = [u@) A O deO = [ GGz A7 OO
= (2@ [7 (A~ p)]*E| ).
Donc, d’aprés (2.1), (ii), u % € Bg(G), et
luk el <l w @) 1121 | [ A= el ]

la
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(2.19) CoroLLAIRE. — Soif ueBy(G), et soient ac G, be G. Alors

A EB(G) et u, € B (G).
De plus
laall=llull=ull

Eu égard aux formules (1.7), il suffit d’appliquer (2. 18), 1°, avecp = 0,
et (2.18), 29, avec p = Ady—.

Propriétés fonctorielles.

Soient G, et G deux groupes localement compacts, et soit ¢ une repré-
sentation de G, dans G, c’est-a-dire une application continue de G,
dans G vérifiant I'identité o (xy) = o () 7 (y). Soit X (resp. X,) I'ensemble
des classes de représentations unitaires continues de G (resp. G)).
Si me€ZX, moo est une représentation unitaire continue de G, dans ¥¢;.
Si $c X, on notera Soc la partie de X; formée des mog, ol TES,
Siu(x)=(n(x):|%) est un élément de P(G) associé a =, alors

uea(y) =(reoo(y)il?)
est évidemment une fonction continue de type positif sur G, associée
a moa.

Si f est une fonction sur G, la fonction foo sur G, sera notée j (f).

(2.20) THEOREME.

1° L’application j:u->uoc est un homomorphisme, diminuant les
normes, de U'algébre de Banach B(G) dans I’algébre de Banach B(G,) qui,
pour tout $ C X, applique P5(G) dans Py, ;(G:) et Bs(G) dans By, ;(G).

20 Supposons que a(G,) est dense dans G. Alors j est isomélrique, el
2.21)  jB(G)) = B(G:)nj(€(G)) = Bxros(Gi) nj(€(G)).
De plus, si u=1ie€B(G), on a
(@oo)y*=utog et ooy =u oo,

30 Supposons & surjective el telle que, pour tout compact K de G, il existe
un compact K, de G, avec o(K,) = K. Alors, pour toule SCX, on a

(2.22) J(Bs(G)) = Byo,(G1) N j(€(G)).
DEMONSTRATION.

1° Soit u€ P5(G). On sait que uose€ P(G,). En utilisant (1.21), (i),
montrons plus précisément que uooePyg,, (G). Soit e > o, et soit K,
un compact de G,. Puisque K =o(K,) est compact dans G, il
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existe u,, ..., u, appartenant a4 P(G) et associées & des représen-
tations m, ..., m, dans S, telles que

u(@) — Y, wi()

i=1

< ¢ pour tout re K,

donc telles que, pour tout ye K,

.

oo (y)— ¥, uie o (y)

i=1

Comme les u;0 o sont associées aux m;0, on a bien uoo e Py, (G)).

Par linéarité, on obtient aussitét que j applique By (G) dans By, ,(G)),
et donc B(G) dans B(G,), méme plus précisément dans By ,,(Gy); c’est
évidemment un homomorphisme de I’algébre B(G) dans 'algébre B(G)).
D’apreés (2.14), si ue B(G), posons

u@)=(r(x)zln), avec |ul=I%z].[n];
alors
uoo(y) =(moa(y)ilm), donc [uoc|Z[E].[n],

ainsi j diminue les normes.

20 et 3° Supposons désormais que o (G,) est dense dans G. Soit ¢,
la sous-%-algébre de [C* (G)]” formée des combinaisons linéaires des ® (x),
ol xeo(Gy), et ol » est la représentation de G somme des représen-
tations définies par tous les ¢éléments de P(G). Puisque I'appli-
cation z— w(x) est continue de G dans £(¥¢5) muni de la topologie
forte, &, est fortement dense dans [C*(G)]", donc le théoréme de densité
de Kaplansky assure que la boule unité de &, est ultrafaiblement dense
dans celle de [C*(G)]". Soit

u€ B(G) = B(s,(G).
Alors, d’apres le 19, on a
Uod€Birmosy(G1),
et donc, d’apres (2.13),

|uoc|| = Ecnuoo(yn)
,mEGuva @O G (yn)
= e |HZ o chu(xu)‘
= [{S, u>|—l|uH

S€@ HII?SII‘/1

Ainsi est établi que j est isométrique.
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Soit u = i€ B(G); alors

ll00'=(u00')~= Utog—1Uuoag,

Puisque j est isométrique, on a, d’autre part,
luos||=|lul|=u*(e) +u(e) = uros(e) + uos(e),
ce qui, en vertu de l'unicité dans (2.7), prouve que
(uoo)r=utroq et (uoo)y"=u oo,

Montrons enfin (2.21) [resp. (2.22)]. Les inclusions

J(B(G))CBxoo(Gi)n j(€(G) CB(G)Nnj(C(G))
[(resp. j (B;s(G)) € Bs o0 (G) N j(C(G))]

ont été obtenues au 1°.

Soit v =uoo, ol u€C(G) et ou veB(G,) [resp. ol vEB,,,(G)];
il s’agit de montrer que ue B(G) [resp. u€ B(G)], et pour cela on peut
évidemment supposer v =7. D’aprés le lemme (2.12), v* et v~ sont
limites uniformes sur G, de combinaisons linéaires de translatées a droite
de v =uoo. Ainsi, pour chaque entier ¢ > o, il existe des a,€ G, et
des c,€C en nombre fini, tels que, pour tout ye€ G,, on ait

0 ) — X e e, 0) | = 1

En posant h, =E

-
ZCn(UOG)a,.:ZCnUtm,LOO' = <chu<m”> 00 = h{,o o,

on voit que, pour tout entier ¢ > o, il existe une combinaison linéaire h,
de translatées de u (par conséquent une fonction continue sur G), telle que

CnUsq,, €t en remarquant que

(2.23) [v+(@Y) —hyo0(y) | <L (11 pour tout ye€ G,.

De (2.23) résulte immédiatement que la suite de fonctions h, converge
uniformément sur ¢ (G,), donc, par densité, sur G, vers une fonction p+
conlinue sur G, qui vérifie évidemment la relation v~=p*oo,
d’aprés (2.23). De plus, puisque »* est de type positif sur G, p* est
de type positif sur ¢(G;), donc sur G par continuité. Ainsi v+ = p“oao,
ou p+*eP(G). De méme, il existe p~€P(G) telle que v—=poo.
Alors, puisque

UoG =V =Vt—V =proc—p od=(pT—p)oq,
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u=pt—p-, donc ue€B(G),

ce qui achéve de montrer (2.21).

Supposons maintenant que o est surjective et remplit I’hypothése
supplémentaire du 3° concernant les parties compactes. Si v € By, ,(G)),
alors v+ et v~ sont dans Pyg,,(G)). Soit ¢ > o, et soit K un compact
de G; soit K, un compact de G, tel que ¢(K,) = K. Puisque v+ et v—
sont approchées uniformément sur K,, a moins de & par des sommes
de fonctions continues de type positif associées 4 des woo avec we S,
de méme p* et p— sont approchées uniformément sur K, 4 moins de ¢,
par des sommes de fonctions continues de type positif associées a ces .
Donc p* et p~ sont dans Pg(G), d’aprés (1.21), (i). Par suite,
u=p—p - €B4(G), et 'on a (2.22).

(2.24) CoroLLAIRE 1. — Soit G un groupe localement compact, et soit Gy
le méme groupe rendu discrel. Soit u une fonction sur G. Pour qu’on ait
ueB(G), il faut et il suffit que u soit continue sur G et qu’on ait u € B(Gy).
Si c’est le cas, les normes de u dans B(G) et B(Gq) sont les mémes.

Ce corollaire étend au cas d’'un groupe localement compact quel-
conque une caractérisation des transformées de Fourier-Stieltjes due a
BocHNER [3] et ScHENBERG [28] pour & = R, et a EBERLEIN [11] pour G
abélien (cf. W. Rubpin [26], p. 32).

(2.25) CoroLLAIRE 2. — Soit G un groupe localement compact. Alors la
boule unité de B(G) est fermée dans Uespace C(G) de toutes les fonctions
continues sur G muni de la convergence simple.

DEMONSTRATION. — Si v€ B(G) vérifie ||[v|| =1, on a, d’apres (2.13),

P r
-
‘ 2 € U(n) 2‘ Cn O,
n=1

| n=1
pour tout systéme fini de x,€ G, c,€C. Soit ueC€(G) limite simple
de telles fonctions v; les mémes inégalités ont lieu pour u, par passage
4 la limite avec ¢, et o, fixés, d’ou suit, d’apres (2.1), que u appartient
a B(G,). Donc ueB(G), d’aprés (2.24). Enfin, ces mémes inégalités
prouvent que ||ul|| 1.

=

5
P

(2.26) CoroLLAIRE 3. — Soit G, un groupe localement compact, et
soit H un sous-groupe distinqué fermé de G,. Soit ¢ I’homomorphisme
canonique de G, sur G = G,[H. Soit $cX. Alors I'applicalion u—uoc
est une isomélrie de B(G) sur le sous-espace de B((G,) formé des fonctions
de B(G)) qui sont constantes sur les classes de G, modulo H, et U'image
de B (G) par cette application est By, ,(Gy).
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En effet, ¢ remplit les hypothéses de (2.20), 3°; d’autre part, pour
qu’'une fonction u soit continue sur G, il faut et il suffit que uoo soit
continue sur G,; enfin, il est clair que les fonctions de By ,(G)) sont
constantes sur les classes de G, modulo H, donc appartiennent a j(€(G)).

On observera que le corollaire 3 pourrait s’obtenir directement par un
simple raisonnement de dualité des espaces de Banach fondé sur l'exis-
tence d’'un homomorphisme canonique C*(G,)— C*(G:/H), qu’on
construit comme suit. L’application f,— f définie par la formule

fen=[ 1wsds
H
est, comme on sait, un s-homomorphisme surjectif ¢ de L'(G))

sur L'(G). Soient

TEeX, tedly, 7€y, f1eL'(G);

alors, puisque o(s) = e pour s€H,
(mea(f)zln = [ oe@):ln i) dy
G

=/ d@y H(ﬂ 0o (ys)i|n) fi(ys) ds

Gy H

=f”H(7roa(y)£]n) d(zy) Hfl(yS)dS
=fG(7r(x)£|n)f(x)dx=(ﬂ(f)al"?)’

si les mesures de Haar sont harmonisées, d’ou 1'on déduit la formule
moa(f) = ().

Elle montre aussitét que ¢ diminue les normes induites sur L'(G)
et L'(G) par les C*-algébres de groupe correspondantes, donc se prolonge
en un s-homomorphisme de C*(G,) sur C*(G), dont I'application trans-
posée, de B(G) dans B(G)), est précisément j, comme le montre la
formule

[ f1(@) (o) (y) dy = f Gy f £1(ys) (o o) (ys) ds = f u(@) f (@) da.

(2.27) CoroLLAIRE 4. — Soif G un groupe localement compact, soit G
le groupe associé a G par compactification presque-périodique, et soit o
la représenlation canonique de G dans G. Soit PP(G) I'ensemble des
fonctions presque-périodiques sur G. Alors u—uoc est une isométrie
de B(G) sur B(G)nPP(G).
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Puisque o(G) est dense dans G, on applique (2.20), en remarquant
que, dans (2.21), on a

j(e(G)) = PP(G).

Si G est abélien, notons que la surjectivité dans (2.27) redonne le
fait connu que, si une mesure bornée a une transformée de Fourier
presque-périodique, c’est une mesure discréte.

CoNTRE-EXEMPLE. — On sait [cf., par exemple, C. S. Herz [19], théo-
réme (5.2)] que, pour les groupes abéliens, les propriétés fonctorielles de
l'application G — B(G) sont bonnes sans réserve [alors que, dans (2.20), 2°
et 39, nous avons fait des hypothéses sur o]. Par exemple, si H est un
sous-groupe fermé d'un groupe G abélien, la restriction u—u|H
applique B(G) sur B(H), et toute fonction continue de type positif
sur H se prolonge en une fonction continue de type positif sur G.
En général, il n’en est plus ainsi dans le cas non abélien; ceci résulte
de l'exemple suivant, que m’a communiqué oralement A. Douapy.

Soit H un sous-groupe abélien distingué fermé d’un groupe localement
compact G. Soit y un caractére continu sur H. Supposons que, pour tout
voisinage V de e dans G, il existe s€ 'V et he H tels que y (shs™') = y(h).
Alors y n’est pas prolongeable en une fonction continue de type positif
sur G.

Démontrons-le par l’absurde. Si jy est prolongeable, il existe une
représentation unitaire continue = de G dans un espace hilbertien ¢
et un vecteur ;€3¢ tels que

(2.28) (r(h)E|E) = x(h) pour tout he H.
Le vecteur ; est de longueur 1. Ceci entraine que

[EMED | =xM) | =1=]E].|m(RW)E],
donc
n(h)t = y(h)z pour tout he H.

Si I'on pose, pour tout z€ G, t.=m(x~*)E, on a, pour tout heH,
w(h) i =@ ) 7 (@he ). 5 = 7 (o). g (@he ) E = y(@he) = (z )5
soit
(2.29) w(h):i.=y(@hx')&: pour tout x€ G et tout he H.

Or, en vertu de la continuité de l'application z—m(z™)f =%, de G
dans ¢, il existe un voisinage V de e dans G tel que, pour tout x€V,
[[Ez—Z%] <y2. D’aprés I'hypothése, soient s€V et heH tels que
% (shs™) = x (h). 11 résulte de (2.29) que les vecteurs (de longueur 1) 7 et £
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sont orthogonaux dans 3¢, comme vecteurs propres, 4 valeurs propres
distinctes, d’'un méme opérateur unitaire 7(h). Donc |[[5—: /= \/2,
ce qui est contradictoire.

Voici un exemple concret d’une telle situation. Prenons pour G le
groupe des applications {—kt |+ h de R dans R, ou k est réel > o et h
réel quelconque. Prenons pour H le sous-groupe distingué fermé des
translations {—{¢ -+ h, que nous identifions au groupe additif de R.
Alors, sur H, aucune exponentielle h—exp(iyh), ou y est réel = o,
ne se laisse prolonger en une fonction continue de type positif sur G.
Un calcul facile montre en effet que I’hypothése du contre-exemple est
satisfaite.

Par contre, nous allons voir que, sous certaines hypothéses, le probleme
recoit une réponse affirmative. Soit G, un sous-groupe ouvert d’un groupe
localement compact G, muni de la mesure de Haar & gauche induite par
celle qui a été choisie sur G. Soit p (resp. p,) la représentation réguliére
gauche de G (resp. G,). Si f est une fonction sur G,, on notera f la fonc-
tion définie sur G, égale a f sur G, et nulle dans le complémentaire de G..

(2.30) LeEmMe. — Soit G, un sous-groupe ouvert non compact de G.
Soit K un compact de G,. Soit fe L(G). Alors il existe une fonction a
support compact g€ L*(G,) [resp. he L*(G,)] telle que, pour loul x€K,

© on ait

fxof@ =g%a§@  [resp. f%af* (@) =h*eh* @)

La seconde assertion du lemme se déduit de la premiére en utilisant
la formule

o f*@ =" @). (a%f) % (a%7) @)

On trouvera la démonstration de la premiére implicitement dans
0. TakeNoucHI ([32], p. 162-163).

(2.31) ProrositioN. — Soif G, un sous-groupe ouvert d’un groupe
localement compact G. Alors :

1° pour toute ue (PnL) (G)), on a i€ (PnL) (G);

20 lapplication f—>f de L(G,) dans L(G) se prolonge de maniére
unique en un -homomorphisme isométrique de lalgébre C;,(G\) dans
Palgébre C;(G), et Uapplication de restriction v—v| G\, qui en est la
transposée, est un homomorphisme surjectif de I'algébre de Banach B,(G)
sur l'algébre de Banach B, (G.), qui applique P,(G) sur P, (G)).

DEMONSTRATION.

1° Si G, est compact, u est limite uniforme sur G, de fonctions u,
de la forme k %k, avec ke L(G,), donc @ est limite uniforme sur G
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des fonctions &, qui sont de la forme (k % ¢, k) = k %k ck™, appartiennent
donc a P(G), donc &t appartient a P(G).

Si G, n’est pas compact, soit K le support de u. Pour € L(G),

j{jf*f*(x)fz(x)dx =/I:f*f*(x)u(x)dx= h % h*(z) u(x) de > o,

G

ou he L*(G,) est déduite de f et K selon le lemme (2.30). Donc &1 € P(G).

20 Montrons d’abord I'inclusion P, (G)| G\ C Py, (Gy). Si G, est compact,
elle est évidente, car P, (G;) = P(G)). Supposons G, non compact,
et soit v€ P,(G). D’aprés (1.25), v est limite uniforme sur tout compact
de G de fonctions f%f, ou feL(G). Donc, d’aprés le lemme (2.30),
v| G, est limite uniforme sur tout compact de G, de fonctions ¢ %, 7,
ou g€ L(G)). Par suite,

v| G, P, (G).

f—>f est évidemment un *-homomorphisme injectif de I'algébre de
convolution L(G,) dans ’algébre de convolution L(G). De plus,

[flle,= _ su [1f% gl

SEL(Gy),[|glle£1

°

= sup  |[fxglizs sup [[fxgl=[F;
s€ LG [[§]la<1 SEL(G)IIg]la<1
et, d’autre part,
o= S f(x)v(z)da| = su fvaxdx
I l= s, | [for@ae|= o [ @ei6)@
= s | [ f@u@de| =[]l
UE By (Gy), || ull£1 G,

car, par linéarité, I'inclusion ci-dessus montre que B,(G)| G\ C B, (G))
et, de plus, on sait que ||v| G\ || <|[v||, d’apres (2.20), 1° On a donc

I’égalité des normes | f ¢=|fllg», d’ou, par prolongement, 'isométrie
annoncée de C; (G:) dans C;(G). Puisque, pour toute v€B,(G) et
toute feL(G),

[rep@e= 0w 6)@d,

la transposée de cette isométrie n’est autre que I'application v—>v| G,
laquelle envoie donc B,(G) sur B, (Gi).

Enfin, soit u € P,,(G). Considérant u comme forme linéaire sur 1'espace
de Banach réel des éléments hermitiens de C7, (G:), on voit, d’aprés le
théoreme de Hahn-Banach, que u se prolonge en une fonction » =7 € B, (G)
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telle que || v || = | u||. Soit alors v = v*— v~ la décomposition de Jordan
de v. On a

vi()—v (9 =u(e)=|ul[=[v]=0v"() +v (o),
donc v~ = o. Par suite, v€ P,(G). Donc
Py(G)| Gi=P,,(G).
(2.32) REMARQUES.
1 La proposition (2.31) sera précisée et renforcée en (3.20).

20 Soit G, un sous-groupe fermé d’un groupe compact G. Alors
v—>v| G, applique P(G) sur P(G,). En effet (cf. [34], p. 83), on sait
que toute représentation unitaire irréductible de G, est équivalente a
une représentation contenue dans la restriction & G, d’une représen-
tation irréductible de G. Par conséquent, toute fonction élémentaire
appartenant & P(G,) se prolonge en une fonction (méme elementalre)
appartenant a P((G). Maintenant, si ue P(G), on a

u(r) = 2 ho Uy (2), ou A,> o, Z hy < 400,

et ol les u, sont élémentaires sur G: (cf. [15], p. 52). Pour chaque n,

soit v, € P(G) un prolongement de u,. Il est clair que v :2 D, appar-

n

tient & P(G) et prolonge u.

CHAPITRE 3.

L’ALcEBRE DE FouRrier A (G).

Définition et premiéres propriétés.

(3.1) LemME. — Soient f et g deux fonctions appartenant a L* (G).
Alors la fonction % § appartient a B,(G), et

xR Gl=Ifll1l gl
DEMONSTRATION. — Puisque

3@ = [ @) g®d =G,

le lemme est conséquence de (2.15), 3°; (2.2); (2.1), (ii) et (2.14).
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(3.2) LEmME. — Soit K une partie compacte, et soit U une partie ouverle
de G telles que U > K. Alors il existe une combinaison linéaire u de fonctions
appartenant @ PnL(G) telle que

oLZu1, u@)=1 sizek, u@)y=o sixgl.

DEMONSTRATION. — K étant compact, il existe dans G un voisinage
symétrique compact V de e tel que KV>c U. Soit f la fonction caracté-
ristique de KV, soit g la fonction caractéristique de V. Posons

1@ = ey XI@ = ey | 1@ 9@ dy = S TAEN.

Sous cette derniére forme, on voit que o= u 1. Soit x€ K; alors
xVc KV, donc
mes (xVNKV)=mes(xV)=mesV;

par suite, u(xr) =1. Soit maintenant xg¢ U; alors x¢ KV2 donc
2 VNKV = 0; par suite, u(zr) = o. Enfin, de l'identité

B.3)  AfkF=(+P*k(+9"—(F—9*(—9~
+i(f+ig) % (f+ig)"—i(f—ig) % (f—1ig)~

résulte que u est combinaison linéaire de fonctions hxh, ol heL”(G)
est a support compact, donc de fonctions : 1° continues; 20 de type
positif; 3° & support compact. :

(3.4) ProrosiTiON. — Les espaces vecloriels complexes de fonctions :
E, engendré par les f §, ott f€ L(G), g€ L(G);
E, engendré par les hxh, o he L(G);

E, engendré par les fx§, ot feL”(G), geL”(G) sont & support
compact;

E, engendré par les h h, oit he L*(G) est a support compact;

E; = BnL(G);

E; engendré par (PnL)(G);

E; engendré par les ueP(G) lelles que A~

Es engendré par (PnL%)(G);

E, engendré par les h*ﬁ, ot he L*(G);

E,, engendré par les f§, oit f€L?*(G), geL*(G)
vérifient les relations

E,=E,.cE,=E,cE;= EGCE7CE3CE9=E10CBF(G)3

1
v

*uelL,(G);

et ont tous, dans Uespace de Banach B,(G) la méme adhérence A(G),
qui est une sous-algébre de Banach (et méme un idéal fermé) de B(G).
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(3.5) DEeriNiTION. — A(G) prendra le nom d’algébre de Fourier du
groupe G.

DemonsTrATION de (3.4). — Les égalités E, = E,, E;= E,, E;= E|,
résultent de I'identité (3.3). Les inclusions E,cCE;, E,CE;, E;c E; sont
évidentes. L’inclusion E;cC E;s résulte de la proposition 12 (p. 68), dans
R. GopeMENT [15]. On a EscE, parce que, d’aprés R. GopEMENT [15]

(p. 73, théoréme 17), toute ue PnL* s’écrit h h, ou heL:
On a évidemment E;c E;; montrons l'inclusion inverse. Soit

v€E5=BnL, et v=vl_vz+i(l)3—v4),

ou les v; sont dans P(G). En vertu du lemme (3.2), soit u =ZC,' u;

une fonction égale & 1 sur le support de v, avec

u;e(PnL)(G) (j=1,2, ..., n).
Alors v = =2c,-u,- [pi—v, +1i (v;—v,)] est combinaison linéaire

/
des u;v;, lesquelles appartiennent a PnL(G), donc ve E,.

L’inclusion E,CB,(G) est établie au lemme (3.1). Pour montrer
que tous les E; ont méme fermeture dans B,(G)[ou, ce qui revient
au méme, dans B(G)], nous prouvons que E, est dense dans E,,.
Soient f € L2(G), g€ L*(G), et soit e > o. Il existe h.€ L(G) et k.€ L(G)
telles que

If—helo=e,  llg—kell.=e.

Alors, d’apres (3.1),

1% G —hexTeell = | (F—h) % § + hek (F—Ks) |
LI —h) kGl + [ hek @ —Fe) | Z 1 f—ello 1 g ]+ [ el g — el
< <[lgl +11l+e],

donc, par linéarité, E;,C E,.

Enfin, si ueP et vePnL, alors uwvePnL, donc E; est un idéal
de B; par suite, A(G) est un idéal de B(G).
(3.6) EXEMPLES.

1° Si G est compact, on a A(G) = B(G);

20 Si G est abélien, A(G) n’est autre que I'algebre des fonctions f,

transformées de Fourier des fe Lt(G), avec la norme | f|| = || f|l;. Dans
ce cas, en effet, grice au théoreme de Plancherel, on sait méme que cette

algebre des f, évidemment fermée dans B(G), coincide avec E;,. Plus
loin, nous généraliserons I'égalité A(G) = E;, a tout groupe localement
compact.
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(3.7) ProrosiTION.
1° Toute ue€.A(G) tend vers zéro a Uinfini;

20 Toule fonction continue sur G tendant vers zéro a Uinfini est limite
uniforme sur G de fonctions appartenant a A (G).

DimoNsTRATION. — Le 1° résulte de I'inégalité

lull.Zllull [cf (2.15)]
et de la densité de

E;=BNnL(G)=ANnL(G) dans A(G).

Le 20 s’obtient en appliquant le théoréme de Weierstrass-Stone a la
sous-algébre E; évidemment autoadjointe, et séparante d’apreés (3.2).

(3.8) PropositioN. — Soit u€A(G), el soient a€ G, be G. Alors les
fonctions @, u, 11, .u et u, sont dans A(G).

En effet, d’aprés (2.15), 3° et (2. 19), les applications linéaires de B(G)
dans B(G) qui, a u, font correspondre ces diverses fonctions, sont
continues. D’autre part, il est clair qu’elles laissent stable BnL(G),
dense dans A (G).

Le dual de V'espace de Banach A4 (G).

(3.9) DEriNITION. — Nous noterons VN (G) 'algébre de von Neumann
engendrée dans £ (L*(G)) par les opérateurs de translation a gauche ou,
ce qui revient au méme, par les opérateurs p(f), ot feL(G). On a
VN(G)>C;(G); d’autre part, VN(G) contient les opérateurs o(u),
ou € M'(G). Notons que VN(G) est aussi ’ensemble des opérateurs
bornés sur L*(G) qui commutent aux opérateurs de convolution a droite
par les f€ L(G) : on le voit en appliquant le théoréme de commutation
(cf. J. DixwMIER [9], chap. 1, § 5) a ’algébre de convolution L(G), laquelle
est quasi hilbertienne pour le produit scalaire

(19 = [ 1@) 9@ dx,

i
3 3

Yopération f->f =fA™* et Iantiautomorphisme involutif f—>fA™?,
A maints égards, VN(G) va jouer le rdle dévolu & L” (') en analyse
harmonique abélienne; telle est déja 'idée directrice de I’énoncé suivant :

(3.10) TutoriME. — Soit A'(G) Uespace de Banach ‘dual de A(G).
Pour fout opérateur T € VN(G), il existe une forme linéaire oy€ A'(G),
et une seule, telle que

B.11)  9r((fk9)") =92(g%f)
= (Tf| g) quelsquesoient f € L*(G), g€ L*(G).
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L’application T-—>or ainsi définie est un isomorphisme isométrique de
Uespace de Banach VN(G) sur A’(G). Par cette application, la fopologie
ulirafaible de VN (G) se transporte en la topologie faible de dualité a(A’, A);
quand u parcourt A(G), Uensemble des applications T — ¢,(u) est exac-
tement I'ensemble des formes linéaires ultrafaiblement continues sur VN (G).

DEMONSTRATION. — S’il existe ¢r€A’(G) telle qu’on ait (3.11),
elle est unique, puisque, d’aprés (3.4), E\, est dense dans A (G).

Soit T'€ VN (G). Pour toute uekE, [cf. (3.4)], posons ¢r(u) = Tii(e);
cela a un sens car, si u = fx§, feL(G), g€ L(G), on a

Tu=T(*3)=Tf*7,
donc Tu(x) est fonction continue de x. Pour toute ueE,, on a
(3.12) lor(u) | || T ol ull

Montrons (3.12) d’abord quand T = p(f), ou fe L(G),
\cpz(u)1:|f*ﬁ<e>i=:’ff(y)u(y)dy\énun-nfilp-

Si maintenant T est quelconque, soient, d’aprés le théoréme de densité
de Kaplansky, des h, € L (G) tels que || hy||,< || T ||, et tels que T soit

limite forte des o(h,). Alors, si U =chf +k§.€E;on a

9r(u) = Tl (¢) = D\ cu(Tfu] ) = lim

N e,k ful 92) . =1lim | gy, (1),

ce qui donne (3.12) en passant a la limite.

E, étant dense dans A(G), il résulte de (3.12) que ¢, se prolonge
de maniére unique en une forme linéaire continue sur A (G), encore
notée ¢y, de norme | 9r|=| T, Visiblement linéaire, I'applica-
tion T — ¢y de VN (G) dans A’(G) est injective car, si or= o, quels
que soient fe L(G) et geL(G), on a

(Tflg)y=T(F*xP () =9r(f%x§ )=0, donc T =o.

Réciproquement, si 9 € A’(G), on a, d’aprés (3.1) et 2.15, 3°, pour f
et g dans L*(G),

le (* D)=l elle ITHD =N llellfHGIZ12Melflll gl
donc il existe un opérateur T, € £(L*(G)) tel que

(3.13) 9(Fx9))=(Toflg) et [ Tollp=]2]l.
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De plus, on a T, € VN(G), car, si he L(G), on a, quels que soient f € L?,
gelL® :
(To(fxh)|g) =< @H*(Fx ") =o((G*h) %)
= (Tof| g% h) = (To(N % k| 9),

donc” T, commute aux convolutions a droite par les heL. Appli-
quant (3.13) avec f€L, geL, on voit que ¢ = ¢r, donc T ¢y est
surjective, et isométrique en vertu de (3.12) et (3.13). De plus, (3.11) est
satisfaite par définition de T,.

Ainsi VN (G) est le dual fort de I'espace de Banach A (G); ce dernier
est fermé dans son bidual VN*. Comme, d’autre part, I'’ensemble VN _
des formes linéaires faiblement continues sur VN s’identifie, d’apres (3. 11),
au sous-espace E,, dense dans A(G), il résulte du théoréme 1 (p. 40)
dans J. Dixmier [9] que A(G) s’identifie & I'ensemble des formes
linéaires ultrafaiblement continues sur VN, et que la topologie
faible o(A’, A) s’identifie a la topologie ultrafaible de VN (G).

(3.14) REMARQUE. — Si TeC,(G)CVN(G) et si ueA(G), on a la
formule
<T,u>=9r(u),

ou, dans le premier membre, figure I’accouplement défini au début du
chapitre 2 par

<fiu> :ff(x)u(x)dx si feL (G).
De plus, si p.e M'(G) on a
2@ = [ 1@ du (@)
donc, size G, on a
?s i (1) = u(@).

(3.15) ProrosiTioN. — Soit ue A(G). Alors ul appartient a A(G),
ainsi que u* et u— si u est hermitienne.

DemonsTrATION. — Il suffit de la faire pour Ju]. En vertu du
rappel (1.2) appliqué a I’algébre de von Neumann M”"= VN (G), la forme
linéaire ultrafaiblement continue sur VN(G) associée a u admet une
« valeur absolue », qui est une forme linéaire positive normale sur VN (G),
laquelle est donc associée a une fonction peA(G), ou p est de type
positif, car elle correspond par restriction & une forme linéaire positive
sur C;(G)c VN(G). Mais la caractérisation de la « valeur absolue »,
rappelée en (1.3), montre, quand on la restreint a C;(G), que p = Ju],
compte tenu de (2.6), 20. Donc Ju]e€ A(G).

(3.16) Nous noterons T Topérateur de VN (G) tel que, pour
tout u€ A (G), on ait ¢y(u) = ¢r(7); autrement dit, T—T est la trans-
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posée de lisométrie u— it de A(G) sur lui-méme. On voit aussitot,
d’aprés (3.14), que, si p€M'(G), on a

P =p@), ou di@)=dx@")

Par passage a la limite ultrafaible, on en déduit que T->T est une
involution (isométrique et ultrafaiblement continue) de I’algébre VN (G).

DErFiNITION. — So0if T € VN(G), et soit ueA(G). Nous noterons Tu
la fonction appartenant a A(G) et telle que, quel que soit S€ VN(G),
on ail

s (Tu) = oy,(u).

On vérifie immédiatement que la loi externe (T, u) — Tu fait de A (G)
un VN (G)-module a gauche. [On voit facilement que, pour G abélien,
cette structure de VN(G)-module correspond, par transformation de
Fourier, a la structure de L*( G)—module de L! (G) pour la multiplication
ordinaire. ]

(3.17) ProprosiTiON. — Soit G un groupe localement compact. Soit
T e VN(G) et soit ue A(G).

1° L’opérateur u— Tu sur Uespace de Banach A(G) est conlinu et a
pour norme || T ||..

20 On a, pour fout x € G, la formule

Tu(x) = 9r(x—u).
30 Si ue(AnL?*(G), alors Tue (AnL?*) (G), et Tu n’est aulre que la

transformée de u par T opérant sur L*(G).

DEMONSTRATION. — Au cours de la démonstration, si ue (4 nL*)(G),
on notera T (u) sa transformée par T opérant dans L*(G), pour la
distinguer (provisoirement) de Tu définie dans 1’énoncé.

1°0n a

ITul= sup |os(Tu)i= sup |og@|=| Tl llul=ITllul,

donc u— Tu est une application linéaire continue de A (G) dans A (G).
Par définition, sa transposée est I'application S—TS de VN(G)
dans VN (G); donc elle a méme norme que cette derniére, c’est-a-dire || T'|[,.

20 Si i1 =f%§, ou feL(G) et g€ L(G), remarquons que
T@@)=T({f*g)=T({E)*7
est une fonction continue et que, pour tout r€ G,
(3-18) T (@) (@) =T(H*J@) = (T ()| 9)
= 9r(em§xf) = 91— *9)") = 9r(—1)

BULL. SOC. MATH, — T. 92, FASC. 2. 14
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ce qui, en vertu du fait que ¢r(u) = T'(&t) (¢) pour u€E,, entraine que

or(e—t)) =T (@) (@) = (@) T) (&) (e)
= 9oy r(W) = ¥y, ., (@) = 940y (TT) = T (2).

On obtient donc déja, par linéarité, que T(u) = Tu pour toute uekE,.
Mais, de plus, pour toute ue A(G), en vertu de (2.19), (3.4) et (3.8),
on a, par passage a la limite,

(3.19) Ti(@) = 91(—1).
30 Soit & la sous-k-algebre de VN(G) formée des T =p(v), ou

V= chéxu est une mesure & support fini. Soit ue(AnL?) (G).

SifeL(G) et si,d’abord, T =p(v) €A, on a p(x,) u=, —ulen appliquant

par exemple (3.19)], et donc
|fTu(x)f@)dx = fEcnu(x;'x)]Tx)dx
=| [1@ (X el |

=| [(#*r) @u@

=| [ @u@ |
ZIT Il 1kl

d’aprés l'inégalité de Schwarz. Si maintenant 7€ VN(G) est quel-
conque, selon le théoreme de densité de Kaplansky, il existe des T, € &,
tels que || Ta |l || T ||, tendant ultrafaiblement vers T. Cela entraine,

d’aprés (3.14), que

f Tou@) [@)de = ¢, ;) (Tat) = 9y, , 5 ()
a pour limite
or () @ =2, T =| [Tu@[@ sl

A la limite, I'inégalité

f Tu (x)gf—(x—) dx

Z T, 11 ]

vaut donc pour tout T'€ VN(G). Elle prouve aussitdt que Tue L2(G),
et que I'application u - Tu est continue au sens de L sur (4 nL2) (G).
Mais, puisqu’on a vu plus haut que Tu = T (u) pour toute uekE,, on a
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cette égalité par continuité pour toute ue (A nL?) (G), car E, est dense
dans L*(G).

REMARQUE. — A partir de (3.19), on vérifie aisément que, si u€ A (G)
et si p.e M'(G), on a

p(p)u=phu
En effet, si z€ G, on a

P @ = o0 () = [ (@) @) dis 6)
— [ a4 ) = pku @,

Propriétés fonctorielles (suite).

(3.20) Soit G un sous-groupe ouvert de G. On reprend les notations
indiquées avant (2.31). De plus, si T€ VN(G) et si fe€L*(G), posons

T|Gi()=T(f)|G.

Puisque

JIrDt@d= [ 170} @ =

T| Giest un opérateur sur L*(G,), de norme | T|/;. On a méme
T| G, e VN(G)), car, pour toute he L(G)),

T|G(fkh) =T(fkh)| Go.=T([)kh| G =T(f)| Gixh=T|G(f)xh.

Flle=NTuz0rs

Notons que, si he L (G), on a
e(h)] Gi=opi(h] G).

(3.21) ProrositioN. — Soit G, un sous-groupe ouvert d’un groupe
localement compact G.

19 L’application u— i est un homomorphisme isomélrique de I'algébre
de Banach A (G)) dans Ualgébre de Banach A (G), qui applique (Pn A) (G))
dans (PnA) (G)). Lapplication T — T | G\, qui en est la transposée,
applique VN (G) sur VN(G,\) et C3(G) sur C>(G\).

20 L’application de restriction v—v| G, applique A(G) sur A(G)).
Sa transposée, notée T — T, est un isomorphisme de I'algébre de von Neu-
mann VN (G,) sur la sous-algébre de von Neumann VN (G) de VN (G)
engendrée par les o(y), y€ G.; elle applique C’ (G)) dans C;(G) [plus
précisément, elle prolonge 'homomorphisme de (2.31), 2°].

DEMONSTRATION. — Depuis (2.20), 1°, nous savons que v—v| G,
applique, en diminuant les normes, B(G) dans B(G)), et évidem-
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ment (BNL) (G) dans (BNL) (G,). Par continuité, d’apres (3.4), elle

applique donc A(G) dans A(G.). Notons T — T la transposée de cette
derniére application : c’est une application linéaire de VN(G))
dans VN(G) continue pour les topologies uniformes et pour les topo-

logies ultrafaibles. On vérifie que, pour f€L(G), on a p,(f)° =p(f),
d’ot1 suit, par densité uniforme, que T — T' applique C;.(G)) dans C;(G)
en prolongeant (2.31), 2°, et, par densité ultrafaible, que (T*)0 = (T°)*
et que (ST)°= S°T°, pour S, T€ VN(G)). Ainsi T— T est un homo-
morphisme de I'algébre de von Neumann VN(G,) dans l’algébre de
von Neumann VN (G) et, plus précisément dans VNg,(G), car, si y€ G,

on a 0,(y)°=o(y).
Notons la formule

(3.22) T@)| G =T®ul|G)

déduite immédiatement de (3.17), 20. Elle entraine que, pour tout
TeVN(G), on a T = T| G, donc Papplication T— T | G, applique
VN(G) sur VN(G,) [resp. C;(G) sur C;,(G))]. Notons 6 T'application
transposée de VN (G.)* dans VN(G)*; d’apreés (3.20), elle diminue les
normes.

Soient f, ge L(G,) et soit

u=fxGeE (G)cA(G)cVN(G)*;
pour T€ VN(G), on a

or@) = o7 ((fxg")) =(TF|9) = (T ()| Gl g) =(T1G:(f) | g)
= 076,((f% 9)7) =976 @),

donc
0(u)=ue€E (G) si uekE (().
Par continuité de 0, on déduit alors de (3.4) que

0(A(G)CA(G).

De plus, pour tout ue€ A(Gi), on a

O(u) =1, donc € A(G)
(il suffit de noter que u — i1 est continue pour les convergences simples,
et que E, est dense dans A). D’autre part,

lall=10@l<llull=a] G <[ al,

donc
fal=lull
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Par suite, si ue(PnA)(G.), on a i€ (PnA)(G), car &t est hermi-
tienne et

lall=llull =u(e)=1iu(e).

Désormais, il est clair que v —v| G, applique A(G) sur A(G,). Par
conséquent, il résulte des propriétés de la dualité (cf. [4], chap. IV, § 4)
que sa transposée T — T est un isomorphisme de VN (G,) dans VN(G)
pour les topologies ultrafaibles, dont I'image est ultrafaiblement fermée
dans VN(G), donc coincide avec VN, (G).

(3.23) Soit maintenant K un sous-groupe distingqué compact d’'un groupe
localement compact G. Désignons par px la mesure de Haar sur K,
normalisée de sorte que px(K) =1, et identifiée & une mesure sur G.
Soit ¢k 'application canonique de G sur G/K. Alors jix : f— fo oy est
un isomorphisme de l’espace de Hilbert L*(G/K) sur Li(G), sous-espace
de Hilbert de L2(G) des fonctions constantes sur les classes de G
modulo K. On a g€ L;(G) si et seulement si geL*(G) et g = ¢ % (1«3
par suite, si Te VN(G), on a T(Li)cLi. On peut donc poser,
pour Te€ VN(G) et fe L*(G/K),

(3.24) Tx(f) = jx'o T o jx(f).

11 est aisé de voir que 'opérateur T ainsi défini appartient & VN (G/K)
et que, pour Se VN(G), Te VN(G), on a

(ST)]{': S/( T[( et (T*)A: (Tl\')*.

(3.25) ProrositioN. — Soit K un sous-groupe distingué compact d’un
groupe localement compact G.

1° L’application u— u o oy est un isomorphisme isométrique lde I’algébre
de Banach A (G/K) sur la sous-algébre Ay (G) de A (G) formée des ue A(G)
qui sont constantes sur les classes de G modulo K.

20 L’application T — Tk, qui en est la transposée, est un homomorphisme
ultrafaiblement continu de I'algébre de von Neumann VN (G) sur Ualgébre
de von Neumann VN (G/K).

DEMONSTRATION.

19 D’apreés (2.26), on sait que u — u o o est une isométrie de B(G/K)
sur Bx(G), I'ensemble des u€ B(G) constantes sur les classes modulo K;
elle applique évidemment (Bn L) (G/K) sur (Bxn L) (G). Donc, en vertu
de (3.4), il suffit de voir que Bx NnL(G) est dense dans A,(G). Soit
ueAx(G) et soit u,€(BnL)(G) une suite tendant en norme vers u;
alors, d’apres (2.18), 20, u = ukpx est limite en norme des u,% Pk
lesquels sont dans (Bxn L) (G).
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20 Aprés ce qui est dit en (3.23), et compte tenu des propriétés de la
dualité des espaces de Banach, il suffit de voir que T — Ty est la trans-
posée de u - uo ok Or, si ue(AnL?) (G/K), d’aprés (3.17) et (3.24),
on a pour tout T€ VN(G) :

91, () = Tuit(e) = juo T () (&) = T o jx (@) (¢) = T (ito 54) (&) = 9r(tt o 54)

d’oun la propriété annoncée, car T — Tx est continue en normes d’opé-
rateurs.

Une caractérisation de A4(G).

THEOREME. — Soit G un groupe localement compact. Alors A(G) est
exactement U'ensemble des fonctions f% §, ot f€L*(G) et g€ L*(G).

DEMONSTRATION.

19 Supposons d’abord que le groupe G est séparable. Alors Ies-
pace L*(G) est séparable, donc I'algébre de von Neumann VN(G) est
de genre dénombrable. D’aprés (3.9), il existe une involution de L*(G)
transformant VN(G) en son commutant. D’apres ([9], p. 7o, corollaire),
cette involution commute aux projecteurs du centre de VN(G); alors,
d’aprés ([9], p. 234, lemme 5), VN (G) possede un élément séparateur,
donc (cf. [9], p. 233, théoréme 4) toute forme linéaire positive normale
sur VN(G) est de la forme T — (Tf|f), avec feL*(G); par suite,
d’apres ([9], p. 283, prop. 5), toute forme linéaire ultrafaiblement continue
sur VN(G) est de la forme

T—(Tf1g) =9:(gx[), ou feLG), geL*(G).

C’est ’assertion du théoréme, puisque, d’apres (3. 10), les formes linéaires
ultrafaiblement continues sur VN(G) sont précisément les T — oz (u),
avec ucA(G).

20 Supposons maintenant G dénombrable a Uinfini. Soit ue A (G);
puisque u est continue et tend vers zéro a I'infini, u est uniformément
continue. Alors, d’apres S. Kakurani et K. Kopaira (Proc. Imp. Acad.
Tokyo, t. 20, 1944, p. 444-450, Satz 6), il existe un sous-groupe distingué
compact K de G possédant les propriétés suivantes : a. G/K est sépa-
rable; b. u est constante sur les classes modulo K. D’aprés (3. 25), il existe
une v€ A(G/K) telle que u = v o 5. Alors, d’aprés le 1° de la démons-
tration, il existe f et g appartenant a L*(G/K), telles que v = f% §.
On en déduit que

= (forx) k (go7x)".

30 Passons au cas général. Soit ue A(G). Pour n =1, 2, ..., soit (C,)
une suite croissante de parties compactes de G telles que, pour tout n,
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C, estunvoisinage de e et_contient 'ensemble des x € G tels que |-u () | > 1% .

Soit L, le sous-groupe (ouvert) de G engendré par C,. Soit G, la réunion
des L,: c’est un sous-groupe ouvert de G; de plus, G, est dénombrable
a l'infini, et u est nulle hors de G,. D’aprés (3.21), on a u| G.€ A(Gy),
donc, d’aprés le 20 de la démonstration,

ul Gi=fxg, ou f, geLl(G);
donc u = fx§~, ce qui achéve la démonstration.

CoROLLAIRE. — Soit G un groupe localement compact. Alors, sur VN (G),
les topologies faible et ulirafaible des opérateurs sont idenliques.

Dans la suite, nous emploierons sur VN(G) de préférence la termi-
nologie de la topologie faible.

Notons en passant que le théoréme ci-dessus peut encore s’énoncer
en disant que A(G) est exactement 'ensemble des coefficients de la repré-
senfation réquliére gauche de G.

REMARQUE. — Dans notre Note [13], le théoréme ci-dessus n’était
annoncé que sous I’hypothése : G unimodulaire. C’est M. J. DIXMIER
qui nous a montré comment le prouver dans le cas général.

VN(G) en tant qu’algébre de distributions.

Précisons les rapports de VN(G) et A(G) avec la théorie des distri-
butions, telle que F. Brunar [6] I'a généralisée aux groupes localement
compacts. Soit @ (G) I’espace des fonctions réguliéres a support compact
sur G, et soit @'(G) I'espace des distributions sur G, au sens de cet
auteur.

(3.26) ProposiTioN. — ®(G) est un sous-ensemble partout dense
de A(G) et, sur @(G), la topologie de Schwartz-Bruhat est plus fine que
la topologie induite par la norme de A(G).

DEMONSTRATION.

19 Suposons en premier lieu que G est un groupe de Lie. Soit f,€ L' (G)
une suite telle que lim ||f.|l,= o. Alors, quelle que soit xe€®(G),
o

les foka tendent vers zéro dans L?(G), donc dans ®@'(G); par consé-
quent, les f, tendent vers zéro dans @' (G) (cf. L. Scuwartz [29], t. 2,
chap. VI, théoréme XXIII). Ainsi, sur L'(G), la topologie induite
par C;(G) est plus fine que la topologie induite par @'(G), d’ou résulte
par dualité que @ (G) est contenu dans B,(G)N L(G), donc dans A(G),
et que, sur @ (G), la topologie de Schwartz est plus fine que celle qui
est induite par A(G).
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20 Supposons maintenant G quelconque, et soit G, un sous-groupe
ouvert de G, dont la famille & des sous-groupes distingués compacts K
4 quotient G,/K de Lie ait une intersection réduite a { e|. D’abord
@D (G)CA(G) : pour le voir, on peut remplacer G par G, a cause
de (3.21), 1°, de (3.8) et du fait que toute ue ®(G) est somme finie
de translatées de fonctions appartenant a @(G,); mais, si ue®(G),
il existe K€ J tel que ue @4(G,) = jx[@(G\/K)] [se reporter aux nota-
tions (3.24)], donc u€A(G,) d’aprés le 1° de la démonstration et
d’apres (3.25), 1°. Puis, la topologie de ®@(G) est plus fine que celle
induite par A(G) : cela résulte du 1° de la démonstration et des régles
de continuité d’une application, ici I’application identique de @ dans A,
définie dans une limite inductive, compte tenu de (3.21) et (3.25).
Enfin, ®(G) est dense dans A(G), car les fx§, ou fe@(G), g€ P(G),
appartiennent & ®@(G) et forment dans A(G) un ensemble total, par
suite de (3.4), de (3.1) et compte tenu de la densité de @ (G) dans L*(G).

(3.27) ProrosiTioN. — Soit Te€ VN(G). Alors il existe une distri-
bution o (T) et une seule telle qu'on ait, pour toute «€®(G),

T(x) =" (ke

On voit donc que VN(G) s’interpréte comme I'algébre d’opérateurs
transformée par la représentation réguliére gauche d’une algébre de
distributions : celles qui, par convolution a gauche, appliquent L*(G)

contintiment dans L?(G); ceci justifie la notation o (T).

DEMONSTRATION. — L’unicité a lieu parce que les relations : S € @' (G),
et Sk a = o pour toute « € @ (G), entrainent S = o. Pour toute:3 € ®(G),
posons

(o' (1), B = 92(3).

D’apres (3.26), 5' (T) est une forme linéaire continue sur @ (G), donc un
élément -de @' (G). De plus, pour toute « € @(G), on a, d’apres (3.17), 2°,
si ze G,

o' (M) ka@) =<p" (1), (%) ) = or((2)") = T ().

Le spectre de 1’algebre de Banach A(G).

Dans ce paragraphe, nous étendons a un groupe G localement compact
quelconque le résultat, classique pour G abélien, selon lequel le spectre
de l'algébre de Banach A(G) s’identifie & G, ainsi que son corollaire,
le théoréme faubérien de Wiener-Godement. Mais auparavant, nous
présentons l'argument essentiel de la démonstration sous forme d’un
lemme [cf. (3.28)], qui d’ailleurs servira & nouveau par la suite [cf. (4.9)].
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Pour G abélien, les idées intervenant dans la démonstration de ce lemme
figurent déja dans l'article de H. HerLson ([18], p. 498).

(3.28) LeEMME. — Soit Te€ VN(G) un opérateur tel que, pour toule
ue(AnL)(G), le support de Tu soit contenu dans le support de u.
Alors T = M, ot ) est une constante.

DEmonsTrRATION. — Nous la faisons par étapes. L’hypothése que T
contracte les supports s’exprime comme suit :
(B.29) Soit & un ouvert de G, et soit ue (A nL)(G) une fonction identi-
quement nulle sur Q. Alors Tu est identiquement nulle sur L.

On en déduit d’abord que :

(3.30) Pour tout ouvert Q relativement compact dans G, et pour toute
ue(AnL)(G) constante sur &, Tu est une fonction constante sur <.

Considérons, en effet, deux points p et q¢ de L. Soit V un voisinage
ouvert de e tel que Vpu Vgc Q. Posons U = Vq. Si xe U, on a €
et xg~'pe Q. La fonction u— u,—, appartient a (A nL) (G) et s’annule
identiquement sur I'ouvert U. Il en est donc de méme, d’aprés (3.29),
de la fonction Tu— T (u,—,); en particulier, cette derniére fonction
s’annule pour x = ¢, ce qui s’écrit

Tu(q) = Tu(qq'p) = Tu(p),

car T commute aux translations a droite.

(3.31) Il existe une constante 1, ne dépendant que de T, lelle que, pour
tout ouvert relativement compact Q de G et pour toute ue (AnL) (G) iden-
tique a 1 sur , la fonction Tu vaut identiquement ) sur Q.

D’aprés (3.30), on a, pour tout x€L, Tu(x) =2 (u, ), quantité
indépendante de x; montrons qu’a £2 fixé elle ne dépend pas de u : en effet,
si u, et u, appartiennent a A(G) et valent 1 sur &, u, — u, s’annule
identiquement sur £, donc aussi Tu, — Tu, d’aprés (3.29). Enfin,
si Q, et 2, sont deux ouverts relativement compacts de G, et si
ue(AnL)(G) vaut 1 inentiquement sur ,UL,, on a

M) = A1, Q1) = 1(u, 2 UR) = (1, ) = 1(Q),

donc A ne dépend pas de .

(3.32) Soit K un ensemble compact dans G, dont la frontiére est de mesure
nulle. Alors, si - est la fonction caractéristique de K, on a T:=1%, oi1 A
est la constante de (3.31).

En effet, il existe une suite croissante d’ouverts &, tels que Q. cK,
et tels que

mes (K—Q,) =mes (K—Q,) <

S
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Pour tout n, il existe d’apres (3.2) une fonction u,€A n L(G), de valeur
absolue <1, telle que

() =1 sizel, e w@=o0 siz¢K.

D’apres (3.29) et (3.31), la fonction continue bornée Tu, est nulle hors
de K, et vaut % sur ,. Or : = lim u, dans L*(G), donc

T;=1lim Tu,= 1.
n
(3.33) Montrons enfin que T = 71. Tout d’abord, le résultat de (3.32)
vaut pour un compact K de frontiere quelconque : en effet, il existe une
suite d’ouverts relativement compacts U,, a frontiére de mesure nulle,

tels que U,> K et tels que mes U, mes K + III (cela se voit en raison-

nant comme il est indiqué dans N. Boursaki ([5], chap. IV, § 5,
exerc. 13, d).

On a Zxy=lim:y, dans L2(G). Or, d’aprés (3.32), Ty, = My,
Donc T:x= 1.5 par passage a la limite. Comme les Zx forment un
ensemble total dans L* on a démontré que T = 21.

(3.34) TuEorEME. — Si a€ G, désignons par y. Uapplication u — u (a)
de A(G) dans G. Alors a — y. est un homéomorphisme de G sur le specire
de Gelfand de I'algébre A (G) [ce dernier est muni de la topologie induite
par a(A’, A)].

DEMONSTRATION, — D’aprés (3.2), on sait que a— y. est un homéo-
morphisme de G sur un fermé du spectre de A (G) (cf. C. E. RicrarT, [25],
p. 121, théoréme (3.2.4)). Soit.y un caractére =£ o de l'algebre A (G);
reste a démontrer qu’il existe a€ G tel que ¥ = ya.

Si ye G, disons que y supporte y si, pour tout voisinage V de y, il
existe une fonction ue A nL(G), & support dans V, telle que y(u) 3= o.
Cette définition appelle les remarques suivantes :

(3.35) Il existe au plus un point de G qui supporte v : en efiet, si y £y,
étaient deux tels points, soient V un voisinage de y et V. un voisinage
de y, tels que VnV,=90; soient des fonctions ue AnL, u,€AnL,
avec support (u)c 'V, support (u,)C Vi, et y(u) % o, y(u) # o; alors on
aurait a la fois uu, = o et y(uu,) = y (u) x(u) # o, ce qui est absurde.

(3.36) Soit un compact K tel que y, ne soit supporté par aucun point
de K; alors, pour foute v € A (G) a support dans K, on a y(v) = o : en effet,
par hypothése, quel que soit y € K, il existe un ouvert £, tel que y€ L,,
et tel que y(u) =o pour toute ue(AnL)(G) a support dans £2,.

Extrayons des 2, un recouvrement fini de K, soit K C U Q,.. Sappuyant
i=1

sur (3.2), un raisonnement classique de partition de I'unité (cf. par
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exemple [24], p. 231) montre qu’il existe des fonctions u;€ AnL(G),

avec support (w)c,, et telles que u=>:, u; vaut 1 sur K,
i=1
Donc y(u) = o. Mais uv =, donc
2() = 7. % @) =o.

(3.37) Il existe un point de G qui supporte y : sinon, d’aprés (3.36),
on aurait  (v) = o pour toute v€ A n L(G), doncy = o, car, d’apres (3.4),
ANnL est dense dans A.

Ainsi il existe un point a et un seul supportant y. Pour terminer la
démonstration, on peut supposer a=e : en effet, d’aprés (3.8),
u—>y(.—u) est encore un caractére = o sur A(G), et n’est supporté
que par e; de plus, la relation y(a) =u(a) équivaut a la relation
7 («—1) = u(e). Supposant donc a =e, soit T€ VN(G) un opérateur
qui, selon (3.10), est tel que ¢y = y; il reste 4 prouver que T' est I'iden-
tité : en effet, on aura alors y(u) = ¢y(u) = Tu(e) = u(e) pour tout
ucA(G), d’aprés (3.17). Montrons a cet effet que T satisfait a I’hypo-
thése du lemme (3. 28). Soit ue (4 nL) (G); si x n’est pas dans le support
de u, alors e n’est pas dans le support de u., donc

Tu(z) = o5(u) = 7, () = o,

d’aprés (3.36). Il en résulte que : support (Tu)csupport (u). Alors,
d’aprés (3.28), T =11, ol 7 est une constante, et donc y =2y,
Mais, y étant multiplicatif, il faut que 2>=12, donc % =1, car y = o.

(3.38) CororrLAIRE (théoréme taubérien). — Soit I un idéal fermé
de A(G) tel que, pour tout xre G, il existe uel, avec u(x):=o.
Alors I =A(G).

En effet, de (3.2) et (3.34) résulte que A (G) est une algébre réguliére
au sens de SiLov, et, d’aprés (3.4), AnL est dense dans A. Il suffit
donc de se référer a ([22], § 25 D).

Du corollaire, citons le cas particulier suivant, déja signalé par
M. KreiN [21] et H. MIrkiL [23] : si une fonction u partout non nulle
est combinaison linéaire de fonctions continues de type positif sur G

I . A « ez S . .
compact, alors " posséde la méme propriété. C’est une généralisation non

abélienne du théoréme de N. WIENER [35] sur la stabilité par u—>:l

de la classe des fonctions périodiques sommes de séries de Fourier abso-
lument convergentes. D’autre part, W. F. StiNespriNG [30] a associé
a tout groupe localement compact unimoduldire G une algébre de
Banach involutive et commutative (L,(I') dans les notations de [30]);
il définit, en outre, une transformation de Fourier, qui est un isomor-
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phisme de I’algébre involutive L,(I') sur une algébre involutive de
fonctions continues sur G; cette derniére coincide avec notre algébre A (G),
comme on peut le voir en utilisant ([30], p. 47, lignes 3-6 a partir du bas).
Ceci posé, les théorémes 10.1 et 10.4 de [30] peuvent étre considérés
comme un cas particulier de notre théoreme (3.34). IIs donnent, en effet,
les caractéres involutifs de L,(I'). En fait, notre résultat prouve que
tout caractére de A(G) est involutif.

CHAPITRE 4.

THEOREMES DE SYNTHESE SPECTRALE.

Support d’un opérateur de VAN (G).

On reprend les notations de (3.10). Si T'€ VN(G), et si veB(G),
alors u—> ¢y(uv) est une forme linéaire continue sur A(G).

(4.1) DeFiNtTioN. — Soient T € VN(G), ve B(G). On ‘note vT lopé-
rateur appartenant @ VN(G) qui est défini par ¢.7(u) = ¢r(uv), lquel
que soit ue A(G).
On vérifie facilement que VN(G) devient ainsi un B((G)-module.
Si ue A(G), veB(G), alors (vT) (u)e A(G) d’aprés (3.17), et I'on a

4.2) @T) (u) (x) = T[u(®).—](x) pour tout re G.
En effet,
OT) () @) = ¢or((W)") = ¢r((@)"v) = ¢7[(u.0)"] = T[u(®).—] @)
REMARQUES.

1° Si ue A(G) et si Te VN(G), on se gardera de confondre 1'opé-
rateur uT € VN(G) défini en (4.1) et la fonction Tue A(G) définie
en (3.18).

20 Si T =p(u), ou e M'(G), et si ve B(G), alors on a
vo(w) =p@p),

ol vy est le produit au sens usuel de la mesure p par la fonction v.
En effet, si u€ A(G) on a d’aprés (4.2) et (3.17),

.3) [0p()] @ @) = ¢ () [@H.—)] @)
=k (@) @) = [5G u@ D dp @)

= [u=2)0) d2@) = vk u@ = [p0r) ] @),

d’ou le résultat annoncé.
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30 De (4.1), il résulte immédiatement que, siue B(G) et si T € VN(G),
on a

laT [l ull.[ Tl

(4.4) ProrositioN. — Soit T€ VN(G), et soit a€ G. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) [resp. (i)'] L’opérateur p(a) est limite faible dans VN(G) d’opé-
rateurs vT, ott ve A(G) [resp. oit vE€ D (G)].

(ii) Si ueA(G) et si uT =o, alors u(a) = o.

(iii) [resp. (iii)’] Pour tout wvoisinage V de a, il existe une fonction
u€A(G)[resp. ue®(G)], a support dans V et telle que 9r(u)#o.

DEMONSTRATION. — Désignons par I, Iensemble des ue A(G) tels
que uT = o. D’aprés (4.1), il est clair que I, est un idéal fermé de A (G)
et que, dans la dualité entre VN et A, I, est ’ensemble des u ortho-
gonaux au sous-espace E, de VN(G) formé des vT, ou veA(G);
donc Iy est aussi I'orthogonal de I’ensemble des »T, ou v€®(G), car @
- est dense dans A d’aprés (3.26). Par suite, (i) et (i)’ expriment tous
deux que p(a) est orthogonal a Iy, donc (i) < (i)’. De plus, (i) <> (ii),
car, en vertu de (3.14), (ii) énonce que : u€l, entraine que
u(a) = 9, (1) = o; donc lassertion (ii) énonce elle aussi que p(a)
est orthogonal & I;.

Montrons que (ii) = (iii)’. Supposons, en effet, non-(iii)’. Il existe un
voisinage V de a tel que, pour toute ue®(G) a support dans V, on
ait 9y(u) = o. Or il existe (c¢f. F. BRunart [6], p. 46, prop. 2) une fonc-
tion u,e ®(G) telle que support (u))cV et telle que u,(a);Z o. Pour
toute ve ®(G), on a

support (vu,)C 'V, donc  ¢,7(t) = @7 (Uwv) = 0;

par densité de @ dans A, on a méme ¢7(u,v) = o pour toute ve A(G),
donc u, T = o, alors que u,(a);# o; c’est nier I’assertion (ii).

Il est évident que (iii)’ = (iii). Reste a voir que (iii) = (ii). Soit ue A
telle que u(a) 7 o; nous avons alors & démontrer que ug Ir. 11 existe 6 > o
et un voisinage compact V de a, tels que |u(x)|>J pour tout xeV.

En vertu de (3.34) et de (3.2), A(G) est réguliére au sens de SiLov :

par conséquent, il existe we A telle que w(x) = pour tout z€V

I
u(@)
(cf. par exemple C. E. RicrART [25], p. 172, théoréme (3.6.15)). Soit alors,
en vertu de (iii), une fonction h€ A, a support dans V, et telle que
r(h) 7 o. Posons v = hw. On constate que h =wou; en effet, les deux

membres sont nuls hors de V. Ainsi

9,7(1) = 97(uv) = 97(h) #Z o, donc ué Iy
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(4.5) DEFiNITION. — So0it T'€ VN(G). On appelle support de T, et
T'on note supp(T), I'ensemble des a€ G qui salisfont aux cing conditions
équivalentes de (4.4).

Le support de 'opérateur zéro est la partie vide de G. Réciproquement :

(4.6) ProrosiTioN. — Si T€ VN(G), et si T # o, le support de T est
un ensemble fermé non vide de G.

DEMONSTRATION. — D’aprés (4.4), (ii), le support de T, ensemble
des zéros communs aux v€ Iy, est fermé dans G. D’aprés le théoréme
taubérien [cf. (3.38)], pour montrer que cet ensemble est non vide,
il suffit de voir que, si T 2o, alors I+ A(G). Or, si T # o, il existe
ue AnL(G) telle que ¢r(u) # o. Soit une fonction ve A(G) valant &
sur le support de u; alors u = uv, donc

| 9ur(t) = o7(uv) = 61(w) 7 o.
Par suite, ug I;.

(4.7) REMARQUE. — Soit T€ VN(G) et, d’aprés (3.27), soit
p'(T)ea'(G)

telle que, pour tout xe€®(G), on ait : T(a) =p'(T) % «. Alors le
support de T n’est autre que le support de la distribution p'(T). Cela résulte
immédiatement de (4.4), (iii)’ et de la formule {g'(T), @ > = 97(2).
En particulier, si pe€M'(G), le support de l'opérateur p(i+) coincide
avec le support (au sens usuel) de la mesure p.

Rassemblons maintenant quelques propriétés élémentaires de la
notion de support, qui trouveront leur utilité dans la suite.

(4.8) ProPOSITION.
1° Si veB(G), et si Te VN(G), on a
supp (vT) csupp (T) nsupp (v).
En particulier, si v € B(G) s’annule au voisinage de supp(T), on avT = o.

20 supp (T) est le plus petit des fermés F de G qui remplissent la condition
suivante : pour foute ve AnL(G) s’annulant au voisinage de F, on
a o7(v) = o.

30 supp(T) est le plus petit des fermés I de G qui remplissent la condition
suivante : pour tout voisinage fermé & de F tel que le complémentaire de}<2
soit relativement compact, Uopérateur T est limile faible dans VN (G) de
combinaisons linéaires d’opérateurs p(x), olt x€L.

4° Soit Te€ VN(G), et soit o un fermé de G. Soient T. des opéraleurs

de VN (G) convergeant faiblement vers T, avec supp(T,)Cc pour tout a.
Alors supp(T)cCo.



ALGEBRE DE FOURIER. 227

50 Soient +.€C non nul, et T, T\, T.€ VN(G). On a les formules :

a. supp(AT) = supp(7T);

b. supp(T*) = [supp(T)]';

c. supp(T: + T,)csupp(T,)usupp(T.), avec égalité si, de plus,
supp(T'1) nsupp(T.) = J;

d. Si T\ ou T, est asupport compact, supp (T T.)  [supp(T)] [supp(T-)].
60 Soit T € VN(G), et soit ue (AnL)(G). Alors on a

supp(Tu) < [supp(T)] [supp (v)].
DEMONSTRATION.

10 Sur la définition (4.4), (i), il est évident que
supp (vT) c supp(T).

Montrons que supp(@T)csupp(v). Si a€supp(v), il existe un voisi-
nage V de a sur lequel » s’annule identiquement. Alors, pour toute
ue A(G) a support dans V, on a uv = o, donc

¢vr(U) = 9r(uv) = o.

Par suite, agsupp(@T), d’aprés (4.4), (iii). Si v€B(G) s’annule au
voisinage de supp(T), on a-

supp(T) nsupp (v) = 9, donc supp(@T) = 9,
donc vT = o, d’aprés (4.6).

20 D’abord, supp(7) remplit la condition indiquée : soit, en effet,
ve AnL(G) nulle au voisinage de supp(T), et soit, d’apres (3.2), une
fonction k€ A(G), valant 1 sur supp(v), et s’annulant au voisinage
de supp(T). Alors kT = o, d’aprés le 1°. Or kv =v. Donc,

or(v) = 9r(kv) = ¢47(v) = o.

Si maintenant F' est un fermé remplissant la condition de I’énoncé,
montrons que supp(T)cCF. Si a¢ F, il existe un voisinage compact V
de a et un voisinage 2 de F tels que VNnQ = . Pour toute ue A (G)
a support dans V, donc s’annulant au voisinage de F, on a

¢r(u) = o.
Donc agsupp(T), d’aprés (4.4), (iii).
30 Soit Q un voisinage fermé de F tel que le complémentaire de Q
soit relativement compact, et soit Io l'idéal des ve€A(G) s’annulant
sur L. Par bipolarité, dire que, pour toute v € Io, on a ¢7(v) = o revient

a dire que T est faiblement adhérente aux combinaisons linéaires
des p(z), x€ L. Ainsi 3° se déduit de 2°.
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4° Pour toute u€eAnL(G) s’annulant au voisinage de o, on a
9r,(u) = o d’aprés 2° donc 9r(u) = o par passage a la limite faible.
Par suite, supp(T)co, d’aprés 2°.

50 a est évident sur (4.4), (i). Quant a b, il résulte par exemple de 3°,
de la continuité de I'application T— T* pour la topologie faible, et de
la formule

p@*=p).

Montrons ¢. Si ve€(ANnL)(G) s’annule au voisinage du fermé
supp(T)usupp(T,), elle s’annule au voisinage de supp(T:) et au
voisinage de supp(T.); donc

0r,+1,(0) = ¢7,() + ¢7,(v) = 0o, d’aprés 2°.
Alors, d’aprés 29, on a
supp(Ty + T.) csupp(Ti) U supp(T.).
Supposons de plus que
supp (1) nsupp(T.) = 9.

Soit v€ A (G) telle que v (T, + T:) = o. Alors
T =—vT,=S.
Puisque, d’aprés 1°, on a
supp (S) c supp(T) nsupp(T.) = 9,
il faut, d’aprés (4.6), qu'on ait S =o. Ainsi v(Tr+ T.) = o entraine
vT,=vT,= o. Par conséquent,
supp(T') U supp(T:) csupp(T: + T),

d’apres (4.4), (ii).

Supposons, par exemple, supp(7.) compact. La formule (d) s’obtient
immédiatement (par exemple & I'aide du 3°) si T, est de la forme p(x),
olt € G, puis, a I'aide de (a) et (c), si T, est combinaison linéaire finie
d’opérateurs p(x). D’aprés 3°, pour tout voisinage fermé Q a complé-
mentaire relativement compact de supp(T:), 'opérateur T, est limite
faible de combinaisons linéaires S, d’opérateurs p(z), avec x€Q; donc,
en vertu des cas particuliers ci-dessus traités et en vertu de 4°, on a

supp(T: T2) cL[supp(T-)],
ce qui fournit (d), quand on remarque que, supp(T.) étant compact,
[supp(T)] [supp(T2)] = (n L) [supp(T)],

Q parcourant I'ensemble des voisinages fermés de supp(T;) & complé-
mentaires relativement compacts.
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6° Soit
a&[supp(T)][supp(w)],  donc a[(suppu)~']nsupp(T) = &.

Puisque supp(u) est compact, il existe un voisinage fermé V de a et un
voisinage fermé £ de supp(T) tels que : 1° V[(suppu)']nQ =9;
20 le complémentaire de £ dans G soit compact. D’aprés 3°, T est limite
faible dans VN(G) de combinaisons linéaires T, d’opérateurs p(s),
avec s€; donc, pour tout «, et pour tout xe€ G, ¢, ((u.)”) est une

somme ﬁniez cu(sy'x), ou ¢;€C, s,€8. Pour z€V, on a
i

sslzeQV, donc ;' x¢ supp(u),

d’ott suit que les ¢, ((u.)”) s’annulent identiquement pour ze V.
Par passage a la limite faible, il vient que Tu(x) = ¢r((u~)”) s’annule
identiquement pour x€V, donc ag supp(Tu).

Le théoréeme de Beurling.

Voici une généralisation non abélienne d’un théoréme de A. BEURLING[2],
théoréme étendu de R a G abélien par I. Kapransky [20] et
H. Heison [18].

(4.9) THEorEME. — Soit G un groupe localement compact. Soit a€ G.
Si T € VN (G) a son support réduit au point a, alors T est de la forme } p(a),
olt ) est une constante.

DEMoNSTRATION. — Sur (4.8), 59, (d), il est clair, a I’'aide d’une trans-
lation, qu’'on peut, pour faire la démonstration, se placer dans le cas
ol a =e. Mais, alors, d’aprés (4.8), 6°, I'hypothése du lemme (3.28)
est remplie. Donc T = A1 d’aprés ce lemme.

(4.10) CororLraire 1. — Dans Ualgébre de Banach A(G), tout idéal
primaire fermé est maxrimal.

En effet, soit J un idéal fermé de A (G) tel que les ue J aient un seul
zéro commun a. Soit E le sous-espace orthogonal & J dans VN(G);
E est faiblement fermé et invariant par les transformations T — »T,
ouveA,car J est un idéal. Si T€E et si T 72 o, il en résulte que I7>J,
et donc que supp(T) est réduit a {a}. Par suite, T est proportionnel
a p(a). Ainsi E est de dimension 1, donc J est maximal.

(4.11) CoroLLAIRE 2. — Soif a€ G. Toute ue A(G) telle que u(a) =o
est limite, au sens de la norme de A, de fonctions v, € A n L(G) qui s’annulent
dans un voisinage de a (variable avec n).

BULL. SOC. MATH, — T. 92, FASC. 2. 15
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C’est en effet une conséquence du corollaire 1 et de la caractérisation
des idéaux primaires minimaux dans une algébre de Banach réguliére
au sens de StLov (cf., par exemple, C. E. RICKART [25], p. 91, (2.7.24)).

Avant de poursuivre, il peut étre intéressant de donner Iinter-
prétation du théoréme (4.9) en termes de distributions. On a vu en (4.7)
que le support de la distribution p'(T), ou T € VN(G), n’est autre
que supp (7). Donc (4.9) énonce que les seules distributions a support
ponctuel qui définissent par convolution des opérateurs bornés dans L?
sont les mesures ponctuelles. Cette interprétation suggére une démons-
tration de (4.9) d’un principe tout différent de la précédente, et que nous
donnons maintenant.

(4.12) LeEMME. — Avec les notations de (3.25), si Te VN(G), on a
supp(Tx)Cox(suppT).

DEMONSTRATION. — Soit a€ G/ K, tel que a&ox(suppT). Pour tout
aeoy' (@), on a agsupp(T), donc il existe un voisinage V, de a tel que
or(2) = o pour toutes les «€® a support dans V. Par suite de la
compacité de o%' (a) et de I'existence de partitions de I'unité dans @ (G),

il existe méme un ouvert U, contenant o%'(a) et tel que ¢o,(w)=o
pour toute we®(G), a support dans U. Comme K est compact, il

existe un voisinage V de a dans G/K tel que o%' (V)C U; soit alors v
une fonction quelconque appartenant & @(G/K), et a support dans V.
D’aprés F. BRunaT ([6], prop. 10), on a voox € @(G); de plus, le support
de vook est contenu dans U. Donc

¢r, (V) = 9r(vook) = o.
Par suite, agsupp(Tx), d’aprés (4.4), (iii)'.

Remarquons qu’en général on ne peut remplacer l'inclusion par 1’éga-
lité dans (4.12), car on peut avoir

T#o et Tg=o, donc supp(T)#Z0 et supp(Tx) = 0.

Passons maintenant a la démonstration annoncée de (4.9). Grace a
une translation, on peut, pour faire la démonstration, se placer dans
le cas a=ce.

a. Supposons en premier lieu que G est un groupe de Lie. D’aprés (4.7),
la distribution p!(T) associée a T d’apres (3.27) a son support réduit
a {e}. D’aprés L. Scawartz ([29], t. 1, théoreme XXXYV), ¢'(T) est
donc de la forme Z ¢,Drd,, ou les D7 constituent une base de I'espace

Iplgm
vectoriel des opérateurs différentiels invariants & gauche sur G. D’autre

part, d’aprés (3.27), il faut que, pour toute «€®@(G), on ait
16'(T) ke o[l k]| o o
ol k est une constante. Ceci n’est possible que si ¢, = o pour les p % o.
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b. Supposons en deuxiéme lieu que, dans G, la famille ¥ des sous-
groupes compacts distingués K de G a quotient G/K de Lie ait son
intersection réduite a {e{. D’aprés (4.12), si K€7, on a

supp(Tx) = {eo/x ou supp(Tx) = 9.

Donc, d’aprés (a), on a Tx=2xlg, ou Ay €C et ou Iy est I'identité
de VN(G/K). Autrement dit, avec les notations de (3.23), on a

T(f) =#ixf pour toute feLi(G).
Soient K, € 5 et K,€J; alors
K nK,ed et L (G)VLi,(G)<Link(G);

par conséquent, Ay, = Ax,nx, = A, et, en fait, Ay ne dépendpas de K€ 7,
soit 24 = 2. En particulier,

Tf=1f pour toute fELD(G)=UtDk(G),
Keg
donc pour toute feL*(G), car @ est dense dans L2
c¢. Passons au cas général. Soit G, un sous-groupe ouvert de G rentrant
dans le cas (b). Adoptons les notations de (3.21). Il est clair sur (4.8),
20 que supp(T'| Gi) = {e}; donc, d’apres (b), il existe une constante 4
telle que
or(a) = da(e) pour toute ae€®@(G)
a support contenu dans G,. Remarquons, d’autre part, que, en vertu
de (4.8), 29, on a
9r(2) = o pour toute a€@(G)
a support disjoint de G,. Comme toute a€®(G) est somme finie de
translatées de fonctions appartenant & ®@(G) et a support dans G,

on obtient par linéarité que la formule ¢,(x) = Za(e) est valable pour
toute « € @(G), donc pour toute «€ A (G) par continuité, d’ou T = Al.

Le théoréme de Ditkin-Helson.

Etablissons d’abord un lemme en déduction de (4.11).

(4.13) LemME. — Soit ¥ un systéme fondamental de voisinages compacts
et symétriques V de e. Alors il existe des fonctions h, vérifiant les condi-
tions suivantes :

1° hy-€ P(G);
20 [[hyf| = hr(e) = 13
30 support (hy)C V3
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4° quel que soit ue A(G) vérifiant u(e) =o et quel que soit > o,
il existe Vo€ tel que

Vev, VeV. = |hu| <

DemonsTRATION. — Soit ¢, la fonction caractéristique de Ve<.
Posons
hy— 9rk Q/
I grli:

Alors h,-€ P(G). De plus, pour tout z€ G, on a
I I
h~x=——‘,f/ /x"d=__;.f, 1) dy,
’( ) H g””i Gg] (y) g’( y) J ngllg Vgl (Ill’_ y) )

donc h,(e) =1; d’autre part, si x¢ V2 alors pour tout yeV, on a
'y, donc h,(x) = o,
d’ou le 3°. Soit maintenant ue€ A (G) vérifiant u(e) = o. D’apreés (4.11),
considérons des v,€(A NnL)(G), nulles au voisinage de e, et telles que
lim || u —v,|| = o. Il existe un indice n, tel que, quel que soit V&<,
[ hru—hyva || Z[[ | [[u—a || = [[u—0n,[| <.

Alors, si V.€?¥ est choisi tel que VZnsupp(v,)= 9, on aura, pour
tout VcV,,

h; v, = o, donc || hyul <.
(4.14) DEerFiNITION. — Soit T€ VN(G). On dira que T remplit la
condition (H), si T est limite faible dans VN(G) d’opérateurs vT, oil
v € A(G). Par bipolarité, il revient au méme de dire que

ueA(G) et ul' =0 = 9r(u)=o.
En effet, cette derniere condition exprime que T est orthogonal a
I’ensemble des u€ A(G) qui sont tels que
9,r(u) = 9,r(V) = o pour tout ve A(G),
c’est-a-dire des u qui sont orthogonaux aux vT, veA(G).
Nous ne connaissons pas d’exemple, pour G convenable, d’un opé-

rateur T€ VN(G) qui ne satisfasse pas a I’hypothése (H). Voici des
cas ou cette hypothése est remplie.

(4.15) Si supp(T) est compact, T remplit la condition (H).

Soit, en effet [cf. (3.2)], k€ A(G) une fonction égale & 1 dans un voisi-
nage compact & de supp(T). Quel que soit ue (AnL)(G), on a ku=u
dans Q. Comme ku — u est a support compact, on a donc, d’apres (4.8), 29,

0 = ¢r(ku— u) = 9rr(u) — 97(t) = 9sr—r(w).
Par suite, kT = T, résultat plus précis que (H).
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(4.16) Si G est abélien, tout T € VN(G) remplit la condition (H).

Dans ce cas, en effet, on sait (cf. [26], p. 6) que toute ue A(G) est
limite en norme dans A (G) d’une suite de la forme uv,, o v,€A(G).
Par suite, si ue A(G) est fixé, tel que uT =o, on a

o7(u) = lim 97 (uv,) = lim9,7(v,) = o,
d’olt le résultat.
(4.17) Supposons que G posséde la propriété d’approximation (R) citée
en (1.16).

Soit M, I'adhérence en norme dans VN(G) des p(p), ot p.€ M'(G).
Alors fout T €M, est limite en norme d’opérateurs vT, ou v appartient a
Iensemble P, des vePnL(G) telles que v(e) =1; ce qui est plus
précis que la condition (H).

En effet, soit TeM', et soit ¢ > o. Choisissons :

1° une mesure p€M* telle que || T —op(p)[[p==¢;

20 un compact K de G tel que |p|(G—K) <z,

30 une fonction v€ P, telle que, pour tout x€ K, on ait

ll_v(x)léWQ

[existence d’une telle v résulte immédiatement de la condition (R)].
Alors

le@@—ve@) o=l (t—v) s
= [—r@ldipi@+2 [ dipl@=3:

et

[o(T—p@EN e Zv@ T—p()l,<Le.
Donc ~

IT—oT (= T—e@lp+ 1 p@—ve@ e+ [[2(T—p ) llp=5e.

(4.18) ProrosiTioN. — Soit T € VN(G) remplissant la condition (H).
Alors, pour tout voisinage fermé & de supp(T), Uopérateur T est limite
faible dans VN (G) de combinaisons linéaires d’opérateurs p(x), ot x € L.

DEMONSTRATION. — Soit E le sous-espace vectoriel de VN (G) engendré
par les p(x), ot x€ . Son orthogonal dans A (G) est I'idéal I des fonc-
tions u€ A (G) telles que : u(x) = o pour tout x€ Q. Pour toute uel,
on a uTl = o, d’aprés (4.8), 1°, et donc ¢r(u) =o, d’aprés la condi-
tion (H). Ainsi T appartient & I'orthogonal de I dans VN(G), c’est-
a-dire & I’adhérence faible de E.
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(4.19) TuEOREME. — Soit T € VN(G) tel que la frontiére de supp(T)
ne contienne pas d’ensemble parfait non vide.

10 Soit une fonction ue A(G) s’annulant sur supp(T). Alors uT = o.

20 Si, de plus, T remplit la condition (H), alors T est limite faible
dans VN (G) de combinaisons linéaires d’opérateurs p(x), oit x € supp(T).

DEMONSTRATION.

1° Remarquons, pour commencer, que supp(u7) est contenu dans
la frontiére de supp(T) : en effet, si a est dans l'intérieur de supp(T),
il existe un voisinage V de a sur lequel u s’annule identiquement, donc
0,7(V) = ¢r(uv) = o pour toute v€A(G) a support dans V, et par
suite, agsupp(uTl) d’aprés (4.4), (iii). Pour montrer que uT = o, il
suffit, d’aprés le théoréme taubérien, de voir que supp(uT) est vide,
donc, en vertu de I’hypothése, il suffit d’établir que supp(uT) n’a pas
de point isolé, ce que nous prouvons par I’absurde. Soit p un point isolé
de supp(uT); au prix d’une translation, on peut supposer p =e.
D’apres (3.2), soit g€ A(G) une fonction valant 1 en e et s’annulant
dans un ouvert qui contient supp(uT)—{e|. D’aprés (4.8), 1°,

supp (quT) c supp(g9) Nsupp (uT)

contient au plus le point e. Done, d’aprés (4.9), on a guT = 1.1, ou 2
est une constante. Introduisons les fonctions h,- du lemme (4.13). On a

hyu.gT = hy.guT = hy) I =2hy(e) I =1 1.
Mais, comme u(e) = o, on a, d’aprés (4.13),

lim || hyul| = o, donc 2 =o.
Q

Ainsi guT = o, alors que g(e) o, ce qui, d’aprés (4.4), (ii), contredit
Pappartenance de e a supp(uT).

20 1’idéal I des fonctions ue A (G) telles que u(x) = o sur supp(7T)
est I'orthogonal dans A (G) du sous-espace E de VN(G) engendré par
les p(x), ou xesupp(T). D’aprés 1°, quel que soit ue€l, on a uTl = o,
et donc ¢r(u) = o d’aprés la condition (H). Ainsi T est orthogonal a I,
donc faiblemerit adhérent a E.
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