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CONTRIBUTION A L'ETUDE DES APPLICATIONS LINFAIRES
DANS UN ESPACE DE BANACH ;

PAR

Pierre SAPHAR.

Introduction.

Soient E un espace de Banach complexe et T une application linéaire
continue de E dans E. A partir de la notion classique d’indice de T :

%(T) = dim ker(T) — codim T'(E),

étudiée par divers auteurs, on peut obtenir la plupart des résultats
connus sur les perturbations de T (voir, par exemple, [9], ou se trouvent
exposés ces résultats et une importante bibliographie). On peut aussi,
a partir de lindice, introduire un ouvert plus grand que l’ensemble
résolvant de T : I'ensemble de Noether de T' formé des z complexes tels
que y (T —z) ait une valeur finie. Dans cet article on essaie d’aller plus
loin. Il est nécessaire pour cela d’élaborer deux outils étudiés dans les
paragraphes 1 et 2 : la notion de cceur d’une application et celle d’inverse
relatif (F. V. ATkiNsoN avait introduit la notion d’inverse relatif d’une
application linéaire dans [1]). Ces outils menent a la notion d’application
réguliére et parfaite. Les applications parfaites d’'un ensemble dans
lui-méme admettent comme cas particuliers les applications injectives
et les applications surjectives. Dans le paragraphe 3, on étudie certaines
perturbations de 7. On en déduit I'existence d’ouverts du spectre, qui
n’avaient pas été mis en évidence & notre connaissance et qui contiennent
(2 un ensemble discret pres) ’ensemble de Noether de 7. La méthode
employée permet de déceler des propriétés utiles dans les applications,
celle de variation holomorphe du noyau de T —z, par exemple.
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Je profite de cette introduction pour exprimer toute ma reconnaissance
a M. J. Dixmier. Son aide constante m’a aidé considérablement dans
I’élaboration de ce travail.

Les principaux résultats de cet article ont été présentés dans deux Notes
aux Comples rendus d= I’Académie des Sciences ([12], [13]).

Enfin, je tiens 4 mentionner que c’est la theése de mon camarade,
Maurice AUDIN, qui a inspiré mes premieres recherches.

Terminologie et Notations.

D’une maniére générale, le vocabulaire utilisé est celui de BourBAKI.
Les principales notations sont groupées dans ce préliminaire :

— La dimension d’un espace vectoriel sera un entier positif ou + <.

— Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques (sur le corps R
des réels ou le corps C des complexes). On note £ (E, F) I'ensemble
des applications linéaires et continues de E dans F. Si E = F, on pose
£(E, E) = £ (E). On dit qu'un élément T de £ (E, F) est :

— inversible 4 droite s’il existe A € #°(F, E) tel que TA = 1y;

— inversible & gauche s’il existe Be€ « (F, E) tel que BT =1g;

— un isomorphisme si T est inversible a droite et a gauche;

— un morphisme strict, si l'application de E/ker(T) sur T (E)
déduite de T est un isomorphisme.

Enfin, nous dirons qu’un sous-espace de E est un facteur direct de E
s’il admet un supplémentaire topologique dans E.

§ 1. Geeur d'une application.

Dans ce paragraphe, E désignera un ensemble et T une application
de E dans E.

1. Rappelons qu’'un sous-ensemble M de E est dit invariant par T
si T(M) = M. L’ensemble des sous-ensembles invariants par T, ordonné
par inclusion, posséde un plus grand élément, formé de la réunion des
éléments de cet ensemble.

2. Pour tout ordinal «, on définit par induction transfinie, le sous-
ensemble de E, T*(E), vérifiant les conditions

T+ (E) = T(T*(E)),
T*(E) = (") T#(E) si « est un ordinal limite

B<a

(c’est-a-dire’un ordinal qui n’a pas de précédent).
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Remarquons que la deuxiéme propriété donne T°(E) = E.

Les T*(E) sont décroissants. Par ailleurs, si pour un ordinal «,,
T*%+*(E) = T*(E), on démontre facilement, par récurrence transfinie,
que TB3(E) = T*(E), pour tout 3> a,. Il existe donc un ordinal, que
nous noterons Z(T) ou : lorsqu’il n’y a pas ambiguité, tel que

T*(E) ;# T*(E) sioo, =<7, oy L E, oy g}
T*(E) = T*(E) si axf,

KA

Y

3. T-chaines.

Soit e, un élément de E. Une T-chaine ¢ d’origine e, est une suite
(eos €1, €, ...) d’éléments de E, finie ou non, telle que :

a. T(e1) =€ pour i>>o.

b. Aucune autre suite vérifiant la propriété (a) n’a plus d’éléments
que €.

Si ¢ a une infinité d’éléments on dit que c’est une 7T-chaine infinie.
Pour que x€E soit élément d’une T-chaine infinie il faut et suffit
que z soit origine d’une T-chaine infinie.

ProrosiTioN 1. — Les frois sous-ensembles suivants sont identiques :
— L’ensemble &, = T%(E);

— L’ensemble &, formé des origines des T-chaines infinies;

— Le plus grand sous-ensemble, &, invariant par T.

Démonstration. — Soit ze @,. Il existe ye @, avec x = Ty. On peut
construire une T-chaine infinie d’origine x. Donc zx€ @, et A, CA,.
Soient x € &, ¢ une T-chaine infinie d’origine x et ¢, = {z, Tz, T’z, ... |.
Alors T(€u¢)=cue,. On déduit que CUE Cc@, Donc zed,
et &, caA..

Soit « un ordinal. Supposons que, pour tout ordinal (3 strictement
inférieur a «, &, T#(E), et montrons que &,c T*(E).

Si « est non limite, T*(E)= T(T*~'(E)). Puisque &,cT*'(E) et

T(&,) = @, lerésultat est immédiat. Si « est limite, T*(E) = n T3(E).

B<a
L’hypothése de récurrence entraine le résultat. Puisque T°(E) =E,
nous avons montré, par récurrence transfinie, que pour tout ordinal «,
A;c T*(E); en particulier @;cA,. On a ainsi :

acaca;ca,,

La proposition est démontrée.

REMARQUE 1. — Désignons par o le premier ordinal non fini.
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Pour que x€ E soit origine d’une T-chaine finie (resp. infinie), il faut
et suffit que x€ E— T*(E) (resp. x€ T*(E)).

REMARQUE 2. — 1l est facile de donner des exemples ou £ > w.

" DEFINITION 1. — On dit que T%(E) est le ceeur de T. Le ceeur de T sera
noté T%(E) ou co(T).

ProposiTioN 2. — Supposons que T soit injective. Alors :(T) vaut o
ou w,

Démonstration. — Soit x € T (E). Pour tout entier n, il existe y, € T (E)
tel que Ty,=x. Comme T est injective, tous les y, sont égaux a un
méme élément y, d’'ou yeT*(E). Donc { <~ w. D’autre part, si I'on
avait o <fZ < w, il est clair que T ne serait pas injective. La propo-
sition est démontrée.

DErFINITION 2. — T est dite parfaite si T—'(co(T)) = co(T).

ProrosiTiON 3. — Soit Ry la relation d’équivalence, Tx = Ty, définie
par T dans E. Pour que T soil parfaite, il faut et suffit que co(T) soit
saturé pour Ry.

Démonstration. — C’est évident puisque T (co(T)) = co(T).
CoroLLAIRE. — Si T est injective ou surjective, T est parfaite.

ProrositioN 4. — Si T est parfaite, t(T) est nul ou limite.

Démonstration. — Supposons T' parfaite et £(7) non nul et non limite.
On a
T (T*(E))> T~ (E)
et
Té1 (E) # TH(E).

C’est contradictoire d’apres la proposition 3. Donc £(T) est nul ou limite.

4. Dans ce numeéro on précise les propriétés de co(T) et :(T) lorsque E
est muni de structures algébriques ou topologiques.

ProposiTioN 5. — Supposons que E soit un A-module et T une appli-
cation linéaire de E dans E. Alors pour que T soit parfaite, il faut et suffit
que ker(T)cco(T).

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition 3.
ProposiTiON 6. — Supposons que E soit un espace vectoriel sur un

corps K et T une application linéaire de E dans E. Alors si ker(T) est
de dimension finie, £(T) = w.
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Démonstration. — Supposons dim(ker(T)) <<+ . Soit ye T (E).
La suite (T*(E) n T~ (y)): e~ est une suite décroissante de variétés linéaires
non vides, de dimension finie. Donc elle stationne pour un entier k,.
On peut écrire :

ToE)nT-'(y) = < N (E)) NT-(y)

keN

= ) (TE)> T @)

kEN

= TH(E)n T~ (y).

Donc T*(E)nT—'(y) n’est pas vide. On en déduit ‘que T*(E) est inva-
riant par T. Donc, £(T) < w.

ProrosiTiON 7. — Soient E un espace de Fréchet réel ou complexe et T
un morphisme strict de E dans E. Alors, si ker(T)nco(T) est de codimen-
sion finie dans ker(T), T*(E) est fermé dans E pour tout ordinal o.

Démonstration. — Soit « un ordinal. Supposons que, pour tout 8 < «,
T*(E) soit fermé et montrons que T*(E) est fermé. Si « est limite, on en
déduit que

T+(E) = m T8 (E)
B<a
est fermé. Si a est non limite,
T*(E) = T(T*'(E))
= T'(T*"'(E) + ker(T)).
D’aprés I'hypotheése de la proposition, T*!(E) + ker(T) est la somme
de T*—!(E) et d’'un sous-espace vectoriel de dimension finie.

On déduit d’aprés BourBaki [4], que T*'(E) 4 ker(T) est fermé.
Par ailleurs, le morphisme strict T donne la décomposition canonique

E-2 Ejker(T) 5 T(E),
dans laquelle ¢ est un morphisme strict et ¢ un isomorphisme.
T*(E) = T(T*(E) + ker (T))
= o (Y(T*(E) + ker(T))).
Puisque T*'(E) + ker(T) est fermé, il en est de méme de
$ (T (E) + ker(T));

T*(E) est alors fermé puisque ¢ est un isomorphisme. On en déduit la
conclusion par récurrence transfinie.
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CoRrOLLAIRE. — Pour que co(T) soit fermé dans E, il suffit que U'une
des conditions suivantes soit vérifiée :

a. ker (T) est de dimension finie;

b. T est parfaite.

§ 2. Notion d’inverse relatif.

1. Dans ce paragraphe E et F désignent deux ensembles, T une appli-
cation de E dans F, R la relation d’équivalence associée a T. Si M
est une partie de E, la restriction de T' & M sera notée T | M.

Nous poserons une définition voisine de celle d’ATkiNsoN [1].

DEFINITION 3. — On dit qu’une application X de F dans E est un
inverse relatif de T si
TXT =T
et
XTX =X.

Remarque (AtkinsoN [1]). — Si X, est une application de F dans E
telle que TX,T =T, on vérifie immédiatement que X = X;TX, est
un inverse relatif de T.

Prorosrition 8. — Soit X un inverse relatif de T. On a alors les propriétés
suivantes :
[XT(E) = X(F) et Rxr= Ry,
[TX](F) = T(E) et Rix = Ry.
T| X (F) est une bijection de X(F) sur T(E) qui admet X|T(E) pour
bijection inverse.

Démonstration. — On a
[XTI(E)c X(F)c[XTX](F) c[XT(E).
Donc
[XT(E) = X(F).
Par ailleurs, pour tout couple (z, y) de (EXE) :

Ter=Ty = XTx=XTy
et
[XTe=[XT)ly = TXTx=TXTy = Txr=Ty.
Donc
RXT= R’[.

On démontre de méme les propriétés relatives a TX.
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On en déduit immédiatement les résultats énoncés sur T | X(F)
et X|T(E).

La proposition suivante donne une relation entre cceur d’une appli-
cation et inverse relatif.

ProrosiTioN 9. — Soit T une application parfaite de E dans E. Alors
pour fout inverse relatif X de T, co(T) est stable par X.

Démonstration. — Puisque [TX]| T(E) = 11, on a
[TX](co(T)) = co(T).

Donc
: X(co(T))c T~ (co(T)).
Puisque

T-'(co(T)) = co(T),
on a bien

X(co(T)) cco(T).

2. Cas ou E et F sont des espaces vectoriels topologiques.

Dans ce numéro E et F sont des espaces vectoriels topologiques sur le
corps R des réels ou le corps C des complexes et T' un élément de £ (E, F).

ProrosrtioN 10. — Si T admet un inverse relatif linéaire et continu X,
TX est un projecteur continu de F sur T(E) parallélement a ker(X),
XT est un projecteur continu de E sur X(F) parallélement a ker(T).

Démonstration. — On vérifie immédiatement que TX et XT sont des
projecteurs continus; on obtient alors les résultats voulus a partir de
la proposition 8.

ProrosiTioN 11. — Pour que T admette un inverse relatif linéaire et
continu X, il faut et suffit que T soit un morphisme strict de E dans F
pour lequel ker(T) (resp. T (E)), soit facteur direct de E (resp. de F).

Démonstration. — Supposons que T admette un inverse relatif linéaire
et continu X. D’aprés la proposition 10, ker(T) (resp. T(E)) est facteur
direct de E (resp. de F). Par ailleurs, E/ker(T) et X(F) sont isomorphes,
puisque ker(T) et X(F) sont supplémentaires topologiques dans E.
De plus, on déduit de la proposition 8 que T'| X (F) est un isomorphisme
de X(F) sur T(E). Alors, E/ker(T) et T(E) sont isomorphes et T est un
morphisme strict. La condition de I’énoncé est donc bien nécessaire.
Sa suffisance résulte de la proposition plus précise que voici.

ProrposiTioN 12. — Soit T un morphisme strict de E dans F pour
lequel ker(T) [resp. T(E)), admette un supplémentaire topologique H,
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dans E (resp. H, dans F). Alors, il existe un inverse relalif linéaire et
continu, unique, X tel que X(F) = H, et ker(X) = H..

Démonstration. — L’unicité découle aussitdt de la proposition 8.
Prouvons l'existence. E/ker(T) est isomorphe a H, et aussi a T(E).
Donc S = T'|H, est un isomorphisme de H, sur T(E). Désignant par P
le projecteur continu de F sur T'(E) parallelement 4 H,, on vérifie que
Papplication X = S~ P a les propriétés désirées.

CoroLLAIRE 1. — Supposons que T soit un morphisme strict injectif
de E dans F, et que T(E) soit facteur direct de F. Alors T est inversible
a gauche. Tout inverse relatif linéaire ef continu X est un inverse a gauche
de T.

CoROLLAIRE 2. — Supposons que T soit un morphisme strict de E sur F
et que ker(T) soit facteur direct de E. Alors T est inversible a droite. Tout
inverse relatif linéaire et continu de T est un inverse a droite de T.

Les résultats de ces corollaires sont indiqués dans Boursaxkr [4].

CoROLLAIRE 3. — Soient E et F deux espaces de Fréchet et T € «° (E, F).
Alors si dim ker(T) <+ et codim T(E) <+, T admet un inverse
relatif linéaire et continu.

En effet, d’aprés GRoTHENDIECK ([11], exerc. 4, p. 74), T (E) est alors
fermé dans F. T est donc un morphisme strict. Par ailleurs, on sait
(BourBaxki [4]) que ker(T) (resp. T (E)) est facteur direct de E (resp. de F).

Remarque. — Les propriétés du paragraphe 2, n° 2, peuvent se géné-
raliser au cas out E et I sont des A-modules et T une application linéaire
de E dans F.

§ 3. Perturbations de certaines applications
dans les espaces de Banach.

Dans ce paragraphe, E et F sont deux espaces de Banach réels ou
complexes. Selon le cas, T désignera un élément de < (E, F) ou £ (E).
La norme de T sera notée | T'|. Les ensembles °(E, I') et £(E) seront
munis de la topologie de la norme (topologie de la convergence bornée).
Supposons T parfaite ou possédant un inverse relatif, on étudie certaines
perturbations de T.

Dans le cas ou T posséde un inverse relatif, des résultats ont déja
été obtenus par GokHBERG ([7], [8]), GokHBERG et KREIN [9], ATKINSON [1],
AupiN [3] et DieEUDONNE [6]. Dans tous ces résultats, des hypothéses du
type dim ker(T) <+ ou codim T'(E) <+ sont essentielles. Nous
avons obtenu, d’une part des résultats qui ne font pas intervenir ces
hypothéses, d’autre part des résultats qui complétent ceux obtenus par
ces auteurs et peuvent jouer un roéle important dans les applications.



APPLICATIONS LINEAIRES DANS UN ESPACE DE BANACH. 371
1. Etude de certaines perturbations.

Dans ce numéro T est un élément de £ (E), et 1 désignera I’application
identique de E.

DErFINITION 4. — Un élément T € £(E) est dit régulier s’il admet un
inverse relatif linéaire et continu X.

DerFINITION 5. — Soit M un sous-espace de E. Nous désignerons

parz (M) 'ensemble des éléments Ue £ (E) tels que UM)cM. Si M
est fermé dans E, 2 (M) est une sous-algeébre de Banach de £ (E).

TuEorREME 1. — Soit T un élément de £ (E) régulier et parfait [de sorte
que co(T) est fermé dans E d’apres le corollaire de la proposition 7] et X un
inverse relatif linéaire et continu de T. Désignons par ¥ la boule ouverte

de Z (co (T)) centrée a Uorigine et de rayon | X |~'. Alors pour lout Ue®,
T — U est régulier et parfait et
ker(T — U)cco(T)cco(T— U).

De plus :
RWU) =[1—XUI"'X=X[1—UX]

est un inverse relatif linéaire et continu de T — U.

Démonstration. — Soit Ue?, 1i— UX et 1— XU sont des iso-
morphismes de E sur E. Par ailleurs on vérifie immédiatement, par
multiplication 4 gauche par 1— XU et a droite par 1— UX que

[1— XU} X = X[1— UX]"' = R(U).

Nous allons montrer que R(U) est un inverse relatif de T — U.
Désignons par G(U) la quantité

G(U) = [T — U]—[T — U] R(U)[T — U]
— [T— Ul[i— R(U)[T— U]},
1—R(U)[T— U] = 1—[1— XU"' X [T — U]
= [1— XU [1— XU] — [1— XU"' X [T — U]
(1) = [1— XU [1— XT],
G(U) = [T — U][1— XU} [1— XT]
=[T + TXU— TXU —U][1— XU} [1— XT]
= [T[1—XU]+[TX— 1] Ul[1— XU} [1— XT]
= [TX —1] U[1— XU}-'[1— XT].




372 P. SAPHAR.

Puisque T est parfait, on a Xe Z (co(T)) (proposition 9), donc
XUe 2 (co(T)); puisque co(T) est fermé,

[1— XU} = ) (XU)*

k=0
appartient aussi a Z (co(T)). Par ailleurs,

[1— XT|(E) = ker(T).
Donc
[GO](E) =[[TX —1] U[1— XUJ*] (ker (T)).
Puisque T est parfait, on déduit (proposition 5) :
[G(U)] (B) < [[TX —1] U[t— XUJ~"] (co(T)) < [TX—1] (co(T)) = (o),
puisque TX projette E sur T(E).
Donc G(U) = o. Par ailleurs
RWU)[T—UJRU) =1 —XU*X[T— U} X[1— UX]
=[1— XU [XTX —XUX][1— UX]!
=[1— XU X[1— UX][1—UX]
= R(U).
Donc R(U) est un inverse relatif linéaire et continu de T— U.
De plus
[T — Ul (co(T)) = [T (+— XU)] (co(T))-
Puisque 1— XU et [1— X U] sont des éléments de 2 (co(T)), on a

[1— XU] (co(T)) = co(T)
et
[T — Ul (co(T)) = T (co(T))
=co(T).
On déduit
co(T)cco(T—U).
Par ailleurs,
ker(T — U) =[1—R(U) [T — UJJ(E)
=[1— XU [1 — XT](E),
d’aprés 1'égalité (1).
ker(T — U) = [1— XUJ (ker (T)).
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On déduit que ker(T'— U)cco(T), puisque T est parfait et que
[1— XUl e ¥ (co(T)).
On a finalement

ker(T — U) c co(T) c co(T — U).

T — U est bien un élément régulier et parfait de £ (E).
Gardant les notations du théoréme 1, on a aussi le :

TuéoriME 2. — Pour fout Ue?,

— ker(T— U) admet X(E) pour supplémentaire topologique et est
isomorphe en tant qu’espace vectoriel topologique a ker(T);

— [T — U] (E) admet ker(X) pour supplémentaire topologique et est
isomorphe en tant qu’espace vectoriel topologique a T (E).

Démonstration. — ker(T — U) admet [R(U)] (E) pour supplémentaire
topologique (proposition 10). Or
[R(D(E) = [X[1— UX]'[(E) = X(E).
ker(T — U) et ker(T) ayant le méme supplémentaire topologique X (E)
sont isomorphes entre eux en tant qu’espaces vectoriels topologiques.
[T— U](E) admet kerR(U) pour supplémentaire topologique. Or,
R(U)=[1—XUI"'X.

Donc
kerR(U) =ker X.

[T — U] (E) et T(E) ayant méme supplémentaire topologique, ker(X),
sont isomorphes entre eux en tant qu’espaces vectoriels topologiques.

COROLLAIRE. — Pour tout Ue<,

dim ker(T' — U) = dim ker(T), codim ker (T — U) = codim ker (7)),
dim [T — U] (E) = dim T (E), codim [T — U] (E) = codim T (E).
Remarque. — Si T est inversible a droite, co(T) = E et 2(00 (T)) = £(E).

Les théorémes 1 et 2 nous redonnent des résultats de DIEUDONNE [6] :
Soit X un inverse a droite de T, linéaire et continu. Alors, pour
tout Ue £ (E) tel que | U|<|X [, T—U est inversible a droite
et ker (T — U) isomorphe a ker(T).

2. Propriété du bicommutant de T.

Pour appliquer les théoréemes 1 et 2 il est nécessaire de vérifier la
propriété Ue Z (co(T)). Nous allons donner une condition suffisante
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pour que cette propriété soit vérifiée. Soit T € £ (E). Notons { T}’ le
commutant de T, { T'}" le bicommutant de 7. On sait que {T}" et { T |"
sont des sous-algébres de Banach de £(E) et que {T}"c{T}.

ProposITION 13. — Pour fout T € £ (E), { T}’ est contenu dans Z (co(T)).
Démonstration. — Soit Ue{T}'.

T(U(co(T)) = U(T (co(T))) = U(co(T)).

Donc U(co(T)) est invariant par 7. On en déduit que U EZ (co(T)).

Des théoremes 1 et 2 de la proposition 13 on déduit le :

TutorEME 3. — Soit T un élément de < (E) réqulier et parfait. Alors
Uensemble Reg(T) des éléments U de {T|" tels que T— U soit régulier
et parfait est ouvert dans {T|". De plus, les applications U — classe
d’isomorphie de ker(T— U), U —>classe d’isomorphie de [T — U](E),
U — co (T — U) sont localement constantes sur Reg(T).

Démonstration. — Soit. U,eReg(T). Alors, pour tout Ue|T}”
on vérifie que U—U,€{T— U,}'. Donc, d’aprés la proposition 13,

U—Use Y, (co(T—Uy)). Puisque T—U=T—U,— (U—U,), on

déduit du théoréme 1 que Reg(T) est ouvert. Il résulte alors directement
du théoréme 2 que les applications U — classe d’isomorphie de ker (T — U)
et U —>classe d’isomorphie de [T — U](E) sont localement constantes
sur Reg (T).

Soit alors X un inverse relatif linéaire et continu de T — U,.

D’apres le théoréme 1, il existe un voisinage de U, dans Reg(T) dans
lequel R(U) =[1—X(U—U,)]™'X est un inverse relatif linéaire et
continu de T — U. L’application U —| R(U)|~! étant continue, il existe
un voisinage W de U, dans Reg(T) et une constante m positive telle
que |[R(U)|"'>m si UeW. Désignons par W’ le voisinage de U,

dans Reg(T) formé des Ue W tels que | U—Us| <= Si Uie W', on
| Ui— U,| <§ et |RU)[>m.

Donc -
|Ui— Ul < |R(U) |t et [U—Uo| <|RUo) [

D’aprés le théoreme 1, on a alors
co(T—Uy)cco(T—U,) et  co(T—U)cco(T—U),.

On en déduit immédiatement que I'application U—>co(T — U) est
localement constante sur Reg(T).
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3. Familles d’applications dépendant analytiquement d'un
parametre. ’

Dans ce paragraphe E est un espace de Banach complexe.

Soit D un ouvert de C et n un entier positif. Supposons qu’a tout z
de D soit associé un sous-espace vectoriel M, de E, de dimension n.
Posons la

DEriNiTION 6. — On dit que M. a une base holomorphe dans D, s'il
existe une famille de fonctions (fi, f», ..., fx), définies dans D, a valeurs
dans E, holomorphes, telles que la famille (f.(2), f-(2), - - -, fx(2)) soit pour
chaque z de D une base de M..

On a alors la

ProposiTioN 14. — Pour que M. ait une base holomorphe dans D,
il suffit qu'on ait la propriété locale :

Pour tout z, de D, il existe un voisinage V, de z, dans D et une famille
de fonctions (f%, 3, ..., f%) définies dans V., a valeurs dans E, holo-
morphes, telles que la famille (f3(z), f3(2), ..., f%(z)) soit pour chaque z
de V, une base de M..

Démonstration. — 11 suffit de prouver le résultat pour une composante
connexe D, de D. Soient z, et zg deux points de D, tels que Von Vg~ 0.
Pour tout z de V,n Vg, il existe un isomorphisme de M. sur lui-méme,
Ay 5(2), tel que

1 =425 @1 (7).

Soient M4 g(z) la matrice qui représente A, g(z) dans la base (ff(z)) et G
le groupe de Lie des matrices complexes inversibles a n lignes et n colonnes.
L’application z— My g(z), de Von Vg dans G, est holomorphe et 'on
vérifie que, si VanVgn V£ 0, My 5(2). Mg y(2). Mo g(z) est 1a matrice
qui représente ’application identique. Le systéme des My s(z) (2o et zg
dans D,), définit donc, [5], un espace fibré analytique de base D, et
groupe G. Puisque D, est non compact et de dimension 1 et G connexe,
on déduit, d’aprés GRAUERT [10], que ce fibré est analytiquement trivial.
Il est donc analytiquement isomorphe a D, X C*. On en déduit immédia-
tement que M. a une base holomorphe dans D. Le résultat est démontré.

Cette proposition peut s’appliquer a des situations variées :

AppLicaTION 1. — Soient n un entier positif, A un ouvert de C,
z— T, une application holomorphe de A dans £ (E). On sait (théoréme 2,
Remarque) que I’ensemble D des z de C tels que T soit inversible a
droite et dim ker(T.) = n est ouvert dans A. On pose, pour tout z de D,
dim ker(T.) = M..
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ApPLICATION 2. — Soient A un ouvert de C, z-> T. une application
holomorphe de A dans £ (E) telle que T.-=T + A(z) avec A(z)e|{T}"
pour tout z de A. Il résulte du théoréme 3 que l'ensemble des z tels
que T soit régulier et parfait est ouvert dans A. On prend pour D une
composante connexe de cet ouvert sur laquelle ker (7:) a une dimen-
sion finie. Elle est alors constante. On pose, pour tout z de D, ker(T';) = M..

On montre de la méme maniére dans les deux cas que la proposition 14
s’applique :

Soit veD et X un inverse relatif linéaire et continu de T,. Soit V
le voisinage de v dans D formé des z tels que |T.—T.|<<|X|
On pose R(z) =[1—X(T:— T,)]7'X pour tout z de V. D’apres le
théoréme 1, on sait que 1,— R(2)T. projette E sur ker(T:). L’appli-
cation z— 15— R(2) T, de V dans £(E), est holomorphe.

Soit (x:, >, ..., x,) une base de ker(T)).

Posons
fi@ =[1—R@T:Ja  (1=i=n).

Alors la famille (f.(2), f2(2), ..., fn(2)) est une base de ker(T:.) dans un
voisinage V' de v. On peut donc appliquer la proposition 14 : ker(7'.) a une
base holomorphe dans D.

4. Propriétés particuliéres de la famille z -~ T — z (z€ ().

Dans ce numéro E est un espace de Banach complexe et T un élément
de ~(E). Notant N, I'ensemble des entiers positifs N augmenté de + oo,
on peut poser la :

DEFINITION 7. — Pour tout neN el peN, lensemble des zeC
tels que T —z soit réqulier et parfait avec dimKker(T'—z)=n et
codim [T —z](E) = p sera noté RP (n, p; T).

RemMARQUE 1. — D’aprés le corollaire 3 de la proposition 12, pour
tout ne N et peN, RP (n, p; T) est I'ensemble des z de C tels que T'—z
soit parfait avec dim ker (T—2z) = n et codim [T —z](E) = p.

REMARQUE 2. — L’ensemble U RP(n,0;T) [resp. U RP (o,p; T)J,
nenN pPEN
est formé des z de C tels que T — z soit inversible a droite (resp. a gauche).
L’ensemble RP (o, o; T') est I’ensemble résolvant de T, p(T). Le complé-
mentaire de RP (o, o; T) dans C est donc le spectre de T, o(T).

En appliquant les résultats des n°s 2 et 3, on obtient le

THEOREME 4 :
1° Pour ne N et peN, RP (n, p; T) est ouvert dans C.
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20 Pour neN et peN, Uapplication z->co(T—z) est localement
constante sur RP (n, p; T).

30 Pour neN et peN, ker(T —z) a une base holomorphe dans
RP (n, p; T).

Le type de variation de ker(7 —z) décrit dans la propriété 3 du
théoreme 4 est lié de facon essentielle a la notion d’application parfaite
comme le montrent les propositions 15, 16, 17 et 18.

ProrpositioN 15. — Soient x, € E ef V un ouvert de C. Supposons qu’il
existe une fonction holomorphe f définie dans V, a valeurs dans E, telle

que [T — z]f(z) = x,. Alors, pour tout z de V, <x0, f (), f (!z), f”(!z), --->est

1 2

une [T — z]-chaine infinie issue de x,.

Démonstration. — Soit z,€ V. Au voisinage de z,, on peut écrire

@©

f(z) = 2 a,(z— z))".

n=—~o0
On a la relation

[T —211@) = [z—2] 1) + .,

2 [T —z]a.(z—z))" :Z au(z— 2, F .

n=—~0 n—o
On obtient entre les a, les relations

[T—z]a =z,
[T—z]tn=a—  (n>1).

Donc (z,, @y, ai, ...) est une [T — z,]-chaine infinie issue de z,. C’est
le résultat désiré.

CorROLLAIRE. — Pour tout z de V, f(z) e co(T — z).

Ce résultat découle de la proposition 1.

ProrosiTion 16. — Soient ne N, V un ouvert de C. S’il existe n fonc-
tions (fi, fs - .., fn) holomorphes dans V, a valeurs dans E, telles que
la famille (fi(z), f2(2), ..., f2(2)) soit une base holomorphe dans V
de ker(T —z), T —z est parfait pour tout z de V.

Démonstration. — En effet, on a [T —z] fi(z) = o, pour tout z de V
et tout’i. D’aprés le corollaire dela proposition 15, ker (T — z) c co (T — z).
pour tout?zIde V. Le résultat découle alors de la proposition 5.



378 P. SAPHAR.

ProrpositioN 17. — Soit T € £(E), tel que co (T) soit fermé dans E.
Alors, il existe un voisinage V de Uorigine dans C tel que

ker(T —z)cco(T)cco(T —2) pour tout z de V—{o}.

Démonstration. — Puisque co(T) est fermé, T | co(T) est un morphisme
strict. Donc il existe une constante k > o telle que tout x de co(T)
puisse se mettre sous la forme z = Ty avec yeco(T) et |z| <k|y]|.
Soit z,€co(T). On peut trouver une 7T-chaine infinie (z,, a. a,, ...)
telle que, pour tout n, | a,| < k”| a,|. Désignons par V l’ensemble des z
de C tel que |z| < k~'. La série entiere f(z) =2 a,z" converge pour

n=0

tout z de V. On a

[T—Z] f(Z) :2 [T(I,,—— alz—~1] zn + Xy = Xy.

n=1

D’apreés le corollaire de la proposition 15, pour tout z de V, x, € co(T — 2).
Donc, pour tout z de V, co(T)cco(T —z).

Par ailleurs ker(T —z) est invariant par T pour tout z de C—{o}.
On a bien

ker(T —z)cco(T)cco(T —z) pour toutz de V—{o}.

CoroLLAIRE 1. — Soit Te€ £ (E). Si le ceeur de T est fermé, T —z est
parfait, pour tout z appartenant a un voisinage de Uorigine privé de o.

CoRrOLLAIRE 2. — Soit T € #(E). Supposons que le cceur de T soit fermé
et que ker(T)nco(T) ait une dimension finie n. Alors, il existe un voisi-
nage de Uorigine dans C pour tout z duquel dim ker(T —z)nco(T —z) = n.

Démonstration. — D’aprés la proposition 17,
ker(T —z) =ker((T — z)| co(T)).
Par ailleurs, o€ RP(n, o; T |co(T)). La propriété découle alors immsé-
diatement puisque RP(n, o; T'|co(T)) est ouvert dans C.

ProrposiTioN 18. — Supposons qu’il existe une fonction R holomorphe
définie dans un ouvert V de C, a valeurs dans £ (E), telle que, pour touf z
de V,

[T—2z]R@)[T—z]=T—=z
Alors, pour tout z de V, T —z est régulier et parfait.

Démonstration. — Pour tout z de V, R,(z) = R(z)[T —z] R(z) est
(d’apres la définition 3, Remarque) un inverse relatif linéaire et continu
de T'—z. Donc, 1— R, (2) [T — z] projette E sur ker(T — z). Zoient z,€ V
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et z,eker(T—z). Pour tout z de V, [1— R.(2)[T —z]]z, appartient
a ker(T —z). On déduit du corollaire de la proposition 15 que

[t—Ri (@) (T —2)]z€co(T—2)

et en particulier que x,€co(T—z). Donc, d’aprés la proposition 5,
T — z est parfait pour tout z de V. L’existence de R,(z) entraine par
ailleurs que T'— z est régulier. Soient E’ le dual topologique de E muni
de la topologie forte, ou topologie de la norme, et ‘T I'application trans-
posée de T. Alors :

THEOREME 5. — Si T est un élément de «(E) réqulier (resp. réqulier
et parfait), il en est de méme de 'T. De plus, pour neN el peN, on a :

RP(n, p; TYCRP(p, n; ‘T).

Démonstration. — Soient T un élément régulier de £(E) et X un
inverse relatif linéaire et continu de 7. On vérifie immédiatement que ‘X
est un inverse relatif linéaire et continu de ‘7.

Supposons que T soit régulier et parfait. D’aprés le théoréme 1,
R (z) =[1—2zX)"'X est, pour tout z tel que |z|<<|X|™', un inverse
relatif linéaire et continu de T—z. Donc ‘(R (z)] est un inverse relatif
linéaire et continu de /[T —z]. Puisque I'application z—'[R(z)] est
holomorphe, on déduit de la proposition 18 que {T —z] est régulier
et parfait.

Soient alorsne N, pe N et ze RP (n, p; T). On sait déja que [T —z]
est régulier et parfait. Par ailleurs, puisque ker/[T —z] est I’orthogonal
de [T —z](E) dans E’, on déduit que la dimension de ker/[T — z] est p.
Enfin, ker (T —z) est I'orthogonal dans E de [T —z](E’). On en déduit
que la codimension dans E’ de I’adhérence faible de (T —z) (E') est n.
Puisque T—z est un morphisme- strict, ((T'—z)(E’) est faiblement
fermé. Le résultat est démontré.

Soient n et k deux éléments de N et p un élément de N. II est possible
d’obtenir un résultat sur la variation de ker(T —z)* dans RP(n, p; T) _

ProrpositioNn 19. — Soit (fi(2), f2(2)s - - ., fx(2)) une base holomorphe
dans RP(n, p; T) de ker(T —z). Alors la famille des (f\/’(2)) (1= 1< n,
0=j=k—1) est une base holomorphe de ker (T — z)*.

. . . fi(z) . .
Démonstration. — La famille des < J—,) (1£iLn oLjk—1),
forme, d’aprés la proposition 15, 1'ensemble des k premiers éléments
de [T — z]-chaines issues d’une base de ker(T — z). D’aprés Aupin (3],
puisque les origines représentent une base de ker(T—z), cette famille
est une base de ker(T — z)%, pour tout z de D. Il en est alors de méme’
de la famille des (fi/’(2)).

BULL. SOC. MATH. — T. 92, FASC. 4. 25
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Soit pe N. Utilisant la proposition 19, il est possible de préciser la
valeur constante de co(T—z) sur chaque composante connexe de

RP(n, p; T) :

ProposiTioN 20. — Soient neN, peN, D une composante connexe
de RP(n,p; T). Alors la valeur constante dans D de co(T—z)

est m [T — A](E). De plus, pour tout z de D, (T —z) vaut o ou » selon
ren
que p est nul ou non.

Démonsiration. — Puisque RP(n, p; T)cRP(p, n; 'T), il existe une
base holomorphe dans D, (g:(2), ¢:(2), - .., g,(2)), de ker (T —2z).

Siye ﬂ (T —17) (E), alors {y, g:(z) > = o, pour tout z de D et tout i.
L\ED

Soit z,€D. Les relations sur y sont équivalentes a <(y, ¢i*(z)> = o,

pour tout k de N et tout i. D’aprés la proposition 19, ces derniéres sont

vérifiées si et seulement si y est orthogonal a ker(/(T — z,)*) pour tout k

de N. Cette derniére propriété est équivalente a ye[T —z]?(E).

Donc [T —z]*(E) = m[T—?\] (E). Soit ye[T—=z]”(E) et = une

solution de I'équation [T —z]x =y.
On a, pour tout z de D :

o=y, 9:(2) >
= (T —z)z, 9:(z) >
=&, [T—2)] 9:(2) >
= (z—2)<®, :(2) ).

Donc z€[T —z)?(E). On déduit que (T —z) Zw. Il en est de
méme de £(T —z) pour tout z de D. On a alors les deux possibilités
suivantes :

— p=o : alors pour tout z de D, £(T —z,) =o0 et co(T—z)=E;

— p#o : puisque i(T—z) est limite (proposition 4), (T —z2)
vaut o pour tout z de D, et co(T—z) = ([T — 2] (E).

rebD

5. Applications a 'ensemble de Noether.

Soient E et F deux espaces de Banach réels ou complexes et T un
élément de £ (E, F). Rappelons qu’on appelle indice de T la quan-
tité y(T) = dim ker(T) — codim T'(E). Cette quantité est définie sauf
si dimker(T) et codim T'(E) sont simultanément infinis. En outre,
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%(T) jouit d’une propriété logarithmique : si A et B sont deux éléments
de £(E), on a

2 (AB) = x(A) + x(B)

pourvu que deux des termes de cette égalité soient définis (ATkINSON [1],
Aupin [3)).

On connait par ailleurs les propriétés suivantes :

1° y(‘T) =—y(T), pourvu que l'un des deux termes soient finis
(AupIx [3]).

20 L’ensemble des T de £(E, F), tels que y(T) ait une valeur finie,
est ouvert dans £(E, F) (ATKINSON [2]).

30 Si E est un espace de Banach complexe et T un élément de £ (E),
I’ensemble des z de C, tels que x (T — z) soit fini, est un ouvert 9t de C.
On dit que 9t est 'ensemble de Noether de T. Sur chaque composante
connexe A de 9, y (T — z) a une valeur constante. De plus, dim ker(T — z)
et codim [T —z](E) sont constants sur une partie A, de A; A—A, est
un ensemble discret sur lequel dim ker(T'—z) et codim [T —z](E) ont
une valeur plus grande que sur A (GoxHBERG [7], [8], AuDIN [3]). Nous
allons retrouver les propriétés 3 et 4 par des méthodes nouvelles et en
donner d’autres en application des résultats précédents.

ProrosiTION 21. — Soit T un élément de £ (E, F) tel que x(T) ait une
valeur finie. Alors T est régulier.

Si X est un inverse relatif linéaire et continu de T, on a y(X) =— x(T).
De plus, pour tout élément U de £ (E, F) tel que 1,— UX soit un iso-
morphisme de F sur F, on a y(T —U) = y(T).

Démonstration. — 11 résulte directement du corollaire 3 de la propo-
sition 11 que T est régulier.

Soit alors X un inverse relatif de T, linéaire et continu. TXT = T.
2(T) = x(TXT) = x(T) + x(XT), puisque x(T) existe. On en déduit
0=y(XT)=x(X) + x(T). Donc x(X)=—yx(T). Soit enfin U un
élément de £ (E, F) tel que 1,— UX soit un isomorphisme de F sur F.
On a y(1;— UX) = o. Puisque y(1,— UX) et x(X) existent, il en est
de méme de y(X(1,— UX)) et aussi de x(X(T — U)X), donc aussi
de (T — U).

On peut alors écrire

2(X) =1 (X (15— UX)) = ¢ (X(T — U)X) = 2 2(X) + 2(T — V).
On en déduit
12(X) +x(T—U) =o,

ou
2(T — U) = %(T).
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Remarque. — La proposition 21 reste valable si E et F sont des espaces
de Fréchet.

CoroLLAIRE 1. — Pour tout Uer(E, F) tel que |U|<|X[,
1(T — U) = 7(T).

CoroLLAIRE 2. — Soient E un espace de Banach complexe et T un élément
de ££(E). Alors, I'ensemble de Noether 9t de T est ouvert. Sur chaque compo-
sante connexe de 9, U'indice de T — z est constant.

ProrosiTiON 22. — Soit A une composante connexe de 9t. Alors, il existe
deux éléments de N, n et p, el une composante connexe A,, unique,
de RP(n, p; T) tels que A, soit contenue dans A, A— A, étant un ensemble
discret. Par ailleurs pour fout z de A—A,, dimker(T—z)>n et
codim (T —z)(E) > p.

Démonstration. — Soit z,€A. Alors co(T — z,) est fermé (corollaire de
la proposition 7). On peut donc appliquer la proposition 17 : il existe
un voisinage V de z, dans C, tel que I'application T —z soit parfaite
pour tout z de V—{z,|. On conclut que 'application T — z est parfaite
pour tout z de A sauf sur un ensemble discret A.. Donc il existe ne N
et peN tels que A — A,eRP (n, p; T) Soit A, la composante connexe
de RP(n, p; T) qui contient A—A,. On a

A—A,cA cA.
Puisque A;nA, est vide, on conclut que
A =A—A,.
Par ailleurs, d’aprés le corollaire 2 de la proposition 17,
dimker(T—z)nco(T—z)=n
pour tout z de A. Donc, en tout point z, de A— A, =A,,
dim ker(T —z)) > n.
On conclut, puisque (T —2z)=n—p, que
codim (T —z) (E) > p.

CoROLLAIRE. — L’ensemble de Noether, 9C, de T est la réunion de

U EP@p:T)

neEN, reN

et d’'un ensemble discretf.
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On peut de plus compléter le théoréme 5 :
TuEorEME 6. — Pour tout neN et tout pe N,
RP(n, p; T) = RP(p, n; ‘T).

Démonstration. — Soient A, une composante connexe de RP(n, p; T),
A’ la composante connexe de RP(p, n; ‘T) qui contient A, (théoréme 5)
et A la composante connexe del’ensemble de Noether de T qui contient A,*
Puisque y (T —z) =— (T —=z)) pour tout z de C tel que l'un des
deux termes soit fini (Aupin [3]), A est une composante connexe de
I'ensemble de Noether de ‘T. On a donc d’aprés la proposition 22 :

AcAicA  ou  A—A,cA—A,.

Soit z,€ A —A,. On a codim (T — z,) (E) > p ou dim ker (T — z,) > p.
On conclut que z,€ A — A'. Donc A — A, = A — A, qui entraine A, = 4'.
La proposition est démontrée.

CoroLLAIRE. — Soit A une composante de I’ensemble de Noether de T
on sait qu’il existe deux entiers n el p et une composante connere A,
de RP(n, p; T) telle que A, cA, A— A, étant discret. Dans ces conditions,
le nombre maximal de [T — z]-chaines (resp. ‘([T — z)-chaines), issues
de ker (T —z) (resp. ker'(T —z)), infinies et linéairement indépendantes
est constant et égal a n (resp. p). Les seuls points de A ot U'on ait des
[T — z]-chaines finies issues de ker(T—z) (resp. des T — z]-chaines
finies issues de ker!|T —z]) sont les points de A—A,.

Démonstration. — On sait (AubIN [3]) que, pour que des [T — z]-chaines
issues de ker(T — z) soient linéairement indépendantes, il faut et suffit
que les premiers éléments de ces [T —z]-chaines soient linéairement
indépendants. Par ailleurs, d’apres la proposition 17, corollaire 2, pour
tout z de A, dim(ker(T'—z)nco(T — z)) = n. Enfin, d’aprés la propo-
sition 6, pour tout z de A, £(T —2) <.

Soit alors z,€A; d’aprés la proposition 1, remarque 1, tout vecteur
issu de ker (T — z,) nco(T —z,) est origine d’une [T — z,]-chaine infinie
et tout vecteur issu de ker(T —z,) —ker(T — z,) nco(T — z,), origine
d’une [T —z,] chaine finie. Les résultats sur les [T — z]-chaines sont en
évidence. Les résultats sur les [T — z]-chaines s’obtiennent immédia-
tement puisque A est une composante connexe de I’ensemble de Noether
de ‘T' et RP(n, p; T) = RP(p, n; ‘T).

Aupin ([3] et erratum de M. L. ScHwARTz) avait essayé d’obtenir des
résultats analogues dans des conditions plus générales.
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