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LES NOMBRES DE TAMAGAWA
DE CERTAINS GROUPES EXCEPTIONNELS (r

PAR

J. G. M. MARS.

0. Énoncé du théorème.

Le but de ce travail est de démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME. — Le nombre de Tamagawa de tout groupe algébrique
semi-simple de type F^ défini sur un corps de nombres algébriques est
égal à i, ainsi que le nombre de Tamagawa de tout groupe « spécial » de
type Ec.

Voici ce que nous entendons par groupes spéciaux de type E^
Soit Go le groupe simplement connexe déployé de type Ec, sur k.

Les /c-formes de Go sont en correspondance biunivoque avec les éléments
de H^k, Aut (Go)). Les groupes appelés spéciaux dans l'énoncé du
théorème sont les groupes qui correspondent aux éléments de l'image
de rhomomorphisme canonique

H^k, Go) ->H^ (k, Aut (Go)).

Notre méthode de démonstration, qui est essentiellement celle de
WEIL [15], permet d'établir le même résultat pour un corps de fonctions
algébriques de dimension i sur un corps fini dans l'hypothèse que les
nombres de Tamagawa en question sont finis et sous réserve de l'exacti-
tude de quelques assertions de géométrie algébrique qui n'ont peut-être
pas été démontrées pour un corps non parfait (cf. le § 11).

La démonstration utilise la représentation d'un groupe spécial G
de type Ee, comme groupe des automorphismes de la forme cubique det
d'une algèbre de Jordan exceptionnelle simple réduite X, dont l'algèbre
de coefficients est une algèbre d'octaves. Nous démontrons que le nombre

(1) Thèse, Faculté des Sciences de PUniversité d'Utrecht, 1965.
BULL. SOC. MATH. — T. 94, FASC. 2. 7
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de Tamagawa de G est égal au nombre de Tamagawa du stabilisateur
dans G de tout point de X où l'application det est submersive. Or, si x
est un tel point, le stabilisateur de x est un groupe semi-simple de
type F^ [si det (x) 7^ o] ou une extension par un groupe unipotent d'un
groupe semi-simple simplement connexe du type Bi, [si det (x) = o].
Dans le dernier cas, le nombre de Tamagawa du stabilisateur de x est
connu : il est égal a i .

Le fait qu'on obtient ainsi tous les groupes de type ^4 et tous les
groupes spéciaux de type Ec, sur les corps de nombres algébriques peut
être démontré par voie cohomologique (pour la méthode, voir [6],
chap. III).

Au chapitre 1 nous démontrons les résultats nécessaires, relatifs aux
orbites et aux sous-groupes de stabilité de G. Le chapitre II contient
la démonstration du théorème sans s'occuper de la vérification de
certaines conditions de convergence; la vérification de celles-ci, au
chapitre III, rend la démonstration complète.

Nous ferons usage des Mémoires de SPRINGER sur les algèbres de Jordan
exceptionnelles ([7] à [11]), où nous renvoyons pour les démonstrations
des résultats rappelés au chapitre I, § 1. Un résumé des notions adéliques
se trouve dans [15], paragraphes 3-4.

CHAPITRE I.

Les algèbres de Jordan exceptionnelles.

1. Notations et rappels.

On considère une algèbre de Jordan exceptionnelle simple réduite X
de dimension 27 sur un corps commutatif K de caractéristique ^z 2, 3.
C'est-à-dire que X est une algèbre commutative, mais non associative,
possédant un élément unité e, et munie d'une forme quadratique non
dégénérée Q, telle que les conditions suivantes soient satisfaites :

(a) Q (x2) = (Q (x)Y- si [x, e] = o
(on note [x, y] la forme bilinéaire Q(x + y)—Q(x)— Q (y));

(b) [ x y , z ] =[x,yz];

(c) Q(e)=^

(d) X possède des diviseurs de zéro ^ o;
(e) X est simple;
(f) la dimension de X sur K est 27.



LES NOMBRES DE TAMAGAWA. 99

Les algèbres qui vérifient les conditions (a), (b), (c) ont été étudiées
par SPRINGER dans [7]. Tout élément x d'une telle algèbre satisfait à
une équation cubique :

(i) r'—[x, e\xî—(Q(x)—-[x, e^x—dei(x)e==o;

x -> det (x) est une forme cubique sur X. La condition (d) équivaut
à l'existence d'un idempotent 7^ o, e, ou encore à l'existence d'un
élément x ^- o tel que det (x) = o ([7], lemmes 1 à 3). Si u2 = u, u 7^ o, e
(i) montre tout de suite qu'on a Ç(u) = - ou Q(u) == i ; si Q(u) == -?
u est appelé idempotent primitif et n'est pas décomposable en une somme
de deux idempotents non nuls; si Q(u) = i, e—u est un idempotent
primitif.

Soit alors u un idempotent primitif de X. La multiplication par u
est une transformation linéaire de X, symétrique par rapport à Q, qui
a o, - < » i pour valeurs propres possibles. L'espace vectoriel X se décompose
en une somme directe orthogonale

X==Ku+K(e—u)+E,+E,,

où £0 est le sous-espace de X formé des éléments x tels que [x, e] == o,
ux = o, et où Ei est le sous-espace des éléments y de X tels que uy = - y .
La condition (e) implique que £'1^0 et que dim (JSo) > i. Pour x e Eo,
î/çEi, on a

x^= Q(x)(e—u),

y^^QW^+i^+y.y,

(y, y ' ) -> y o y ' étant une application bilinéaire symétrique de Ei x-Ei
dans £'0.

On peut trouver XiçEo tel que Q(xi) == y Ei est somme directe
4

orthogonale de ses sous-espaces £"4- et E— formés respectivement des
éléments y de Ei tels que Xiy = -. y , resp. x^y =— . y. Soit C le
sous-espace de Eo orthogonal à rcj. Si a^-çE^, et a_-e£L sont choisis
de manière à avoir Q(a+) Ç(a-) 7^ o, tout élément de E_ (resp. E+)
s'écrit d'une manière, et d'une seule, sous la forme a+c (resp. a-c)
avec ceC. C peut être muni d'une structure d'algèbre à composition
sur K : le produit ^r de cette algèbre et la norme N sont définis par

ûL-coûLC/:== 7 Q(a+oa-)ciçc',
4

e(c)-e(^oûL)N(c),
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pour c, c' e C. On a alors

(a-c')c=^Q(a-)a^c'),

(a+c)c-Ç(^)a_(c*<».

Enfin, les deux formules suivantes sont à ajouter à notre « table de
multiplication » :

y+^y+=Q(y+)x,,
y-°y-=—Q(y-)^i,

si y+çE+, y-çE-; et pour Q on a encore

ç(^c) = ̂  e(^) ô(c), e^-c^ ^ ç(a-) ç^),
Ç(^o a_)= ^0(^)0(0-).

On voit qu'un élément de X est déterminé par la donnée de trois éléments
de K et de trois éléments de C, et les formules écrites ci-dessus permettent
de définir un isomorphisme de l'algèbre de Jordan X sur une algèbre
de matrices hermitiennes d'ordre 3 à coefficients dans l'algèbre à
composition C.

Des démonstrations de tout ce qu'on vient de dire se trouvent dans [7].
Rappelons encore que la condition (e) équivaut à l'irréductibilité du

polynôme det ([7], theorem 4).
La classe d'isomorphie de l'algèbre à composition C introduite plus

haut est indépendante du choix de l'idempotent u et de celui de
l'élément a-i; elle ne dépend même que de la classe d'équivalence de
la forme cubique det (une démonstration de ce fait se trouve dans [8], § 2).
Toute algèbre à composition isomorphe à C s'appelle algèbre de coeffi-
cients pour X. L'hypothèse (f) sur la dimension de X n'est qu'une autre
façon de dire qu'on suppose que l'algèbre de coefficients de X est une
algèbre d'octaves.

Il existe une forme trilinéaire symétrique (x, y , z) -> [x, y , z] et une
seule sur X x X x X telle qu'on ait [x, x, x] === det(:r) pour tout xçX.
Cette forme trilinéaire et la forme bilinéaire associée à Q déterminent
une application bilinéaire (x, y) -> x x y de X x X dans X par la formule

3 [ x , y , z ] = = [ x x y , z ] .

On a, pour tout xçX,

(x x x) x (x x x) = det(.r) x

(pour une démonstration, voir [10], p. 260).
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Posons, comme dans [11], R = K(e—u) +£'0, et soit Ci la forme
quadratique sur R définie par

Ci (̂  —u)+d)= y— Q(a) (S € K, a e £o).

Posons encore rr == Ç(e — u) — a si x = ̂ (e — u) + a. J? est somme
directe orthogonale pour Ci de C et du plan hyperbolique Kv + Ky,

où v = - (e — u) + n-i.
2

Voici quelques formules pour le produit x (les démonstrations sont
immédiates quand on utilise l'expression (4) de [8] pour ce produit)

uxu==o, uxx=-x, uxy=o,
2

(2) < xxx == Qi(x) u, xxy =—xy,

^ /X^ /==^ /oy— I Ç(^ / ) (e—u)€J? ,
2t

si xçR, yç-E^ On déduit tout de suite de ces formules que

(3) dei(z)=^x)+[x,yxy],

si z= \n +x +?/, xçR, î/eE'i.
La notation suivante nous servira au paragraphe 6. Pour x, yçX,

soit ^>(x, y) la transformation linéaire de X définie par

^(x,y)(z)==<2yx(xxz)—^ [y , z}x— ^[x, y]z',

(x, y) -> 9 (x, y) est une application bilinéaire de X x X dans l'espace
des invariants infinitésimaux de det introduite par FREUDENTHAL
dans [2] (où cp( , ) est noté <[ , ^>]. On a la formule

(4) 29(.r, xxy)+^(y, x x x ) ==o (x,yçX);

c'est la formule (1.28) de [2], et c'est aussi ce qu'on obtient en linéarisant
la formule (7) de [10].

Si u est un idempotent primitif de X, on vérifie facilement que
^(u, z) = o équivaut à zçR,

2. Extension du corps de base; réduction module p.

Soit L une extension du corps K. Si Xp est une algèbre sur K vérifiant
les conditions énumérées au paragraphe 1, toutes les structures de XK
s'étendent de façon évidente à XL == L 0K XK, et XL, muni de ces
structures, est une algèbre sur L qui vérifie les conditions du paragraphe 1 :
le seul point qui n'est pas tout à fait évident, à savoir l'irréductibilité
du polynôme det, est démontré dans [7] (lemma 4).
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Si k est un corps de nombres algébriques ou un corps de fonctions
algébriques de dimension i sur un corps fini, si X/, est une algèbre de
Jordan possédant les propriétés du paragraphe 1, et si M est un réseau
dans Xk, la « réduction modulo p » relative au réseau complété M
donne, pour presque toute place finie p de k, une algèbre de Jordan
sur le corps résiduel satisfaisant aux conditions du paragraphe 1 (l'irré-
ductibilité du polynôme det se démontre à l'aide du lemme de Hensel).
De plus, en choisissant M convenablement, on peut « réduire » la forme
quadratique Qi sur R, etc.

3. Le groupe G et ses orbites.

Les notations de ce paragraphe sont celles du paragraphe 1 (exception
faite pour le dernier alinéa de ce paragraphe).
' Soit F le groupe des automorphismes g de l'espace vectoriel sous-jacent

à X pour lesquels il existe v^g^çK^ tel qu'on ait
(5) dei(g(x)) = v(g) det(x) pour tout ;reX.

g -> v (g) est un homomorphisme de r dans K\ dont le noyau sera
désigné par G. Au choix d'un idempotent primitif u de X on fait corres-
pondre un homomorphisme y de K* dans r tel que \> o y == i : pour t e K\
^(t) est l'application linéaire de X sur lui-même définie par

(6)

n0(u)=/-^,
y(0(^)=te,

ï(OQ/)=^
(xçR, yçEi). r est produit semi-direct de G et de y(X*). Le déterminant
d'une transformation linéaire g appartenant à r est ^(gY : cela est exact
pour g = ̂ ( t ) et les transformations de G ont déterminant i, parce
que G est engendré par des éléments unipotents (voir [11], theorem 1,
pour une algèbre d'octaves sans diviseurs de zéro; à peu près la même
démonstration s'applique à l'autre cas).

Pour tout gçT, l'application linéaire g de X dans lui-même définie par

[g^9(y)]=[^y] (^yex)
appartient à r, et g-->g est un automorphisme d'ordre 2 de r; on
a v(g) = ^(^)~1. La condition (5) équivaut à la suivante :

(?) gW x 0(y) = v (9) 9^ x y) pour x, y e X
([11], propos. 3). Cette formule, jointe à la définition de 9(0;, y) donnée
à la fin du paragraphe 1, fait voir que
(8) ? (9(x), 'g(y)) = g o 9 (x, y) o g-^

si gçT.
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LEMME 1. — Soit gçT. Pour que g laisse Ku invariant, il faut et il
suffît que g laisse R invariant. Et, si g{u) = '>.u, g induit sur R une simi-
litude de Qi de multiplicateur ^((y)""'.

Ce lemme se démontre facilement à l'aide de la formule (7) lorsqu'on
observe que, d'après les formules (2), z x z ç K * u entraîne zçR.

Soit H le sous-groupe de r composé des éléments g de r tels que
g(R) == R, et notons f l'application qui, à chaque élément de H, fait
correspondre sa restriction à R. SPRINGER a démontré que f applique H
sur le groupe GO^ÇQi) des similitudes directes de la forme quadratique Ci
sur 7?. La démonstration donnée dans [11] repose sur une proposition
([11], p. 4^2) que nous copions :

Pour tout tç. GO^(Q\), il existe deux transformations linéaires non
singulières Uj , u.^ de £j telles qu'on ait

u^xy) = t(x) u,(y) (xçR, y ç E , ) ' ,

U i , u.i sont uniques à un facteur scalaire commun près; on a

[UiQ/0, u,(y.^] = a[y,, y,],

avec (7€JC*.
On voit facilement que l'application qui, à tout tç. GO+(Qi), fait

correspondre la classe dans K*/K*2 de l'élément o-, est un homomorphisme
de GO^ÇQï) dans K*IK^-; on l'appellera ici la norme spinorielle et
notera GO'(Ci) le groupe des éléments de GO^ÇQi) de norme spino-
rielle i. La restriction à (^(Çi) de cette norme spinorielle est la norme
spinorielle usuelle.

Soit tç. GO^ÇQi), et soient u.i et o- comme plus haut. L'application
linéaire g telle que

g(u) == vu, g ( x ) = t(x) (xçR),
g(y)=^(u) (y^Ei)

appartient à f~1 (t), et v (g) = o-z si x est le multiplicateur de t. Le noyau
de /' se compose des transformations g de la forme

(9)

g(u) = À2 u — 7-'2 C X C + C,

g(x) = x,
9(y) ̂ -^À-^xc +7î/,

avec ÀeK*, ceEi. Pour une telle transformation g on a v(g) == /.2.
Il résulte de ce qu'on vient de dire que f(Hr\ G) est l'ensemble
des tç. GO+(Ql) tels que la classe dans K*IK^- du multiplicateur de t
soit identique à la norme spinorielle de t.

Cherchons maintenant les orbites de G et de r dans X.
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(à) Soient Xi, x^ç.X tels que det (xi) det (.1*2) -//L o. D'après un résultat
de SPRINGER ([10], propos. 4), il existe gçT tel que g(xi) == ^2 si et
seulement si les formes quadratiques det (;Ti)-1 [x, x. Xi] et det^)"1 [x, x, x^}
sont équivalentes. Or, la forme 3 det (.ri)"1 [x, x. Xi] est équivalente à
une forme

(10) ^ +£iS:3 +^—riN(d')—^N(c,)—^N(c-,),

où N désigne de nouveau la norme de l'algèbre d'octaves C et où y j , 72
y.3 sont des constantes telles que f i ^2 y^ = i ; on peut, en effet, munir
l'espace vectoriel X d'une nouvelle structure d'algèbre de Jordan qui
a Xi pour élément unité et qui a un multiple scalaire de det pour forme
cubique (SPRINGER [10], § 3 (a)), de sorte qu'il suffit de calculer [xxx, e].
Quand on calcule, un peu plus généralement, [xxx,u 4 - (3y+yy] , on
voit en même temps que toute classe d'équivalence de formes du type (10)
est en effet représentée. Donc :

PROPOSITION 1. — Les orbites de T dans le sous-ensemble des xçX
iels que det(:r) 7^ o sont en correspondance biunivoque avec les classes
d'équivalence des formes quadratiques du type (10). Pour tout içK\
chacune de ces orbites de T contient exactement une orbite de G sur laquelle
det prend la valeur i.

Nous notons U(i) l'ensemble des xçX tels que det (a;) = i (l'eJQ.
Si l'algèbre C est décomposée, c'est-à-dire si sa norme N est hyper-
bolique, il n'y a qu'une seule classe d'équivalence de formes du type (10);
donc, l'ensemble des xçX tels que det(;r) ̂  o est une orbite de r, et,
pour tout iç.K\ U(i) est une orbite de G. Si K = R et si C est sans
diviseurs de zéro, N est définie positive et il y a deux classes de formes
du type (10); par conséquent, U(i) est réunion de deux orbites de G,
et l'ensemble des x tels que det(;r) 7^ o est réunion de deux orbites de r.

Si K est un corps de nombres algébriques, désignons par K le nombre
de places de K où l'algèbre d'octaves ne se décompose pas; ces places
sont toutes infinies réelles. Le nombre de classes d'équivalence de
formes (10) est alors ^, de sorte que G a 2^ orbites distinctes dans
chaque U(i).

(b) Soit V l'ensemble des éléments x de X tels que x x x == o, x -^ o.
Tout élément de Y est, soit un multiple scalaire d'un idempotent primitif,
soit un niipotent ([8], lemma 1). Si .Ti, x.z sont deux éléments de V, il
existe toujours g G G et ÀeJT tels que g(Xt) == ^2 : on peut prendre
pour g une transvection (SPRINGER [11], propos. 5 (c)). Et, pour qu'il
existe un élément h de G tel que h(Xi) = ̂ .Xi (où À est donné), il faut
et il suffit que À soit norme d'un élément de C\ Supposons, en effet,
que Xi est un idempotent primitif u (il suffit évidemment de considérer
ce cas). Si hç. G applique u en Au, % induit une similitude de la forme
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quadratique Ci sur R de multiplicateur À (lemme 1), et À est par consé-
quent norme d'un élément de C* (puisque AN est alors équivalente
à N). La réciproque est démontrée dans [11] (lemma 4) (pour une algèbre C
sans diviseurs de zéro; pour une algèbre C décomposée, c'est plus facile :
lemma 3 de [11] reste évidemment valable et lemma 4 s'ensuit). On
en conclut :

PROPOSITION 2. — Les orbites de G dans V sont en correspondance
bijectiue avec les classes de K* suivant N((7). r opère transitivement sur Y.

En particulier, le nombre d'orbites de G dans V est égal à i si C est
décomposée, est égal à 2 si K == R, C sans diviseurs de zéro, et est égal
à 2^ si K est un corps de nombres algébriques.

(c) Considérons l'ensemble U(o) = {xçX : det(x) = o, xxx^ o j .
Soit XiÇ.U{o\ et posons yi=XiXXi (i === i, 2). Alors y;€V. Si gçT
est tel que g(xi) = x-^, on a g (z/i) == ^O/)"1^. Réciproquement,
si î/0/i) = ^(g^y^ on a ^Ox^i) = ̂  x.r-2.

Cherchons d'abord les orbites de G. Soit u un idempotent primitif.
Il résulte de (b) et du fait que zxzçK^u entraîne z ç R que, après avoir
effectué des transformations de G, on aura rri, r^e-R, Qv(x\) Q\(x^) 7^ o.
D'après le lemme 1, tout élément de G qui transforme Xi en x^_ appartient
au groupe H des éléments de r qui laissent R invariant; et la première
partie de ce paragraphe montre que, pour que Xv et x^ appartiennent
à une même orbite de G, il faut et il suffit qu'il existe tç. GO+(Ql) tel
que t(xi) = x-2 et tel que la classe dans K*/K*2 du multiplicateur de i
soit identique à la norme spinorielle de /. Soit Xo e -R, Ci (Xo) ^£ o, et
considérons l'ensemble F des xçR tels que Qi(x)ç. Çi(^u) N(C*); c'est
une orbite pour GO^Çi). Soit M le stabilisateur de Xo dans (^(Çi).
Si o-(Q et x(/) désignent respectivement la norme spinorielle de t et
la classe dans JT/JT2 du multiplicateur de / (te GO4-(Ci)), l'appli-
cation t-> (j(f) it(0~1 définit par passage aux quotients une appli-
cation surjective :

GO^O/M -> (Jr/K^/^M);

le premier de ces deux ensembles s'identifie de manière évidente à
l'ensemble F, et il résulte immédiatement de ce qu'on a dit plus haut
que deux éléments de F ont même image dans (K^'K^fo- (M) si et
seulement s'ils sont conjugués par un élément de G.

PROPOSITION 3. — Choisissons pour toute classe a de K* suivant N(C^)
un élément Xy.çR tel que Çi(rCa)ea, et soit My. le stabilisateur de Xy.
dans O^Çi). L'ensemble des orbites de G dans U(o) est en correspondance
bijective avec la réunion disjointe des ensembles (JC^/X*2)/^ (Ma), où o-
désigne la norme spinorielle, a parcourant l'ensemble K*/N(C*). L'ensemble
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des orbites de T dans U (o) est en correspondance bijectiue avec
l'ensemble K7N(C*).

La dernière assertion résulte de ce que l'ensemble F considéré plus
haut est une orbite pour GO^(Q[).

La proposition 3 montre que U(o) est une orbite de G si C est décom-
posée. U(o) comprend trois orbites de G si K = R, C sans diviseurs
de zéro : si x+, x- e R sont tels que Ci (x+) > o, Ci (rr_) < o, la forme
induite par Qi sur le sous-espace orthogonal à Xy. est définie pour Xy. = x+
et est d'indice i pour Xy, •== :r_, ou inversement; donc, pour l'un des
deux Ma on a o-(Ma) = {IT j et pour l'autre cr(Ma) = R7R". Si K est
un corps de nombres algébriques, G a 3^ orbites dans î/(o). Pour montrer
cela, on prend n'a de la forme au 4- u(açK*, u, u comme au paragraphe 1);
M y, est alors le groupe des rotations de la forme quadratique —a^ + Q\(C)\
si cette forme est définie (positive ou négative) à j places réelles de K,
le théorème de Hasse pour les formes quadratiques montre que K^K*2

x

se compose de 27 classes suivant <7(Ma); il y a donc^. ( ". p7 == 3^ orbites.
7=0

On observera que, chaque fois que K est un corps localement compact
non discret, G n'a qu'un nombre fini d'orbites dans chacun des
ensembles U(i) (l'eX), V, et que ces orbites sont ouvertes dans U(i),
resp. V.

Si k est un corps de nombres algébriques ou un corps de fonctions
algébriques de dimension i sur un corps fini, et si X/, est une algèbre
de Jordan exceptionnelle sur k, notons XA l'espace adélique attaché
à X/, et notons G/, (resp. G^) le groupe des automorphismes de la forme
cubique det sur X^ (resp. le groupe adélique correspondant, c'est-à-dire
le groupe adélique attaché au groupe algébrique des automorphismes
de det). Les raisonnements précédents montrent alors que deux éléments
de X/c sont conjugués par un élément de G/c si et seulement s'ils sont
conjugués par un élément de G\ et que chaque orbite de G\ dans XA
sur laquelle la forme det prend une valeur i ç. k, contient un point de XA.

4. Les sous-groupes de stabilité.

Dans la première partie de ce paragraphe les notations sont celles
des paragraphes 1 et 3.

Il nous faudra connaître la structure des groupes de stabilité, dans r
et dans G, de tous les éléments de X.

Soit Xo e X.
i° Si det (rcu) 7^ o, on peut changer la structure d'algèbre de Jordan

sur l'espace vectoriel X comme cela a été dit déjà au paragraphe 3 :
Xo devient élément unité et la nouvelle forme cubique est un multiple
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de det. Le groupe de stabilité de Xo, dans G ou dans r, est identique
au groupe des automorphismes de la nouvelle algèbre de Jordan.

2° Supposons det(:fo) = o, XoXXo^o, et supposons de plus, ce qui
est licite, que Xo e J?. Les éléments de r qui laissent Xo invariant, laissent R
invariant et leurs restrictions à R sont des rotations de Ci. Une nouvelle
application des résultats mentionnés dans la première partie du para-
graphe 3 montre que le groupe de stabilité To de rco dans r est une
extension du groupe de stabilité de Xo dans O^Çi) par le groupe B
des gçT tels que la restriction g \ R de g à R soit l'identité; autrement
dit, on a une suite exacte

(n) i^B—ro^O^Ço)-^!,

où Ço désigne la restriction de Ci au sous-espace de R orthogonal à n-o.
Les éléments de B sont les transformations de la forme (9) (§ 3). L'image
de Ton G dans O-^Ço) est le groupe orthogonal réduit O^Ço).

3° Soit :Co X x^ == o, x^ o. Il suffit de considérer un idempotent
primitif x^ == u. D'après le lemme 1, pour qu'un élément g de T laisse u
invariant, il faut et il suffit que g laisse R invariant et que g induise
sur R une similitude de multiplicateur ^)-'. L'application g->g R
définit un homomorphisme du groupe de stabilité Tu de u dans r sur
le groupe GO'(Ci); le noyau de cet homomorphisme est l'image par g -> g
de B n G, B étant le groupe des transformations (9) ; B n G est formé
des transformations (9) avec / == ± i. Il y a donc une suite exacte

(12) i-.BnG-^r.-.GO^Ç,)- -1.

L'image de r,n G dans GO'(Q,) est 0'(Q,\
Les remarques i° à 3° permettent de déterminer la structure des

stabilisateurs en tant que groupes algébriques.
Dans le reste de ce paragraphe, on suppose donnés un corps de base

parfait k et une algèbre de Jordan exceptionnelle X^. sur k (possédant
les propriétés habituelles), et l'on note X la variété algébrique définie
sur k correspondante (pour rapprocher cette notation de celle qu'on
a suivie jusqu'à présent, on pourrait considérer X comme étant l'algèbre
de Jordan K (g)A X/, sur une extension algébriquement close K de Je).
r sera le groupe algébrique des similitudes de la forme det, v l'homo-
morphisme de r dans le groupe multiplicatif G//,, G le noyau de v, etc.
On sait que G est un groupe algébrique semi-simple de type E(,
([11], theorem 3).

Soit rcoeXA. Le stabilisateur de x, dans r (resp. dans G) est un
sous-groupe À-fermé de r (resp. de G).

Si det (^0)7^0, la remarque i° ci-dessus et le numéro 3 (a) de [10]
montrent que le stabilisateur de Xo est le groupe des automorphismes
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d'une algèbre de Jordan définie sur A. Ce stabilisateur est donc un groupe
algébrique semi-simple de type jF/, ([11]» theorem 3).

Si det(a*o) == o, XoXXo^ o, on a la suite exacte (n), où les groupes
et les homomorphismes sont définis sur k. To est un groupe connexe
et son radical est B. C'est, entre autres, le module algébrique de To
qui nous intéresse. Rappelons que le module algébrique A d'un groupe
algébrique connexe H défini sur k peut être déterminé au moyen de
la formule

ûû (a-1 xd) == A (a) ûo (x),

où G») est n'importe quelle jauge sur H (voir [15], § 4).
Le module algébrique de To peut être calculé dans le radical B de To.

Les transformations de B sont de la forme (9); si ^(À) [resp. u(c)] est
la transformation (9) avec c = o (resp. À = i), on a t(^)~1 u(c) t(^) = u(^c),
Comme le déterminant de la transformation c -> À c de Ei est 710 == v (/(^))8.
le module de To est le caractère g -> v (gY de ce groupe.

Le groupe Br\ G a deux composantes connexes dont l'une est un
groupe unipotent. Le groupe To n G est pourtant connexe. Pour le voir,
il suffit de produire un sous-groupe connexe de To n G qui contient la
transformation (9) avec c = o, À =— i. Comme, d'après la propo-
sition 3, les éléments x de R tels que Qi(x) 7^ o sont tous conjugués
pour G, leurs stabilisateurs sont conjugués dans G (sur une clôture
algébrique de k) et il suffit de prouver la connexion de l'un quelconque
de ces stabilisateurs. On a donc le droit de remplacer Xo par un élément
de C (qui n'est plus nécessairement rationnel sur k). Le groupe 5 des
transformations u -> u, v -> ^- u, v -> ̂ v, c -> c, y+-^ ^y+, y--> ̂ -J y-
est alors contenu dans le stabilisateur de Xo dans G, est connexe et
rencontre les deux composantes de Bc\ G.

La connexion de To n G étant démontrée, on en déduit que To n G
est une extension du groupe « spin » d'une forme quadratique en 9 variables
par un groupe unipotent.

Le dernier cas à examiner est celui où Xo == u. On a la suite exacte (12).
L'image par g -> 7) du tore S considéré dans le cas précédent est contenue
dans Tul^G; Tu et r,<n G sont donc connexes. Le radical de Tu est
produit semi-direct de la composante connexe de Br\ G et du tore formé
des transformations u -> u, x-^^x, y ->^y. Le module de I\ se trouve
être identique au caractère g -> v ( g ) ' ' de I\. Le stabilisateur Ta n G
de Xo dans G est une extension du groupe Spin(Çi) par un groupe
unipotent.

5. Corps finis.

Soit K un corps fini à q éléments (et de caractéristique 7^ 2,3). On veut
calculer le nombre d'éléments de chacun des ensembles U(i) (içK), V,
introduits au paragraphe 3.
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Choisissons un idempotent primitif u. Pour z = \n + x + y (Î,^K,
xçR, yçEi), on a

(i3) zxz== Qi(x)u +yxy +î,x—'2xy

[formules (2) du § l], et z x z == o équivaut à

Q, (x) =o,
04) yx^+^^o,

^/==o.

Les solutions de ce système d'équations se divisent en trois types :

(a) ^7^0, x ==—^yxy, y quelconque; le nombre de ces solutions
est ^"(g—i);

(b) \ = o, y x y = o, y-^ o, xy = o;
(c) ^ = o, ?/ == o, Qi (x) == o; parmi celles-ci il y a (q9—i) (g^+i)

solutions non nulles.
Utilisant les notations du paragraphe 1, posons

x=r]V + Ç P +c, y = a+c'-{-a-c" (ïî, ÇeK; c^^eC).

Alors, d'après les formules du paragraphe 1, on a

yx== ï'na-c"+ ï ^a+c' 4-aia_(c'*c)+a^a+^^c"),(15) 2 2
y x y ^ ^ N ^ v - ï - ^ N ^ D + ^ c ^ c ' ,

où ai, a2, pi, p:,, ^3 sont des constantes appartenant à K qui dépendent
de a+ et a— Pour calculer le nombre des solutions (&), nous démontrons
un lemme.

LEMME 2. — Supposons donné un élément y de E tel que y x y = o,
y ̂  o. AZors Zes éléments x de R tels que xy = o forment un sous-espace
linéaire de R de dimension 5.

Écrivons, en efîet, x et ?/ comme ci-dessus; la condition y x y == o
s'exprime par

c'^c^o, N ( c r ) = N ( c " ) = o ,

et l'équation xy = o s'écrit

(16) alC^c^—^c', a^c^—^.

Comme y ̂  o, c' et c" ne sont pas tous deux nuls, et pour des raisons
de symétrie il suffira de considérer le cas où l'on a c ' -^ o. Choisissant
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alors aç.C tel que c" :== c'* a [ce qui est possible parce que c'* c" = o,
N^) = o], la première des équations (16) est équivalente à

ce- ^ay 1 n a + c ' - k C .

Si c === — - ay1 YÎ a + (•/ * ^, on a

c * c'7 ==— ^ ay1 yîN(a) c' + c' * (^*a) * c';

comme c ' * C * c' == Kc', il existe alors un élément Ç de K et un seul

tel que a^c * c^ ===— ^ Çc^. La dimension de l'espace des solutions (ri, Ç, c)

de (16) est donc égale à i + dimc' ^ C = 5, et le lemme 2 est démontré
(pour les résultats concernant l'algèbre d'octaves C qu'on utilise dans
ce paragraphe et le suivant, voir [12]).

Le nombre des y e Ei tels que y x y = o, y ̂  o, est facile à calculer :
il y a (ç4—i) (ç^+i) éléments c' de C tels que N^) = o, c ' y ^ o, et
pour chacun de ces éléments c ' , il y a g4 éléments c" tels qu'on ait c ' * c" =o,
N ( c " ) == o, puisque ces éléments sont de la forme c" = c'* a, avec ae C.
Le nombre cherché est donc (ç4 + i) (^4—i) ( q ' ' + i) == (ç8—i) (^:! 4- i).
Compte tenu du lemme 2, cela donne pour le nombre des solutions du
type (b) de l'équation z x z == o :

r(^—i)(^+i).
Au total, le nombre des z e X tels que 2 x z = o, z ^z o, est

(^g^iH^—i).

Pour calculer le nombre des zç.X tels que det(z) = i (içK), on
utilise la formule (3) du paragraphe 1. Si Qi(x) -^- o, Ç est déterminé
par x et ?/; cela donne q20^—i) (ç°—i) solutions. Pour Qi(x) = o,
l'équation se réduit à

[x,yxy]==i.

Si i -^ o, cela entraîne y x y ~^- o. Il résulte des calculs faits ci-dessus
qu'il y a (f((f—i) (^—i) éléments y ^ E i tels que y x y ̂  o. Choisissant
un tel y , y x y est un vecteur isotrope pour Çj, et le nombre des x tels
que Çi(a-)=o, [;r, y x y ] == i, est g8. Il y a donc ^"(^—i) (<f—i)
solutions pour lesquelles on a Çi(^) = o.

Si, au contraire, i == o, il y a deux cas à distinguer, à savoir le cas
où y x y 7^0 et le cas contraire. Il y a q ' Ç q ' — ï ) (q'—î) éléments y
tels que y x y ̂  o, et à un tel y correspondent g8 + y— ̂  éléments .r.
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Et il y a ^" + q^— q^ éléments y tels que y x y == o, à chacun desquels
correspondent q ' ' + q9—(f éléments x. Cela donne

g.(çS_l_^__^)^3(^__^(^__^^^.(^+^__^)^^l^^__^)

solutions de det(z) = o pour lesquelles on a Qi(x) == o.
On trouve finalement pour le nombre d'éléments de U(i) :

€-W— 0(^—0 si f ^o ,
q ' ( q ' + q' + i) (r—1) (^— I) si l == °-

Une partie de ces résultats se trouve dans ([4], § 4).

6. Congruences modulo TT".

Dans ce paragraphe, K est un corps complet pour une valuation
discrète à corps résiduel fini. On suppose naturellement que K n'est
pas discret et que 6 est une unité dans K. Soit TT une uniformisante
de K, et soit q le nombre d'éléments du corps résiduel de K.

Dans les lemmes 3 et 5 ci-après on suppose qu'on s'est donné un
réseau dans X tel que tout « se réduise bien » modulo TT; dans le cas
du lemme 3, par exemple, cela veut dire que, après réduction modulo TT,
il vient une algèbre de Jordan sur le corps résiduel qui vérifie les condi-
tions (a) à (f) du paragraphe 1; il existe toujours de tels réseaux, mais
peu nous importe ici : nous n'avons à appliquer le lemme 3 (ainsi que
le lemme 5, d'ailleurs) qu'à « presque tout » complété d'un corps de
nombres algébriques ou de fonctions algébriques.

LEMME 3.
(a) Le nombre des solutions modulo n11 de la congruence

(17) xxx=.o (TT"), x^o (7r)

est
^=g17(.-i)(^_^_(_^(^__i) (n> 0).

(b) Le système
(18) xxx =o (T:71), x^o(n), det^^aTT2" (Tr2^),

où n > o, a Bn(a) solutions modulo Tr^1,
Bn (a) = An. q17 (f + q' — q ' ' ) si a == o (7r),

Bn (a) == An. q ' 7 (f — q ' ) si a ̂  o (T:).

Démonstration. — Ai a été calculé au paragraphe 5. Soit Xo une solution
de (17). Pour que Xo + ̂ x satisfasse à la congruence (17) avec n + i
au lieu de /?, il faut et il suffit qu'on ait

Xo X X == — - TT-^o X Xo (7T).
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D'après la formule (4) du paragraphe 1, on a ^^Xo, —ï n^XoXXo) =o.

On a donc à résoudre une équation du type a x x = b sur le corps Fq
où a et b vérifient les conditions a x a == o, a ̂  o, cp (a, &) == o. Or, on
a le lemme suivant (valable pour une algèbre de Jordan exceptionnelle X
sur un corps quelconque de caractéristique -^ 2,3).

LEMME 4. — Si a et b sont deux éléments de X tels que a x a = o, a ̂  o,
9 (a, b) == o, les solutions de l'équation axx = b forment une variété
linéaire de dimension 17.

Il suffit de démontrer cela pour un idempotent primitif a : si a
était niipotent, on changerait la multiplication dans X comme cela
a été expliqué au paragraphe 5 de [8]; le nouveau produit est
(x, y)-> g^^g^x) g(y)), où g^T est choisi de telle manière que g (a)
soit un idempotent primitif de X; l'équation axx = b se transforme
en une équation du même type pour la nouvelle structure d'algèbre
de Jordan sur X, les conditions sur a et b restant également du même
type, comme on le voit facilement à l'aide des formules (7) et (8) du
paragraphe 3, mais a est maintenant un idempotent primitif.

Soit donc a == u un idempotent primitif. Comme on l'a remarqué
à la fin du paragraphe 1, cp(a, b) = o entraîne que bçR. Les solutions
de l'équation a x x == b sont alors les éléments de la variété linéaire
2 ~b + Ku + £1 [form. (2)].

Le lemme 4 est démontré, et la partie (a) du lemme 3 aussi.
Prouvons (6). Soit Xo tel que Xo xrro== 0(7:"), Xo^à o(7r). Pour

que x ' = Xo + 7:nx satisfasse à det^7) = aTr2^2^), il faut et il suffit
qu'on ait

[XXX, Xo] + [X, TT-^o X Xo] + TT'^det^o) =' a (7:).

C'est-à-dire qu'on doit résoudre une équation sur Fy du type

(19) [xxx, a] +[x, b] +y =oc,

où ax a = o, a 7^ o, cp(a, b) = o, b x b = y a. Ici encore, il suffit de consi-
dérer le cas où a est un idempotent primitif iz. On a alors b çR, y = Ci (b),
et (19) s'écrit, si x^ est la composante de x dans R :

Qi {XR + b) == a.

Il y a q9—q'\ resp. q^ + y—çS choix possibles pour rcp à mesure
que a ̂  o, resp. a = o, d'où le lemme 3 (6).

LEMME 5. — Pour y ^ E i , la congruence y x y =^ o (r^), y ^â 0(7:)
aq^^-1) (q8—^((^-^-i) solutions modulo ^rt (n > o).
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Démonstration. — Posant y == a+c' + a-c", on a à résoudre le système
de congruences

C' * C" =. 0 (7T72), N^) = N(C') === 0 (7T"),

où c ' et c" ne doivent pas être tous deux == o(7r). Lorsque c' est choisi
de manière que N ( c ' ) == 0(7^), c'^ o(n), c" doit être de la forme
c" = ~c'-k a + 7^6 (a, bçC); c'est-à-dire que pour c " il y a q^ classes
module rr72 possibles, parmi lesquelles il y en a ^(72-1) qui sont == o(n) [parce
quec'* a- == o(n) entraîne qu'il existe de C tel que c' i^ a == TTC' * d^1)}.
Le lemme 5 s'en déduit aussitôt.

CHAPITRE II.

Démonstration du théorème.

7. Notations.

Dans ce chapitre et le suivant, k sera un corps de nombres algébriques
(pour les corps de fonctions algébriques, voir le § 11). Le complété de k
pour une place v de k est noté k,,, l'anneau des adèles de k est noté A.
On choisit, une fois pour toutes, un caractère ^ du groupe additif de A
tel que le bicaractère ^(xy) mette A en dualité avec lui-même et cela
de telle manière que le sous-groupe discret À: de A se corresponde à
lui-même par dualité. Les caractères '/„ sur À:., sont alors définis par
la formule

x(^)== ri7^ si x = ̂ ÇAf

Chaque fois que Z est une variété algébrique définie sur k, on dési-
gnera par Z(. l'ensemble des points de Z rationnels sur k,, et par Z,0 le
sous-ensemble de Z^ formé des points <( à coordonnées entières ». Si c*)
est une jauge sur Z, et si À == (À,.) est un système de facteurs de conver-
gence pour Z, on note ÀC») |^ la mesure de Tamagawa sur l'espace adé-
lique Z 4 déduite de ûû et À.

X/, sera une algèbre de Jordan exceptionnelle sur k possédant les
propriétés énumérées au chapitre I, § 1, et X sera la variété algébrique
définie sur k correspondante. G et r sont le groupe algébrique des auto-
morphismes et le groupe algébrique des similitudes de la forme cubique det;
pour tout içk, U(i) est le sous-ensemble algébrique de X défini par
det (x) == i, x x x 7^ o, et V est le sous-ensemble algébrique de X défini
par x x x = o, x 7^ o. On a vu au chapitre 1 que les orbites par G des
points de Xk sont les U (i) (içk), V et { o } .

BUI.L. SOC. MATH. — T. 94, FASO. 2. 8
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8. L'intégrale J(€>) .

Soit E; e X^, Ç 7^ o, et soit JZ le stabilisateur de Ç dans G. H est un
groupe algébrique défini sur A-, et la variété GfH est isomorphe à l'orbite U
de î, par G. Plus précisément, l'application cp : ^ -> g(Q de G sur l'orbite
de ^ définit par passage au quotient un Â-isomorphisme de G/H sur U.
Les résultats du chapitre I, § 3, montrent que l'ensemble UA est réunion
d'un nombre fini d'orbites de GA qui sont toutes ouvertes dans [/A;
de plus, chaque orbite de GA dans UA contient un point de X^-, et deux
points de X/, appartiennent à une même orbite pour G/c si et seulement
s'ils appartiennent à une même orbite pour GA. On en conclut d'abord
que l'application adélique attachée à 9 applique GA sur un ouvert de UA,
de sorte qu'il existe trois systèmes de facteurs de convergence (Àp)
( .̂), (^p), pour G, H, U respectivement, tels que À.,= ^^; et de plus,
si dg, dh sont des jauges invariantes sur les groupes G, H et si dgfdh est
la jauge invariante par G sur U qui s'en déduit (G et H sont unimodu-
laires), on a

| À dg \A == | ̂  ^/rf7i |^ ^ rf/i |^

(on démontre cela comme le théorème 2.4.4 de [13]). Or, les résultats
du paragraphe 5 montrent que toutes les variétés U(i), V admettent (i)
comme système de facteurs de convergence (voir [13], theorem 2.2.5).
Comme, par exemple, le stabilisateur d'un point de U(o)/c admet les
facteurs de convergence (i), (i) est un système de facteurs de conver-
gence pour G et pour les stabilisateurs de tous les points de X^.

Pour FçL^G^IHk), on a

f \ 6 \A f F(gh) dh\A= f ^ F(g^) \dg \^
J^/7^ JHA/I^ JGA/^ G,/H,

si 9 est une jauge invariante par G sur U (par exemple, dgidh). Prenant
F (g) == ^(g (£)), ^ une fonction convenable sur X^, il vient

T(H) f (ï)(^))[6|^= f 2^(^(^ ^1^
JGA/HA J^/^/^

où r(H) est le nombre de Tamagawa de H. Identifiant GA\ÎÎA et G/cl H / ,
aux orbites de Ç par GA et Gk respectivement, on obtient la formule

(20) T(H) f ^^\A=f y ^(9W)\dg\A.
JG^ ^/^r.e^

Pour tout ieÂ', soit (^y) un système de représentants appartenant
à Xk des orbites de G A dans U(Ï)A, et soit (^) un tel système pour Y^.
Soient T^/, Hj les stabilisateurs de ^7, Ç/ dans G. Pour tout içk,
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soit 6, une jauge invariante sur U (i), et soit 00 une jauge invariante
sur V. On peut prendre ^=y,(^) (içk"), ^çTk tel que v(^) = i.
Alors Hij= ̂ H,^T\ donc T(^) == ï(^^) pour içk\ r(H^) et T(^)
sont respectivement égaux au nombre de Tamagawa du groupe « spin »
d'une forme quadratique en 9, resp. 10, variables; ces nombres sont
donc i (cf. WEIL [13] et ONO [5]). T(H^) et r(G) sont finis, d'après la
théorie de la réduction dans les groupes semi-simples (voir [3]).

Substituons ^7, resp. ^-, à î, dans (20), et ajoutons les résultats pour
tous i, j; si l'on pose

(2I) IW= f ^^W)\dg\^
^Al'^ ̂

il vient

(22) /(a)) =v VT^) r ^ i ̂ \A^ / JG^
+VT(^-) f <I»|c^+T(G)<I>(o),

y ^•^

pourvu que cela ait un sens. Or, on démontrera plus loin que toute
fonction <S> de l'espace de Schwartz-Bruhat ^(X^) attaché à X^ (qui est
défini dans [l], § 9) induit sur chaque orbite de GA une fonction intégrable
pour la mesure de Tamagawa et que, pour <D e '§ (X^) la série au second
membre de (22) converge absolument. Les raisonnements habituels,
partant de fonctions €> positives, montrent alors que la formule (22)
est valable pour <]>€eS'(X^).

Choisissant les E;y comme il a été dit plus haut, la formule (22) s'écrit
sous la forme suivante :

(28) J(<I»)=^ f 5^16^4-f ^\^\A+f ^ c^+T(G)<^(o);
^Jt/(^ JUWA JFA

s est défini par &(x) = ^(^17) si xç. G^r^Çi;.
Il y a maintenant une convention à faire. Si [rr, y] désigne comme

autrefois la forme bilinéaire donnée sur notre algèbre de Jordan, nous
conviendrons d'identifier l'espace vectoriel X/c à son dual au moyen
de [x, y]. Ensuite, le groupe additif de X^ est identifié à son dual au
moyen du bicaractère ^ ([x, y]). La mesure de Tamagawa sur X^ est
autoduale par rapport à cette identification, c'est-à-dire lorsqu'on définit
la transformation de Fourier dans X^ par

^{y)-f ^W^yï)\dx
^x
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on a Ï ( x ) = <î>(—x). Nous ferons la même convention pour tout
sous-espace non isotrope de X/,, la forme bilinéaire à utiliser étant alors
la restriction de [x, y].

Ceci dit, on a

LEMME 6. — J(<D) == J(ê) pour <ï>e^(X^).
On sait que l'espace '^(X^) est invariant par la transformation de

Fourier (c'est justement sa raison d'existence). Et, pour <î»e^(X^),
la formule de Poisson est applicable à la série dans le second membre
de (21); cette formule donne

l/̂ O)^^)) Q/e^),
^Xk E(E.̂ .

g -> g étant l'automorphisme de G qui est défini au paragraphe 3.
Comme la mesure | dg \A est évidemment invariante par g-> g, l'assertion
du lemme s'ensuit.

On va maintenant remplacer la fonction <I> dans (28) par la fonc-
tion x -> C> (g (x)), où g est un élément de T /, et appliquer le lemme 6.
Dans les intégrales sur U(o)^ et V^, on fera un changement de variable,
tenant compte des résultats du paragraphe 4 concernant les modules
des sous-groupes de stabilité. La transformée de Fourier de la fonc-
tion x -> ̂ (g(x)) est la fonction x -> \ v(g) —1 S>(g(x)). On trouve l'égalité
suivante :

(24) ^ f z(x) ̂ (g(x)) 6^) ^+\v (g) | - f €» | Oo ̂
içk* u(i)^ ^UW^

+ ^)r' f ̂ \^\^+^G)^(O)
^ v .

=1 ^ (ff) 1-° Y f i ̂  ̂  W) \ Q.(x) L, + 1 v (g) |- f $ | Oo \,l-» \ \ z (x) d» (g(x)) \ W L, + | v (g) |-
— Jua\ . J u W j- ^VW, JUWAigt* ""'^

v(g)\- f ê|c. .,+ .(<?)]-'r( G) <î(o).
^r .

9. Approximations.

Voici une amélioration du cas n = i du lemme 6 de WEIL [15].

LEMME 7. — Soit X un espace vectoriel défini sur un corps de nombres
algébriques k, et écrivons X^=== X^ xX, où X^ est le produit direct des X,,
pour v infini, et X.' le produit direct restreint des autres Xp. Soit E un
sous-ensemble fermé de X^ qui ne contient aucun point de la forme (o, x').
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Soit, enfin, C une partie compacte de ^(X^), et N un nombre réel positif.
Alors il existe une fonction ^o appartenant à ^(X.^) telle qu'on ait

TN^(a^x)\^^o(x)

chaque fois que C> e C, T ̂  i, xç. E, a^ désignant Fidèle de k qui a la compo-
sante T à chaque place à l'infini et i aux autres places.

Démonstration. — Choisissons une base de X^ sur R, et soit r(x^)
la somme des carrés des coordonnées de x^ par rapport à cette base.
Il est connu qu'on peut trouver une fonction O^eeS(Xoo) et un sous-
groupe ouvert et compact de X", dont la fonction caractéristique soit
nommée ^/, de manière à avoir

^(x)\^^(x^)^'(x')

pour tout x = (^, x')ç.X^ et tout <I»eC. Puis, il existe une suite de
nombres réels (ai) telle que, pour tout ieN, on ait

^^(x^i^^(^x^^ai si x = (x^, x ' ) e E , ^ ' ( x ' ) ^ o , T^I.

En effet, pour i ̂  N/2, on a

Tvr(^)^e>,(T^)^^(T.r,)^€>,(T^) si T^I, x^çX^;

pour i = o, on a

T^,^) = rÇx^^r^x^Y^^^TX^,

et si l'on suppose que x == (x^, x')ç:E et que ^ > ' ( x ' ) 7^ o, x^ reste au
large de o (s'il existait une suite (Xn), Xn^E, telle que \ïm(Xn)^=o
et que ^(rc',,) 7^ o pour tout n, on pourrait supposer en outre, en vertu
de la compacité du support de ^ ' , que la suite (x',) convergeait; E contien-
drait alors un point de la forme (o, x ' ) ) ' , l'existence des ai étant démontrée
pour i == o et pour i suffisamment grand, les autres majorants existent
a fortiori.

Si cp est une fonction de '^(R) telle que

? (̂ ) ̂  mf di r \~1

(l'existence d'une telle fonction est démontrée dans [14], lemme 4), on a,
pour x == (x^, x ' ) ç E , T^I ,

^^^ (rx.) ̂ (x') ̂ (r(x^) ̂ '{x').

On peut donc prendre

^,(x) = ?(r(^)) ̂ {x') (xçX,).
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Retournons aux intégrales du paragraphe 8. On veut voir ce qui se
passe dans l'égalité (24) lorsque \v(g)\ tend vers l'infini.

LEMME 8. — Pour toute fonction <Ï> de cS(X^) et tout nombre réel N, on a

2 f ^^Q^)) W ^=0( ^l-^) pour v(g)V ( Q ) -^00.

^ Ju^

Démonstration. — On voit facilement que la formule

F(9)==^ f ^x)^{g(x)) W\^
i^ Ju(i^

définit, par passage au quotient, une fonction sur

r^/ G^Tk = A*/^ = R: x A ̂ k\

la première de ces identifications étant effectuée au moyen de l'iso-
morphisme déduit de l'application v de T^ sur A\ et la seconde au
moyen de la décomposition t == a^to (tçA\ /oêA;). A* désigne, bien
entendu, le groupe des idèles de k muni de sa topologie de groupe adélique
attaché au groupe multiplicatif G/,, (et non pas de celle induite par la
topologie de A), et A^ désigne le sous-groupe de A* formé des éléments
de module i. Si C est une partie compacte de A^ telle que A ^ = = Ck\
et si y désigne l'application adélique attachée à la section y définie au
début du paragraphe 3, tout élément g de T^ s'écrit sous la forme

g = y (c) y (a^) h = Y (c) ̂  A', avec c e C, T e R^, h et h' e G^ I\.

Pour g de cette forme, on a F(g) = F(y (c) Or). D'après le lemme 7,
il existe <ï>o€^(X^) tel que

| T^a^c)^) ^::<I»o(n;) pour c€C, T^I, det(:r)eÂ:\

Donc, si d = [k : Q],

1^)1^1^)1-^1. f z(x)^(x)\W\^^'^
et le lemme est démontré.

Afin d'approximer la somme sur k^ dans le second membre de (24),
on se servira de la formule de Poisson. Pour cela, on va appliquer d'abord
la proposition 1 de WEIL [15] à l'application det : X^-^ /ç. Cette propo-
sition entraîne l'existence d'une famille (fJi;);ç^ de mesures positives
sur X.. telle que le support de ^ soit contenu dans l'ensemble des xçX,,
tels que det(.r) = i, et que, pour toute fonction 0 continue à support

compact sur X^, la fonction Fq> sur k^ définie par F^(i) == f <S) d[^i
• i
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soit continue et satisfasse à f .F$ [ di |p= j ^ \ dx [p. La famille (^) est

déterminée de façon unique par ces conditions. Pour ^e^(X^), la
fonction F^ (définie comme ci-dessus) est continue, intégrable sur /Cp,

satisfait à f F^ di\,,= f ^ | dx v et a pour transformée de Fourier la

fonction F^ donnée par

(25) F^ (i) = f 0 (x) ̂  (i det (x)) dx |.
^x,,

(ici encore, nous identifions Xp à son dual au moyen du bicaractère
'^,([x, y]), et dx ,, est autoduale relativement à cette identification,
comme | di p l'est relativement à l'identification de Â-p et de son groupe
dual au moyen de ̂ (xy); pour plus de détails, voir [15], § 3).

Tout cela est valable sous l'hypothèse suivante :
(A) Quelle que soit <^eS'(Xp), la fonction F^> définie par (20) est

intégrable sur k^, et l'intégrale f F^> | • | di v converge uniformément

sur toute partie compacte de ^(Xp).
La vérification de cette hypothèse est reportée au chapitre III.

LEMME 9. — Les mesures ^ sont portées par les ensembles
U,,(ï) == { xçX^ : det(x) = i, xx x ̂ o}.

Démonstration. — Pour i ̂  o, il n'y a rien à démontrer. L'ensemble
des zéros de det est réunion des trois ensembles L^(o) = î/(o),,, Y», et •} o } ;
Vp est une orbite pour 1̂  (propos. 2), U(o\ comprend une ou deux
orbites de r,. (propos. 3). ^o s'écrit de manière unique comme somme
de mesures portées respectivem.ent par les (trois ou quatre) orbites de r\,
(cf. le lemme 16 de [15]). Chacune de ces mesures doit satisfaire, comme fJ.o,
à la relation

(26) d^(g(x)) = | v{g) |8 d^(x) (gçT^

En effet, lorsqu'on substitue <Ï> (^-1 (a;)) à ^(x) dans la formule

f F<^ | di |p = \ ̂  dx ,,, l'unicité des p.; fait voir que

d^'^(g(x)) = \ v(g) 8 dp.i(x) pour tout i.

Mais, d'après le paragraphe 4, les modules des sous-groupes de stabilité
de r., sont respectivement : v(g)\8 pour les orbites dans î7..(o), ^(^)|4

pour V^ et i pour j o j . Donc, seules les orbites dans L^(o) peuvent
porter une mesure satisfaisant à (26), et le lemme est démontré.
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Il est clair que l'application det de X sur la droite affine est submersive
en tout point x tel que x x x -^- o, donc, en particulier, en tous les points
de \\ U(i). On peut donc considérer, sur chaque U(i), la jauge 6,

içk

définie par

(27) w-{d(âw)\
(cela veut dire que, quel que soit XoçU(i), ^i(x) coïncide au voisinage
de Xo avec la forme induite sur U(i) par n'importe quelle forme diffé-
rentielle rt(x) dans X satisfaisant au voisinage de Xo à la relation
dx=r](x) A d(det(:r)); cf. [15], § 5). Ce sont ces formes 6, qu'on peut
utiliser au paragraphe 8, si l'on veut.

De même, prenant A'p comme corps de base et considérant det comme
un morphisme de variétés définies surA-p, on définit des jauges 6.,^ (feA'p)
par une formule analogue à (27). Les formes différentielles 6^; déter-
minent des mesures | 9.^ p sur î7(i)p, et l'on a

( ^\dx\,= (Y f <ï» | e , , , |l/^ ^^A^t^')
di

pour €> continue à support compact dans X[,== {xçX,, : xxx^ o } .
La famille des mesures | 9 ^ ; | ^ sur X',,, de supports respectifs L^(i), est
évidemment la seule qui possède ces propriétés. Comme X.,—X'., est
de mesure nulle pour | dx p, le lemme 9 montre alors qu'on a

^.== | Q,,^. [^ pour i €/€>,.

Passons ensuite au cas adélique. Nous avons à appliquer les propo-
sitions 1 et 2 de [15] à notre cas. Voici l'hypothèse de la deuxième de
ces propositions.

(B) Quels que soient Oe^(X^) et açA, la série ̂ \F^(a + i) [ est
içk

convergente, et elle l'est uniformément sur toute partie compacte
de ^(X^)xA.

f^ désigne ici la fonction définie par

(28) F<t>(0= f ^(x)^idet(x))\dxi, (feA).
Jx^

Sous cette hypothèse, la proposition 1 de [15] est valable pour l'appli-
cation det de X^ dans A, et de plus, on a, pour toute fonction ^ e ̂ (X/),

(^9) ]^(0=^F$(0,
iek içk
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si i -^ F<i> (— i) est la transformée de Fourier de la fonction É^ définie
par (28). Comme dans le cas local, F^(i) est l'intégrale de <D pour une
certaine mesure, sur X^ cette fois, et l'on démontre exactement de la
même façon que dans [15] (§ 42-43) que, pour içk, on a

(3o) F^(i)=f:0 - ; ^ 1 ô^,
U(i).^ u

où 6; est la jauge sur U (i) définie par (27) [on a déjà vu que (i) est un
système de facteurs de convergence pour U(i)}.

La validité de (B) sera démontrée au chapitre III.
Quand on substitue à Fq>(i), resp. F^(i), dans (29) le second membre

de (3o), resp. (28), et qu'on remplace ensuite ^(x) par \^(g) -(( ^>(g(x))
(gçT^), on obtient, après quelques changements de variable dans
les intégrales :

(31) ^i^y f ^(^IM^
^ly6r(^

-S f ^(x)^(b(g)àet(x)) dx\^
i^JXA

+^(o)—|.(^)[- lf <Ï» |9o l .
^uw^

pour €>e^(X^), gçT^

10. Les nombres de Tamagawa et la formule de Siegel.

LEMME 10. — Si Çiy, est Vun quelconque des éléments Ci/ introduits
au paragraphe 8, il existe une fonction ^ e ̂  (^^) telle que

io ^(^) = o pour xç \^J r^(;iy);
/^7o

2° ^ ^ [ dX AT^- 0.
J^

Démonstration. — Écrivons X^=X^xX\ et soit Y l'ensemble
des XÇ.XA tels que det(;r) soit un élément inversible de A. Soit Y^,
resp. Y ' , la projection de Y sur X^, resp. X7; alors Y == Y^ x Y\
Écrivons encore r^= r^ x r7. D'après le chapitre I, § 3, Y^ est réunion
de 2^ orbites pour r^, qui sont toutes ouvertes dans Y^(x est le nombre
des places de k où l'algèbre d'octaves est sans diviseurs de zéro), et P
opère transitivement sur Y7. Comme Y^ est ouvert dans X^, il existe
une fonction positive non identiquement nulle ^^ecS(X^) de support
contenu dans I\(Çiyj. Si <Ï»' est la fonction caractéristique d'un sous-
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groupe ouvert et compact de X', la fonction ^{x) == ^^(x^) ^ ' ( x ' )
répond à la question.

Nous allons maintenant comparer les résultats des paragraphes 8 et 9.
D'une part, la formule (2^) et le lemme 8 donnent [quand on remplace <ï> (x)
par <î>(—x) dans (24)] :

^-^ ( ^^TO)!9^)!^
i i^^^A

<32) ) ^(G)ê(o)- v(g)\-1 f ^lôol.+Od^)!-4)
1 ^uw^

pour v(g) —^oo.

D'autre part, on a la formule (3i). Prenons <î> comme dans le lemme 10.
Le premier membre de (82) est alors égal au premier membre de (3i)
multiplié par T(ffiy). Si l'on sait que

^) S f ^^^(g)^W)\dx\A
, ^xi ç k* ^ XA

tend vers zéro lorsque v (g) [ tend vers l'infini, et l'on démontrera cela
au chapitre III, on en conclut que T(G)=T(JZiy) pour tout j, et puis
que r(G) = i.

La combinaison des formules (28) et (3i) donne la formule

( 2>Q7(0) dg\,
JG^ ^x,

=^ f ^(x)^idet(x))\dx\^+^ €» c^+^o).
içk x^ ^Â

11. Les corps de fonctions algébriques.

A l'exception des lemmes 7 et 8 tout ce qu'on a dit aux paragraphes
précédents reste valable pour un corps de fonctions algébriques de
dimension i sur un corps fini sous l'hypothèse que les nombres de Tamagawa
de G et des sous-groupes de stabilité sont finis et modulo les démonstrations
d'assertions concernant la géométrie algébrique énoncées aux chapitres I
et II. Comme on espère que ces assertions sont exactes pour un corps
de fonctions algébriques aussi, on indiquera ci-dessous les modifications
nécessaires dans le cas d'un corps de fonctions algébriques. Avec quelques
modifications évidentes (non indiquées, celles-ci), les démonstrations du
chapitre III sont valables pour un corps de fonctions algébriques.

Si le corps de base k est un corps de fonctions algébriques, les
ensembles U (i)^, V^ sont des orbites de G^/, de sorte que les notations
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des paragraphes 8 à 10 se simplifient un peu. Le lemme 8 reste exact,
et peut être démontré suivant la même méthode.

Soit, en effet, q le nombre d'éléments du corps des constantes de k,
soit a un élément de A* tel que \a^\^= qd, avec d > o, pour une place
choisie v, tandis que les autres composantes de a sont égales à i, et
soit C une partie compacte de A* telle que tout idèle de module compris
entre i et q^ appartienne à Ck\ Pour g ^ T ^ , il existe alors un nombre
entier n et un élément c de C tels que v (g) e CL^ ck\ et g s'écrit sous la
forme g = y(c) y (a''") A = y(c) ̂ h' avec h, h'eG^r/:. Enfin, on voit
facilement qu'il existe une fonction e»o€^(X^) telle qu'on ait

qnN\^ (7 (c) ̂ x) ^_ €>o (x)

pour ceC, n^o, det(;K)eÂ:* (il suffit, en effet, de démontrer cela pour
la fonction caractéristique <I> d'un sous-groupe ouvert et compact de X^).

CHAPITRE III.

Questions de convergence.

12. Remarques générales.

Pour compléter la démonstration du théorème, il reste à vérifier les
points suivants :

(a) la convergence de (22) (§8);
(6) la condition (A) (§9);
(c) la condition (B) (§9);
(d) l'assertion suivante faite au paragraphe 10 :

(33) |^(^)|^ f ^(x)^(iv(g)det(x))\dx\^->o si \v(g) ^oo.
*-' y

i € ̂  A

Les démonstrations seront données aux paragraphes 13 à 15. Voici
quelques conventions de langage et de notation. On rencontrera souvent,
dans les numéros à suivre, l'expression « pour presque tout v ». Cela veut
dire qu'on exclut un nombre fini de places. Exclues sont toujours : les
places archimédiennes de k, les places non archimédiennes qui divisent 2
ou 3. De plus, il y a toujours un nombre fini de places à exclure quand
on fait usage d'un réseau dans Xk et des ensembles X,° définis à partir
de ce réseau. Au début du paragraphe 13, par exemple, on choisira
une base de X/c sur k formée d'un idempotent primitif uçX/,, d'une base
de R/, sur k et d'une base de E ^ / c sur k; le réseau engendré par cette
base de Xk est localisé et l'on utilise le fait que y x y ç R 0 , si yçE0^,,',
comme la composition x est définie sur k, cela est vrai pour v en dehors
d'un ensemble fini de places; etc.
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On désignera par q,, ou q le nombre d'éléments du corps résiduel de A-p
si v est une place finie de k, et par ^ ou TT une uniformisante de A-p.
On écrira quelquefois, pour abréger, dt \ au lieu de | dt „, etc., % au lieu
de ^. Les valeurs absolues sur les corps A-p et le module sur A* sont le
plus souvent notés sans l'indice y, resp. A; A:.0 désigne l'anneau des
entiers de A-p si u est finie.

13. La convergence de 1 ((D).

Il résulte de ce qu'on a dit aux paragraphes 8-9 que la convergence
de (22) est une conséquence de la validité de (B) et du lemme suivant :

LEMME 11. — Chaque fonction O» de cS(X^) induit sur V 4 une fonction
intégrable pour la mesure \ w [^.

On va donner une démonstration du lemme 11 par des calculs explicites.
Il faut avant tout déterminer la mesure [ w \^ Or, l'application de G/» x E,
dans Y définie par

(t,y)->tu—t-^y~y^y+y

est un isomorphisme de la première variété sur un ouvert de V (cf. [8],
p. 76). La forme différentielle induite par co sur c et ouvert s'exprime
en les coordonnées (/, y) par

f ^ y ) d t ^ d y ,
où W y) Gst une fonction numérique partout définie et partout ^z o
sur G^x£i. Cela entraîne déjà que f(t, y) est indépendant de y et est
de la forme et"1, cçk\ mçZ. En outre, on connaît le comportement
de w sous les opérations de r. En particulier, pour se G//,, on a

donc

et

(x)oy(s) == s4^,

s- f(s-^t, y) = s'- f(t, y),

f(t, y) == d-.

Choisissant provisoirement €> de la forme

(34) ^(.î')-!"!^^) pour x==(x,)çX^

où ^pe^(X.,) pour tout u et où <Ï>,. est la fonction caractéristique de X°,
pour presque tout u, on a, puisque V,0 c X°. pour presque tout u,

r< ï ) . , i c* ) i . ,== f ^,,, c ^\w\^r
^° ^ro J/<, J^o

ûû |p pour presque tout u.
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Donc, d'après la définition de la mesure de Tamagawa :

(35) r ̂ \^=\\f^ ^i.,,
p A v rv

si l'on suppose <I>/^o pour tout y. On a donc à démontrer les assertions
suivantes :

i° les intégrales qui constituent les facteurs du produit au second
membre de (35) convergent;

2° ledit produit converge.

LEMME 12. — Pour presque tout u, on a

f(D, ^^(i—g-4)-1^—?-9).
•^F..

Démonstration. — II est évident qu'il existe un ensemble fini S de
places de k tel que, pour u^S, on ait, si W désigne l'ouvert de Vp formé
des éléments tu—t-^yxy +y (tçk^ yçEi^),

f<^]c^= f( ï) , |c . | ,==f |^==f \t\-\dt\ f \dy\
tyF,, ^w ^^r\x^ tytç.ko, ^ye^s^

Y^YÇ.tR^

=y.q-'lf \dt\ f dy\.
• / 1 / 1 — / / — » JVC.F.Q1^^-n ^ye^;,

yxrEo(7t":

L'intégrale sur ^ dans cette somme est égale à q~fl(î—<r~1). Appelant Jn
l'intégrale sur y dans la même somme, on a

(36) Jn = ( [ dy | + q-^Jn-.. pour n ̂  i (J-i = Jo == i).
'"rxr=o(7^)iyyx.r^o(7^")

:)• ̂  o (TC)

Le lemme 5 du paragraphe 6 montre immédiatement que l'intégrale
dans (36) est égale à q-^(ï + <7-3) (i—ç-8). Par conséquent,

J,==g-^(I—^)(I—^->-)-'([—^-)/»)+Ç-l'l//S OÙ m =1"-^

Un calcul trivial donne la formule voulue.

LEMME 13. — L'intégrale ^ <î^ w |p converge pour tout v,
J f\.

Démonstration. — Reprenons les notations du paragraphe 4. Si u
est un idempotent primitif de X/,, on a une suite exacte de groupes
algébriques définis sur k :

(37) i-^Br\ G-^I\n G->0+(Q,)^l.
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Posons H = Tu n G. Soit T le tore des transformations

(38) u—^s^u, x-^s-^x, y->sy (x e R, y e Ei)

de G. T normalise JZ et TJî est un sous-groupe Jc-fermé de G dont le
radical est T(2?n G); Tr\ H est fini. La suite exacte (87) fait voir que H
possède un sous-groupe fermé résoluble de dimension 16 + 25 = /+i .
Comme la dimension d'un sous-groupe de Borel de G est 42» P = TH
est un sous-groupe parabolique de G. Si p == //?, où ^ est la transfor-
mation (38), et où hçH, on a p ( u ) = s ' ' u . Tplîp est évidemment un
sous-groupe d'indice fini de Pp. Sur toute classe à gauche suivant ce
sous-groupe ouvert la mesure invariante à droite de Pp est le produit
d'une mesure de Haar sur Tp, d'une mesure de Haar dh sur H^ et d'un
facteur (3(Q tel qu'on ait (Ktht-1) = ̂ (f)dh ((3 est la restriction à Tp de
l'inverse du module topologique de Pp). On voit facilement, à l'aide
des formules (9) et (38) pour les éléments de B et T, qu'on a (3(0 == s48,
si t est la transformation (38).

Pour démontrer le lemme 13, il suffit de montrer que l'intégrale

j <Ï>p((/(u)) dû [p converge. Comme Gp/Pp est compact, Gp est réunion
^G,,/I^

d'un nombre fini de classes ouvertes Kv^iPv (^€ G(.), où Kv est un
sous-groupe compact maximal de G,, si v est une place à l'infini de k
et où JCp== G,0 dans le cas contraire. Sur Kp^Pp la mesure de Haar
de Gp est le produit d'une mesure de Haar dk de JCp par une mesure
invariante à droite drp sur Pp. On est donc ramené à montrer la conver-
gence de

^ ^^(kg^pÇu^dkdrp,
A\,X/V77,,

ou, tenant compte de la structure de Pp, celle de

f f^(kg(u)s^ \ s V dk | ds [p (gç Gp),
KyX'T,,

qui est évidente.
Les lemmes 12 et 13 démontrent le lemme 11 pour <^ de la forme (34).

Le cas général en résulte, parce que toute fonction <I> de ^(X^) est
somme de fonctions de la forme

^.(^n^^5
v fini

où e»^e^(X^) (X^ étant le produit des Xp pour v infini), où <Ï>p€^(Xp)
pour tout v fini et où <ï»p est la fonction caractéristique de X^ pour
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presque tout u; toute fonction de ^(X^) est majorée par une fonction
de la forme

n^^
OÙ <I>p€eS(X,,).

14. Conditions (A) et (B) : approximations locales.

Le but de ce paragraphe est d'approximer les intégrales

f ^(x)^(idei(x)) dx „.
v^

LEMME 14. — Pour presque tout u, on a, pour içk^,
i i si | i | ̂ i,

^(idet(x)) dx i -. (i—ç-^ ( i — g - — | i |-4 ̂ (i—ç-Q)
SI l > I.

Démonstration. — Le résultat pour [ i ^ i se voit en observant
que det(X^)c/c°, pour presque tout y. L'existence de la section y :
G^-^r (chap. I, § 3) montre, pour presque tout v, que l'intégrale ne
dépend que de l'ordre de i. Prenant i == TT-^, m > o, l'intégrale s'écrit

Im= f z^-m^{x))\dx .= ^ X.^-mb) f dx\^
t yX0 , _ ,, «^.T <= A'o'xç.X^ôe^

6 modiT" det^^é^»1)

La dernière intégrale ne dépend que de l'ordre de b; d'autre part, on a
o si o ^ ô < m — i,

2 ^-mb)=\_^ si à = m — i.
6 d'ordre Ô

ft modîT"1

Donc,

^=f \dx\.—f
«^dft t , ^^o ?'"1 ^ d e

(39)
«^det (;r)EO (7;"»)

Comme on a évidemment

d.r
det^E^^'-M^"1)

f \dx\.^q-21 f
^deK.rî^aTTw—^TT"') ^de t

\.-q-21 \dx\.,
/det(.r)Ea7ïw-l (îï"') ^det^EaT:^-^ (7:'"-3)

cr=0(7î)

(89) donne

(40) I,n== f \dX\.—— f
*-/dfttf.T.•1"-0 f7C"î\ t/dedet^E'^"1"1 ('^'")

xyéo (TT)
"det^EO (ît"1)

a- ̂  0 (TT)

pour m > o (7-2 = 7-i == 7o = i).

d^j„+ç-27J„^-3
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Démontrons maintenant un sous-lemme.

LEMME 15. —Le volume de F ensemble des xçX.0, tels que dei(x) == aTr'"--1

(n"1), xxx ̂ é o (TT1-2^), x^o(7i:) est indépendant de l'élément a de Â'.°.

Soit, en effet, d un nombre entier tel que o ̂  d < - m . et soit Xo
L 2 -I

un élément de X^ satisfaisant à det(:ro) :== o (T:'"-1), x^ o (TT), et tel
que x^xxo soit d'ordre d. On a alors, pour XGX0,,

det (Xo + TT^-^-1 .T) E= det (.To) + TT'"-^-1 [ Xo X XQ, X] (TT"1),

et l'on voit facilement que x ' == Xo + Tr7»-^-1 .r satisfait déjà aux mêmes
conditions que n-o. Pour satisfaire à det(.r') === aTr7"-1 (îr^), on a à résoudre
la congruence

^-m+î det(;ro) + [Tr-^rco XXo, x] == a (T:).

Comme Tr-^a-oX^o^ o (TT), le nombre de solutions de cette congruence
est indépendant de a, d'où le lemme.

Le lemme 15 montre que la formule (4o) se simplifie comme suit :

(4i) J/, = f | dx I,- f | dx |. + ̂ J/.-:,.
^det^EO ('n"1) ^det^E^'""1 ('3T"1)

a-x.^^O (îCL a""1-!) .rX^EO (TTL'i^J)
^ ̂  0 (TE) • X ̂  0 (7:)

La formule (.rx^)x(*rx.r) = det(.r).r fait voir qu'on a det(:r) = C^TT^)
chaque fois que rrx.ï' = o^), x^o(n). Si m est pair, la deuxième
intégrale au second membre de (4i) est donc nulle, tandis que dans
la première on peut supprimer « det (a;) == o (n"1) ». Utilisant la notation
du lemme 3 (§ 6), on a

_ ( q-^^'^A^m si m est pair,
J/.-ç-27^-— j ̂ ,^^ ̂ )_B^_^ si m est impair.

Les formules du lemme 3 et celles du paragraphe 5 donnent enfin

J^=g—(i 4-^+g-8)(i—ç-o) +q-^l^_, (m^2),
I^q-^i+q-^—q-),

d'où
1^ = q-^Çi — ^-4)-' (i — q-^—q-^-^ -}-q-^-') (m ̂  i).

Cela achève la démonstration du lemme 14.
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LEMME 16. — So it u une place quelconque de k. Soit Co une partie
compacte de cS(X,,). Il existe deux nombres réels positifs a, c avec a> 2
tels qu'on ait, quels que soient <l>eCo et içk^,

f ^(x)^(idei(x))\dx\
^ x .

^cmin(i, | i \~^).

(La meilleure valeur pour a est sans doute 5, cf. le lemme 14, mais il
nous suffit de savoir qu'on peut prendre a > 2.)

Avant d'aborder la démonstration du lemme 16, rappelons une formule
de la théorie de la transformation de Fourier. Énoncée pour un sous-
espace Y de Xp, la formule en question dit :

(42) f^(x)^(f(x))\dx.=-(f)
<-' Y

-î f ̂  (x) ̂  (-/•(?-' (x))) dx\
JY

si f est une forme quadratique non dégénérée sur Y et si W est une
fonction de cS(Y); p est défini par f(x +y)—f(x)—f(y) = [x, p(y)],
où [ , ] désigne comme toujours la forme bilinéaire de l'algèbre de
Jordan; Y est identifié à son dual de la manière expliquée au para-
graphe 9; y(/') enfin est un nombre complexe de valeur absolue i (voir
WEIL [14], corollaire 1 au théorème 2). Quant aux y(/'), il nous suffira
de savoir que l'application f->^(f) détermine un caractère du groupe
de Witt de A-,,, et que ^(fy== i pour toute forme quadratique non dégé-
nérée f sur kç,; cela aussi est démontré dans [14].

Ceci dit, décomposons X., au moyen d'un idempotent u :
X,,== k,,u + R +£'1, jR et Ei étant les sous-espaces de X», qu'on
connaît. On va appliquer la formule (42), d'abord à la forme quadra-
tique x^aQi(x) sur R (açk^), puis à la forme y->[x, y x y ] sur Ei
[x e R tel que Ci (x) ̂  o]. Dans le premier cas, p est l'application x --> ax,

"\ et Y(f) = i [parce-' que aQi(x) est, soit une formedonc
hyperbolique, soit une forme d'indice
qu'on a, pour Wç^(R),

(43) f^(x)^(aQ,(x)) dx
^R

en 10 variables sur R], de sorte

Dans le second cas, on a p(ï/) = ' 2 x x y , p"'^) == 2 Ci (a;)-1 ̂  x y

3 f^^(—a-lQ^x))\dx
^ n

[formule (2) de [11], p. 452], P 1 = 1 (M^) 8» ï(0 == i (parce que
la forme quadratique y - > [ x , y x y ] est équivalente à une forme
(ci, c.2)-^aN(ci) + pN^) sur CxC), par conséquent :

(44) f ^ ( y ) ^ ( [ ^ y x y ] ) dy .J^
= 1 Q^x) -^fw(y) ̂ (- Q,(x)-^[x, y x y ] ) \ dy [.

pour We^(Ei).
BULL. SOC. MATH. — T. 94, PASO. 2.
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Considérons maintenant l'intégrale figurant dans l'énoncé du lemme 16.
Remplaçons-y x par z, et posons ensuite

z=au +x+y (açk,,xçR,yçE,).

Prenant €> de la forme ^(z) = ̂ i(a)^(x)^(y), il vient

(45) ^(z)^(idet(z)) dz „

=j^i(a)^(x)^,(y)^(iaQ,(x)+i[x,yxy]) da\.\dx .\dy\

(on supprime maintenant les indices u, pour simplifier la notation).
Comme Qi(yxy) = o pour z/eEi, on a

aQi(x) +[x, y x y ] == aQ,{x + a-1^^),

de sorte qu'une translation de la variable x permet d'appliquer la
formule (43); le second membre de (45) devient alors

(46) i ̂ /[/^(a) ̂ (x) ̂ (y)

x%(— i-^a^Q^x) + a - l [ x , y x y ] ) a\-\dx\\ \da\. dy\.

La formule (44) s'applique immédiatement à (45) et donne pour le second
membre de (45) l'expression

(47) {i^fÇf^W^x)^)

x ^(iaQ,(x)—i-^Q,(x)-^x, y x y ] )

x \Qi(x)\~'\dy '\\da .\dx\.

Admettons pour le moment le lemme suivant :
LEMME 17. — Soit Y un espace vectoriel de dimension finie > 2 sur

un corps localement compact non discret K. Supposons donnés une forme
quadratique non dégénérée Q sur Y et un nombre réel m> i. Soit dy une
mesure de Haar sur Y. Alors, pour toute fonction 0> de ^(Y), il existe
un nombre réel c(<D) tel que, pour tout s> o, il existe un sous-ensemble
intégrable W de Y de volume ^ s et tel que

I ^(y) .KK^h^^^a^-^-1).
J Y— ̂

Soient ô, £ deux nombres réels > o. Soit W comme dans l'énoncé
du lemme 17 lorsqu'on y prend K = A-,, Y = R, Q = Q,, m == 4,
dy = | dx |, <Ï» = ^2. Écrivons

f^(z)^(idet(z))\dz\= f +f + f .
^M^ô ^M<ô ^ l^Kô

x^.JV xç.jr
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Pour approximer la première de ces intégrales, on utilise l'expression (46)
(où maintenant la variable a est restreinte à l'ensemble a|^ô); cette
expression montre qu'on a

^Ci(<D)|i -5 [
v 1 y|a|^ô

\da\^c,(^)\i\-5.c^-\

De même, l'expression (47) donne pour la deuxième intégrale :

a|<-ô
x^.W

^C3W\i\-sà Ç |^2(^)|.[ Ql(x)\-i\dx\^c,(^)\i\-8ô&-3.
^.vft W/ x^-W

La troisième intégrale enfin est prise sous sa forme originelle, et admet
évidemment la majoration

/.a\<o
xç.W

^C,(<Ï»)ÔS.

Ajoutant les trois majorations et choisissant ô = 1 1 [ °, s === [ 11-2, on
trouve finalement

1 f^(z) ̂ (i det(z)) \dz\.^ c,W \ i -a,

où a= i3 /5> 2. La même intégrale est d'ailleurs majorée par

c^)^f\^(z) .|dz|..

Indiquons brièvement comment le lemme 16 s'en déduit. Lorsque ^
parcourt un compact Co de ^(Xp), €> et ses transformées de Fourier
partielles relatives à R et à Ei restent dans un compact Ci de eS(Xp);
les fonctions de Ci sont majorées par une fonction, ne dépendant que
de Ci, de la forme ^i(a) ̂ î(x) ̂ 3 (y). Quand on reprend, pour une fonc-
tion <^ de Co quelconque, l'analyse faite ci-dessus et qu'on introduit
dans les intégrales qui s'obtiennent par les transformations de Fourier
partielles le majorant ^1(0) ̂ ^(x) ̂ 3 (y), on trouve le résultat cherché.

Nous esquissons enfin une démonstration du lemme 17 pour K de
caractéristique 7^ 2.

Soit y ->\\ y || une norme sur Y. Il existe deux constantes c', c" telles
qu'on ait, pour tous T] et j3 :

(48) I dy^c'^-2, f Q(y)\-^ndy^cffr^ï-m^n-\
J \\y\\^ J l ly l l^P

|Ç(r)l<yî 1(WI^

où n désigne la dimension de l'espace vectoriel Y. Cela se voit facilement
par des calculs directs : si K est à valuation discrète, on choisit pour
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norme sur Y le maximum des valeurs absolues des coordonnées par
rapport à une base qui est telle que Q s'écrive Q (y) = Q\(y\) + ^62 (^2),
où Ci et Qï sont deux formes quadratiques sur le sous-espace engendré
par les p premiers, resp. les n—p derniers, vecteurs de base telles que,
pour i === i, 2, Qi soit entière sur le réseau engendré par les vecteurs
de base correspondants et que son déterminant relatif aux mêmes
vecteurs de base soit une unité; les nombres connus des solutions des
congruences Qi(yi) == ^(T^) donnent tout de suite les deux approxi-
mations. Si K = R, on écrit Q(y) == Qi(yi)—(M^), où Çj et Ça sont

i ^_
définies positives; on peut alors prendre Q'\ et Q; comme norme dans
les deux sous-espaces et introduire des coordonnées polaires dans ces
sous-espaces; le résultat s'ensuit par des calculs élémentaires. Si K == G,
on écrit Q(y) == Qi(y) + iQî(y), et les calculs sont, dans ce cas encore,
élémentaires.

Si K est à valuation discrète, les inégalités (48) démontrent déjà le
lemme, puisque <I> est alors à support compact. Si K = R ou G, posons

Wk={yçY',k—î^\\y\\^k, Q(y) <s/c-j, W = \^J W,,
Â->0

et soit Mk le maximum de ^(y) sur l'ensemble des y tels que
k—ï^[\y\\^k. On a alors

vol (W)^^ vol (W,)^^ f dy^c'^k-\
^ ^->o î i'î -" ^

[ 1 ^ ( ^ ) 1 . eo/)!-7"^/^ f ^(y) •leo/)!-"^/
^Y-^ ^ k-l^\\y\\^k

k> | Ç O ' ) | ^ £ Â — »

^VM.f \Q(y)\-mdy
k->o ll.rIK^-h>o \Q(y)\^£k-n

^'!^~m^ Mkk'^-2;

À->0

la dernière somme converge puisque Mk décroît plus vite que toute
puissance de k. Cela démontre le lemme 17.

15. Fin de la démonstration.

Le lemme 16 montre déjà que la condition (A) est satisfaite.
On voit facilement que la fonction x -> <Ï> (x) % (a det (x)) reste dans

un compact de ^(X^) lorsque <î> parcourt un compact de ^(X^) et a un
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compact de A, de sorte que, pour démontrer (B), il suffit de montrer
la convergence uniforme sur tout compact de ^(X^) de la série

(49) S f ^(^Z^'det^)) dx\^
içk* " x^

C'est ce qu'on va faire maintenant. Si <D est de la forme (34), on a

f ^(x)^(idet(x))\dx\^
J^

-II ( ^)^{i^(x))\dx\.
p Jx-

^I] / ^(x)^(idei(x)) dx , JJ i ^(i +0(^4)),
^€^ • v^S

|^>l

où 5 est un ensemble fini de places de k suffisamment grand pour qu'on
puisse appliquer le lemme 14; i+0(^74) désigne un facteur compris
entre i et i + 2 q^\ Le lemme 16, appliqué aux places de 5 affirme
l'existence d'une constante c(<Ï>) telle qu'on ait

(5o) ]~[ f ^(x)^(idet(x)) dx ], ^c((D)]~[ min(i, | i [7^.
(-'ey '11 .-e^

Les termes de la série (49) sont alors majorés par

c.m n "^o^i^) rii1 r5
^e^ ^s

l^'lp>i
donc aussi par

Cl(<I ))^Imin(I, li'l^),

ouïe produit est étendu à toutes les places de À'[ci(<î>) ne dépend que
de €>]. Nous allons établir la convergence de la série

(5i) ^j'JminO, | l'I^) (a> 2).
içk* v

LEMME 18. — I I existe un ensemble fini So de places de k comprenant
toutes les places à l'infini et tel que tout élément i de k* puisse s'écrire sous
la forme i == tn~\ où t et n sont des entiers de k et où max( / p, | n v) == i
pour u^So; de plus, on peut choisir t et n de manière que, pour uçSo,
v finie, max( f | p , | n | p ) soit borné inférieurement par une constante > o,
lorsque i parcourt Â:\
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Choisissons en effet, des représentants entiers ûi, . . . , eu des classes
d'idéaux de k, et soit So l'ensemble formé des places à l'infini de k et
des places qui correspondent aux facteurs premiers des idéaux di, . . . , û/<.
Si i est un élément de k\ l'idéal principal (i) peut s'écrire (i) = ab~1,
où a et b sont deux idéaux entiers premiers entre eux. Comme û~1 et b~1

sont équivalents à un même a/, on aura

aa; == (f), ba/ == (n), avec f, n € k\

donc (i) =(f)(n)-1 et i === fn"', t't-1 étant une unité de /c. Si les entiers f
et n sont tous deux divisibles par un idéal premier p, p divise ûy, appartient
donc à «So, et l'exposant d'une puissance de p qui divise t et n est borné.

Écrivant dans les termes de la série (5i) i = tn~~1 comme dans le
lemme 18, il vient

JjimnO.lil.-^l'Jln îmindn ̂ , \t\^)

=]~[min( n\^, f|7a)^c/]^[min( n l̂ , \t ̂ \
••€^0 ^€^oo

où S^ désigne l'ensemble des places à l'infini de k. Si S^== S ' ^ j S " est
une partition de S^, on a, pour n donné,

2 n ' ^ ' n i "nnk.l 1 n -v

\t\v^=\n\v {vç.s'} • •e^ ^e '̂' ^s"
\l\^>\rt\A^ç.S")

où c" est indépendant de n. D'où, en multipliant par H T nl^ et en

sommant sur toutes les partitions de S^ :
^ç.S'

^Y[min( nl^l^^FIlnl;-^
t (^e^'oo ('e^oo

donc, comme i I [n | , ,=N(n) ,
pe^^

^tJminO.lfl^^^c^^nmindn^M^0')
îçk* \> (n) t PG^oo

^cfcw^N(nY-v•<oo.
(n)

La convergence de la série (49) pour ^ de la forme (34) est donc assurée.
Si Co est une partie compacte de ^(X^), il existe un ensemble fini S
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de places de k contenant toutes les places à l'infini et tel que les fonctions
de Co soient de la forme

^s(xs)f[^(x.),
^'(£S

où ^s^^(Xs), Xs étant le produit des X^ pour uçS et où <Dp est la
fonction caractéristique de X,° pour u^S; de plus, les ^s restent dans
un compact de ^S(Xs) (cf. BRUHAT [l], § 9). Au lieu de (5o) on aura
maintenant une inégalité

f ^(^n^^'^^IIl^l' ^c(<î»)F{ min ( 1 , 1 1 1 7 ^ ;
^ ^es t'es ^çs

cela se démontre au moyen du théorème de Fubini en utilisant le lemme 16.
L'uniformité en <D de la majoration est établie en même temps en utilisant
le fait que les fonctions d'un compact de ^(Xs) sont majorées par une

fonction de ^ (Xs) qu'on peut prendre de la forme | | ^(.r,.). Ceci achève
^çs

la démonstration de (B).
La dernière chose à faire est de déduire (33) des approximations de

ce numéro. Posons, pour sçA\

^00-2 f ̂ ^)^^(x))\dxU
^Jx^

F est une fonction sur A* invariante sur les classes suivant k\ Soit C
une partie compacte de A^ telle que A^ = C7c*, et écrivons s = Û^CÀ,
avec reR^, ceC, ÀeA:* (notations du § 9). Alors, d'après les approxi-
mations faites ci-dessus, on a

F(s)\ = F(a,c)\^c^)^ [Jmin(i, Ki^c).^01).
içk^ ^

Le compact C est contenu dans un ensemble de la forme

n^n^(^i »^i
où Cp est un compact de k^ et où ky désigne le groupe des unités
de Â-p (Si est fini et contient toutes les places à l'infini de A:).

Pour v^Si, on a | (i^c)^== 1 1 ,,, et pour uçSi,

(i^c), ^^y^ (i^)p|p,
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y? étant une constante > o. Il existe donc une constante y telle que

l'yminO, K^C^I^^YJJ min(i, [ IT [7^ ]"[ min (i, li]^).
p ^s^ ,,^^

Quand on écrit i == tn-1 comme dans le lemme 18, le dernier membre
de cette inégalité devient

ï^lmindnl^, tT^^f[mm(\n ̂ , t\^^^']~\mm{\n\^\ tr ^a),
vely00 ^s^ ,,çs^

et, par conséquent,

F{s)\^c^)^ ̂  ̂ min( n|-, 1^1-).
(/) n i'çS^

Soit S ^ ^ S ' u S " une partition de 5',. On a, pour ^ donné,

2 n'̂ ^nî iiî -'-
1 ^ !^^ 1 ̂  |^ (^e<'î') <>e^ t^s' vç,s"
l/î|.>l^l.(ce^)

Donc

^111 -1 1 . - ' = = r^\N(tv-1 ^ i^-^i^^i^rS TI\^\^=^NW
(/) ^e^oo (<)

Comme | 5 [ = [ ^ [ , cela veut dire que F(s) == 0( \ s ['-a) et (33) est
démontré, puisqu'on peut prendre a > 2.

APPENDICE.

La fonction-zêta.

Tous les termes dans la formule (24) (chap. II, § 8) peuvent être consi-
dérés comme fonctions de t == v (g). Une intégration par rapport à /
va nous donner l'équation fonctionnelle de la fonction-zêta de la forme
cubique det.

Désignons par Y le sous-ensemble algébrique det (x) 7^0 de X.
La variété Y admet le système de facteurs de convergence À = ((i-—^)-i)^
comme on le voit par exemple à l'aide des résultats du paragraphe 5.
Si dx est une jauge sur X, det(x)-9 dx est une jauge invariante par T
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sur Y et la mesure de Tamagawa À det(a-)-9 dx A sur Y^ est invariante
par P/. La fonction-zêta de la forme det est définie par

(5 2) Z<t> (s) = f €> (x) | det (rr) 1-" [ À & | ̂
J^

(<I>€^(X^), 5e G). Nous démontrerons que cette intégrale converge
pour Re (s) > 9.

Y A est réunion d'un nombre fini d'orbites pour T 4 dont chacune est
ouverte dans Y^ et est isomorphe au quotient de T 4 par le groupe H^,
où H est le stabilisateur algébrique d'un point appartenant à X/c de
l'orbite en question. Procédant comme au paragraphe 8, on transforme
l'intégrale qui définit Z^(s) en une intégrale sur r^/I\; quand on y
remplace les nombres de Tamagawa des stabilisateurs H qui apparaissent
par leur valeur i, il vient

Z^(s)== f y^fê))!^) '\^dgU
Jr^ ̂

où dg désigne une jauge invariante sur T.
LEMME 19. — Soient G un groupe localement compact dénombrable

à l'infini, G' un sous-groupe fermé distingué de G et T un sous-groupe
discret de G. Posons G " = G I G ' , P = r n G ^ , T ' ^ T G ' j G ' (= r/P).
Supposons G et G" unimodulaires et soient dg, d g ' , d g " des mesures de
Haar sur G, G', G" respectivement telles que d g ^ d g ^ . d g ' . Alors on a,
pour FeL^G/r),

F F (g) dg= f d g " f F{gg') dg' { g " = gG').
JO/T ^G"/T" ^G'/r'

Démonstration. — On a, si f est une fonction de L^G/P),

f f(9)dg=f dg^f(g^=f dg" f f^dg',
^G/T' ^G/r ?""?, ^G" ^G'/T1

d'où, pour F de la forme F ( g ) == V fOn)»
r/r'

( F ( g ) d g ^ f d g " f fW)dg\
JG/V • 7 G " ^G'/T'

D'autre part, f ^ ( g " ) d g " = [ d^V^Y), donc
JG" ^G"/r" p1"

f F(g)dg=f dg" ̂  f î^g'^dg' { g " = g G'^" = ̂ ').
^G/F ^G"/T" ^Y^G'/Y'
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Il résulte des hypothèses que le module de l'automorphisme ^->T-1^
(yer) de G' est i, de sorte que

et

f /"Qn^W- f f{gg'^dg\
^G'/T' ^G'/r'

X/^Fte)<'î-I„,..^'X/^,2W>^'=.C„.l'»•X,/,^to^»'•ïer/p
Le lemme résulte de là.

Appliquons le lemme 19 aux groupes 1̂ , G^ I^/G^A* et à leurs
sous-groupes discrets 1̂ ., G^ 1^/67,==^ (les isomorphismes de T^G^
sur A* et de T^G/, sur k' sont déterminés par l'application v de r sur G,n;
rappelons que v admet une section globale définie sur A:). Pour les mesures
de Haar on prendra | -k dg \^ \ d g ' \^ ^-' dt [^ dg (resp. d g ' ) désigne ici
une jauge invariante sur r (resp. G). Le lemme 19 donne alors

/ F {g) À dg ^ = f | 7 ̂  dt ^ f F ( g g ' ) \ d g ' \^
J^^/^k J^/^ J^A|Gk

Prenant F (g) = ̂  ^(g(Q) \ v(g) |-, il vient
^Yk

(53) Z^(s)=f t^ \àt\A ^,^(gg'Q)\dgr^
JA^ JG^ ̂ Y,

Posons

^(0 == f S ̂ Wfê)) 1 ̂ / ^ (^= ̂ ^)-
'^/^ ̂

D'après le paragraphe 8, on a

^(O-^ f ^^(^lô.^)^.
içk- Ju^^

Le lemme 8 montre que W(t) = 0( t ) pour \t\->cc (N quelconque),
et l'on déduit de l'égalité (2^) que ^F(f) == 0( \ 11-9) pour /
On démontre alors facilement que le second membre de (53) converge
pour Re(s)>9; le second membre de (52) converge donc aussi
pour Re(s)> 9.

- o.

Soient /'+, f- deux fonctions sur R^ définies par /^(r) = i si T > i,

/>+(I)= ^ f^^) ==o si T < i ; /•++/•-=!. Posons
^4

^ (s) = f /'+( 1 det(.r) | ) <E (a;) | det(a;) -' \î.dx\^,Jv .
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Z$(s) étant défini de manière analogue, on a Z^ = Z^ + Z<i>. Il est
clair que Z^ est une fonction entière. Les calculs précédents montrent
encore qu'on a

Z-^s)=[ f-(\t\)\t\^\tdt\^ f ^(g(x))\W\,.\A

'^1^ ^ ^U^A^ A^lk* .-,.- l /Uii} ^

En multipliant les deux membres de (24) par f-( 1 1 \ ) /1^-1 et en intégrant
ensuite sur A'7/c* par rapport à la mesure | À dt |^, on trouve, lorsqu'on
tient compte de ce qu'on a

f ^(\t\)\^dt^=hk F^^)d^
J ,/*/;•* ^o

[hk étant le résidu en i de la fonction-zêta de k; voir [13], theorem 3.1.1 (iii)]
l'égalité suivante :

i r ^,. , , i r ^, , , ï .Z3,(s)=Zî.(9-s)-A,(——— f <I» |9o |^+—— f <I>!(4,+^(o)'
V—8-'^ s—4t/^ s y

W^-4/' ^ l^^+T-^f^ l -^+s^q^^VV 5 — ï ^ f l l m . s—"^^ " 9 /
1 / ê l 6 0 1-+———5J ^ 1 ' • ï

^^ S~^J^

Cela donne le prolongement analytique de Z$(s) et en même temps
l'équation fonctionnelle

Z<î,00=Z^(9—s).

Remarque. — Pour <î> de la forme ^>(x) =^^^(x^) on peut faire un

« calcul multiplicatif » pour Z$(s), comme cela a été fait dans [13] pour
les fonctions-zêta de groupes classiques. On peut ainsi calculer de deux
façons différentes le résidu en 9 de la fonction Z$; si l'on n'utilise pas
le résultat de ce Mémoire, cette méthode permet de montrer que le
nombre de Tamagawa de G est égal au nombre de Tamagawa du stabi-
lisateur dans G de tout point S;eX^ tel que det(Q^o (on ne trouve
cependant pas que ces nombres de Tamagawa sont égaux à ï).
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