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MODULES SUR LES ANNEAUX LOCAUX REGULIERS
PAR

Marie-Pavte MALLIAVIN-BRAMERET.

Tous les anneaux considérés sont supposés commutatifs noethériens et
possédent un élément unité. Tous les modules sur de tels anneaux sont
unitaires et de type fini. Par dimension d’un anneau R, nous entendrons
toujours la dimension de Krull de R et nous la noterons dim R. Si p
est un idéal premier de R, la dimension de I'anneau R, est appelée la
hauteur de p [notation h{(p)]. Etant donné un R-module M, nous
notons dhM ou dhpM la dimension homologique de M. Une suite x,,
Zs, ..., 2 d’éléments de R est appelée une M-suife si x; n’est pas
diviseur de zéro pour le module M/(x. M +...4+x_1 M), et si
M|@ M +...+x_1 M)+ (o). La borne supérieure des longueurs d’une
M-suite (finie ou -+ o) est appelée la codimension de M (en notation :
codimpM ou codim M).

Définition. — Si R est un anneau local régulier de dimension >.1,
M un R-module et ¢ un entier, 1 £ ¢ < dim R, on dit que M vérifie
la condition (a;) si toute R-suite de longueur ¢ est une M-suite.

Pour une définition, dans un cadre plus général, de la condition (ay),
on se rapportera a [7] et [8]. En particulier, on démontre (proposition 1
de [7]) que, 'anneau R étant local régulier, la condition (a,) est équi-
valente a la condition (b,;) suivante :

(b;) Pour tout idéal premier p de R, on a dhp, (M) < sup[ht(p)—g, o].

La condition (a,) signifie simplement que M est un R-module sans
torsion. Si n est la dimension de R, la condition (a,) signifie que le
module M est libre. D’aprés la proposition 1 de [8], la condition (a,)
signifie que M est réflexif, c’est-a-dire que ’homomorphisme canonique
de M dans son bidual M™ est un isomorphisme.
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Dans les théorémes 2 et 4, nous encadrons la condition (a,), vérifiée
par un module M sur un anneau local régulier R, par des conditions
d’annulation de Torf (M, R/p), ol les p sont certains idéaux premiers
de R. En particulier, la condition (a,) peut étre ainsi complétement
caractérisée. On peut aussi traduire la condition (a,—.) en considérant le
module produit tensoriel de (n — 1) copies de M (voir théorémes 5 et 6),
et en s’inspirant de la caractérisation suivante donnée par M. AUSLANDER
(cf. [2], théoréme 4) : un module M sur un anneau local régulier R de
dimension n est libre si et seulement si le produit tensoriel de n copies
de M est sans torsion.

On a de fagon immédiate le lemme suivant :

LemMmE 1. — Soien! R un anneau local réqulier de dimension n > 1,
q un entier, 1Zq=_n—1, el o—N—->L-—>M-—o0 une suite exacte
de R-modules ott L est libre et N 2 (o). Alors si M vérifie la condition (a,),
le module N vérifie la condition (a;..).

Nous aurons a utiliser le corollaire du lemme suivant, dont on trou-
vera une démonstration dans un cadre plus général dans [4] (théoréme 1.3)
(voir aussi lemme 1 de [5]).

LemME 2. — Soient A un anneau local d’idéal maximal m(A), a un
élément de m(A) non diviseur de zéro dans A, M un A-module non nul
tel que aM = (o). Alors, si dhy,, (M) =n <o, on a dhy(M)=n +1.

CoroLLAIRE. — Soient A un anneau local, ai, a,, . .., a, une A-suite de
longueur q, a U'idéal de A qu’elle engendre, M un A/a-module non nul.
Alors si dh,,,(M)=n <oo, on a dh(M)=n +q.

Démonstration. — A partir du lemme 2, on procede par récurrence
sur ¢. Supposons ¢ >-1 et le corollaire démontré pour ¢ —1. Posons
A =Alb, ot b=Aa,+...4+ Aa,,. La classe @, de a, modulo b
appartient 4 I'idéal maximal de A et n’est pas diviseur de zéro dans A.
Les anneaux Aja et A/a,A sont isomorphes. D’aprés le lemme 2, ’éga-
lité dhj/-éqg(M) =n <o entraine que dh;(M)=n +41. D’oli, d’aprés
I’hypothése de récurrence, on a dh,(M)=n +q.

Rappelons le résultat suivant, dont on pourra trouver la démons-
tration dans [3] (proposition 1.4) : '

LemME 3. — Soient R un anneau local et M un R-module. Si i, ..., z,
est une M-suite, alors dhgM|(x,M +...+z2,M) = q + dhgM. (On pose
q + o = c0.)

Enfin, il vient d’étre prouvé le résultat suivant (cf. corollaire 2 du
théoréme 3 de [6]) :

TutoreME 1. — Soient R un anneau local régulier, M ef N deux
R-modules. Si Tor[(M, N) = (o), alors Tor}(M, N) = (o), pour j>:i.
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TaEOREME 2. — Soient R un anneau local régulier de dimension n .1,
et M un R-module. Si Torf(M, R/p) = (o) pour tout idéal premier p
de R de hauteur inférieure ou égale @ n —s, ou s est un enlier compris
enire o et n, alors M vérifie la condition (a,_.).

Démonstration. — Si s = o, alors Torf(M, R/m) = (o), ou m est 'idéal
maximal de R et, par suite, M est libre. Supposons que s> o et
que le théoréme soit démontré pour s—1. Soit q un idéal premier
de R de hauteur n-—r1. Alors, le R-module M, est tel que

Torfq (Mg, Ry[pR,) = (0), pour tout idéal premier pR, de R, de
hauteur <n-—s=dim(R,)— (s — 1). D’aprés I'hypothése de récur-
rence, M vérifie la condition (a,,(q)_(_y). On a donc, pour tout idéal
premier p de R de hauteur =~ n-— 1, I'inégalité

dhn, (M) < sup[ht(p) — (n—s), o].

Il suffit donc de prouver que dhg(M) est au plus égal & s. Supposons M
non libre; alors, pour toute suite exacte de R-modules : o> N — F—+M— o
dans laquelle F est libre, on a dhgz(N) = dhg(M) — 1. De plus, puisque,
d’apres le théoréme 1, on a TorZ(M, R[p) = (o), si p est un idéal premier
de hauteur = n-—s, on a aussi, Torf(N, R/p) = (o), pour tout tel
idéal p. I1 suffit donc de prouver que I'égalité dhgz(M) = s + 1 est impos-
sible. Supposons donc que dhz(M) = s + 1, alors dhp(N) = s, et comme,
d’aprés le début de la démonstration, on a

dhny(N,) = sup[ ht(p) — (n—s), o]

pour tout idéal premier p de hauteur =~ n — 1, il s’ensuit que N vérifie
la condition (a,—;). Soit p un idéal de R engendré par un sous-systéme de
longueur n — s d’un systéme régulier de parametres. De la suite exacte

o—-+N-—->F-—+M->o,
résulte la suite exacte

o—+>N|pN—>F[pF-—>M[pM —o.

Puisque p est engendré par une R-suite, on a, d’aprés le lemme 2,>
dhp(F[pF) =n—s + dhy,(F[pF).
Puisque toute R-suite est une F-suite, on a, d’aprés le lemme 3, |
dhp(F|pF)=n—s. ‘
Par conséquent, dhy, (F[pF)=o0 et F[pF est un R/p-module libre.
Puisque N/pN est un sous-module d’un module libre, on a
dhy/,(N[pN) < dim (R/p) —1.
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D’ou, d’aprés le corollaire du lemme 2,
dhg(N[pN) Zdim(R/p)—1 +n—s.

Enfin, puisque toute R-suite de longueur au plus n — s est une N-suite,
on a, d’aprés le lemme 3,

dhp(N) = dhp(N/pN)— (n — s) = dim (R[p) —1 = s —1,

ce qui contredit le fait que dhz(IN) = s. Par conséquent, M vérifie la
condition (a.—s).

Pour démontrer une réciproque affaiblie du résultat précédent, nous
aurons besoin du théoréme suivant (cf. théoréme 1.2 de [1]) :

THEOREME 3. — Soient R un anneau local, M et N deux R-modules = (o)
lels que dhy (M) < 0. Soit q le plus grand entier > o tel que Tor} (M, N') (o).
Alors, si ou bien codimyTorf(M, N) =1 ou bien ¢ = o, on a

codimg(IN) = codimgTor% (M, N) 4 dhr(M)—q.

TutoriME 4. — Soient R un anneau local régulier de dimension n > 1
et M un R-module. Si M vérifie la condition (a,), o1 q est un entier compris
enire 1 et n, on a Torf(M, R|p) = (o) pour toul idéal premier p de R de
hauteur — q et tel que dhz(R[p) = ht(p).

Démonstration. — Posons s = n—¢q. Si s = o, le module M est libre
et 'on a Tor?(M, N)= (o) pour tout R-module N. Supposons s> o
et le théoréme démontré jusqu'a s — 1. Soit p un idéal premier de R
de hauteur << ¢. Si q est un idéal premier de R tel que pgq, alors
Torfa@Iq, Rp/qu> est nul. Si pCq et si dhgr(R/p) = hi(p), alors on

a aussi
dhnq<Rq/qu> = hl(pRp) = ht(p);

en effet, on a, d’aprés la proposition 1.6 de [3], I'inégalité
dhry(R, [P Ry) < dha(R[p);

d’autre part, puisque I'anneau R, est local régulier, on a, d’aprés la
proposition 2.5 de [3], l'inégalité ht(pR,) < dhz,( R, [P R,). Supposons
I'idéal q différent de l'idéal maximal de R. Alors le R -module M,
vérifie la condition (a,(q)_,) = (a;) avec {3 s. Puisque

ht(pR,) < q = ht(q) —*1,

on a, d’aprés I’hypothese de récurrence, 1’égalité

Tora(M,, R, [pR,) = (o).
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Par suite, s’il n’est pas nul, le module Tor?(M, R/p) est de codimen-
sion o. Soit 0 = N —F — M — o une suite exacte de R-modules dans
laquelle F est libre. Alors, d’aprés le lemme 1, le module N vérifie la
condition (d;+1) = (d,—(s—1)); donc, d’aprés I’hypothése de récurrence
on a

Tor{(N, R[p) = (o)
et, par suite,

Tor?(M, R[p) = (o) pour i> 2,

I1 résulte alors du théoréme 3 que codim(R/p) = dh(M) —1; ou encore
d’aprés I'hypothese faite sur p, dh(M) = n +1 —hi(p); comme on a
aussi dh(M)~n—ygq, il en résulte que hf(p)>>q + 1, ce qui contredit
le choix de p. Par suite, on a

Tor®(M, R|p) = (o).

CoroLLAIRE. — Soient R un anneau local régqulier de dimension n > 1
el M un R-module. Alors M vérifie la condition (a.—.) si et seulement si
on a Tor%(M, R|p) = (o) pour tout idéal premier p de R de hauteur
égale a n— 1.

Démonstration. — Si Tor%(M, R/p) = (o) pour tout idéal premier p
de hauteur n — 1, alors M,, est un R,-module libre pour tout tel idéal
et, par suite, M, est un R ,-module libre pour tout idéal premier q de

hauteur inférieure ou égale & n— 1. On termine la démonstration
comme dans le théoréme 2. Si M vérifie la condition (a,—.) on démontre
que Torf(M, R/p) = (o) pour tout idéal premier p de hauteur n—1
comme dans le théoreme 4 en utilisant le fait que, pour un tel idéal p,
on a codimg(R/p) = 1.

Soient R un anneau, M un R-module et i un entier >.1; nous
noterons ®RM le module produit tensoriel de i copies de M.

Nous utilisons, pour la démonstration du théoréme 5, le résultat
suivant : (cf. [1], lemme 3.1) :

LeMME 4. — Soient R un anneau local réqulier, M et N deux R-modules
tels MerN soit sans torsion. Alors :

(i) Les modules M et N sont sans torsion;

(ii) On a Tory(M, N) = (0);

(iii) On a dhr(M) + dhg(N) = dhg(MerN) < dimR, en supposant
que dimR > 1. ”

TrEOREME 5. — Soient R un anneau local régulier de dimension > 1

/A
et M un R-module. Si, pour un entier q>-1, le module X M esl sans
torsion, alors M vérifie la condition (a).
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. 7 .
Démonstration.— Puisque ) , M est sans torsion, les R,-modules é Ry M,
sont sans torsion, pour tout idéal premier p de R. Alors, d’aprés le

lemme 4, on a, pour i =1, ..., q—1,
Tors (M, @, M,) = (o)

et le module (%), M, est sanstorsion; de plusdh, ( ), M, ) = qdhn, (M)

est inférienre 4 hf(p)—1 [ou & o si hi(p) <1i]. Par conséquent, si
ht(p) = q, alors

dhn, (M) = o Zsup[ht(p)—g, o].

Si ht(p) = q + s, avec s > o et si sSdhp,(M,), on a gs <(q +s)—1;
d’olt s(gq—1) <qg—1, ce qui est impossible. Par conséquent, on a

dhu, (M) < sup[ht(p) —g, o]
pour tout idéal premier p de R; par suite, M vérifie la condition (a,).
LemMe 5. — Soient R un anneau local régulier de dimengion n>iet
M un R-module. Si M vérifie la condition (a,—.) et si Torf (M , ® M > = (o),

S41
pouri=ru, 2, ..., S, ol s = n— 2, alors le module (X), M vérifie la condi-

tion (an—1—s).

Démonstration. — Soit p un idéal premier de l'anneau R. Alors,
I’anneau R est local régulier et I'on a

Tor’l"v (Mp, @RPMQ = (o), pour i=1,2,...,8.

D’aprés le théoréme 1, on a aussi
Tor?p<Mp, ®anp:) = (0), pour i=r1,2,...,s et tout j>1.
Il résulte du théoréme 3 que
iy (My 21, ( @, M, ) )
= dh]rpj\dp -—I— dh/gp <®BpMP> pour i= I, 25 o0ey Se
S41 . .

Par suite, dhnp< ®HD~MP> =(s+1) dhanp. Puisque M vérifie la condi-

tion (a,-:), on a dhanp = o pour tout idéal premier p différent de
I'idéal maximal de R et dhp(M) 1. Par conséquent,

dhay (@ 4, M) = o,
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pour tout idéal premier p de R différent de 1'idéal maximal et

§4+1

dhn<®ﬂM>éS‘ + 1.

Comme s +1=n—((n—s—1), on a

Ss+1

th<®RM>ésup[dimR——(n—s—1), ol.

s+1

Par conséquent (X),M vérifie (a,.—s).

THEOREME 6. — Soient R un anneau local régulier de dimension n>. 2

n—1
et M un R-module. Alors, si M vérifie la condition (an—.), le module (X),M
est sans torsion.

Démonstration. — On a une suite exacte o -~ N — L - M — o, dans
laquelle N et L sont libres. Il suffit, d’aprés le lemme 5, de prouver que

Tor{*<M, ®RM>=(0) pour i=1, 2, ..., n—2. On peut supposer

k:
que n > 2. Si pour un entier k compris entre 1 et n—2, Tor# <M, ®RM>
n’est pas nul, alors M n’est pas libre et 'on a dhg M = 1. Si p est un idéal
premier de R différent de I'idéal maximal, alors M, est un R,-module

/

k
libre et I'on a (‘Tor{’<M, QM >>p= (o). Par suite, la codimension du

M, &K HM) est o. D’autre part, il résulte de la suite exacte

k
0—>N-—>L-—>M -0, 0uN et L sont libres, que Torf(M, @RM> = (o),
pour i > 2. Donc, d’aprés le théoréme 3, on a

module TorZ (

f
codimg<®,,lu> = dhp(M) —1.
Il en résulte, puisque R est régulier de dimension n et que dh(M) = 1,

k
que dh,,((g) RM) =n. Comme n> 1, on a nécessairement k> 1. Choisissons

k
pour k le plus petit entier pour lequel Tor{*(M %) RM) n’est pas nul, alors

Tort (M, @, M) = (o).

i
D’ou d’aprés le lemme 5, le module X),M vérifie la condition (a,._z).

k
Par suite dh;,(@nM> ~ ket n <k, ce qui contredit le fait que k = n— o.



268 M.-P. MALLIAVIN-BRAMERET.

Il résulte alors du corollaire du théoréme 4 et des théorémes 5 et 6
le corollaire suivant :

CorOLLAIRE. — Soient R un anneau local régqulier de dimension n > 2
et M un R-module. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Le module M vérifie la condition (a.—.);

n—1

(ii) Le module (XM est sans torsion;
(iii) On ‘a Tor®(M, R/p) = (o) pour tout idéal premier p de R de
hauteur n — 1.

En particulier, sur un anneau local régulier R de dimension 3, un
module M est réflexif si et seulement si le module MgrM est sans
torsion et, aussi si et seulement si Tor?(M, R/p) = (o) pour tout idéal
premier p de R de hauteur 2.
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