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SUR LA FINITUDE DE LA FERMETURE INTEGRALE
PAR

M'e MarcueriTe MANGENEY.

Nous nous placerons dans la situation suivante : A est un anneau
noethérien integre, local, d’idéal maximal m. Soient K le corps des
fractions de A, et K’ une extension finie de K. Si B est une A-algébre
(que nous supposerons souvent entiére, donc contenue dans la fermeture
intégrale de A dans K') telle que A cBc K’, on cherche des conditions
pour que la structure de A s’étende a B.

On traitera ici essentiellement de la finitude de B (c’est-a-dire : B est
un A-module noethérien).

Donnons tout d’abord la définition suivante :
DEFINITION. — On dira, comme dans les EGA de GROTHENDIECK [2],

que M est un A-module quasi-fini si M/mM est de rang fini sur le corps
résiduel k = Ajm.

1. — Nous aurons besoin du résultat préliminaire suivant (Nacata [3],
30.6) :

ProrosiTioN 1 (CHEVALLEY). — Soit (R, n) un anneau local complet
noethérien, d’idéal maximal n. Si M est un R-module quasi-fini et séparé
pour la topologie n-adique, alors M est un R-module de type fini.

En effet, comme n/n* est un R/n-module de type fini, gr (R) est noethé-

rien. Soit M le complété de M pour la topologie n-adique, nous avons
I'isomorphisme canonique

M > M M.

Ceci montre que M est un R-module quasi-fini. Soient (z,);e1, une famille
finie d’éléments de ¥ dont les classes mod(ni) forment un systeme
générateur de M/m 1. Ces classes engendrent aussi le gr(R)-module gr (/1 )s
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qui est donc un gr(R)-module de type fini. Comme R est complet, on
en déduit que I est un R-module de type fini (Boursaxki [1], chap. III,
§3,n°1, prop. 3). Comme M est séparé, M s’identifie 4 un sous-R-module
de N, et par suite, M est un R-module de type fini.

En se placant dans les hypothéses du probléme posé, on a la propo-
sition suivante :

ProrosiTioN 2. — Si B est entier sur A, alors les deux conditions sui-
vantes sont équivalenfes :

(i) B est un A-module quasi-fini.
(ii) Les idéaux maximaux de B sont des B-modules de type fini.

Montrons que (i) entraine (ii). Soit m’ un idéal maximal de B.
Comme B/mB est A/m-module de type fini, le sous-A/m-module m'/mB
de B/mB est lui aussi de type fini. C’est donc un A-module de type
fini, et a fortiori un B-module de type fini. Comme mB est un B-module
de type fini, m’ est engendré sur B par un nombre fini d’éléments.

Reste & montrer que (ii) entraine (i). Comme B est entier sur A, les
idéaux maximaux de B sont en nombre fini. Soient (m;),_;,, ces idéaux
maximaux. Posons

m=m,....m.=m,n...nm,
(car les idéaux sont étrangers). Alors m’/mB est un sous-A/m-module
de m;/mB, donc c’est un A/m-module de type fini. C’est aussi le subra-
dical de B/mB. On en déduit qu’il existe «> o, tel que m'*cmB.
Il suffira de montrer que B/m’* est un A/m-espace vectoriel de dimension
finie, car B/mB est un espace quotient.

Considérons les quotients :

B m) m m. mgmg, (m.. mx ) m*+!

TITY T3 ey T 7Y eeey n 7 B =) eeey 7
m, m; mn, m¥.. mZEmPi! m'=

Chacun d’eux est un B/m;-module de type fini, pour un certain i.
Les B/m;, étant des A/m-modules de type fini d’aprés un théoréme de
Mori-NacGaTa ([3], 33.10), tous ces quotients sont des A/m-modules de
type fini. Par conséquent, B/m'* est un A/m-module de type fini.

Toujours dans les hypothéses du probléme, on a la proposition suivante :

ProrosiTioN 3. — Pour que B soit un A-module de type fini, il faut
et il suffit que B®.A soit un A-module de type fini.

Si B ®Afl est un anneau noethérien, alors B est un anneau noethérien.
De plus, si B est entier sur A et si B ®421 est noethérien, alors B est un
A-module de type fini et, par conséquent, B®,A est un A-module de
type fini.
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La premiére assertion résulte du fait que A est une A-algébre fidéle-
ment plate, car A est un anneau local noethérien. Pour la méme raison,
B ®.A est une B-algébre fidélement plate. On peut donc identifier B
a une sous-B-algeébre de B ®/,A. Si i est un idéal de B, on a

{(BR.A)nB =1.

~ . I3 . . -
Comme B ®.,A est noethérien, on en déduit qu'une suite croissante
d’idéaux de B est stationnaire, d’oll la deuxiéme assertion.

Comme B est entier sur A et noethérien, B est un A-module quasi-
fini, d’aprés la proposition 2. D’autre part, on a les isomorphismes
suivants :

BR.A B { B A _ B
mBw.A)  mBOU L F Y B O S mE

(car AfmA ~ Ajm).

Donc B®,,Zi est un module quasi-fini sur A et, a forfiori, sur
Panneau A, qui est complet. D’aprés la proposition 1 et la premiére
assertion de cette proposition, il suffit de montrer que B ® A est séparé
pour la topologie mA-adique. Montrons que m(B®.,A) est contenu
dans le radical de B®,A. Comme B est entier sur A, B®,A est
entier sur 'anneau local A. On en déduit que tout idéal maximal de
B®.A contient m(B®.,A) (lidéal maximal de A est mA). Comme

m(B ®,,AA) est contenu dans le radical de B ®A,AA, il définit une topo-
logie séparée.

Lorsque B est un A-module de type fini, d’aprés le lemme d’Artin-Rees,
il existe un entier r > o tel que

m*BnA =m»"(m"'BnA) pour h>r.

Ceci implique que la topologie définie par les (m*BnA4),en définit une
topologie identique & la topologie m-adique. Sous certaines conditions,
cela entrainera que B est un A-module de type fini. Dans les hypothéses
du probléme, deux cas se présentent.

Cas ou K' = K.

LemME. — Si les m"Bn A définissent sur A la méme fopologie que la
topologie m-adique, alors le A-module B ® A est séparé pour la topo-
logie m A-adique.

L’hypothése signifie que, pour touj; n > o, il existe un entier m(n) > o
tel que m™""”BnAcm” Comme A est un A-module fidélement plat,
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A s’injecte dans B ® A. On verrait, comme dans la démonstration de
la proposition 3, qu’on a

BR.A
mr (B ®AAA

B
) ~ op Ppour tout n > o.

Comme A/m"BnA s’injecte dans B/m”B et que A est fidélement plat,
on a l'injection
A _C“} B ®AAA .
(m"BnA)A  mr(BR.,A)

Pour tout n > o, on a

mm(n)(B ®AA\)n AA =(mm(n)BnA)A\ﬁAAcm’1A =(m/i\)n.
Soit ye m m*(B®.A). On peut mettre y sous la forme Z U a;

avec J;€B et a;€ A. Comme BcK, il existe ac A tel que

aye m m*(BR.A)nA]c n (mA)r=o.

Puisque a n’est pas diviseur de zéro dans B, il ne I'est pas non plus
dans B®.A, car BRQ,A est plat sur B, ceci implique y=o0. On a
démontré que B®4A est un A-module séparé pour la topologie
mA-adique. On a finalement le théoréme suivant :

TrEOREME 1. — Si I'anneau B satisfait les conditions suivantes :

(i) Les m*BnA définissent une topologie identique a la topologie
m-adique;

(ii) B est un A-module quasi-fini.

Alors B est un A-module de type fini.

(ii) montre que B ®.A est quasi-fini sur A. D’aprés le lemme précé-
dent, (i) montre que B ®4A est séparé pour la topologie mA-adique.

D’aprés la proposition 1, B®.A est un A-module de type fini, ce qui
implique, d’aprés la proposition 3, B est un A-module de type fini.

Cas ou K ZK'".

TutoreME 1 bis. — Si I'anneau B satisfait les conditions suivanfes :

(i) Il existe une extension finie A, de A, contenue dans B, dont K' est
le corps des fractions, telle que la topologie m-adique de A, soif identique
a la fopologie définie par les m*BnA,.
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(ii) B est un A-module quasi-fini.
Alors B est un A-module de type fini.

Soit 1 un idéal maximal de A;,. Comme nNnA=m, B, est un
Ap-module quasi-fini. Montrons que mA., est ouvert pour la topo-
logie définie par les m”B,nA,;, Comme mA,, est n A,-primaire,
les m"B,nA,, définissent une topologie identique a la topologie
n(A.)r-adique. Comme (A,), et B, ont méme corps des fractions, on
peut appliquer le théoréme 1. Donc B, est un A;,-module de type fini.
Ceci étant vrai pour tout idéal maximal de A,, B est un A;-module
de type fini, donc un A-module de type fini.

Remarque. — Dans ce dernier cas (K = K’ et A, A), les m"BnA
définissent dans A une topologie identique a la topologie m-adique.
En effet, comme mA, et les (n"BnA,) définissent la méme topologie
sur A,, ils induiront la méme topologie sur A. Or mA, induit la topologie
m-adique, d’aprés Artin-Rees. Donc la topologie m-adique est identique
a la topologie définie par les m*BnA. Mais malheureusement, cette
hypothése n’est pas suffisante, comme dans le théoréme 1. En effet,
dans un contre-exemple (cf. BourBaxkai [1], chap. V, exerc. 20, § 1), A est
un anneau intégre et en méme fermeture intégrale de A dans une exten-
sion finie de K. S'il existait A, vérifiant (i), et AcA,c 4, et A, ayant

méme corps des fractions que A, on aurait A= A, (cf. Boursaxi [1],
chap. III, exerc. 9a, § 3). Ce qui est impossible.

COROLLAIRE DES THEOREMES 1 ET 1 bis.

(i) Si B est entier sur A;

(ii) Si les idéauxr maximaux de B sont de type fini;

(iii) S’il existe une extension finie A,de A, dont K'est le corps des frac-
tions, telle que A, c Bc K’ et telle que la topologie définie par les m"BnA,
soit identique a la topologie m A -adique,
alors B est un A-module de type fini.

Conséquences :

— Si dimA =1, d’aprés KrurL-Axizuki, B est noethérien et (ii) est
évidemment vérifiée; on a méme plus, B est quasi-fini, méme si B n’est
pas entier.

— Si dimA = 2, et si B est la fermeture intégrale de A dans K’,

alors B est noethérien.

Pour que B soit un A-module de type fini, il faut et il suffit qu'on
ait (iii).

2. — Nous allons étudier d’autres cas pour lesquels le probléme
admet des solutions.
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TukorEME 1. — Soient K’ une extension finie séparable de K, B une
A-algébre entiére telle que AcBcK'. Si B est un A-module plat, B est
un A-module de type fini.

Remarque. — Si B est un A-module plat, comme il est entier, il est
aussi fidelement plat, et par suite, les m"BnA (= m”) définissent la
topologie m-adique de A.

Nous appellerons C,, si C est un anneau, le quotient de C par son
nilradical. Soient R lanneau total de fractions de A,., et g, pour

1=i<r, les idéaux premiers minimaux de A. Pour tout i, soit L;
le corps des fractions de A/q. Alors les homomorphismes canoniques
suivants sont tous des injections :

A"ad—>ze:31 A\/ql——>i€§lL,~=R.

Comme A est un A-module plat, tout élément de A, différent de zéro,
étant non diviseur de zéro dans A, ne I'est pas non plus dans A et
n’appartient a aucun élément de A et A. Par suite, il n’est pas non plus
diviseur de zéro dans A,. Donc

AcA,.., e KcR.

De méme, A peut étre considéré comme un sous-anneau de ﬁ/qi, car
q:NA =o, et K comme un sous-corps de L; pour tout i. Comme K’
est une extension séparable de K, K'®xL; est réduit, c’est donc une
somme directe finie d’extensions finies de L, Mais K'= K[B], donc

K'®QxL;=K[B]QxL;=(B ®.4K) QxL) =B QL.
Comme B est un A-module plat, on a la suite exacte :
0——)—B®AA/qi—>B®ALi,

ce qui montre que B ® ,A/q; est réduit. Mais
B®.A/0=B®.A)Q2+4/0:=(BR.A)/0.(B®.A)

Comme B est un A-module fidélement plat, la A-algébre A/q; s’identifie

4 une sous-A-algébre de B®.A[q. Mais A/q; est un anneau local,
noethérien, intégre, complet, sa fermeture intégrale dans une extension

finie de son corps des fractions est un A/q~module de type fini. 11 en
est de méme de sa fermeture intégrale dans K'®yL; qui est somme

directe d’extensions finies des L. Celle-ci contient B® ,A /q: puisque B
est entier sur A.

Donec
B®.Ale~B®.Al0.(BR®.A)
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est un A/q-module de type fini, et en particulier, c’est un anneau

noethérien. Montrons que B ®,A est un anneau noethérien. D’aprés
le théoréme de Cohen, il suffit de démontrer que tout idéal premier

de BRA est de type fini. Soit p un idéal premier de B & 4A. Alors p
contient un idéal premier minimal de B ® 4A qui contient un qi(B X ,,A).
Comme p/q;(B®.A) et q,(BR.,A) sont de type fini sur B ®.,A,
p est un idéal de type fini et B®,A est noethérien. D’aprés la propo-

sition 3 du paragraphe 1, comme B est entier sur A, B est un A-module
de type fini.

ConstQUENCE I. — Le théoréme n’a d’intérét que dans le cas ol
K > K' : en effet, comme B est fidélement plat, on a, pour tout idéal a
de A, aBnA =a. Si K'= K, soit bja un élément de B (b, a apparte-
nant 4 A); on a

beaBnA =adaA,
donc bjac A. Ainsi B = A.

ConstQUENCE II. — L’hypothése « K’ extension séparable de K »
est nécessaire. [Pour le voir, on se reportera au contre-exemple cité
dans le paragraphe 1 (cf. BourBakr [1], chap. V, exerc. 20, § 1). Dans

celui-ci, on avait A = fermeture intégrale de A dans K, et A est fide-
lement plat.]

ConsEQUENCE III. — Les hypotheéses faites sur K’ et B servent essen-
tiellement pour affirmer que B ®,,A..m est réduit. En effet, B(X),Amd
s'identifie 4 un sous-anneau de B®.,A/q; qui est réduit. Si nous
appelons n le nilradical de A, nous avons :

B®AA/n=(B®JA) ®/’1‘AA/n=(B®AAA)/“(B®AAA>
et si nous notons “B®A;,\, le nilradical de B®AA\, on a

nB® _é\:n(B@AA).
A
Et méme, nous avons I’équivalence entre «B®Aﬁrad est réduit » et
«Mo AA=n(B ®4A) ». Plus généralement, sans faire d’hypothéses
A
sur K' et B, on a :

TuEOREME 2. — Soit B une A-algébre entiére telle que ACBcCK'
(K' extension finie de K).

St B®Aﬁmd est lui-méme réduit, B est un A-module de lype fini.
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Comme dans le théoréme précédent, en utilisant la proposition 3 du

paragraphe 1, on est ramené a démontrer que B ®,A est noethérien.
Pour cela nous aurons besoin du lemme suivant :

LemMme (EGA, [2], chap. IV, § 0, 23-2-3). — L’application canonique
(B®.A)a —> (K' ®.4R)aq est une injection.
Remarque. — A, peut étre considéré comme un sous-anneau de

(B ®AA\)H., puisque A s’identifie 4 un sous-anneau de B®,,/f. Nous
savons que (K’'®.,R)..a est somme directe d’extensions finies des L

donc (B®.A).a est semi-local. Par suite, m(B®.A) + My 4 ot
~ A
contenu dans Rad (B ®AA), donc

m(B®.A)cRad(BR,A).

Démonstration du lemme. — On peut, en effet, considérer I’homomor-
phisme canonique h:B ®.,A - K'®,R comme composé des homo-
morphismes :

BRUASK QA > K QA K QuR.

Comme A est fidélement plat, u est injectif. Comme K’ est un K-module
plat et que K est un A-module plat, K’ est un A-module plat et w est
injectif. Enfin, pour la méme raison, le noyau de v est contenu dans
K'®4A et est contenu dans le nilradical de K’®AA\. On en conclut
aussitot que, si 'image par h=wovou d’un élément z de B ®,A
est nilpotente, x est nilpotent. D’ol1 I’assertion.

Démonstration du théoréme. — On sait que :
(K’ ®.4R)rad == @ (K, ®4Li)rad

et que (K'®.L)wa est composé direct d’extensions finies des L.
La fermeture intégrale de A/q; dans ces extensions est une A/q-algébre
finie et a fortiori une ﬁ,ad-algébre finie. Donc la fermeture intégrale
de A\md dans (K'®.R).a est une AA,ad-algébre finie. Comme B est
entier sur A, (B ® 4A }md, qui contient A et qui est contenu dans la
fermeture intégrale de AAmd, est une AAmd-algébre finie. En particulier,
(B ®.4A ). est un anneau noethérien. Mais comme

Mg 4= n(B®.A),

Mg 4 est un B® Aff module de type fini. Comme tout idéal premier p

contient Nye o002 ;t)/nB® 4+ et Mo 4 sont des B ® ;A modules de
A A =



FINITUDE DE LA FERMETURE INTEGRALE. 285

type fini, donc p est un B ®.A module de type fini. Donc B ®.,A
est un anneau nogthérien et, par conséquent, B est un A-module de
type fini.

Examinons maintenant la condition suivante :
(E) « Pour toute A-algébre finie intégre C, C®AA\M est réduit ».

ProposiTioN. — Si A vérifie la condition (E), alors A est lui-méme
réduit.

D’aprés un théoréme de Zariski-Nagata (EGA [2], chap. IV, § 2, 7.6.4),
il suffit de montrer que, pour tout quotient intéegre B de A, B est un
anneau japonais. D’aprés le théoréme précédent, il suffit de vérifier la
condition (E) pour ’anneau B.

Supposons B de la forme A/p, pour p;Z o et peSpecA [le cas o
p=(o) (donc A intégre) est évident]. Alors

B ®AA\-I'J(1 =(A/P ®AA) ®_J\A\rad - A\/pz‘i ®fArad= A\/p A + n.

Donc A [pA + n est réduit. Mais si q est un idéal premier contenant p A,
q>pA + 1 (puisque q contient n), et réciproquement. La racine de pA
est pA + n. D’ou

(A/pAA)rad =B ® A\md et B\radz B ®AA\1-ad-

Soient K le corps des fractions de B, Kj une extension finie de Kj,
B, la fermeture intégrale de B dans K. Comme B, est limite inductive
de B-algébres finies ayant K pour corps des fractions <soit B, =1lim B\,\>,

7}
on a

(B\)\)I'ﬂ(l == (B)\ Qbﬁé)md = (BI ®B érad)r{ld
(car By ® BB\N,I est isomorphe a By / nﬁ;\).
Mais
B)\ ®B§razl = B?; ®B (B ®AAM(I) = B)\ ®A A\rad

et B; qui est une B-algebre finie, est une A-algebre finie integre, donc
B)\®Bl§,ﬂd est réduit et ’on a

(B\)\)rad = B‘/\ ®BB\M¢1-

Comme B;=1im B), on a
—_>

A

B1 ®B-émd == 'lin; (B)\ ®B§rad)
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et, par conséquent, B, ®5B1aq est réduit. En appliquant le théoreme 2,
on voit que B; est un B-module de type fini. Donc B est un anneau
japonais.
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