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Introduction.

Plusieurs auteurs ont étudié des problémes aux limites elliptiques
dans des espaces de Sobolev avec poids. On peut renvoyer par exemple
4 GEYMONAT et GrISVARD [8], LizorkIN et Nikovr’sk1J [26], MorEL [ 28],
ainsi qu’a leurs bibliographies.

Ils ont ainsi étudié des problémes aux limites pour des opérateurs de
la forme

() YA(D),

(*) Thése Sc. math., Paris, 1967.
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ou A(D) est un opérateur elliptique dans 1’adhérence d’un ouvert Q
de R”, et ¢ une fonction s’annulant sur son bord I' (ou devenant infini).

Notons que Kiprwanov [12], LizorxIN [25], etc. ont examiné des
problémes voisins.

Le but de ce travail est d’étudier des problémes aux limites dans des
espaces du type L2, pour une classe d’opérateurs elliptiques dans Q qui
dégénérent au bord (i. e. qui cessent d’étre elliptiques sur I'). Nous ne
supposons pas la dégénérescence totale comme dans (1). Plus précisément,
nous considérons des opérateurs de la forme

(2) A(D) = \*A + 9 B(D) 97,

ou A est un opérateur d’ordre 1 défini dans Q et transversal 4 T, B(D) est

un opérateur elliptique d’ordre 2 dans £, ¢ est une fonction €= telle que T
soit défini par ¢ (x) = o, enfin p est un entier positif.

Nous nous limitons ici, au cas des opérateurs d’ordre 2, mais les
méthodes utilisées et les résultats obtenus pourraient probablement étre
étendus a I’ordre supérieur.

Chapitre I. — Dans le chapitre I, nous étudions des espaces de Sobolev
avec poids dans le demi-espace R ={ (z, y), y>o}.
Désignons par W™ (e, s) I’espace des fonctions u dans R’ vérifiant
y*ue L:(H ®R*),
D}'ue L*(RY).
Nous démontrons I’inclusion
W (a, s)c W (B, r),

avec

—;<ﬁéa, r=s

ainsi que le résultat de « dérivée intermédiaire » suivant :

W (a, s)»W'@,f),

2

uD,u.

Nous utilisons, ensuite, ces résultats pour établir des « lemmes de
commutation » utiles aux chapitres suivants.

Chapitre II. — Le chapitre II est réservé a la régularité des solutions
des problemes de Dirichlet et de Neumann pour I'opérateur A (D) défini
par (2). Ainsi on démontre que, si le second membre est dans H*(Q)
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(k entier > 0), et u est la solution, on a
3) A*ue H*(Q), o*ue H+*(Q).
H*(£2) étant I’espace habituel de Sobolev d’ordre k.

Nous utilisons, pour cela, la « régularisation elliptique » qui consiste
a approcher (2) par un opérateur elliptique non dégénéré (en lui ajou-
tant — cA). Ceci nous permet de considérer notre solution comme «limite »
d’une suite de fonctions ¢» (voir Koun et NIRENBERG [14], Lions [15],
OLEJNIK [31], etc.).

Nous nous ramenons, ensuite, au cas du demi-espace et nous utilisons
les résultats du chapitre I.

Nous remplacons 'utilisation des « quotients différentiels », dans I’étude
de la régularité, par celle des dérivations fractionnaires paralléles au bord,
comme le font Konn et NIRENBERG [14].

Notons que nos résultats [(3) par exemple] sont plus précis — dans
ce cas — que ceux obtenus par ces auteurs dans un cadre voisin et plus
général.

Chapitre I11. — Soit U un ouvert de R* vérifiant Q c U. Nous supposons
que l'opérateur (2) est donné dans U. [ A étant toujours transversal a T,
bord de £, défini par ¢ (z) = o.]

Nous démontrons des résultats de régularité a I' « intérieur » par des
méthodes semblables a celles du chapitre précédent. Nous en déduisons,
en particulier, ’hypoellipticité de cet opérateur dans U.

Notons H(A) l'espace des u appartenant a H°(2) et telles que
A(D)ueH'(L2). Nous montrons, alors, a partir du résultat précédent,
que @(Q) est dense dans H(A), et que u>(vu, v \u) se prolonge en
une application continue de H(A) dans

H—'2e+1 (l‘) X H—3/20+ n([‘)‘

Nous démontrons, enfin, que nous avons les deux isomorphismes
H(A) 25 Ho(Q) x H-1ee+0(T),
H(A) (A(D), )>H°(SZ) s H -3:5+0(T),

ce qui étend des résultats de Lions et Magenes dans le cas elliptique
(voir [23]), aux opérateurs que nous considérons.

Je suis trés heureux de pouvoir exprimer ici toute ma gratitude
a M. Bernard MALGRANGE a (ui je dois ma formation mathématique.

Je remercie également M. Jacques-Louis LionNs pour tout l'intérét
qu’il a porté a mes recherches, et M. Laurent ScHWARTz pour ses continuels
encouragements. Je leur suis trés reconnaissant de m’avoir permis
d’exposer I’essentiel de ce travail dans leur séminaire (1965/1966).

Ma reconnaissance va également a M. Jacques DENY qui a bien voulu
me proposer le sujet de seconde thése et présider le Jury.
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CHAPITRE 1.

Espaces de Sobolev avec poids.

1. Espaces avec poids.

Soient A et B deux espaces de Hilbert séparables. On suppose que A c B,
algébriquement et topologiquement, A étant dense dans B. On définit,
alors, un opérateur A auto-adjoint, positif, non borné dans B, tel que A soit
le domaine de A'* :

A =D (A7),

On pose, comme dans [18], pour o =Z0 1 :
AIBY = D(A=0),
Si X est un espace de Hilbert, on désigne par L*(X) [respecti-
vement L3:(X)] les classes de fonctions yr>u(y) de carré intégrable

sur R (respectivement R, ={yeR, y > o}) a valeur dans X. On munit
ces espaces des normes

e = < jfi u @) i dy>m,
lulLuw:<f0wlu(y)\§dy>1/2.

Désignons par W' («, A, B) les classes de fonctions u telles que
(I.1) y*ueL?(4),
(I.2) u™ e L;(B)
(o désignant un nombre réel, m un entier positif, et u'” la dérivée d’ordre m
de u).
Nous prenons pour norme :

Ll prma, 1,8 = (1 Y*U|Ls o0+ [ W is )"

Si ue W (a, A, B), ui™ est intégrable sur [o, 1], et u’, ..., u™—" sont
égales, presque partout, a des fonctions absolument continues sur [o, 1]
a valeur dans B. Nous pouvons donc définir des traces a valeurs dans B :

YU =(YoU, ...y Ymall), avec Y;u = u'(o).

Désignons par W (x, A, B) les u appartenant & W= (a, A, B) telles
que Yyu =o.
Nous avons le théoréme suivant :
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TutorEME (I.1). — Pour tout nombre réel a, tout entier m positif et
tout 9, o £ 0 <1, nous avons U'inclusion algébrique et topologique

Wm(a’ A, B)cC Wn (B, A-9B", B),
avec B=(1—0)a—0Om.

Démonstration.
1° On commence par démontrer le théoréme pour 0 =1 (i. e. 3 =—m).
vu étant nulle, on a pour tout ue VV’”(a, A, B):

Ln—1
”(;f{) dt1 f d,... f u™ (t,) din
y y o

1 [ —
f dh f dt) B f | ) (£,) |5 dbm
0

et finalement, en appliquant m fois l'inégalité de Hardy, on obtient

ou encore

IIl

u(y)
yln

(1.3)

ZClu™ 2 (5
L2.(B)

ou C est une constante indépendante de u. Ceci démontre le théoréme
danslecas 3 =—m.

20 Soit ue W (a, A, B). On a, d’aprés (I.1) et (1.3) :

yru eLi(),
0 rueLi(@)

{ =%+ in étant un nombre complexe, considérons la fonction holo-
morphe a valeur dans L} (B) :

w(&, y) =y =ru(y).
Nous vérifions a partir de (I.4) :
w(iny)  €Li(d),  sup|w(in, .)|r <+,
WGt in YELIB,  sup (-t in, ) liym <+ .
Nous avons, alors, en utilisant la théorie de « l'interpolation holo-
morphe » (voir [5], [21]) :

y-xbnu(y) = w(0, y) e [Li(A), L2(B) ],
[ w(O, ) les o, 2 o302 COY* U L2+ [ YU |25 (1)

BULL. SOC. MATH, — T. 95, FASC. 1. 4
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Comme [L:(A), L2(B)]s coincide avec L*(A'~"B") (cas hilbertien de
I'interpolation holomorphe), nous obtenons finalement (') :

|u i;&m(ﬁ,m—o B, l})é Clu jﬁ/m(a,A,m'
Ce qui démontre le théoréme.
TueoreME (I.2). — Pour lout eniier m el fous nombres réels o« et {3,
vérifiant —é < B L a, nous avons Uinclusion algébrique et fopologique

Wm (:Z, A’ B)C W’"(B’ AI«OBQ, B)’

avec 0 = a—B,
o +m
Démonstration. — Supposons — - <54a et posons 0 = 2=3,

a—+m
D’aprés [19] et [24], l'application u Yju(J— 0, ..., m—1) est linéaire,
continue et surjective de W («, A, B) dans A'—9%BY% avec

om—2j—1

=t m O

De méme uw>y,u est linéaire, continue et surjective de
W (3, A-B, B) dans [A'9BY](—"DB% avec

, om-—2j—I1
1—0 = J

7T aB+m)

comme (1—0)(1—10)=(1—9;), on voit que les deux espaces
Wn(a, A, B) et W»(3, A'"BY% B) admettent les mémes traces. Nous
avons besoin du lemme suivant :

LemumE (I.1) (Relévement). — Il existe une application linéaire et continue
R;(j=o, ...,m—1)de A'~%B% dans W (a2, A, Byn W™ (3, A" B, B)
telle que, pour foul f appartenant a A'—%BY%, on ait

1(R;f) =0  pour kz£j,
(Rif) =1
avec
om—aj—1 a—73
2m—2j—1, —

2(a + m) x+m

Démonstration du lemme. — Comme dans [18], nous utilisons le théoréme
de diagonalisation des opérateurs auto-adjoints (voir [6]). Il existe une

I .
——j<pza 1=

(1) Lalettre C pourra désigner des constantes différentes.

(*) En eflet, avec les notations de [24] quand u parcourt W™ (, A, B), v;u parcourt
T;?l (2, %, A; 2, 0, B) qui est égal a T (2, v, A; 2, v, B) (théoréme 2.2 de [24]). Mais
d’apreés [19], ce dernier espace est bien Al ‘OI‘BGI, avecy + 1/2 = 0..
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®
somme mesurable d’espaces hilbertiens H = f H(2)dp.(2) [avec 4> 0
et dp(?) une mesure positive], et une isométrie T' de B sur H telle que

ueD(\P) équivaut a A*TueH.

Soit ye®@(R) avec ¢(y) =1 dans un voisinage de l'origine. On se
donne fe A'~%BY.

On pose
g() =Tf.

(1.5) w(}\, y): :;T g()x)y/q)(;\l/.‘(oc +Ill)y).
On vérifie facilement qu’on a

S‘;’f’(x 9=o si k=
(1.6)
20, 0) =90

Nous avons, par la formule de Leibnitz :
om 7
(1.7) gy ) = g() X Cag/taunhimismgunii (urzizemy),

k=0

Montrons, maintenant, que l’expression
A= f
0

En utilisant (I.7) et le changement de variables v = ya!/2@+m),
on trouve

(1.8) A — (/ |g(}\) |§1(.)\))\(2111—2/—1)/2(:1+m) d.ll(;x))

< f <\ Crvi—k glm—) (v)>)

k=0

dy,,l =00 ) 1

est finie.

En calculant de méme les expressions
B = [[ g | w(h, y) iy dp () .

C = [[ eyt G, )l dis(2) dy,
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on trouve

(o) B=( [lg0 i pen-memdug) ) ([Coerg@an),
0 0

(I. 10) C = (f | 9(7\) |}Im1(2m-~zj-1)/2(a+za)> <fwv2(3+i)@?(v) dl)> .

Posons
RN @P=T"w y).
(1.8), (I.g) et (I.10) montrent la continuité de R, de A'~%B% dans
Wn(a, A, B)nWn(3, A=9BY, B).

(I.6) montre que nous avons bien

Y(R;f) =o,
Y (Rif)=T.
C. Q. F. D.

Revenons maintenant a la démonstration de notre théoréme.

m—1
Soit ueWm(a, A, B). La fonction ER/(‘,’/H) appartient a

j=0

Wn(a, A, BIn W (3, A'="B", B).
Nous avons

m—1
v=u—Y R,;(y;u)e W"(s 4, B),

j=0

donc, v est dans W= (3, A'-"BY, B) d’apres le théoréme (I.1), et finale-
ment u appartient aussi a cet espace. La continuité résulte de celle de R,
v et du théoréme (I.1).

C.Q.F. Q.

REMARQUE (I.1). — Sans la condition — ; < (3, le théoreéme (I.2) serait

faux. En effet, il est facile de voir que, pour j3—=— ;, les
ue Wn(3, A'-"BY B) admettent une trace y,u nulle. Il n’en n’est pas
de méme pour W (a, A, B) avec a>— é On ne peut, donc, avoir

I’inclusion de ce théoréme dans ce cas.

Nous utiliserons ces espaces dans les cas m =1, 2.
Voici un théoréme de « dérivée intermédiaire ».

TutortME (I1.3). — L’application u — u’ est continue de W*(a, A, B)
dans W' (%, 4B, B> pour > —1.
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Démontrons d’abord la proposition suivante :
ProposiTioN (I.1). — L’application u v u' est continue de W*(x, A, B)
% a 2 9 4
dans W <5, A2B'2, B> pour tout nombre réel o.
Démonstration. — Nous allons commencer par montrer que les fonctions

de W2(«, A, B), a support compact dans R,, forment un sous-espace
dense dans W2(«, A, B). Soient ¢ et ¢ deux fonctions ¢~ sur R vérifiant

o(y)=1  pour |y|=1,
¢(y)=o oy >e,
o(y)€lo, 1];

v(y)=1 pour y>.o,

Y(y)=o » oyl
Y(y)€lo, 1].
Posons
Lu(y) =9 (,%) ¢ (ny),
on a

60 = 1 (1) v +ne (¥ )y o).

y¢,(y) est donc bornée sur R. On voit de méme que y*¢,(y) est aussi
bornée sur R, quand n varie.

Soit donc ue W3(«, A, B); les fonctions u,(y)=7{¢.(y) u(y) sont a
support compact.

Vérifions qu’elles convergent vers u dans cet espace.

Le théoréme de Lebesgue montre que y*u, tend vers y*>u dans L3 (4);
etl'ona

u,(y) =@ u() + 20, u' () + Ly u' ().

Le dernier terme tend vers u” dans L (B); les deux premiers tendent

vers zéro puisque E et L sont dans L2 (B)[inégalité de Hardy, voir démons-

tration du théoréme (I.1)]. Ce qui démontre la densité voulue.
Supposons donc que u soit a support compact [ue W(«, A, B)].
Posons

w(d, y) =(Tu(y) @) ().

Considérons I’expression

- - ow :
Y e /2 22 ;\, .
1 G [0 [ 00,

() T estl’isométrie entre B et H utilisée dans la démonstration du lemme (I.1).
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Une intégration par parties nous donne
T J*w
I. —E = 1 S— (2 A 2
(L.11) [ (57 G weu) | dyduoy
' S 7]
[y (G Gy, dydeo)
o/ y H (1)

Mais on a

(I.12) (ORI

ol

"9 a7y y)l + 1y 22w @y g) s

(I.13) !<ya-'>ﬂ/f—di‘,’(7., y), w(z, y)) !
) H (1)

-

~z

sy OW :
A ThalL

H (1)

+ [y x =225 w0, y) s

©

ou ¢ est un nombre réel positif quelconque.
Par intégration de (I1.12) et (I.13), on obtient

(I.14) EZ|u (i m+ Y2 Ul g
e Lo P Py Ly e

Utilisons le théoréeme (I1.1) avec m =2 et 0= g C désignant une
constante indépendante de u, on a
(I.15) T ol T P

Et, finalement, en prenant : suffisamment petit dans (I.14), on obtient

U G == ClU Ly gy

Ce qui démontre la proposition par densité des fonctions a support

compact dans W3(a, A, B).

Démonstration du théoréme (1.3). — Soit u appartenant a
W2(x, A, B) (2 >—1). Posons

Yol = u(o), vyu=u'(0).
Nous distinguons deux cas :

I ey \
10 a>—" Considérons le relévement du lemme (I.1) avec m = 2;
Jj=o, 1.

Posons
v=Ryyv,u—+ R,v,u.
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Nous savons que v est dans W*(«, A, B).

Une démonstration semblable a celle du lemme (I.1), nous prouve
aussi que

vew %, arpy, B>.
\ 2

Comme u—veW:(z, A, B), la proposition (I.1) et ce qui précéde
montrent que u’ est bien dans W! <g, A'*B'?, B>.

I . .
20 — 1 << o L— S On voit sans peine que, dans ce cas, nous avons
YoU = o.

Nous posons
v =R, Yil,

, .
on vérifie que v’ appartient a W' ( g, A2 B, B) et la suite du raisonnement
\

utilisé en 1° reste valable.
C. Q. F. D.

REMaRrRQUE (I.2). — Sans la condition «>-—1, le théoréme (I.3)

serait faux. En effet, pour — % < a—1, il est facile de voir qu’on a,

pour tout ue W' <§, A2 B2, B> :v,u = o; iln’en est pas de méme pour
tout u’ quand ue W3(«, A, B).

ReMARQUE (I.3). — On ne démontre pas ici le résultat plus général
suivant :

L’application u>u'"(o<£j<m) est continue de W"(x, A, B)

dans W»—/ ((1— i) a, Al—U/mpBim, B) <<1— J—) a>— 1>-
m m 2

\
Pour o = o, c’est un résultat de [18] (voir aussi [20]).

ReMArQUE (I.4). — Notons 0V (x, A, B) 'espace des fonctions u
vérifiant (y€R) :
y*ueL*(A),
u" e L*(B).

11 est facile de voir que tous les résultats précédents restent valables
en remplacant W (a, A, B) par V" (a, A, B).

ReMARrQUE (I.5). — Notons W% («, A, B) les restrictions des fonctions
de W» (a, A, B) ao, T] (T <<+ 00). On voit facilement que les théorémes
précédents sont encore valables en remplacant W (a, A, B) par
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#(a, A, B). Supposons maintenant, que I'injection de A dans B soit
compacte. Il en est de méme pour l'injection de A'—"B’ dans B pour
0 =0 <1 (voir [24]). Dans ce cas, I'application u > u//(j =o, ..., m—1)
est compacte de W% (o, A, B) dans L7(B) (d’aprés [1]). D’autre part,
le théoréme (I.2) nous donne, avec 3= o:

o é o, W,}, (a, A, B) c W’[" (O, Azzz/(x+zzz)Boc/(a+rzz)’ B)’

nous en déduisons alors la compacité de I'application
Wi (2, A, B) > Li(B),
uus),
avec j =o0, 1, ..., m—1.
2. Applications. Lemmes de commutation.
Désignons par (2, y) = (x;, ..., T.—y, J) la variable de R”, et notons
Ri={( yeRyy>oj

£ =, ..., £r—1) désignera la variable duale de re R,

s étant un nombre réel, H*(R*~') est I'espace de Sobolev des distri-
butions f, tempérées sur R*! vérifiant

(+ e fO el @) =H ®)

avec la norme

|f ooy = | (1 4 [E[)72FE)

f désignant la transformée de Fourier de f. L: (H*(R"")) est donc I'espace
des distributions u tempérées dans R’ telles que

(r+ e 0 y)eli(H') = L*(RY),

i désignant la transformée de Fourier partielle de u par rapport a z.

L*(R")»

Soit r un nombre réel; notons T, I'opérateur défini par

NN e
(7,0) @ 9= G+ 12706, b),
T, est une isométrie entre L:(H*(R*')) et L2(H*—(R"')) pour tout
nombre réel s.

Enfin si ae ®(R") (*), les deux applications suivantes sont continues
pour tout s :

(I.16) L2 (Hs (Rr—1)) — L2 (H* (R*1),
u - au,

(") Si E est un sous-ensemble de R”, on désignera par @ (E) les fonctions définies.
et a support compact dans E, qui sont restrictions 4 E de fonctions indéfiniment
dérivables dans R".
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(I.17) L3 (H (Re=)) > LL(H—— ®) (),
u—[a, T)]u
(voir par exemple [32], [13]).
Avec les notations du paragraphe précédent, nous prenons
A =H*R"") (s>o0) et B=H'(R*"), et nous posons
Wn(a, H*(R*"), H' (R")) = W"(a, s).

Supposons « >— g Par prolongement 4 R” tout entier (procédé de

Babitch par exemple), tronquature et régularisation, on peut voir que

@ (R7) est dense dans W (z, s). Il en est de méme de @ (R”) dans W (x, s).
Nous allons donner maintenant un certain nombre de lemmes de
commutation qui nous seront utiles par la suite.
Soient P et Q deux opérateurs différentiels (en toutes les variables)

d’ordre inférieure ou égal a 1, & coefficients ¢* dans R” tels que
(I.18) pour tout s, [P, T,]=[0Q, Ts]= o.

Soient a, ¢, Be @ (RY), et r, t deux nombres réels. Posons M =3T,¢
(donc M*=¢T,pB), on a le lemme suivant :

LemMmE (1.2). — I existe une constante C telle que, pour tout ve @ (R"),
on ait

[(aPMv, QMv) — (aPv, QM*Mv) |
ZC{(|T—Pv|y+|T v |QMv o+ | T~ Pv || T, Mv|,}
le produit scalaire ( , ) et la norme | |, étant ceux de L*(R") (*).
La constante C dépend des données r. L... mais non de v.
Démonstration. — On a
(I.19) (aPMv, QMv) — (aPv, QM*Mv)
= ([aP, M]v, QMv) + (aPv,[Q, M*] Mv).
Etudions le crochet [aP, M]. En utilisant (I.18), on obtient
[aP, M] = a|[P, 38]T, ¢ +aBT, [P, ] + 3[a, T ]¢P.

Comme [P, 3] et [P, ¢] sont des fonctions, on voit que les deux premiers
termes sont des opérateurs tangentiels d’ordre r (7). En utilisant (I.17),

(®) Si P et Q sont deux opérateurs on note[ P, Q] leur commutateur PQ — QP.

(°) Plus généralement on notera (, ), et | |, le produit scalaire et la norme
de Hs(R") (s entier).

(") Un opérateur tangentiel d’ordre r est un opérateur qui envoie continiiment
L3 (H*(R-")) dans L2 (Hs-"(R"—')) pour tout s.
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on a bien
[[aP, M]v|y== C(| T, Po|y+ | T,v o).

En appliquant I'inégalité de Schwarz au premier produit scalaire du
second membre de (I.19) nous obtenons le résultat désiré.
Nous voyons de méme que [Q, M*] est tangentiel d’ordre r, et nous
avons
| @Pv, [Q. M |Mv)| =|(T,—aPv, T_,..[Q. M'] Mb)|

ZC|T,_Pv|y| T, Mv|.

C. Q. F.D.

Voici deux applications de ce lemme :

LemumE (1.3). — Il existe une constante C telle que, pour tout v € @ (RY),
on ait

[(@aPMv, QMv) — (aPv, QM*Mv) | = C|T,_v| | Mv|,.

Il suffit de prendre { = 1 dans le lemme I.2, et d’utiliser le fait que
P et Q sont d’ordre 1.

LemMmE (I.4). — Soit o un nombre réel positif ou nul, el supposons
que P et Q sont arbitrairement I'un des opérateurs suivants :
D,, y*D,, (i=r1,...,n—1), identité.

On a alors, pour tout ve @ (R’) :
| (@PMv, QMv) — (aPv, QM*Mv) | = C| Tr—pyigean s o | MO |15,

I

Pt

Démonstration. — 11 suffit de prendre { = dans le lemme (I.2)

et de remarquer qu’on a

. 1
| PT/-_] D loé CI T,v_1 D I”"(?J)él Tr_11/(?+1j]v )W!(p,j) <pulsque P + P é I>,

| QMo |0 CI M |ypi,0
[ PT 1o+ o= C| Tr—psjgan¥ |1z,

[ TroloZ | Trepiern® o, apiprm = C | Tr—payigen® [,

La deuxiéme inégalité a lieu en vertu du théoréme (I.2) avec m =1,
o = p et 3 = o. Enfin, pour la méme raison on a

| Ty M0 o Z | M0 1110, 10022 C{ MU 1715, 1)

Nous aurons besoin de la variante suivante du lemme (I.2).
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LemMmE (I.5). — Les données étant celles du lemme (1.2), soit o un

nombre réel > é et soit N = 3y*T, . On a, pour toul ve @ (R"),

[ (@aPNv, QNv)— (aPv, QN*Nv)|
~C : (i T,»yP"U ]0 + | T, .Pv [u) ! QNU!0+ I T, ,Pv 10 I le‘o*INU ]n ;s

ou C est une constante indépendante de v.

La démonstration est semblable a celle du lemme (I.2). On utilise
en plus les remarques suivantes :

[aP, N]v = Sy*~'v + RPv,

ou S et R sont des opérateurs tangentiels d’ordre r et r — 1 respec-
tivement;
[N, Qlv=Uy*'v,
ou U est tangentiel d’ordre r.
Nous en déduisons :

LemME (I.6). — Les notations sont celles du lemme précédent. On suppose
que P et Q sont arbitrairement 'un des opérateurs :

D,, y*D,, identité,

on a, pour tout ve ®(R") :
| (aPNU, QNI)) — ((IPU, QN*]VU) ! é C ‘ Tp_[lg/(p_H)]l) |//f1(p7 1) | Nv |’/"(P, 1)e

Démonstration. — On prend { = P——T—I dans le lemme (I.5), et I'on

utilise I’inclusion
W' (s, I)CW'<P—I, E—f;) [th. (1.2)].
On a alors

| T y?=" 0 o | Tr—tppipmn® lwstps, gt <= CL T oo s [0,
| T,y?'Nv |, C|Nv |I;’1(p,1);
| Tr—aPo o | Tra0 [, 0 == | Treippipa? o

. 0 )
<pulsque T <1>

Et enfin :
|ONv < |Nv L1 (. 1)s

| Tr—iorormPo o Z | Tripsigaan s o, 1
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En portant ces majorations dans le résultat du lemme (I.5) <t = u)
nous obtenons le résultat annoncé.

CuaariTre II.

Régularité au bord.

1. Régularisation elliptique.

Considérons la situation suivante, bien classique dans I’étude des
problemes elliptiques par la méthode variationnelle (voir[17] par
exemple).

Soient V et H deux espaces de Hilbert, V étant contenu, et dense
dans H, avec injection continue. On identifie H a son antidual, et I'on
désigne par V'’ I'antidual de V. Il résulte, de la densité de V dans H,
qu'on a

VcHcV,
les injections étant continues.

On se donne une forme sesquilinéaire a continue sur VXV, ou, ce qui
revient au méme, une application A linéaire continue de V dans V'
telle que

a(u,v) ={Au, v)
pour tout (u, v)e VX V; ou {, > désigne I'antidualité entre V et V'.

Nous supposons, en outre, que a vérifie ’hypothese de V-coercitivité
suivante :

j Il existe une constante « > o telle que, pour tout ve V,

(I1.1)
( Rea(, v)> a|v|j.
Sous I'hypothése (1I.1) nous savons (lemme de Lax-Milgram) que :

A est un isomorphisme entre V et V'

ou
Pour tout fe V', il existe ue V unique tel que
(I1.2) a(u, v) ={f,v> pour tout veV.

On peut étre amené a approcher la solution u de la maniére qui suit.
Soit W un autre espace de Hilbert, avec Wc V (algébriquement et
topologiquement), W étant dense dans V. On a alors

WcVcHcV cW'.



OPERATEURS ELLIPTIQUES DEGENERES. 61

Soit ¢; une suite de nombres réels > o tendant vers zéro. Considérons
les formes

a;(u, v) =¢,;(u, v)w+ a(u, v),
les a; sont continues sur W x W et sont W-coercitives.

Le «second membre » f étant fixé dans V', soit f;€ V' une suite telle que
limf, =f.
I,Enf ;=T

Nous désignons par u; la solution dans W de
(I1.3) a;(u;, wy=<{f;, w> pour tout weW.

Une telle solution existe et est unique dans W d’aprés le lemme de
Lax-Milgram cité ci-dessus.

Remarquons que la résolution de (II.3) est équivalente a celle de
g trouver u;eW, tel que
(I1.3") {
[ sAw+Awy=f,
ou A est linéaire continue de W dans W' vérifiant, pour tout », we W :
0, W)y = AV, WD
Nous avons la proposition suivante :

ProrositioN (II.1). — La solution u de (I1.2) est limite faible dans V

d’une sous-suile extraite de (u;), solutions de (11.3). De plus, \c;|u; |y
reste bornée quand j varie.

Démonstration. — Prenons w == u; dans (II.3), et utilisons la V-coerci-
tivité de a; nous obtenons
(IL.4) eiluyliv + afu; | == Red i u; > <[ f; 1 [u; -

Comme f, est convergente dans V', la quantité | f; |~ reste bornée.
Nous déduisons donc de (II.4) que les deux expressions

Veiluslw et |u;ly

restent aussi bornées quand j varie.

Par compacité faible de la boule unité de V [4], on en déduit qu’il est
possible d’extraire de la suite u; une sous-suite (qu'on notera encore u;)
faiblement convergente dans V vers .

Pour chaque w fixé dans W faisons tendre j vers I'infini dans (II.3);
on trouve

a(, w) =<{f,w>
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[en effet ¢;(u), w)y =z, (Ve; uy, w)y, tend vers zéro, a(u;, w) tend
vers a(ii, w) et {f;, w> tend vers {f, w>].
La densité de W dans V et (II. 2) prouvent alors que u = u.
C. Q. F. D.
Revenons & la « régularité » de la solution de (II.2). Il arrive, qu’avec

des hypothéses supplémentaires sur le « second membre » f (en plus
de f € V'), nous puissions démontrer que

(11.5) ueD(Ls,),

ou les L, sont des opérateurs fermés, non bornés dans H, D(L,) étant le
domaine de L,. C’est ce que nous entendons par régularité de u.

Voici comment nous utiliserons I'approximation précédente [propo-
sition (II.1)].

Supposons que les solutions u; de (II.3) appartiennent a D(L,).
Pour montrer (II.5) il suffit de prouver que

(I1.6) | L u; |, reste bornée.
En effet, en extrayant au besoin une sous-suite, on a

u;,—>u dans H faible,
L,u;—>g dans H faible,

comme L, est fermé, on obtient
g =L,u
et u est bien dans D(Ly).

Nous approchons donc le probléme (II.2) par le probléme plus
« régulier » (II.3), et nous regardons dans quelle mesure la « régularité »
passe a la limite [en montrant (II.6)].

Nous allons utiliser ces idées dans les paragraphes suivants.

Notons que des « régularisations » semblables ont été employées
dans [14], [15], [16], [31], etc.

2. Opérateurs elliptiques dégénérant au bord.

Nous désignons par z = (z,, ..., x,) la variable de R", et nous utilisons
les notations habituelles :
1 d . —-
)A == =5 - - ”.—.
Dy i oz avec I =\/—1
sij=(ji, ..., Jn), ON pose

D/ =Di...Di, 1l =Eik-
k=1
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Soit £ un ouvert borné de R* de bord I'. Nous supposons que I est une

variété ¢~ de dimension n—1, et que Q est localement situé du méme
coté de I'.

H™(Q) (m entier) désignera I'espace habituel de Sobolev sur Q. Sa
norme sera notée | |,.

Soit ¢ une fonction réelle de classe ¢*, définie dans R” telle que

dez#o0 sur T (do étant la différentielle de ¢),

IT. )
(a7 P={ele@=0l; @=iz|o@>ol

On se donne un opérateur \ différentiel du premier ordre, a coefficients
réels, et ¢» dans R".

On suppose que \ est transversal a I' (*).

Nous pouvons nous ramener, localement, au cas du demi-espace :
Ri=1@, )=, ...x ,)y>o;

Plus précisément, soit x, €T, il existe © un voisinage ouvert dans R et
un difféomorphisme € = de © sur un ouvert B de R, ,, [(®, 0) est une
carte locale] tels que

(OIne)=Bniy=o},

(I1.8) | 0(@Nn¢)=Bn{y>o|=B8..

Enfin \ se transforme en a«(z’, y)D, ol «(x', y) est une fonction ¢~
ne s’annulant pas dans B; c’est-a-dire que, pour toute fonction u définie
dans O (ou dans £2n¢), on a

(11.8") (\)o =" =aD,(uo0—") ().

n

(*) Ecrivons A = Z a4, (x) D,. La transversalité de A a I' veut dire que le vecteur
k=1
a(x) = (a,(x), ..., «,(x)) est non nul et non tangent a I' pour x I

(°) On peut définir 6 au voisinage de x, par

@ =0, (Zizn—r1)

y = (),
les fonctions 0, étant n — 1 fonctions indépendantes solutions de
n
Y 0, =
s D0, = o.
k=1

n
Commez a,D; # o au voisinage de x, (d’aprés la transversalité de i), 0, ainsi
k=1
défini, est bien un changement de variables au voisinage de x,, et1’on a bien (II.8')
dans le méme voisinage.
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LA ForME a. — On se donne maintenant une forme intégrodifféren-
tiable définie par

(l.g) pour u, ve®(Q), b(u, v)= f Y b, @Du@D@) dr,
Qoélilé1
0L/ £

avec b, € ().

On suppose que b est elliptique, c’est-a-dire qu’elle vérifie la condition
de H' (L)-coercitivité suivante :

il existe une constante « > o telle que :

(L. 10) _
| pour tout ue®(R), Reb(u, u)>aluli.

On notera B(z, D) = B(D) l'opérateur différentiel elliptique du second
ordre associé a b :

B(D) =Y D/b;;() D'
i,J

[On sait que (II.10) entraine I’ellipticité de B(D).]

p désignant un entier > 1, définissons la forme suivante :
(II.11) a(u, v) = (Au, Av) + b(9°u, 9°v)
pour u, ve @(Q). (, ) est le produit scalaire de L*(L).

Notons A (D) I'opérateur différentiel associé a a :
(II.11") A (D)= A*A 4 ¢? B(D)¢?,
A* étant I’'adjoint formel de A.

Remarquons que A (D) est elliptique en tout point de £, mais il
dégénere en tout point de T.

Nous allons étudier, maintenant, des problémes aux limites relatifs
a A(D).

Les espaces. — Désignons par S(&, o, o, A) = S I'espace des distri-
butions u sur Q vérifiant
ofue H' (L),
(IL. 12) AueH'(Q).

Nous munissons S de la norme définie par
july =|gruli +[Aufi
qui en fait un espace de Hilbert.

Notons S I'adhérence de @(®) dans S. Nous avons les propriétés
suivantes :
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ProposrTioN (II.2).

10 S est contenu dans H°(2) n H\,.(£2) algébriquement et topologiquement.
20 Si Y e @(R), lapplication u+ Yu est continue de S dans S.

30 @™(Q) est dense dans S.

Lapplication u>yu (trace de u sur T) définie dans ®(Q) a valeur

dans ®(T'), se prolonge en une application 'continue, linéaire et surjective
de S dans H'*@+0(T'), qui admet un inverse & droite confinu. Le noyau

de v est S.

Démonstration.

10 ¢ étant strictement positive dans £, nous obtenons & partir de (II.12)
Pinclusion de S dans Hj,(£2). Pour montrer I'inclusion de S dans H(Q),
il suffit de le faire au voisinage des points de I'. On se raméne, par carte
locale, a I'espace des v telles que

yfve H'(K),
D,ve H' (K),

ol K est un cube de R”. Cet espace est bien contenu dans H°(K).
20 Ce point résulte immédiatement du précédent.
30 Soit (O, 0) une carte locale au voisinage d’un point de I'. Si
te®(©nQ), on a [en utilisant (I11.8)] :
Cu)o0—1eWi(p, 1).
La proposition résulte alors, par partition de 1'unité, de la caractéri-
sation des traces des fonctions de W!'(p, 1) [c’est ’espace H'/*@+1(Rr1),

voir chapitre I la démonstration du théoréme (I.2)]. Le relévement de y
est une conséquence du lemme (I.1); enfin la densité de @(RY)
dans W' (s, 1) montre que le novau de v est bien S.

RemARQUE (II.1). — En utilisant une partition de I'unité convenable,
et la remarque (I.5), on montre facilement que I'inclusion de S dans H° (L)
est compacte.

Revenons aux problémes variationnels relatifs a la forme a définie
par (II.11). Notons qu’il résulte de (II. 10) et de la définition de S (II.12)
que a est S-coercitive. Nous allons considérer les deux cas suivants
(les notations sont celles du paragraphe 1 de ce chapitre).

Cas I. — Nous prenons

(I1.13) H=H'(®), V=8  W=H(Q).
La densité de W dans V résulte de celle de @ (£2) dans ces deux espaces.
Cas I1. — Nous prenons

(I1.14) H = H'(Q), V=S, W = H'(Q).

BULL. SOC. MATH. — T. 95, FASC. 1. 5
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De méme, la densité de @(2) dans ces espaces [proposition (II.2), 39]
montre la densité de W dans V.

Signalons que le cas I correspond & un probléme de Dirichlet homogéne.
Nous verrons que le cas II correspond a un probléme de Neumann.

3. Régularité [second membre dans L>(Q)].

Commencons d’abord par définir un nouvel espace de fonctions sur Q.
Désignons par G(£2, ¢, p, A) = G ’espace des distributions u définies
dans L, et telles que
wrueH(Q),

(I1.15) Aue H'(Q).

On munit G de la norme
luls = |geul: + | Al

qui en fait un espace de Hilbert.
Nous avons les propriétés suivantes :
ProrosrTionN (II.3).
10 Si ¢em(§), Uapplication u + b u est continue de G dans G.

20 G est contenu algébriquement et topologiquement dans H°(2) n H},.(£2).
De plus, les applications ur>of—'u ef ur>oPAu sont continues de G
dans H' ().

30 @(RQ) est dense dans G, el Uapplication u > (yu, yAu) (fraces de u

et de Au sur T), définie dans @ (2) a valeur dans @ (T)?, se prolonge en une
application linéaire, continue et surjective de G dans H**¢+9(I') x H'/*e+1(T")
qui admet un inverse a droite continu.

Démonstration. — Par restriction a une carte locale, voisinage d’un
point de I, on se rameéne a I'espace des v telles que

y*fv e H*(K),
D,:ve H'(K),

ol K est un cube de R’ dont les cotés sont paralléles aux axes de coor-
données. Pour une telle v, on a bien

v; D,veH'(K).
On en déduit, alors, que si u€ G, on a
u; AueH'(Q)

(les applications étant continues).
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Ceci démontre le 10 et I'inclusion de G dans H*()n H},. ().
Par partition de I'unité, il est facile de voir que nous avons la carac-
térisation suivante de G :

Pour que u appartienne a G, il faut et il suffit que u soit
dans Hj,.(L2), et que, pour toute carte locale O, voisinage

d’un point de T, et pour toute e ®(ONR), on ait
Cue Wi(2p, 2).

(I1.16)

[Pour alléger 1’écriture, nous notons aussi fu la fonction fuo 0—!
[voir (I1.8)], ainsi que son prolongement par o dans R’ en dehors de B,.]

La continuité des applications u > ¢f—'u et u > 9? Au de G dans H' (L)
se déduit, alors, de celle de

W(2p, 2) > W (p—1, 1),
uru,

W2 (25, %) W'(s, 1),
u-D,u

qui résulte des théorémes (I.2) et (I.3).

Enfin le 30 est immédiat 4 partir de I'’étude des traces de W2(2p, 2)
[voir démonstration du théoréme (I.2)].

C. Q. F. D,

REMARQUE (II.2). — Il résulte du 2° qu'on a :

(a) L’inclusion de G dans S.

(B) La continuité de I’application u + Au de G dans S.

(v) La continuité de u+> A(D)u [A(D) défini par (II.11")], de G
dans H°(£2).

Voici maintenant le théoréme principal :

TutoreME (I1.1). — Soient fe H= H(Q) et u la solution de (1I.2)
dans l'un des cas (I1.13) ou (II.14). Alors u appartient a G défini
par (11.15).

Démonstration. — Nous traitons simultanément le cas I et le cas II.

A(D) étant elliptique dans £, il résulte d'un théoréme bien
connu ([7], [30]) que ue Hj,(£2). Nous allons donc nous intéresser a la
« régularité au bord ». Plus précisément pour montrer que u € G, il suffit
de prouver, en utilisant la caractérisation (II.16), que

Pour toute carte locale ¢, voisinage d’un point de T,
(II.17) | et tout Ze@(@nQ), on a

tue W2(2p, 2).
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Prenons pour f; une suite de fonctions ¢* dans @, convergente vers f
dans H°(L2). D’aprés un théoreme de Nirenberg [30], nous savons que

u;e® () [u; étant la solution de (II.3)].
Commengons par démontrer le lemme suivant :

LemMmE (I1.1). — Pour toute carte locale @, voisinage d’un point de T,
et tout L€ ® (0N Q), lexpression suivante :

| T'en) Cu/lll’!(p,ﬂ
reste bornée quand j varie.

Conséquences. — On montre facilement (voir §1) qu'on a, a partir
de ce lemme :
T1/(\g+1):H€W'(P, I).

En utilisant le théoréme (I.2), on en déduit :
tue Wi'(p—r1, 1).
En particulier :
or~'ue H'(L2).
Notons que ceci résulte de (II.17) [par le théoréme (I.2)], et est donc
une conséquence du théoréme (II.1).

Preuve du lemme (I1.1). — £ étant donnée, soit Be®(On) telle
que 3 =1 sur le support de Z. .

Posons M = 3T,,,-.1%, et considérons les expressions

A/Z (1;(1”11/, Mll/‘),
B,=a;(u;,, M"Mu,).

Notons que Mu; et M*Mu; sont bien dans H'(Q) dans le cas I, et
dans H'(Q2) dans le cas II.
I

41

)

Utilisons les lemmes (I.3) et (I.4) en prenantv = 3u; et pourr =

-0

il vient (1) :
ZCUB w0 MU, g+ Trygen—1Buy o | Muy | .

En utilisant la S-coercitivité de a, nous obtenons

(II.19) ¢j | Mu; i+ Gl Mu; i n<Re A; | A;|.

(*?) Les expressions A; et B; ne changent pas, sil’on remplace u; par ﬁui.
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Enfin nous avons, par définition des u; :
| Bj| = [(fj, M*Mu;)| < |f;lo| M*Muy|,.

Comme M* est un opérateur tangentiel d’ordre P_—II—I et qu'on a
Pinclusion W' (s, 1)c W' <o, p_-I—-1> (par le théoréme I.2), nous obtenons
(IL. 20) [B; | =Clf;lo]| Mu;l|wq.

Nous déduisons de (II.18), (II.1g) et (II.20), ou les constantes C
(différentes !) sont indépendantes de j :
(Lox) ¢ [ Mu; |14 C|Mu; iy g
= CHMug (15l 184 e, 0) + 1 Buy [ Mug g (7).

On sait, d’autre part [proposition (II.1)] que les expressions : |u; |s,
Ve lu, | et | f, o sont bornées quand j varie.
Comme on a
1B lppn=Clu;ls,
|Bu; | = Clu, .
On obtient que le premier membre de (II.21) reste borné quand j varie.
En particulier, il en est de méme pour | Mu; |51, ).
Nous pouvons écrire, puisque M = 3T, :

Tijpenfu;=Mu;+ [Ty, BlCu;

et nous obtenons le lemme, en remarquant que la norme du second membre
dans W' (o, 1) est bornée quand j varie.

C. Q. F. D.
LemMe (I1.2). — Pour tout € ®(©n&), ot © est une carte locale,
voisinage d’un point de T', nous avons
y*TLue W' (p, 1).
Preuve du lemme (I1.2). — Soit Be®(0nQ) avec B =1{. Posons

N=ytpT\L
Nous considérons les expressions
Ci=a;(Nuj, Nu)),
D;=a;(u;, N'Nu;).

(') Comme

1 .
— 1 < 0, nous avons bien
¢4

F Thgpsn, Byl < 1By,
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Utilisons le lemme (I.6) avec v =u; et r =1. Il vient
(IL22) [C;—D;| = C{| TijgrnsBU e IN U g+ 2| Buj o | Nuglo e
La S-coercitivité de a nous donne :
(I1.23) G INuw [+ CINu; i =] Al
Nous avons, d’autre part :
D;=(f;, N"Nu;),.
Soit
(IT. 24) (D; | ZCf;lo| Nujlwip,.
Et, finalement, nous déduisons de (II.22), (II.23) et (II.24) :
(IL.25) & [Nu;[i+ CINuy i,
ZC U W IN o+ | TopgenBU; o NU; o,
+ e[ Busli | Nuji
Comme les expressions suivantes sont bornées :
[filos [ Tie+nBU)lpy  [lemme (I1.1)],
|Bu; |, [proposition (II.1)],

nous obtenons que le premier membre de (II.25) reste borné quand j varie.
En particulier, nous avons

(I1.26) NueW!'(p, 1).

Le lemme résulte alors de (II.26), et du fait que

y*T,{u= Nu + [T, 3] y°tu.
C. Q. F. D.

Revenons, maintenant, a la démonstration du théoréme (II.1). Il résulte
du lemme précédent que, pour tout e @ (@n L), on a

(I1.27) y*T.fue L} (R, D,yeT.{ueL*(R).

Dans la carte locale ©, I'équation A (D)u = fs’écrit
(1I.28) aDy,u+ Ly**u+ Sy?u+ 3D, 4+ D, Ty?u=f,
ou
L est un opérateur tangentiel d’ordre 2;

S et T sont des opérateurs tangentiels d’ordre 1;
o est une fonction ¢” ne s’annulant pas dans ©.
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On obtient, finalement, en utilisant (II.27) et (II.28):
D,.fueL*(R?}).

Ce qui, joint a (II.27), montre le théoréme.
C. Q. F. D.
Donnons quelques applications de ce théoréme.

Notons G, (respéctivement G,) le sous espace de G, formé par les v
telles que

Yv=o0 (respectivement v A v = o).
Cas I : Probléeme de Dirichlet.

TutoreME (I11.2). — A (D) est un isomorphisme entre G, et H°(£2).

En effet, A(D) envoie G, dans H°(Q) [Remarque (II.2)]. La surjec-
tivité résulte du théoréme (II.1). L’injectivité est une conséquence de
I'unicité de la solution de (II.2). Enfin, la continuité de I'application
inverse résulte du théoréme de Banach.

REMARQUE (II.3). — Il est possible d’obtenir, a partir de la démons-
tration du théoréme (II.1), une évaluation de la constante C, figurant
dans I'inégalité donnant la continuité de 'inverse de A (D) :

lule,=ClAD) ul.

TuéoreME (II.3). — (A(D), v) est un isomorphisme enfre G el
Ho (Sz) X H:t/ﬂ(p —+1) (1‘).
L’injectivité de I'application est immédiate. Montrons sa surjectivité.
Soit (9, 9)€ H' () x H**+"(T). Désignons par ve G la solution
(unique) de
{ AD)v=g— AD)w,

YU =o,

ol we G telle que yw = ¢ (proposition I1I.3). Si l'on pose T =v + w,
on a bien

g,
.

~

¥

Il

{ AD)
D
C. Q. F. D,

Nous donnerons plus loin d’autres résultats concernant le probléme
de Dirichlet non homogéne.

Cas II : Probléme de Neumann.

TrEOREME (II.4). — A (D) est un isomorphisme entre G, et H'(R).

Démonstration. — A (D) envoie contintiment G, dans H°(<2).



72 M. S. BAOUENDI.

La solution u de (II.2) (cas II) est bien dans G lorsque f est dans H* ().
Montrons qu’elle est dans G, (i. e. Yy Au= o). Ce qui démontre la surjec-
tivité désirée.

Si v et w sont dans @(€2), nous avons la formule de Green suivante :
(I1.29) a(, w) =(AD) v, w)+ (2 (x) vy \u, YW)ao (1)
ou «(x) est une fonction €* non nulle sur I'(*?).

La densité de @(€) dans G [proposition (II.3)] montre que la
formule (II.29) est encore valable si v est dans G. Comme a(u, w) =(f, w)
et A(D) u=f, nous obtenons alors, en remplacant v par u dans (II.29) :

Pour tout we @ (Q), (2(x) YA u, Yw)u 1) = o. Et finalement :
vlu=o.

Notons que I'injectivité de notre application résulte aussi de la formule
de Green.
[En effet, si ve G, et vérifie A(D)v=o, la formule (II.29) montre
qu'on a -
a(w, wy=o pour tout we ®(Q),

on a donc v = o.]
Un raisonnement identique a celui utilisé dans la démonstration du
théoréme (II.3) nous donne :

TutoreME (I1.5). — (A(D), v\) est un isomorphisme entre G el
He () x H'7#e+2(T).

('*) En effet, ¢ étant nulle sur I', nous avons
b(3tv, 92w) = (*?"B(D) ?? v, W),
d’autre part :

(Av, Aw) =qu v(x) Z % (@) Dy da.
= k=1

En appliquant la formule de Stokes, nous obtenons

(Av, Aw) = (A*Av, w) +/ <Z cos 0, ak(x)> Av wds,
A%
ds désignant I’élément d’aire de T et cos 0, le ki¢me cosinus directeur de la normale
sortante a I.
La transversalité de A montre que 1’expression
n
a(x) = Zcos 0, 2, ()
k=1
ne s’annule pas sur I',
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4. Régularité [second membre dans H*(Q)].

k étant un entier > o, désignons par G*(£2) = G* 'espace des distri-
butions u définies dans £, et telles que

(11.30) D*ue G  pour |a|—=k,

o G est toujours l'espace des u qui vérifient (II.15). On a G'= G.
On munit G* de la norme

lulpe= ¥ |Dulz

lxl<k

I1 résulte des propriétés de G [proposition (II.3)] qu’on a la proposition
suivante :

Proposrtion (II.4).

10 Si be@(RQ), Uapplication u+> bu est continue de G* dans G* pour
tout k.

29 Nous avons les inclusions
H(Q)c G'c HE* () n HF(Q).
30 Pour que u appartienne a G*, il faut et il suffit que u soit dans Hf:* (),

el que, pour toute carte locale © voisinage d’un point de I, et pour fout
te@(0nQ), on ait

D*Zue W3(20, 2) pour |a| =k

4o Les applications ur>of~'u ef u+>o?\u sont continues de G*
dans H*'(Q).
L’application u~ A(D) u est continue de G* dans H*(£2).
50 Enfin G* est aussi U'espace des u qui vérifient
o**ue H2(Q),
\2ue HH(Q).
La norme de G*-étant équivalente a
(Jguli.+ | \Vulyr

Voici maintenant le théoréme de régularité :

TutoriME (I1.6). — Soient fe H (Q) (k entier™ o) el u la solution
de (11.2) dans U'un des cas (11.13) ou (I1. 14). Alors ue G* défini en (11.30).

Il résulte de ce théoréme et de I'inclusion de G* dans H*(£) [propo-
sition (I1.4), 2°] le corollaire suivant :
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CoRrROLLAIRE. — Avec les notations du théoréme (I11.6), nous avons :
1° Si fe H (), u est dans H*(Q).
20 Si fe®(Q), u est aussi dans @ (22).

Démonstration du théoréme (I1.6). — Nous allons faire une récurrence
sur k. Pour k= o, le théoréme est démontré [théoréme (II.1)]. Nous le

supposons donc prouvé jusqu'a k—i1, et nous le démontrons
pour k (k>1).

Soit f; une suite de fonctions de @ (£2) telles que

lim f;={,
Hk(Q)

u, désigne, alors, la solution de (II.3).

Nous commencgons par démontrer :

LemmE (I1.3). — Soient © une carte locale voisinage d’un point de T

el B, te@(OnQ) vérifiant B¢ = 7. Pour tout nombre réel s, il exisle une
constante C telle que pour tout j :

(I1.31) & | Tsinpprny S 1T 4 1 Tsspapzny S8 o,
= Cle;|TsBu; |t + | TsBuy e+ | TBf 10

Preuve. — Elle est semblable 4 celle du lemme (II.1).

Posons M = 3T, ;/,-+1&, et considérons les expressions
A;=a;(Mu;, Muy),
B,' = a,(u,», M*MU/).

Utilisons les lemmes (I.3) et (I.4), en prenant v =32u;etr=s+ {711

Nous obtenons
(I1.32) |A;—B;| ZC{|T:Bu; || Mu;lwon+ e | Tspu;l [ Muyl .
La S-coercitivité de a nous donne
(I1.33) i Mu; i+ ClMu; [ippn=| Al
Enfin, nous avons
| B | =(fs M*"Muy) | = |(Mf;, Muy) | =[(T-spps MF )5 Topipen Muj) .
Comme T_, ;)M est un opérateur tangentiel d’ordre s, et qu'on a I'inclu-

sion W'(p, 1)cW! (0, P——_;—_—I>, nous obtenons

(I11.34) I B/ | = CITBflol Muj .
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Nous déduisons de (II.32), (IT1.33) et (I1.34), ou les constantes sont
indépendantes de j :

(11.35) & | Muy |2+ C| M oy
ZCHMu; gy (| TsBfjlo 4+ 1 TsBu, o)
+ e | TsBu;l| Muy s}

Soit encore, avec une constante C différente,
(I1.36) ;| Mu;|i+|Mujljpip1< CX (second membre de (II.31)).
(I1.31) résulte alors de (II.36), jointe a

Tsppoemtty = Mu; +[Ts 1o+ BlCU,.
C. Q. F. D.

LemME (I1.4). — Soient fe H*(Q) et u la solution de (11.2). Pour toute
carte locale O, voisinage d’un point de T, ef tout L€ @ (N Q), on a

Triviiperntue Wi, 1).

En particulier si k >~1, on a

(I1.37) T,zue Wi (p, 1).
Preuve. — On applique (II.31) un nombre fini de fois, en
prenant s= P——II-I avec [ successivement égal a o, 1, ..., k(o +1).

Comme ¢;|u; |7+ |u,|3 est bornée [prop. (II.1)], et que f, converge
vers f dans H*(R), on en déduit que, pour tout € ®(©n ), 'expression

& | Thrpryipan S8 1T 4 | Thopipo+1 € Uy o

reste bornée quand j varie.
Par un raisonnement déja utilisé, nous obtenons le résultat annoncé.
C. Q. F.D.
Revenons a la démonstration du théoréeme (II.6). Notons que
ue Hf2(R), en vertu d’un théoréeme classique (voir [7], [30]), puisque A (D)
est elliptique en tout point de Q. Il suffit donc de démontrer la régularité
annoncée dans les cartes locales, voisinages des points de I'.

Soient O une telle carte locale, et €@ (0N Q) avec £(x', y) = ¢ (x') Y (¥)
ou 9 d(R"), be ®(R), ¥ =1 au voisinage de o.
En vertu du lemme (II.4), on a

(I1.38) D, tueS (i=1,...,n—1).
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Soit v€ @(2) dans le cas I [et ve ®(2) dans le cas II], considérons
Pexpression a(D.;{u, v).

Par intégration par parties nous avons ('%) :

a(D.;¢u, v) = a(u, ¢{D,,v) 4+ (Lu, v),
avec
L=aD}—-y*Mu+ y’ND,+y*'P+ Q + ¢,

ou
a et ¢ sont des fonctions ¢*;
M est opérateur tangentiel d’ordre 2;

N et P sont des opérateurs tangentiels d’ordre 1;
Q@ est un opérateur d’ordre 2 a support compact dans R”.

Soit encore
a(D,:tu, v) =(f, tD,v) + (Lu, v) =(D.. ¢f + Lu, v),

D, u est donc solution de (II.2) avec f remplacé par ¢ =D, {f 4 Lu.
Le théoreme étant supposé démontré pour k—1, nous avons
ue G,

Il résulte, alors, des propriétés des G* [proposition (II.4)] que Lu est
dans H*~'(L), il en est donc de méme pour g. Une nouvelle application
de I’hypothése de récurrence montre, alors, que

(I1.39) D, zue G
Il est maintenant facile de voir qu’il ne reste plus qu’a montrer que
Djtue H*' (Q),

ce qui s’obtient en dérivant I'équation A (D) u=f, par rapport a y
dans la carte O, et en utilisant (II.3g).

C. Q. F. D.
Remarque sur le chapifre 11.
RemarQue (II.4). — Considérons la forme intégrodifférentielle
suivante :
1. o) a@ =Y /‘a@,g(x) P, u(x) Pav(@) dx,
as e

(**) L’intégration par parties est permise puisque ue G[th. (I1.1)],et qu’on a (II.38);
toutesles expressions écrites ont un sens.

Nous n’obtenons pas d’intégrales de surface puisque, dans le cas I, ve® (Q), et est
donc nulle au bord, et dans le cas II, D).Z est a support compact dans R/ et Di,. i a une
trace nulle sur y = o [th. (II.4)].
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les a5 étant des fonctions ¢* dans &, et les P, pouvant prendre les
valeurs
D.,o* (i=r1,...,n); \; identité.

(La fonction ¢ et opérateur \ étant ceux définis au paragraphe 2 de
ce chapitre.) a est. alors, bilinéaire continue sur S.

Faisons I’hypotheése :

(I1.41) a est S-coercitive.

Ce cas est plus général que celui étudié dans ce chapitre [a étant définie
par (II.11)], puisque, dans le second membre de (II.jo) nous pouvons
avoir des termes de la forme (c(x) \u, D,,9?v) qui ne figurent pas
dans (II.11).

Il est facile de voir que les résultats de régularité donnés par les théo-
remes (II.1) et (II.6) restent encore valables dans ce cadre plus général.

RemarQUE (II.5). — Le fait que o soit entier n’est intervenu que pour
avoir des coefficients ¢* dans les équations approchées. En supposant

. I . . . , I
seulement o réel > -, on peut voir que certains résultats de régularité
2

restent encore valables. Les solutions approchées ne sont plus €*, mais
sont suffisamment régulieres pour pouvoir leur appliquer des dérivations
fractionnaires paralleles au bord, et garder un sens a4 des expressions
telles que celles figurant dans (11I.18) par exemple.

REMARQUE (II.6). — Dans le demi-plan R" = { (z/, y), y > o |, on peut
étudier des problémes analogues a ceux traités dans ce chapitre, en
prenant \ = D,. On peut, alors, en faisant des hypotheses de régularité
dissymétriques en la variable normale et les variables tangentielles sur
le second membre, obtenir des résultats de régularité de méme nature
sur la solution (en distinguant les variables normales et tangentielles)
(voir [22], [3] dans le cas des opérateurs elliptiques).

CuapiTre III.

Dégénérescence a l’intérieur.
Problémes non homogeénes.

1. Opérateurs elliptiques dégénérant a l'intérieur.

Soit U un ouvert borné de R” de bord X. Nous supposons que X est
une variété ¢* de dimension n — 1.
Q étant l'ouvert considéré dans le chapitre II, nous faisons I’hypo-

thése Qc U.
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Nous supposons que la forme b (II.11) est définie, et est elliptique
dans U. Nous posons
a(u, v) =(\u, Av) + b(efu, ¢°v)
pour u, ve @ (U), ¢ vérifiant toujours (II.7), le produit scalaire (,)
étant celui de L*(U).
Nous notons S(U) l'espace des distributions u définies dans U et
vérifiant
¢*ue H'(U),
Aue H(U),

SU) désigne I'adhérence de @(U) dans S(U). Nous notons, de méme,
G*(U) (k entier > o), I’espace des u telles que

9*fue H+*(U),

Arue H*(U).

Il est facile d’adapter les propositions (II.2) et (II.3) pour avoir les
propriétés de ces espaces [en utilisant, en particulier, la remarque (I.4)].

Nous avons alors le théoréme suivant :

TuEoREME (III.1). — Pour tout f € H'(U), il existe u unique dans S(U).
tel que
AD)u =f.

De plus, si fe H*(U) (k entier > o), on a
ue G*(U).

L’existence et 'unicité sont immédiates par la méthode variationnelle

Nous voyons sans peine que les démonstrations des théorémes (1I.1)
et (II.6) s’adaptent & ce cas. [Au voisinage des points de I', on se rameéne
par carte locale 4 R, ,, au lieu de R%.]

Nous allons en déduire, maintenant, le théoreme de régularité suivant :
TurtoreME (I11.2). —— Soit W un ouvert contenu dans U. Si ue @' (W),
f e Ht. (W) (k entier > o)
AD)u=f.
On a
ue Gk, (W).
COROLLAIRE, — A (D) est hypoelliptique dans U.

Le corollaire est une conséquence du théoréme puisque nous avons
Iinclusion .
Gloc (W) C H{Loc(W)

qui résulte facilement de la proposition (II.4), 2°.
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Notons que cette hypoellipticité ne résulte pas des conditions suffi-
santes données dans [11], [27], [34].

Démonstration du théoréme (I11.2). — Notons que A (D) est elliptique
dans U —T'; le théoréme est donc bien connu si WnI' = & (régularité
a l'intérieur des opérateurs elliptiques).

Nous supposons dans la suite que
WnlZgo.
La démonstration va se faire en deux étapes.

1° Nous démontrons d’abord le théoréme avec I’hypothése supplé-
mentaire : u € S, (W).

Soit ©c W une carte locale voisinage d’un point de I'. Avec les coor-
données de ©, on a

(11.1)  A(D)=aD? + y**L + y?MD, + y>~' N + yD, + 3,

ou

«, v et 0 sont des fonctions ¢* dans ©;

L est un opérateur tangentiel d’ordre 2;

M et N sont des opérateurs tangentiels d’ordre 1.
Soient ¢ et 3 deux fonctions de @ (©).

Nous supposons que {(z', y) = ¢(z') ¢ (y) avec ve @ (R*), L€ D (R),
¢ =1 dans un voisinage de o, et B{ =¢.

De I'équation A(D)u = fet de (II1.1), on tire
(II.2) A(D)fu={f+ y*PBu+ yepD,fu+ye vpu + Qpu,

ou P et Q sont des opérateurs d’ordre 1,  étant & support compact
dans © —T (puisqu’il en est de méme pour D, %) : p et v étant des fonc-
tions ¢” dans ¢.

Nous démontrons le théoréme par récurrence sur k.

(i) k=o : JBu étant dans S(U), le second membre de (III.2) est
dans H*(U), le théoréme (III.1) montre alors que {ue G°(U), et I'on a

bien
ue Gip.(W).
(ii) k> o : Supposons le théoreme démontré pour k—i1. On a alors

Bue G (U).

Les propriétés des G* [proposition (II.4)] montrent que le second
membre de (III.2) est dans H*(U), et le théoréme (II1.1) nous donne

tue GH(U).
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20 Nous ne faisons plus, maintenant, d’hypothése supplémentaire.

Soit © une carte locale d’un point de I' n W relativement compacte
dans W. La restriction de u 4 © est une distribution d’ordre fini [33],
et appartient donc & H—(0) pour un entier s positif > 1.

Nous allons utiliser une idée déja employée dans [27], [30].

As étant un isomorphisme entre H:(©) et H—(©), soit he H*(©)
tel que
A*h=u|,.

Dans la carte @, nous avons
(I11.3) AsADYh=flo+[A", A(D)]h

Nous allons utiliser la régularité de 'opérateur elliptique A*. L’opéra-
teur [A¢, A(D)] est d’ordre 2s + 1; le second membre de (II.3) est donc
dans H——'(¢). Nous obtenons

A(D) he Hi:' (9).
Nous sommes, donc, dans le cas d’application de la partie 1°, et nous

avons :
(111.4) he Gis:' (9).

Admettons pour I'instant le lemme suivant :

LemMmEe (II1.1). — L’application g > [A%, A(D)] g est continue de Giy.' (©)
dans Hi,:;**" (©) pour tout entier r > 1.

En utilisant (IIL.4), et le lemme avec r=s, nous obtenons que le
second membre de (III.3) est dans H—(0), ce qui joint & la régularité
de A¢, nous donne

A(D)he Hiy.(0);
soit encore, en utilisant la partie 10 :
he G,.(9).

- On applique, alors, de nouveau, le lemme (III.1), la régularité de As et
le résultat de la partie 1° De proche en proche, on arrive & prendre,
dans le lemme (I11.1), r = 2s; finalement nous avons

he G} ((9)’
ou encore
ulo=Ahe G (9).

Comme Gy, () C Sioc(©) [Remarque (1I.2), «], nous sommes ramenés
a la premiere partie.



OPERATEURS ELLIPTIQUES DEGENERES. 81

11 ne nous reste plus qu’a prouver le lemme (III1.1). II suffit, pour cela,
de montrer que le commutateur de A* avec chaque terme figurant dans
le second membre de (III.1) applique Gi;;'(©) dans Hi:*+" ().
Vérifions-le pour les deux premiers par exemple.

Nous avons
(I11. 5) [«D7, As] g =[«, A*]D}g,
[, A°] est d’ordre 2s—1, et D} g€ Hi' ().
Le second membre de (III.5) est donc dans Hig;**" (©).

De méme, il est facile de voir que
(II1.6)  [y*L, &) g=[L, A°]y*tg + M,y**—'D,g + M.y*¢ g + M.g.
Les M; (i=1, 2, 3) étant des opérateurs différentiels avec

ordre M, = ordre M, = 2s,

III.
( 7) ordre M;=2s—1.

Comme g € Gi,' (0), nous avons, d’aprés les propriétés des G* :
yrge i (©);  y*DygeH(0);  yP' g€ Hie ().
Nous en déduisons, en utilisant (III.7) et le fait que [L, A¢] est
d’ordre 2s -+ 1, que le second membre de (III.6) est bien dans H;.2**" (0).
C. Q. F. D.

ReMARQUE (III.1). — Les théoréemes (III1.1) et (III.2) sont encore
valables avec les hypothéses de la remarque (II1.4).

2. Problemes aux limites non homogénes.

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser les résultats de régularité
établis dans le chapitre II et le paragraphe 1 de ce chapitre, pour étudier
certains problémes aux limites non homogeénes, relatifs & des opérateurs
elliptiques dégénérant au bord. Notre méthode est semblable & celle
utilisée dans [23] pour les problémes elliptiques (transposition, problémes
de Visik-Sobolev [35]).

Les notations étant celles du paragraphe précédent, désignons par H(A)
I’espace des u appartenant a H°(L2) telles que A (D) ue H°(£2).

Nous le munissons du produit scalaire
(@ V)uy= (@ v) + (A(D) u, A(D)v)

qui en fait un espace de Hilbert.

BULL. SOC. MATH. — T. 95, FASC. 1. 6
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Nous avons le théoréme de trace suivant :
TutoreMmE (111.3).

10 @(Q) est dense dans H(A).
20 L’application u v> (yu, yA u) définie dans @ (2 ) a valeur dans (@ (I'))?,
se prolonge en une application linéaire continue de H(A) dans
H—1/~z(p+1)(r) % H—3/2(9+1)(I‘).
Démonstration.

1° Soit M une forme antilinéaire et continue sur H(A). Elle s’écrit
(111.8) M(u) = (f, u) + (9, A(D) u),

f et g étant deux fonctions de H°(L2).

Supposons que M () = o pour tout v ®( Q). Notons ® un élément
de @ (U) tel que
Plo=2¢

et f et § les prolongées par ©, en dehors de £, de f, g.
Nous avons donc

(lL.g) M(9)=(f @)+ (§ AD) ) =([+ AD)F, ®) =0,
le produit (, ) étant ici celui de H°(U).
Comme (III.g) a lieu pour tout ® € ®(U), nous obtenons au sens
de @' (U) :
(I11. 10) AD)j=—TF

En utilisant le théoréme (III.2), on voit sans peine que §e G,.(U).
En particulier, on a

ge G°(Q) et Yg=v\g=o.

Ce qui montre qu’une intégration par parties dans (III.8) est
permise ('*), et que nous n’avons pas d’intégrale de surface; nous
obtenons :

Pour tout ue H(A),

M(u) = (f+ A(D) g, v).

Comme f+ A(D)g=o (IIl.10), on a bien M = o. Ceci démontre
la densité voulue.
20 Soit
© = (90, 9;) € H?2e+0([) x H'*2+(T),

(**) Pourle voir, on peut approcher g par une suite de @(Q) dans G°(Q).



OPERATEURS ELLIPTIQUES DEGENERES. 83

Le reléevement de la proposition (II.3), 3°, nous permet de trouver
we G(2) tel que

(IIT. 11)

VW = o,
\frxw = 9,
w dépendant contintiment de (¢,, 9,).
Si ue H(A), posons
Sy, u)y=(A D) u, w) —(u, A*(D) w).
Comme A*(D) envoie continiment G(£2) dans H"(£2) [Remarque (I1.2)],
nous avons

[S(o, u) | ZClulyigX|o IH"/?('»'”’”(1‘)><H"/2(?+”(l')’

ce qui montre que S(v, u) est bilinéaire continue en o; elle s’écrit donc
q l

S(@ W) =<8l 90> + {81, 91,
avec
Sy € LD(H(A)’ H—:‘/;)(p—H)([‘))’
s € £(H(A), H-'»e+1(T)),

les produits < , ) étant respectivement ceux de la dualité entre
HA:;/-Z (7+1) (I‘) et H:}/:‘ (p+1) (I‘)’
H—1/z({,+1)(l‘) et Hl/i(p—H)(‘[‘) (15)_

D’autre part, si ueLD(Q), on voit en écrivant la formule de Green
[voir la démonstration du théoréme (I1.4)], qu’'on a

scu=oayAu,
siu=3vu,
a et B étant des fonctions appartenant a @(I') et ne s’annulant en aucun
point de T'.
Nous obtenons donc le résultat annoncé par densité de @ (£2) dans H (A).
C. Q. F. D.
Voici une conséquence de ce théoréme.

Désignons par F(A) les u appartenant a H'(L2) telles que A(D)u
appartient a ().

(**) Notons que S (7, u) ne dépend pas du relévement choisi pour 9. Soient en effet
w, et w, deux fonctions de G(&) vérifiant (III. 11), il est facile de voir qu’on a

(A(D) u, w,— w,) = (u, A*(D) (w,— w,)).
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THEOREME (111.4). — @ (L) est dense dans F (A), el I'application u > vu,
définie dans ®(R), se prolonge en une application linéaire et continue
de F(A) dans H-"2=1(D).

Démonstration. — Désignons par Z(A) les u appartenant a H(A) et
vérifiant
AD)u=o.
Nous avons alors
F(A)= S8 Z(A).

En effet, soit fe F(A) et ue S tel que

AD)u=AD)f.
Nous avons

f=(f—u)+u avec f—ueZ(A) et ues.

Le théoréme résulte alors de la densité de ®(2) dans S et du
théoréme (III.3).
C. Q. F.D.

Nous allons utiliser ces théoremes de trace, et la régularité déja montrée,
pour obtenir le théor¢éme suivant :

TutoreME (1I1.D5) (Probléme de Dirichlet). — (A (D), ) est un isomor-
phisme entre :

10 F(A) et §'xH-'»0t+1(T);

20 H(A) et H' () x H—/*e+0(T).

Démonstration. En transposant I'isomorphisme donné par le théo-
réme (II.2), nous obtenons, en remplacant A (D) par A*(D) :

Pour tout L appartenant a G/, il existe u unique dans H"(L2) vérifiant

(I11.12) L(v) = (u, A*(D)v)

pour tout ve Gq.

10 Le théoréme (III1.4) montre que (A (D), v) envoie contintiment F'(A)
dans §'x H-1*+1(T). Montrons maintenant que cette application est
surjective. Soient fe S’ et ge H—'~2e+(T).

Nous allons prendre pour L :

(I11.13) L@)=<f,v>+ag, yAv>

le premier crochet étant celui de la dualité entre S et &, le second celui
de H'2le+1(T") et H-'*+!(T), Ceci a un sens puisqu’on a [prop. (II.3)] :

GdCS.
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v > YAv est linéaire continue de G dans H'*?+"(T'). Nous tirons de
(III.12) et (III.13), en prenant ve ®@(RQ),

(I11.14) AD)u=f.
Nous avons, d’autre part, la formule de Green :
(III.15) (u, A*(D)v)—<{AD)u, v>=<avu, yAv>

pour tout ue F(A) et tout ve G..

Finalement, nous avons a partir de (III.12), (III.13), (IIL.14)
et (II1.15) :
vu=yg.

20 Nous suivons les mémes idées que précédemment. Nous prenons
feH"(Q) dans (II1.13).
C. Q. F.D.

TutoreME (I11.6) (Probléme de Neumann). — (A(D), vA) est un
isomorphisme entre H(A) et H°(2) x H=**@+1(T). :

Démonstration. L’application (A (D), v\) est continue de H(A)
dans H*(Q)x H—@+"(T) (théoréme III.3).

Pour montrer qu’elle est surjective, nous transposons I'isomorphisme
du théoréme (I1.4).

Nous avons :

Pour tout L€ G, il existe u unique dans H"(£2) vérifiant
(I11. 16) L(v) = (u, A*(D)v)

pour tout v € G,.
Soient f € H"(X) et g€ H—**@+"(I'). Nous prenons

(L. 17) L@)=(f, v) + <29, 10,

le crochet représentant la dualité entre H**@+(T) et H—/2+1(T).

En prenant v e ® (L), nous obtenons & partir de (II1.16) : A(D)u=".
Enfin l'utilisation d’une formule de Green analogue a (III.15) nous

donne finalement
v\u=y.

C. Q. F. D.

ReMARQUE (II1.2). — Le théoréme (III.5) précise le théoréeme (II1.4)
en montrant que l'application u+>yu de F(A) dans H—'2F+"(I') est
surjective, La méme remarque est valable pour le théoréme (1II.3).

ReMARQUE (III1.3). — La solution u donnée par le théoréme (III.5)
est dans H|,.(£); elle admet donc une trace dans H'*(I':), ou I est
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la variété définie par ¢(x) = ¢ (: > o petit). Par un isomorphisme entre I
et I';, on peut « transporter » cette trace de I'. 4 I. On peut montrer,
alors, qu’elle tend vers celle de u dans H—'/2+"(I'), quand : tend vers zéro.
La démonstration est semblable a celle utilisée dans [23].

La méme remarque est valable pour le théoréme (I11.6).

RemarQuE (III.4), — 11 serait intéressant d’« interpoler » entre les
isomorphismes donnés par les théorémes (II.3) et (IIL.5) [respectivement
(I1.5) et (II1.6)] et de résoudre, ainsi, d’autres problémes non homogénes.

BIBLIOGRAPHIE.

[1] AuBiN (Jean-Pierre). — Un théoréme de compacité, C. R. Acad. Sc., t. 256, 1963,
p. 5042-5044.

[2] BaoueENnDI (Mohamed Salah). — Sur une classe d’opérateurs elliptiques dégé-
nérant au bord, C. R. Acad. Sc., t. 262, 1966, Série A, p. 337-34o0.

[3] BARROs NETO (J.). — Inhomogeneous boundary value problems in a half space,

. Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Série 3, t. 19, 1965, p. 331-365.

[4] BourBak: (Nicolas). — Espaces vectoriels topologiques, Chap. 3-5. — Paris,
Hermann, 1955 (Act. scient. et ind., 1229; Bourbaki, 18).

[5] CALDERON (A. P.). — Intermediate spaces and interpolation, the complex method,
Studia Math., Warszawa, t. 24, 1964, p. 113-190.

[6] DixmIeR (Jacques). —— Les algébres d’opérateurs dans ’espace hilbertien. — Paris,
Gauthier-Villars, 1957 (Cahiers scientifiques, 25).

[7] FriepricHs (K. O.). —— On the differentiability of the solutions of linear elliptic
differential equations, Comm. pure and appl. Math., t. 6, 1953, p. 299-326.

[8] GEymoNAT (G.) e GrisvarRD (P.). — Problemi al limiti ellittici negli spazi di
Sobolev con Pesco. -— Libraria universitaria Pavese, 1965.
[9] Grisvarp (Pierre). -—— Espaces intermédiaires entre espaces de Sobolev avec

poids, Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Série 3, t. 17, 1963, p. 255-296.

[10] GrisvarD (Pierre). — Commutativité de deux foncteurs d’interpolation et appli-
cations, J. Math. pures et appl., Série 9, t. 45, 1966, p. 143-290 (These Sc.
math., Paris, 1965).

[11] HormanDER (Lars). -— Hypoelliptic differential operators, Ann. Inst. Fourier,
Grenoble, t. 11, 1961, p. §77-492.

[12] Kiprisanov (I. A.). -—— Equation de Beltrami, Communication I. C. M., Moscou,
1966.

[13] Konn (J. J.) and NirRexNBERG (L.). — An algebra of speudo-differential operators,
Comm. pure and appl. Math., t. 18, 1965, p. 269-305.

[14] KonnN (J. J.) and NirenBERG (L.). — Non coercitive boundary value problems,
Comm. pure and appl. Math., t. 18, 1965, p. 443-492.

[15] Lions (J.-L.). — Equations différentielles opérationnelles dans les espaces de
Hilbert, Centro internazionale matematico estivo (C. I. M. E.), Varenna, 1963,
10 ¢iclo : Equazioni differenziali astratte, 73 pages. — Roma, Cremonese, 1963.

[16] LioNs (J.-L.). — Sur un nouveau type de probléme non linéaire pour opérateurs
paraboliques du deuxiéme ordre, Séminaire Leray, 5¢ année, 1965/1966 :
Equations aux dérivées partielles, exp. 1 et 2, 33 pages.

[17] Lions (J.-L.). — Equations différentielles opérationnelles et problémes aux limiles.
— Berlin, Springer-Verlag, 1961 (Die Grundlehren der mathematischen Wissen-
schaften, 111).



OPERATEURS ELLIPTIQUES DEGENERES. 87

[18] Lions (J.-L.). — Espaces intermédiaires entre espaces hilbertiens et applications,
Bull. math. Soc. Sc. math. et phys. Rép. pop. roumaine, N. S., t. 2, 1958, p. 419-432.

[19] Lions (J.-L.). — Théorémes de traces et d’interpolation, I., Ann. Scuola norm.
sup. Pisa, Serie 3, t. 13, 1959, p. 389-403.

[20] Lioxns (J.-L.). — Dérivéesintermédiaires et espacesintermédiaires, C. R. Acad. Sc.,
t. 256, 1963, p. 4343-4345.

[21] Lions (J.-L.). — Une construction d’espaces d’interpolation, C. R. Acad. Sc.,
t. 251, 1960, p. 1853-1855.

[22] Lions (J.-L.) e MaGeENEs (E.). — Problemi allimiti non omogenei, I., Ann. Scuola
norm. sup. Pisa, Série 3, t. 14, 1960, p. 269-308.

[23] Lioxs (J.-L.) et MageENEs (E.). — Problémes aux limites non homogénes, II.,
Ann. Inst. Fourier, Grenoble, t. 11, 1961, p. 137-178.
[24] Lions (J.-L.) et PEETRE (J.). — Sur une classe d’espaces d’interpolation. — Paris,

Presses universitaires de France, 1964 (Institut des Hautes Etudes scientifiques,
Publications mathématiques, 19, p. 5-68).

[25] LizorkiN (P. I.). — The Dirichlet principle for the Beltrami equation in a semi-
space, Doklady Akad. Nauk S. S. S. R. [en russe], t. 134, 1960, p. 761-764.

[26] LizorkiN (P. I.) i NikovL’sk1s (S. M.). — On some inequalities for weight-class
functions and boundary value problems with a strong degeneracy at the boun-
dary [en russe], Doklady Akad. Nauk S. S. S. R., t. 159, 1964, p. 512-515.

[27] MALGRANGE (Bernard). — Sur une classe d’opérateurs différentiels hypoellip-
tiques, Bull. Soc. math. Fr., t. 85, 1957, p. 283-306.

[28] MoreL (Henri). — Introduction de poids dans I’étude de problémes aux limites,
Ann. Inst. Fourier, Grenoble, t. 12, 1962, p. 299-414 (Thése Sc. math. Paris,
1961).

[29] NEGas (J.). — On the regularity of solution of second-order elliptic partial diffe-
rential equations with an unbounded Dirichlet integral, Arch. for rat. Mech.
and Anal., Berlin, t. 9, 1962, p. 134-144.

[30] NirexBERG (Louis). — Remarks on strongly elliptic partial differential equations,
Comm. pure and appl. Math., t. 8, 1955, p. 648-675.

[31] OLEJNIK (O. A.). — A problem of Fichera[en russe], Doklady Akad. Nauk S.S.S.R.,
t. 157, 1964, p. 1297-1300.

[32] ScawarTtz (Laurent). — Ecuaciones diferenciales parciales elipticas. — Bogota,
Universidad nacional de Colombia, Departamento de Matematica y Esta-
distica, 1956.

[33] Scuwartz (Laurent). — Théorie des distributions. Vol. 1 et 2. — Paris, Hermann,
1950-1951 et 1957 (Act. scient. et ind., 1122 et 1245; Publ. Inst. Math. Univ.
Strasbourg, 9 et 10).

[34] TrivEs (Frangois). — Opérateurs différentiels hypoelliptiques, Ann. Inst. Fourier,
Grenoble, t. 9, 1959, p. 1-73.

[35] ViSik (M. L.) i SoBoLEV (S. L.). — Nouvelle formulation générale des probléemes
aux limites [en russe], Doklady Akad. Nauk S. S. S. R., t. 111, 1956, p. 521-523.

(Manuscrit recu le 25 janvier 1967.)

Mohamed Salah BAOUENDI,
Maitre de Conférences associé
a4 la Faculté des Sciences de Paris,

55, Coteaux du Rhodon,
Chevreuse (Yvelines).



