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UNE NOUVELLE DEMONSTRATION
D'UN THEOREME DE R. BOTT ET B. KOSTANT

PAR

Frasgors ARIBAUD (*).

A la fin d’une étude consacrée a la cohomologie des fibrés homogeénes,
R. Borr [3] a donné une expression remarquable de la dimension des
espaces de cohomologie H!(m, M (7)), ot m est le radical nilpotent d’une
sous-algébre de Borel b de l'algébre de Lie semi-simple g, et M (%) le
g-module simple de poids dominant 2. B. KostanT [12] a retrouvé par
voie algébrique les résultats précédents, et il les a étendus au cas ot m est
le radical nilpotent d’une sous-algébre parabolique p de g. Il en a déduit
I’expression de la décomposition, dans I'anneau des représentations R (s)
de la composante réductive s de p, de la représentation de s dans M (%)
induite par la représentation de g, énoncé qui généralise la formule
de H. Weyl. Nous nous proposons dans ce qui suit de montrer que la
démarche précédente peut étre inversée : un simple jeu d’écriture permet
d’obtenir la formule de H. Weyl généralisée a partir de la formule clas-
sique; et lorsqu’on dispose de cette derniére, les démonstrations données
par KostaNT peuvent étre grandement simplifiées.

Qu’il me soit permis d’exprimer ma profonde reconnaissance a M. le
Professeur CHEVALLEY qui m’a guidé tout au long de ce travail, et qui
y a apporté de nombreuses améliorations. Je tiens également 4 remercier
vivement M. le Professeur BRunat et M. le Professeur VaArorPouLOs qui
m’ont fait ’honneur de se joindre a lui pour constituer mon jury de thése.

Les nombres entre crochets renvoient aux articles cités a la fin
du présent travail. Les références aux Eléments de Mathématique de

(*) Cet article constitue la partie principale de la Thése de Doctorat és Sciences
mathématiques soutenue le 17 mai 1967 auprés de la Faculté des Sciences de Paris,
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N. Boursaki sont faites sous la forme usuelle. Les références aux notes
du « Séminaire Sophus Lie » seront précédées du sigle SL. et du numéro
de l'exposé.

1. L’anneau des représentations d’une algébre de Lie.

On désigne par K un corps commutatif. Toutes les algébres de Lie
et tous les modules considérés admettent K comme corps de base, et sont
de dimension finie sur K.

Si g est une algébre de Lie, on désignera par ¢(g) la catégorie abé-
lienne des g-modules de dimension finie sur K, par K(g) le groupe de
Grothendieck de ¢(g). Tout g-module de dimension finie sur K étant de
longueur finie, il résulte du théoréme de Jordan-Hélder que K(g) est
le groupe abélien libre engendré par Uensemble des classes de g modules
simples de dimension finie sur K (cf. BourBaxki [5], Alg., chap. 8, § 3, n° 2).
En particulier, si $(g) est la sous-catégorie pleine de ¢(g) des g-modules
semi-simples, l'injection canonique de $(g) dans ¢(g) induit un isomor-
phisme de K($(9)) sur K(g).

Si M est un g-module, on appellera g-caractére de M, et 1’on notera cth s
la classe de M dans K (g).

Le groupe K (g) est un foncteur coniravariant en g : soient g et ) deux
algebres de Lie, et soit p un homomorphisme de b dans g. Si M est un
g-module, on définira un h-module M, en prenant pour espace vectoriel
sous-jacent & M, l'espace vectoriel V sous-jacent & M, et en faisant
opérer h sur V par h % m=p(h)m. Si p est I'injection canonique d’une
sous-algebre f) de g dans g, le h-module M, est le §)-module induit. Si M
et N sont deux g-modules, et si ¢ est un homomorphisme du g-module M
dans le g-module N, I’application ¢ peut visiblement s’interpréter comme
un homomorphisme du §-module M, dans le h-module N,. L’opération,
qui & M associe M,, est exacte puisqu’elle conserve les espaces sous-
jacents, et I'on a ainsi un foncteur covariant exact de ¢(g) dans c(f)
qui définit un homomorphisme p, de K(g) dans K(§). Il est évident
que id,=1id, et que, si [ est une troisiéme algébre de Lie et ¢ un homo-
morphisme de [ dans b, on a (pcq),=gq op. Lorsque p est I'injection
canonique d’une sous-algébre §) de g dans g, on dit que p, est I’homo-
morphisme de restriction de g a b, et 'on écrit Res(g, §)) au lieu de p.
Ces homomorphismes de restriction joueront un grand réle dans ce qui
suit.

LemME 1. — Si n est le radical nilpotent de U'algébre g, la projection p
de g sur g/n induit un isomorphisme p, de K(g/n) sur K(g).

On va construire un homomorphisme inverse de K(g) sur K(g/n);
il suffira de se donner les images des classes des g-modules simples. Si M est
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un g-module simple, il est annulé par les opérations de n, par définition
méme de n (BourBaxt [6], Alg. de Lie, chap. 1, § 5, n° 3), et la représen-
tation de g dans M passe donc & g/n.

Q. E. D.

Ce lemme est particuliérement utile en caractéristique o, 1’algébre g/n
étant alors réductive.

Si M et N sont deux g-modules, on définit, sur leur produit tensoriel
sur K, une structure de g-module, la « structure diagonale » de 1’algébre
homologique, en posant

g(m @ n) = (gm) ® n + m (gn), avec geg, meM et neN.

Sio—+M ->M->M"—o est une suite exacte de g-modules, et si N est
un autre g-module, la suite o ->M' QN ->M QN >M"Q N—o est
encore exacte. L’opération définie sur €(g) X €(g), & valeurs dans €(g),
qui associe M QxN a (M, N) est « biadditive », et elle définit une appli-
cation bilinéaire de K (g) X K(g) dans K(g).

LEMME 2. — L’application bilinéaire précédente de K (g) X K (g) dans K (g)
est un produit pour lequel K(g) est un anneau commutatif unitaire, 'unité
étant la classe du module trivial.

Les isomorphismes naturels entre espaces vectoriels M @ N et N Q M,
MRIN)QP et MQ (N R P), sont compatibles avec les g-structures
correspondantes; on a donc

chg(M ® N) = chg(N X M)
et
ch (M @ (N ® P)) = ch (M ® N) ® P),

ce qui établit la commutativité et I’associativité de ce produit. Enfin
Pisomorphisme canonique de M @xK sur M est compatible avec les

g-structures.
Q. E. D.

I’anneau ainsi obtenu est appelé 'anneau de Grothendieck ou I’anneau
des représentations de g; on le notera K(g) ou ®(g). La structure d’anneau
de ®(g) peut étre renforcée :

DeriNiTION 1. — Soit A un anneau commultalif unifaire. On appelle
M-structure sur A la donnée d’'un homomorphisme %, du groupe additif de A
dans le groupe multiplicalif 1-+ A[[t]]*+ des séries formelles d’augmen-
tation 1 a coefficients dans A satisfaisant a ), (x) =1+ 2t 4. ...

Un couple (4, 2;), constitué d’un anneau A et d’une A-structure
sur A, est appelé un 2-anneau (cf. [1] et [10]). Si (4, 2,) est un Z-anneau,
on notera A!(x) le coefficient de ' dans 2,(x); ainsi A°(x) =1 et 2'(x) = 2.
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DEUX EXEMPLES DE A ANNEAUX.
(i) L’anneau Z des entiers rationnels. — On fait de Z un ?-anneau
en posant ,(1) =14 {, soit A,(n) = (1 {)" ou 2i(n)= <': ) s coefficient
binomial. Cette 2-structure sera appelée la A-sfructure canonique.

(ii) L’anneau ®(g) des représentations d’une algébre de Lie g. — Soit M
un g-module. Sur chaque puissance extérieure \'M de M sur le corps
de base K, on définit une g-structure en posant (« prolongement des
dérivations »)

g(x1/\x2/\.../\xi)=2x1/\x.l/\.../\gx,-/\.../\x,-.
j

Si M et N sont deux g-modules, 'isomorphisme naturel entre espaces
vectoriels

AMQN)= Y, (A"M)® (A*N)

r+s=i

se prolonge en un isomorphisme de g-modules, ce qui donne

ch, A{(M @ N) = 2 ch, (A" M) ch (A*N).

r—+s=i
Si 2,(M) est la série formelle d’augmentation 1 de R (g)
14 chg(M)t +...+ch (AM)E+. .,

Popération qui associe 2,(M) & M est une opération additive de la caté-
gorie $(g) des g-modules semi-simples & valeurs dans le groupe multi-
plicatif des séries formelles d’augmentation 1 sur & (g), qui passe donc au
groupe de Grothendieck K(S(g)) = R(g) de S(g). La 2-structure ainsi
obtenue sera dite canonique.

DerFINITION 2. — Soient (A, 2, et (B, ;) deux )-anneaux. On appelle
homomorphisme du }-anneau (A, 2,) dans le }-anneau (B, ;1) un homo-
morphisme f de Uanneau A dans U'anneau B ftel que le diagramme (ot f.
désigne le prolongement canonique de f a A[[t]])

A A
! i
M e
B—»1+ B[[{]]*+
soit commutatif.

Lorsque (B, p.,) est le 2-anneau Z muni de sa A-structure canonique,
on dit que f est une augmentation de (4, A;) ou que (4, A, f) est un
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i-anneau augmenté. Si (4, 2, ) et (B, ps g) sont deux A-anneaux
augmentés, un homomorphisme du premier dans le second est un homo-
morphisme ¢ du Z-anneau (A, 1,) dans le i-anneau (B, p;) tel que le
diagramme

A— .B

! \AZ)/g

soit commutatif.

LemMe 3. — L’opération qui ¢ tout module sur une algébre de Lie g
associe sa dimension sur le corps de base K définit une augmentation du
A-anneau des représentations de g.

C’est immédiat, vu que dimg(A!M) = (dml}M>.

ProrosritioN 1. — Soient g et §) deux algébres de Lie, et soit p un homo-
morphisme de Y) dans g. L’homomorphisme p, du groupe ®(g) dans le
groupe R (H) est compatible avec les structures de A-anneaux augmentés
dont on vient de munir ces groupes.

La proposition découle aussitdt du fait que M et M, ont méme espace
vectoriel sous-jacent.

CoroLLAIRE. — Si n est le radical nilpotent de I’algébre g, la projection
canonique de g sur g/n induit un isomorphisme du 2-anneau augmenté R (g/n)
sur le }-anneau augmenté R(g). Si Uextension o —>mn->g-—>g/n—>o est
inessentielle, et si s est un relévement de g/n dans g, ’homomorphisme de
restriction Res(qg, s) est un isomorphisme qui, une fois identifiés R(s)
et ®(g/n), est Uisomorphisme inverse de p..

Pour obtenir la premiére partie de ce corollaire, il suffit d’utiliser
le lemme 1 et la proposition 1. D’autre part, si M est un g-module simple,
et si seg, '’endomorphisme s,, de M coincide avec ’endomorphisme
défini par la classe de s dans g/n. D’ol la seconde partie du corollaire.

Q. E. D.

A titre d’exemple considérons l’anneau des représentations d’une
algébre résoluble b sur un corps K de caractéristique o algébriquement clos.
Le corollaire de la proposition 1 et le théoréme de Lie (Boursaki [6],
Alg. de Lie, chap. 1, §5, n° 3, théoréme 1) montrent que ’anneau des
représentations R (b) est isomorphe a I’anneau des représentations de
I’algébre abélienne h =Db/db. Comme K est algébriquement clos, les
représentations simples de I’algébre abélienne ) sont de dimension 1
(Ibid., §5, n° 3, corollaire 2 du théoréme 1). Réciproquement, toute
représentation de §), qui est de dimension 1, est simple, et une telle
représentation est caractérisée, 4 un isomorphisme prés, par une forme
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linéaire sur b, appelée son poids, la forme linéaire « telle que hr = a(h)x
pour tout heb et tout élément x de I'espace de la représentation. Comme
toute forme linéaire sur f) est poids d’une représentation de I, le groupe
®R(h) ~ R (b) est isomorphe au groupe abélien libre Z[h*] engendré
par les éléments du dual sur K de I’espace vectoriel b.

Soit M (resp. Ny) un h-module simple de poids 2 (resp. de poids ).
Le module M; ® N, est un h-module simple, puisqu’il est de dimension 1;
il est donc caractérisé a un isomorphisme prés par son poids; comme pour
tous heh, zeM et ye N, on a

hx@y)=h@@y+2Qh@y) et hEQY=0O)+pH)2QY,

le poids du h-module simple M, N, est égal & A + p. La structure
d’anneau sur R (h) coincide avec la structure d’anneau sur ’algébre Z[h*]
du groupe b*

Sur I'algébre d’un groupe commutatif G, on définira une J-structure,
dite canonique, en posant, pour I’élément e, de la base canonique de Z[G]
qui correspond & I’élément g de G,

hieg)=1+¢el et  aug(e)=1.
La proposition suivante est alors immédiate :

ProrosiTiON 2. — Soit b une algébre résoluble sur un corps commutatif
de caractéristique o algébriquement clos K. L’anneau des représentations
de b est isomorphe a Ualgébre du groupe (b/@b)* munie de sa A-structure
canonique, I’isomorphisme étant défini en attachant a fout b module simple
son poids.

Signalons, pour terminer ce paragraphe, le résultat suivant :

LemME 4. — Soit g une algébre de Lie sur un corps commutatif K
quelconque, et soient M et N deux g-modules semi-simples. Si ch M = ch;N,
les modules M et N sont isomorphes.

Car, pour toute classe » de g-modules simples, les composants iso-
typiques de type w de M et de N ont méme longueur (c¢f. BourBAKI [5],
Alg., chap. 8, § 3, n° 5).

Q. E.D.

2. La formule de H. Weyl et B. Kostant.

A partir de maintenant, K désigne un corps commutatif de carac-
téristique o algébriquement clos.

Nous supposerons connue la théorie des représentations linéaires des
algébres réductives, renvoyant si besoin était au Séminaire « Sophus
Lie » [13] ou aux chapitres du Traité de N. BourBakr concernant les
systemes de racines [7] et les algébres de Lie semi-simples [8] (ou encore
a [11]). Nous nous bornerons a fixer la terminologie et les notations.
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La définition usuelle des systémes de racines n’est pas assez générale
pour traiter des algébres réductives. Suivant Borer-Tits [2], nous
appellerons systéme de racines dans le couple (V, Z), constitué d’un espace
vectoriel V sur K et d’un sous-espace Z, un sous-ensemble R de V possé-
dant les propriétés suivantes :

(i) Le sous-espace U de V, engendré par R, est un supplémentaire
de Z dans V;

(ii) L’ensemble R est un systéme de racines, au sens usuel, dans U.

Si Z=o0, on dira que R est un systéme de racines dans V; c’est un
systeme de racines au sens usuel. On prolongera tout automorphisme de U
en un automorphisme de V en le prenant égal a ’automorphisme identique
sur Z. Le groupe de Weyl W(R) sera, par définition, le groupe d’auto-
morphismes de V engendré par les réflexions de R, considéré comme
systemes de racines dans U, prolongées a V. Le sous-espace Z de V est
invariant par les opérations de W (R).

La décomposition en somme directe V= U ¢ Z permet de réaliser U*
et Z* comme des sous-espaces de V* Le systéme R*, inverse de R dans U’,
peut alors s’interpréter comme un systéme de racines dans (V*, Z%).
On désignera comme d’habitude par H, I'élément de R* qui correspond
a la racine o de R. Le groupe des poids P (R) sera 'ensemble des éléments 4
de V tels que <2, Hy ) soit un entier rationnel pour tous les H, de R
Tous les éléments de Z sont ainsi des poids. On choisira, une fois pour
toutes, une relation d’ordre total < sur R. On désignera alors par P+(R)
le sous-ensemble de P(R) des 2, tels que {4, H,>>. o pour toute
racine o positive. Les éléments de P+ (R) seront appelés les poids dominants
pour la relation d’ordre < considérée. Tout élément de Z est un poids
dominant.

Soit g une algébre réductive sur K. La décomposition canonique de g
en g=3 X ®@g, ol 3 est le centre de g et g I'algebre dérivée de g,
induit une décomposition h =3 x  de toute sous-algebre de Cartan b
de g-en 3 et en une sous-algébre de Cartan f de @g. Cette décomposition
permet de réaliser 3* et ¥* comme des sous-espaces de h*. L’ensemble des
poids non nuls de la représentation de §) dans g induite par la représen-
tation adjointe de g est un systéme de racines dans ()% 3*), qu'on
notera R(g, h). On désignera de méme par W(g, h) [resp. par P(g, h)]
le groupe de Weyl (resp. le groupe des poids) associé a R(g, D).

Il existe sur g des formes bilinéaires symétriques invariantes et non
dégénérées qui induisent, sur le sous-espace rationnel engendré par les
racines H, du systéme inverse de R(g, h), une forme bilinéaire définie
positive; on peut prendre par exemple la forme produit d’une forme
bilinéaire non dégénérée sur le centre 3 de g et de la forme de Killing
sur @g. Nous dirons qu’une telle forme est définie positive sur (g, b).
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A chaque racine « de R(g, h) correspond un sous-espace g* de
dimension 1 de g, qui est le sous-espace des x€g tels que [h, z] = a(h)z
pour tout hel. Si S est un ensemble de racines, on posera

I)(S)=b69a@sg“-

~ Pour que b (S) soit une sous-algebre de g, il faut et il suffit que S soit clos;
réciproquement, toute sous-algébre a de g qui contient b est de la
forme H(S), ou S est I'ensemble des poids non nuls de la représentation
de b dans a induite par la représentation adjointe de a. En particulier,
les chambres de Weyl de R(g, ) sont en correspondance biunivoque
avec les sous-algébres résolubles maximales, ou sous-algébres de Borel,
de g qui contiennent ). Le choix d’une sous-algébre de Borel b de g
contenant b équivaut donc au choix d’un ordre total sur R(g, })). Nous
fixerons une fois pour toutes une sous-algébre de Borel b de g contenant b,
et nous désignerons par P+(g, h) ’ensemble des poids dominants corres-
pondant a I'ordre défini sur R(g, h) par le choix de b.

Le radical nilpotent m de 1’algébre de Borel b coincide avec 1’algébre

dérivée @b, et m=db= P g* Comme b/Db est isomorphe a b, les
>0

formes linéaires sur §) peuvent s’interpréter comme des formes linéaires
sur b s’annulant sur @b, et les racines ne sont alors rien d’autre que les
poids non nuls des quotients simples de la représentation de b dans g
induite par la représentation adjointe de g (cf. la fin du paragraphe 1).
D’ailleurs, dans la théorie générale des représentations linéaires de g
le role fondamental est joué par b, la sous-algébre de Cartan f) n’inter-
venant que comme un auxiliaire technique.

Si M est un g-module, on peut considérer la représentation de la sous-
algébre de Borel b dans M, induite par la représentation de g, et s’intéresser
en particulier aux sous-b-modules simples de M ; ce sont des sous-espaces
de dimension 1, caractérisés par un générateur e, qui est un élément
non nul de M, et par un poids 2, qui est une forme linéaire sur b s’annulant
sur @b; pour tout beb, on a be=2(b)e; on dira qu'un tel élément e
de M est un élément b-primitif de M de poids i. Si M est un g-module
simple, les éléments b-primitifs de M ont tous le méme poids 2, et ils
engendrent un sous-espace vectoriel de dimension 1 de M. Le poids 2
est un élément de P(g, §), qui est un poids dominant pour I’ordre défini
par b. Les poids des quotients simples de la représentation induite de b
dans M sont de la forme A-y, ol v est un poids radiciel positif, i. e. un poids
combinaison linéaire a coefficients entiers .o de racines positives.
On dit alors que le g-module simple M est un g-module simple de poids
dominant A. Tout élément de P+(g, §) est poids dominant d’un g-module
simple, et deux g-modules simples qui ont méme poids dominant sont
isomorphes. On emploiera la notation générale M (A) pour désigner
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un g-module simple de poids dominant A. On désignera également
par M () la classe des g-modules simples de poids dominant A dans R (g).

Les résultats généraux de la théorie des représentations linéaires
des algébres réductives montrent que I’homomorphisme de restriction
Res(g, b) de ®R(g) & ®(b) est injectif. Le groupe de Weyl W =W (g, b)
opére sur b*, et il conserve le sous-groupe des poids P(g, f)). Les opéra-
tions de W sur P(g, h) se prolongent de facon naturelle a 1’algébre
Z[P(g, h)] du groupe P(g, h). Si, au moyen de la proposition 2, on
identifie ® (b) a Z[h*], et Z[P(g, h)] a un sous-anneau de Z[bh*], I'image
de Res(g, b) est la sous-algébre Z[P (g, h)]”” des éléments de Z[P (g, b)]
qui sont invariants par I'action de W. La formule de H. Weyl permet
d’expliciter Res(g, b), en donnant les images des éléments M (1) de la
base canonique de ®(g) :

Si o désigne la demi-somme des racines positives et si exp 2 est I’élément
de la base canonique de Z[h*] associé a A€h*

Z det(s) exps(A + p)
Res(g, b) (M (2)) = ~=
2 det(s) expsp

sEeEW

Cette présentation de la formule de H. Weyl est celle qui est adoptée
dans [8]. Comme une représentation simple de dimension finie de g est
entiérement déterminée a un isomorphisme pres par le caractére de
I’algébre enveloppante qu’elle définit (cf. SL [13], exp. 18, no 2), I'expres-
sion précédente de Res(g, b) (M (2)) se déduit aussitdt de la formule (7)
de SL [13], exp. 19, n° 3, en utilisant I'interprétation des « exponentielles »
comme caractéres de l’algébre enveloppante de I, donnée au méme
numeéro.

Puisque Res(g, b) est injectif, tous les homomorphismes de restric-
tion Res(g, p), out p est une sous-algébre de g contenant b, sont injectifs.
Le but de ce paragraphe est d’expliciter Res(g, p) (M (2)) dans ®R(p),
sous une forme qui généralise la formule de H. Weyl.

DeriniTION 3. — Soient g une algébre réductive et b une sous-algébre
de Borel de g. On appelle sous-algébres b-paraboliques de g les sous-algébres
de g qui contiennent b.

On a, pour les algebres paraboliques, « le théoréme de décomposition »
suivant :

ProposiTioN 3. — Soit p une sous-algébre b-parabolique de g, et soit S
Uensemble clos de racines tel que p =1(S). Le sous-espace s =H(Sn—S)
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de g est une sous-algébre réductive dans g, le radical nilpotent n de p admet
la représentation

n= @ g%
S—SN—3)

et p est somme directe de s et de n.

L’ensemble S étant clos, il en est de méme de I’ensemble Sn— S,
et s est une sous-algébre de g.

(i) La sous-algeébre s est réductive (cf. [8], § 3, n° 6, prop. 3).

Soit B une forme bilinéaire symétrique invariante et non dégénérée
sur g, associée a une représentation de g. Comme la restriction de B & s
est associée a la représentation induite de g, il suffira de montrer que la
restriction de B 4 s est non dégénérée (cf. BourBaxkr [6], Alg. de Lie,
chap. 1, § 6, n° 4).

Si heb, et si x et yeg, on a B([h, z], y) + B(z, [h, y]) =o; en par-
ticulier, siz e g* et y € gf (vesp.sizeh et ye gf), ona (a4 B) (h) B(x, y)=o
pour tout hel, et B(x, y)=o0 si o + 3£o0 [resp. on a a(h) Bz, y)=o
pour tout hel, et B(z, y) =o0]. On en déduit que B met en dualité
avec elle-méme (resp. g* avec g—*) et que b et g® sont orthogonaux
(resp. que g% et gP sont orthogonaux si « -+ 320). Comme hcCs, et
comme SNn— S est un ensemble symétrique de racines, la restriction
de B a s est non dégénérée.

(ii) La sous-algébre s est réductive dans g.

Si X,eg* et X _,e€g* sont deux éléments non nuls de s, on a
[Xo X_2]72 0. Le centre de s est donc contenu dans b, et il suffit alors
de remarquer que tous les éléments de §) sont semi-simples dans g.

(iii) Le sous-espace n est un idéal de p.

On a d’abord [s, n]cn. Soient s et { deux éléments de s, et soit n un
élément de n. Si B désigne toujours la forme bilinéaire introduite en (i),
on a B[(s, n], t) + B(n, [s, {J) = o. Comme ) et g* sont orthogonaux,
ainsi que g* et g® pour « + 3£ o0, les sous-espaces s et n sont ortho-
gonaux, et n est le sous-espace de p orthogonal a s. Comme [s, ] €5,
on a B(n, [s, {]) = o, et, pour tout {es, B([s, n], {) = o. L’élément [s, n]
de p est orthogonal & s, et il est donc contenu dans n.

D’autre part, [n, njcn. Soient o et 3 deux racines de S—(Sn—.JS)
telles que « + {3 soit une racine. Comme p est une sous-algébre de g,
on a a+pBe€S. Si «a+pBeSNn—S, on a également — (a4 B)eS;
comme S est clos, il en résulte que — a=— (o + 8) + 3 est contenue
dans S; on voit de méme que —B€S, et que a= (x4 B)—peS.
Par conséquent, «eSn—3S, ce qui est contraire a I’hypothése
ae€S—(Sn—29).
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(iv) L’idéal n est le radical nilpotent de p.

Comme p/n, isomorphe a s, est réductive, I'idéal n contient le radical
nilpotent de p (cf. BourBaxi [6], Alg. de Lie, chap. 1, § 6, n° 4), corollaire
de la proposition 6). Comme 1 est une sous-algébre de 1’algébre nilpo-
tente m = @b, l'idéal n de p est résoluble, et il est contenu dans le
radical r de p. Si 2€S—(SNn—>S), et si X, est un élément non nul
de g*, on a, pour tout heb, [h, Xy]= a(h)X,, d’olt il résulte que nc @p.
L’’idéal n est donc contenu dans l'intersection du radical r de p et de @p,
intersection qui n’est autre, d’aprés le théoreme de Lie (BourBaki [6],
Alyg. de Lie, chap. 1, § 5, th. 1), que le radical nilpotent de p. Et, comme 1
contient de radical nilpotent, I'idéal n est le radical nilpotent de p.

Q. E. D.

CoroLLAIRE. — Les nolations étant celles de la proposition 3, I’homo-
morphisme de restriction Res(p, 5) est un isomorphisme de R (p) sur R(s).

La sous-algébre s, qui dépend évidemment du choix de la sous-algebre
de Cartan § de g, est appelée la sous-algébre de dévissage de p.

LemMME 5. — Les notations étant toujours celles de la proposition 3,
la sous-algébre de Cartan Yy de g est également une sous-algébre de Cartan
de s.

Comme §) est abélienne et réductive dans g, et donc dans s, il suffit
de vérifier que b est le sous-espace des invariants de la représentation
de b dans s induite par la représentation adjointe de s (cf. la définition
des sous-algebres de Cartan d’une algebre de Lie donnée dans le Séminaire
« Sophus Lie » [13], exp. 9, n° 2, déf. 1). Ce qui est évident sur la décompo-
sition

s=hd D g~
aesSn—§
Q. E. D.

On introduira le systéme de racines R(s, D), le groupe de Weyl W (s, b),
et le groupe des poids P(s, h). Comme R(s, h) =Sn—S est un sous-
ensemble de R(g, b)), on identifiera W(s, §)) & un sous-groupe de W(g, b).
Il sera commode d’utiliser les notations suivantes : on désignera par R
(resp. par W, resp. par P) le systéme de racines R(g, §) [resp. le groupe
de Weyl W(g, b), resp. le groupe des poids P(g, b)], par r (resp. par w,
resp. par p) le systéme de racines R(s, ) [resp. le groupe de Weyl W (s, b),
resp. le groupe des poids P(s, h)]. On munira, d’autre part, r de I'ordre
induit par l'ordre de R, et l'on désignera par p+ I’ensemble des poids
dominants de (s, h) qui correspond a la donnée de r~. Enfin m(;+) désignera
indifféremment un s-module simple de poids dominant p ou la classe
dans I’anneau des représentations ®(s) des s-modules simples de poids
dominant p.
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On notera S(n) I'ensemble de racines S—(SNn—3S), i. e. 'ensemble
de racines ® tel que n= @(b g%
e

LeMME 6. — La demi-somme v des racines de S(n) est invariante par
tout élément de w= W (s, ). En particulier, si B est une forme bilinéaire
sur by syméirique, invariante par w, et non dégénérée, I’élément v est orthogonal
pour B a toutes les racines de r.

Comme n est un s-module pour la représentation (s, n) —[s, nj,
Iensemble S(1) des poids de ce s-module est stable par les opérations
de w, et tout cew définit une permutation de S(n). On a donc o(v) =v
pour tout cew. Si « est une racine de r et s, la réfléxion correspondante,
onas,(v)=v—2(v, a)/(x x)x; or $4(v) = v, et (v, &) = o.

Q. E. D.

Nous allons maintenant décomposer W en classes a droite suivant w.
Nous aurons besoin pour cela de quelques lemmes préliminaires.

LemMmE 7. — Posons, pour tout se W, ®(s) =sR—nR+. L’application,
qui, a s, associe ®(s) est une bijection de W sur la famille des
sous-ensembles F de R+ qui satisfont a la condition suivante : I'ensemble I
et son complémentaire R+— F dans R+ sont clos.

Démonstration communiquée par C. CHEVALLEY :

I1 est d’abord évident que, quel que soit s€ W, les ensembles s(R~) n R+
et s(R*)n R+ sont clos, disjoints, et de réunion R+,

Soit maintenant F un ensemble clos de racines de R+ tel que son complé-
mentaire R*— F dans R+ soit également clos. Considérons I'ensemble E

des racines ¢ telles que 9 € R*— F ou — 9 € F. Comme F et R+—F sont
des sous-ensembles de R+, on a

Fn—F=0 et R+—F)n(—R+—F))=0.
Comme, d’autre part, (R*—F)n(—(—F))=@R+—F)nF=0, on a
finalement Z n—~2 = . Puisque 2 U——Z est un ensemble symé-
trique de racines qui contient R+= (R*— F)UF, il coincide avec R.
Enfin, on va voir que Z est clos. Une racine, qui est somme de deux

racines de R+— F (resp. de — F), est une racine de R+*— F (resp. de — F),
les ensembles R+— F et — F étant clos. On peut donc se limiter a la
situation suivante : on considére une racine « de R+— F, une racine 3
de — F, telles que « -+ (3 soit une racine, et il s’agit de voir qu’on a

a+pe Y =R—F)u(—F).
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Comme I’ensemble des racines est totalement ordonné, on a, soit « + 3> o,
soit a4 3 <<o. Supposons d’abord « -4 3>o0, et posons y=a - 5;
comme (R+—F)UF est une partition de R+, on a, soit yeF,
soit ye R*—F; si yeF, la racine « =y— 3 appartient a F, puisque
— B€F, et que F est clos, ce qui contredit 1a définition de «. Si maintenant
o+ 3 <o, on posera « -+ (3=—20; la racine 9, qui est > o, appartient,
soit & F, soit & R*—F; mais le cas e R*—F est impossible, car
—B=ua+ 9, et les relations ae R*—F et d€R+—F entraineraient
— BeR+—F, I'ensemble R+— F étant clos.

L’ensemble 2 est ainsi I’ensemble des racines d’'une chambre de Weyl.

Comme le groupe de Weyl opére de facon simplement transitive sur les
chambres de Weyl, il existe un se€ W unique tel que s(R*) =Z. On a

alors s(R™) =—s(R+) = ——Z , et

— ¥ AR*=(—(R*— F))UF)nR+=F.
Q. E. D.

Rappelons qu'une racine de R+ (resp. de r+) est simple si elle n’est pas
la somme de deux racines de R+ (resp. de r+).

Lemme 8. — Pour qu’une racine de r+ soit simple, il faut et il suffit
qu’elle soit simple dans R+.

Une racine qui est simple dans R*+ l'est évidemment aussi dans r+.
Considérons maintenant une racine « qui serait simple dans r+, mais qui
ne serait pas simple dans R+, Il existerait deux racines 3 et v de R+ telles
que o=+ y. Comme o est simple dans r~, I'une de ces racines, par
exemple 7y, serait dans S(n). Mais, comme n est un idéal de p, on aurait
alors

a=3+yeSn).

LemME 9. — Pour fout se W, il y a équivalence entre :
@) ®(s)=sR—nR+*cS(n);
(ii) s~'rc R+ et
(iii) sP+cp+.

De plus, si A est un poids de P tel que )A(H;) > o pour ftoufes les racines
simples H; du systéme inverse de R, et si s € W vérifie 'une des trois conditions
équivalentes précédentes, on a s A(h;) > o pour toutes les racines simples h;
du systéme inverse de r.

Commencons par montrer que (i) entraine (ii). Comme sR—nR+c S(n),
et comme (SR—NR*)U(sR*nR+) est une partition de R+, le sous-
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ensemble r+ de R+ est contenu dans (sR*NR+); or s—'(sR*nR*)c R~
D’autre part, (ii) implique (i). Supposons, en effet, qu’il existe une racine «
de R~ telle que saer+; alors aes—'r+, et s~'r+¢ R+.

Pour montrer que (ii) et (iii) sont équivalentes, on introduira une forme
bilinéaire B sur b*, symétrique invariante par W, non dégénérée, et
définie positive sur le sous-espace rationnel de h* engendré par les racines;
on peut prendre par exemple I'inverse de la restriction a § d’une forme
définie positive sur (g, h). Pour tout 2P (resp. toute ¢ €r), il y a équi-
valence entre 1€ P+ et B(A, «) > o pour toute « € R+ [resp. équivalence
entre 9 er+ et B(y, ¢) > o pour tout pep™].

Montrons d’abord que (ii) entraine (iii). Soit # un poids dominant de P.
Pour toute « € R+, B(4, ) > 0; en particulier, pour v er+, B(, s'¢)>o0,
et comme B est invariante par W, on a

B(si, 9)=B(}, s'¢) >0

pour toute o er+, et sAep+.
Enfin, (iii) implique (ii). Soit ¢ €r+; on a B(u, ¢) > o pour tout € p™,
et en particulier pour p.=s2 avec A€ P+, Pour tout 2€ P+, on a donc

B(2, s7t¢) = B(s}, v) >0,

ce qui équivaut & s—'oe R+,
Pour toute racine ¢ € R et tout poids A€ P,

SAM(H)=2(sh 9)[(9, 9)=12(%, s7'9)[(s' ¢, s7'9).

Si ¢ e r+, et si s vérifie la condition (ii), la racine s—' ¢ est une racine positive
de R, qui peut donc s’exprimer comme une combinaison linéaire & coeffi-
cients entiers > o non tous nuls de racines simples de R+. On en déduit
aussitot la remarque finale.
Q. E. D.
On désignera par W (n) 'ensemble des s€ W tels que

®(s)=sR—nR+cS(n).

La décomposition cherchée de W en classes suivant w est alors donnée
par la proposition suivante :

ProrosITION 4. — Les notations étant toujours les mémes, fout t € W admet
une décomposition unique t = sn, ot s€w et ne W(n).

Etablissons d’abord l'existence d’une telle décomposition. Posons
F,=tR—nr+; le complémentaire de F, dans r+ est Fy={R+nr*, et _F,
et F, sont clos. Le lemme 7 appliqué au systéme de racines r montre
quil existe un sew tel que F,=sr—nr*; on posera n=s—'{. De
tR—nrt=sr—nr+, on tire d’abord

nR-ns~'r-=r—ns—ir* et nR—n(s~'rrarv)ycrrnr-= 0.
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Comme (s~'r*Nnr+)u(s—'r-nr+) est une partition de r+, on a

nR—nrt=nR—n(s~'r—nr+);
mais

(s7'r-nrv)y=—s-t(sr—nrv)

=—s"1tR—nr),
et
nR—nrr=nR-n(—s'(tR~nrv))cnR—n(—nR)=¢.

Comme nR—n R+ ne rencontre pas r+, on a nR—nR+c S(n), et ne W(n).

Considérons une décomposition {=sn de te W(n) en un se W et en
un ne W(n). Puisque tn—'=sew, on a in—'(r*)cr. Comme, d’autre
part, n appartient a W(n), le lemme 9 montre que n—'(r*) est contenu
dans R+, et que tn—'(r*)ct(R*); or

tR*=({R*NR*)U({R*NR)
et
tR*nR—=— (R nR+*)c— S(n),

puisque ¢ appartient & W(n). On a ainsi
tR*nR)nr=9¢ et s(rv)cin—'(r")c R+

Comme on a déja s(rt)cr, il vient finalement sr-crnR+=r+, et
I’élément s de w, qui laisse invariant r+, est égal a l'identité; autrement
dit, t =n.

Si maintenant sn = s'n’ sont deux décompositions d’un méme élément
de W, on a n=s""'s'n’; comme s—'s’ew, il résulte de ce qui précede
que s =s' et n=n’. La décomposition est donc unique.

Q. E. D.

On dispose maintenant de tous les éléments nécessaires pour expliciter
Res(g, p) (M (2)) dans R(p) >~ R(s).

TutoriME 1 (H. WEYL et B. Kostant). — Considérons une algébre
de Lie réductive g, une sous-algébre de Cartan Y de g, la sous-algébre de
Borel b de g définie par la donnée d’un ordre sur R= R(g, §)), une sous-
algébre b-parabolique p de g, de radical nilpotent n et de sous-algébre de
dévissage s. Si p est la demi-somme des racines positives de R, le poids
s(A 4+ 0)—p est un poids dominant de s, pour lordre de r= R(s, b)
induit par lordre de R, quel que soit le poids dominant 4 de P(g, b)) et
Uélément s de W (n). Et dans U'anneau R (p) >~ R(s),

>
Res(g, p) (M () = “SZW :
Y. det(s)ym(sp—p)

sew )

det(s)y m(s(2 + p) —p)
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Rappelons que m(p) désigne la classe dans ®R(p) >~ R(s) des s-
ou p-modules simples de poids dominant .

Si A est un poids dominant de (g, h) on a A(H,) > o pour toutes les
racines simples H; du systeme inverse de R; comme d’autre part,
A(H)=1 pour tout i (¢f. SL[13], exp.19, n°1, lemme 2), on a
(A+p)(H)>o0 pour tout i. Le lemme 9 montre alors que, pour
tout s€ W(n) et pour toutes les racines simples h; du systéme inverse de r,
s(2 4+ p) (h;) > o; comme, d’aprés le lemme 8, les h; sont aussi des racines
simples du systeme inverse de R, on a p(h;)=1 pour tout j, et
(s(* 4+ p)—p) (hy) > o pour tout j, puisque s(A + p) (h,) est un entier.

Comme Res(p, b), qui s’identifie & Res(s, §), est injectif, il suffira,
pour établir la formule de H. Weyl et B. Kostant, de prendre les restric-
tions de p & b des deux membres et de vérifier qu’il y a égalité. Comme
Res(p, b) Res(g, p) =Res(g, b), la formule de H. Weyl classique
montre que

2 det(s) exps (A + p)

Res(p, b) Res(g, p) (M(2)) = €L =
Z det(s) expsp

sew

Appliquée a I’algébre réductive s, cette méme formule de H. Weyl donne,
si 'on désigne par m la demi-somme des racines positives de r,

' det(®) expi(s(h + p) —p + )
Res(p, b) (m(s(A + p) —p)) = ==

2 det(f) exptm

tew

L’élément v = p—m, qui est ]a somme des racines de S(n), est invariant
par les opérations de w, d’aprés le lemme 6. Comme

expi(s(A + p)—p + m) =expis(A 4 p) exp(—v),

on a
Z det(t) expt(s(X + p) —p + ) 2 det(f) expis(2 + p)
tew — tew exp (— V)
2 det(f) exptn ~ Z det(f) exptn
tew tew
2 det(f) expts(A + p)
—_ tew ,
Z det(f) expip

tew
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et

2 det(fs) expis(A + p)

det(s) Res(p, b) (n(s(2 + p) —p)) = =
se%(n) s eé(n) 2 det(?) exptp
tew

Mais, d’apres la proposition 4, tout élément u de W admet une décompo-
sition unique u=1Is en un élément {€w et en un élément se W (n).
Par suite,

Z\det(s) exps(A + p)

2 det (s) Res(p, b) (n(s(x + p) —p)) = € w :
sEW (n) Z det (f) exptp
tew
de méme,
2 det(s) expsp
Z det(s) Res(p, b) (m(sp —p)) = & )
sew(n) 2 det (f) explp
tew
Finalement,

Y det()Res(p, B) (s +p)—p) ¥ det(s) exps(r +p)

s€ W (n) __ SEW
D\ det(s) Res(p, b) (m(sp—p)) ) det(s) expsp
se W (n) sew

= Res(p, b) Res(g, p) (M (%)),

ce qui achéve la démonstration du théoréme.
Q. E. D.

3. Le théoréme de Riemann-Roch pour les algébres de Lie.

Pour les généralités concernant la cohomologie des algébres de Lie,
nous renvoyons & CARTAN-EILENBERG chap. 13. Nous nous bornerons
a indiquer les notations utilisées et a rappeler les démonstrations de
deux lemmes bien connus, mais pour lesquels il n’a pas été possible de
donner de références précises.

Dans tout ce paragraphe, K est un corps commutatif de caractéristique
quelconque, non nécessairement algébriquement clos. Si [ est une algébre
de Lie sur K, et M un [-module, on notera C*(I, M) le complexe des
cochaines alternées sur [ & valeurs dans M, et d; le cobord de C*(I, M).

BULL. SOC. MATH, — T. 95, FASC. 3. 15
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La représentation adjointe de [ définit de fagon canonique une représen-
tation de I dans Homg(Al, K) qui sera notée ad*, La représentation de [
dans

C*(I, M) =Homg(Al, M) =Homg(Al, K) QM

produit tensoriel de la représentation ad* et de la représentation de [
dans M sera désignée par 6*. Enfin, pour tout xel, i, (x), ou simple-
ment i(x) lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, sera ’endomor-
phisme linéaire de degré —1 de C*(I, M) qui a f e C»(l, M) associe i(x)f
définie par i(x) f(®1, « .. To—1) =f(X, T1, ..y Tpi).

LemMME 10. — Dans le complexe C*(l, M), 0*(x) =i(z)d*+ d*i(x).
En particulier, on a 0*(x) d*= d* 0*(x).

Si f est une cochaine de degré p de C*(I, M), la cochaine df est définie
par

Af @ oo Tpar) = I D ([T T] 1y vy By oy By ooy Tpa)
i<j
+E(—I)i+' @)uf@es - o5 Zis - o5 Tpaa)s
D’ou
i@ df(x, ..., x,)
= 2(—1)if([x, il Tay ooy By o, )

+ D0 ([ 2 & s s B s By T)

i<

+ zf(x, ...,x,,)-l-z(——x)ixif(x, iy ovny iy oy Tp)
= Zf(xh Loy ooos [X 5] -0 o5 Tp) F2f(Xss ...y Tp)

_Z(_I)H/f(x, [ Z]s Tiy o v By ooy By o vny )

i<

———2(—1)i+’x,~f(x, Tiy oovs Bty vy Tp)
=0@) f@1 ..., ) —dI@)f) @1, ..., Tp).

Q. E. D.

Soit maintenant B une forme bilinéaire symétrique invariante non
dégénérée sur [. La forme B met [ en dualité avec elle-méme, et 4 B est
associé un élément du centre de I’algébre enveloppante U (I) de I : soit (e;)
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une base de I, et soit (¢;) la base duale pour B : I’élément c=2 e e

ne dépend que de B, et non de la base (e;); on I'appelle I’élément de Casimir
associé a B (cf. BourBakI [6], Alg. de Lie, chap. 1, §3, n° 7). Si M est
un [ module, I’élément ¢ définit un endomorphisme c,, de M qui est compa-
tible avec la [-structure. On notera I';, I'endomorphisme 1®c,) de

C* (I, M) = Homy (A1, K) QM.

LemMmE 11. — Les notations étant celles de Ualinéa précédent, soit -

Uendomorphisme de degré — 1 de C*(I, M) défini par

O @y s o) =2eif(e} » Ty v vy Tpy)e
Alors F/uz d*Y + Y d* et er*= d*I‘M.

La seconde assertion est une conséquence évidente de la premiére.

Soit f une cochaine de degré n. On a

df(@s, ... Tos) = 2(— 0 F([ % Ty Tay oves Bis ovos gy o

i<j
+Z(—I)i+1xif(xh R ftis ey xn+1)
et !
Grdf) @ <5 x)

= 2 (—1) e f([€s T/1s Ty« vs Bjs o 0s T)

Jrk

+ Z (— 1) € f([Tiy T ] €ho Try v ves By v ves Bjy v vy Tn)

i<jik

+ 2 e € f(z4, ...,xn)+2(—l)iekxif(elk, Ty ooy By .
k i,k

De méme,

vy Tpit)

s Tn).

d(\l/f) (1'1, e x'l) = 2 (_I)i+j [ f(e/ks [xi: IL'/'], L1y ooy ‘/'1\»'[, ooy Qj, ceey xn)

i<jik

+ 2 (_ I)i_Hxi € f(elka L1y eeey -%l‘a XY xn)-
3 i,k
Par suite,

Gdf + d1f) @y - )= D, ecef@s, .., )
k

+2(——I)iekf([elks xj], L1y oo vy Q/, ..

kj

+ D (= 1) [ew T (s @y - - -5 &
k7

LE] xn)

ce s Xp)
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Posons [e;, x] =Z Aim(T) €ne ON A apn () = B([ess 2], €),.), €t, comme B

est invariante, ai,(x) =— B(ex [€,., x]); d’ou il résulte que

L€ ] =—2 ani(x)e),.

m

On a ainsi, pour tout i,

D lew @] [ @1y« o By -y T)
k

== Eakm(xt‘)em f(e;t’ Ly o vey -%b ey xn)

kymm

= Eem f(akm(xi)e,ka L1y o vuy Ia\:i’ ceey xn)
k,m

=__2 e f([€s Ti]s Tty « vy Bty vy Tn).

m

L’expression de (ydf + dyf) donnée plus haut se réduit alors a

vdf + d-ﬁ‘:Zeke'kf: Tuf.
k Q. E. D.

Soient n et s deux sous-algebres de [ telles que [s, n] cn. On notera ad,,
la représentation de s dans n qui associe [s, n] a (s, n), et on I'appellera
la représentation adjoinle de s dans n. A cette représentation correspond
canoniquement une représentation ady de s dans Hom, (A n, K). Si main-
tenant M est un [-module, on peut former le complexe des cochaines
alternées C*(n, M), en considérant la représentation induite de n dans M,
et faire opérer s sur I'espace Homy(An, M) = Homg(\n, K) QxM par
la représentation 0, produit tensoriel de ad; et de la représentation
induite de s dans M. Le lemme 10 montre que, si s =n=1, la repré-
sentation 0{ commute avec le cobord d;. Plus généralement.

ProrosiTioN 5. — Les notations étant celles de Ualinéa précédent, la
représentation 0* de s dans Homg(An, M) commute avec le cobord dy du
complexe C*(n, M).

L’injection i de n dans [, qui est compatible avec les opérations de s,
se transpose en un homomorphisme surjectif de s-modules
i*: C*(, M) — C*(n, M); pour tout s€s, on a ainsi 0;(s) i*= i*0(s).
Comme, d’autre part, i* est une fleche de complexes, d;i* = i*d{. Par suite,

dnOn(s) i* = dni*07 (s) = i*di 0 (s).
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D’aprés le lemme 10,
di 0 (s) = 0{ (s) di,
et
dn0n(s) i* = i*07 (s) di = On(s) i*di = On(s) dni*.
Comme i* est surjectif, on a

dy 07 (s) =03(s) dy.
Q. E. D.

La représentation 0} de s dans C*(n, M) induit donc une représentation
de s dans les espaces de cohomologie H*(n, M). Bien entendu, d’aprés
le lemme 10, les éléments de s cn définissent des opérateurs nuls. Si I'on
pose

Xs(n; M) :E(_I)i Cthi(n’ M),

on a, pour toute suite exacte o -~ M' — M —> M" o de | modules,
Xs(y; M)=X,(n; M') + X (n; M"),

car o—>M'—>M — M" —o est aussi une suite exacte de n-modules,
et H*(n, ?) est un foncteur cohomologique. Il existe donc un homomor-
phisme ys(n; ?) de ®(I) dans R(s) tel que, pour tout [-module M,

X, (n; M) =y, (n; chM).
TueorEME 2 (Théoréme de Riemann-Roch pour les algébres de Lie). —
Si 1 est une algébre de Lie sur un corps commutatif K quelconque, et si s
el n sont deux sous-algébres de 1 telles que [s, n] c 1, on a, pour tout élément x

du i-anneau R(l),
% (15 ) = Res (I, ) (x) 2, ().

Si Zi (resp. B!) est le s-module des cocyles (resp. des cobords)
de Ci(n, M), on a

chgHi(n, M) = chgZ!— ch, B! et ch; Ci(n, M) = chgZ! 4 ch B+,
Ainsi
Xq(n, M) =2 (—1)*(chg Zi— chst);=Z (— I)fchszl'—Z (—1)ich; B!
= Z\(— 1)/ (chs Z'+ chy Bi+1) =¥ (—1)! chsCi(n, M).

Mais
ch, Ci(n, M) = chy(A'n* @ kM) = chs(Ain*) chy (M)
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et
chy (M) = Res (I, s) (ch,M).
On a donc
X, (n; M) = < o I)ichs(Ain*)> Res (1, ) (ch, M)
= J_1 (") Res(l, s) (ch; M).
Q. E. D.

CoroLLAIRE. — Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique o,
une algébre de Lie g réductive sur K, une sous-algébre de Cartan § de g,
une sous-algébre de Borel b de g contenantly, une sous-algébre b-parabolique p
de g, de radical nilpotent n et de sous-algébre de dévissage s. On munira R(g,}h)
de Uordre défini par b, et R (s, b) de Uordre induit. Si o est la demi-somme
des racines positives de g, on a, pour tout poids dominant 2 de g,

D (—n)ch Hi(n, M) = Y, det(s) m(s(h + p) — ).

i sEeW (n)
Les notations sont celles du théoréme 1.
La formule de H. Weyl et B. Kostant (théor. 1) et le théoréeme 2
montrent qu’il suffit de vérifier que
() = Z det(sym(sp—p) dans R(s).
sew (n)

Comme Res (s, §)) est un homomorphisme injectif de A-anneaux, 1’égalité
précédente sera une conséquence de 1’égalité dans R (b)

A_s (chyn*) = Res(s, h) (1. (")) = Z det(s) Res(s, b) (m(so—p)).

sew(n

Une forme bilinéaire symétrique invariante, non dégénérée sur g,

définit un isomorphisme du h-module n* sur le h-module n_ = EISB( )g‘“
aesS(n
(cf. 1a démonstration de la proposition 3). On a donc
chy () = chy () = 2 exp(— @)
aeSs(n)
et
expp [ G—exp(—a)
oo ehy) = [ -—exp(—a) — —285 ) P

wesm) expm H (r—exp(—«

aert
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ol « (resp. v) est la demi-somme des racines positives de r [resp. la demi-
somme des racines de S(n)]. En vertu d’un résultat bien connu sur les
systémes de racines (cf. SL [13], exp. 19, n° 2, p. 4)

expp II (1—exp(—a)) = 2 det(s) expsp
aEg i+ sew

et
expm H (1—exp(—a)) = 2 det(f) exp tm.

aEer+ tew

La décomposition du groupe de Weyl en classes suivant w, donnée par
la proposition 4, permet d’écrire
2 det () exp (Isp—v)
Ia(chyn) = Y det(s) €¥
sewm Z det (f) exptn

tew

Mais, d’aprés le lemme 6, {v = v pour tout {ew, et I'on a, pour tout tew
et tout se W(n),
tso—v=1(sp—v)=t((sp—p) + 7).

Comme, d’apres la formule de H. Weyl,

2 det(f) expt(sp—p + m)

Res(s, n) (m(sp—p)) = =~ )

W
> det (t) exptm

tew

on obtient finalement
)i (chyn')= ¥, det(s) Res(s, b) (m(sp—9)),

sew m)

et le corollaire est démontré.

4. Le théoréme de R. Bott et B. Kostant.

On désigne a nouveau par K un corps commutatif algébriquement clos.
On considére une algebre de Lie réductive g sur K, une sous-algébre
de Cartan §) de g, une sous-algébre de Borel b de g contenant f) et de radical
nilpotent m = @b, une sous-algébre b-parabolique p de g, de radical
nilpotent n et de sous-algébre de dévissage s. L’ensemble de racines
R = R(g, b) [resp. r = R(s, h)] sera muni de I’ordre défini par b (resp. de
Pordre induit par 'ordre de R), et p (resp. , resp. v) sera la demi-somme
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des racines positives de R [resp. la demi-somme des racines positives de r,

resp. la demi-somme des racines de S(n)]. On a alors m = (P g* Enfin,
5 Y)
B sera une forme bilinéaire symétrique invariante, non dégénérée, définie

positive sur (g, ), au sens de I'introduction du paragraphe 2. Rappelons
que la restriction de B & §) est non dégénérée, et que B met en dualité ¢g*
et g~

Le corollaire du théoréme 2 nous permet d’évaluer la classe d’Euler-
Poincaré de H*(n, M (2)) dans I’anneau des représentations de s. L’objet
du théoréme de R. Bott et B. Kostant est de déterminer la classe de
chacun des H(n, M (2)). Comme la sous-algébre s est réductive dans g,
Iidéal n et le module M(2) sont des s-modules semi-simples
(cf.BourBAKI [6], Alg. de Lie, chap. 1, § 6, corollaire 1 de la proposition 7);
par suite, C*(n, M (%)) et H* (n, M (3)) sont des s-modules semi-simples.
D’aprés le lemme 4, la classe de Hi(n, M (1)) dans ®(s) détermine
Hi(n, M (3)) & un isomorphisme de s-modules prés.

Les classes des s-modules simples constituant une base du groupe
libre ®(s), on définira une application linéaire du K-espace vectoriel
R(s) ®zK dans lui-méme en posant

A@m(w) = B(p+ p, 1 + p) m(p)-

ProrosiTion 6 (B. Kostant [12]). — L’élément chsH*(n, M (1))
de R(s) est un vecteur propre de A pour la valeur B(A 4+ p, & + p).

Si ¢ est un élément de b*, on écrira | £ |*> au lieu de B (%, ).

Comme C*(g, M(2)) [resp. C*(n, M (2))] est un s-module semi-simple,
il existe un endomorphisme A\ (resp.A,) de C*(g, M(%)) [resp. de
C*(n, M(2))] qui se réduit, sur chaque s composant simple de poids
dominant ¢, a ’homothétie de rapport |2 + p *—|p + £ [%

(i) Pour démontrer la proposition, il suffit d’établir que I’endomor-
phisme A, de C*(n, M (2)) est homotope a o.

L’endomorphisme A, de C*(n, M (3)), qui commute avec le cobord dy,
induit alors un endomorphisme A de H*(n, M (1)), et cet endomor-
phisme est 'endomorphisme nul. Comme H*(n, M (1)) est un quotient
d’un sous-module de C*(n, M (%)), 'endomorphisme A; de H*(n, M(2))
est ’endomorphisme qui se réduit, sur chaque s-composant simple m(y),
al’homothétie derapport|2 + p|>*—|p + | Onaainsi| 2 +p|*=|p + p |?
pour tout poids dominant p d’un s-composant simple de H*(n, M (7)),
et c’est ce qu’il faut démontrer.

L’injection de n dans g induit un homomorphisme p* du complexe
de s-modules C*(g, M (3)) dans le complexe de s-modules C*(n, M(2)).
Si N est un sous-s-module simple de C*(g, M (%)) de poids dominant ,
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et si p*(N) 2o, le s-module p*(N) est un sous-s-module simple de
C*(n, M (1)) de poids dominant . Il en résulte que le diagramme

C* (g, M%) -5 C*(n, M(3)
A gl An
C* (g, M) -2 C*(n, M (2))
est commutatif.

(ii) Supposons que A, soit homotope & o, i.e. que A =d h*+h'd}
et qu’il existe un endomorphisme linéaire k* de C*(n, M(2)) tel que
p*h*= k*p*. Alors A est homotope & o.

En effet, on a
Awp*=p*'Ag=p'd h*+ p*h*d = dyp*h* 4+ p*h*dg
=d kK'p'+ k'p'dy=d k' p*+ k*d;p*
=(d k" + k*dy) p*.

Comme p* est surjectif, on a A, =d k*+ k*d;.
(iii) Dans C*(g, M (2)), A, est homotope & o.

Désignons par { h;} une base de §, par { k;} la base duale de { h;} pour
la restriction de B & }. Pour toute racine o de R(g, §), nous choisirons
un élément X, non nul de g% et nous supposerons les X, normalisés
par les conditions B(X,, X ,)==1. Le crochet [X,, X ,] est alors égal
a ’élément h, de § qui correspond a o« par I'isomorphisme de §* sur I
défini par la forme B; en particulier, [hy, Xg]=(2, 3) Xg. Enfin I, sera
I’endomorphisme de C*(g, M (%)) = Homy(A g, K) QxM(2), produit ten-
soriel de I’automorphisme identique de Homy (A g, K) et de I’endomor-
phisme de Casimir de M(3) associé a B. Rappelons que I'y se réduit
a I'homothétie de rapport |4 + p|>—]|p[|* (cf. SL[13], exp. 19, n° 3,
lemme 4).

D’aprés le lemme 6, la demi-somme v des racines de S(i) est ortho-
gonale A toutes les racines de r. Par suite.

P=(r v, m ) =|m [t o(m )+ ]y =|m [+ | v
De méme, si £ est un poids dominant de s,
le+EP=[(r+E)+vP=(r+8+v, (@+E)+v)
=7+ L+ 2 ) + v [
On a donc

A tplP—lEtpP=]2+p—(m+EP—]E)—2( )
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Le scalaire |24 p|*—|p|* est le rapport de T’homothétie I',. Pour
tout xe€g, désignons par i(x) 'endomorphisme iy(x) de Homg(Ag, K)
(cf. Tintroduction du paragraphe 3), et identifions Endg(C*(g, M(2))
a Endx(Homg (A g, K)) ®«Endg (M (2)). D’aprés le lemme 11,

I = h'(g) d; + d;1' (g),
oit I'on a posé
K (g) =Y i(X 2) @Ko+ Xik) @h,.
aEeR j

Soit y I'endomorphisme de Casimir du s-module C*(g, M (1)) associé
a la restriction de B 4 s. Par définition, si 0* est la représentation cano-
nique de g dans C*(g, M (%)), on a

v= 0 (X a) 0(Xa) + 3,0 (Ry) 0° (k).
aer i

Soit e un élément primitif de poids £ du s-module C*(g, M (%)) pour la
sous-algébre de Borel de s associée a r+ (cf. l'introduction du para-
graphe 2). On a 0*(X,) e = o pour tout aer+, et

2 0*(X_o) 0*(X,) e = o;

aert
de méme,
Y 0X) (X e= X 0 ([Xa X o) e+ ) 0°(Xa) 0(Xo) €
aert cvert aert
=Y Chye= Y Lha)e.
aert+ aErt+

Mais les h, sont tels que % (h,) = (¢, @), et finalement

2 0*(X_o) 0°(Xo) e= 2, ) e.
aer
D’autre part,

20 () e = R ER) Eks) €

et comme 2 E(k;) h; est I’élément de § qui correspond a £ par l'isomor-
phisme de §* sur §) défini par B, on a 2 E(h) E(k;) =1 > 11 en résulte

1

ve=(ef+26E m))e=(e+n[—|r[)e.

que
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Mais v est un endomorphisme de s-modules. Puisqu’il transforme tout
¢lément primitif en un de ses multiples, il laisse stable chaque s-composant
simple de C*(g, M (2)). Comme le corps de base K est algébriquement clos,
le théoréme de Burnside (Boureaxki [5], Alg., chap. 8, § 4, n° 3, corollaire 1
de la proposition 2) montre que v se réduit 4 une homothétie sur chaque
s-composant simple. Comme pour tout élément primitif e de poids £
on a ve =(|% 4 m|*— | m |?)e, le rapport de 'homothétie induite par v
du s-composant simple m(t) de C*(g, M (2)) est donc (|£+ = [>— | |?).
D’aprés le lemme 10, on a, pour tout se€s,

) =) ®1) ds+ () ®1) et 0(s) di=d30'(s).

11 en résulte que

~z=[2 0"(X_a) (i (X2) @ 1) + 2 0°(h) <i(k,~>®x)] &
aEr J

+ d;[ 30 (X ) ((Xa) @1) + D0 () (k) ® o].

aEer
Par définition de 0%, on a, pour tout se€s,

() =ad" () Qr+1Qs

et
N 04X ) ((Xa) @1) + D, 0 () (E (k) @ 1)
aEer 7
— Yad (X0 i(X) ®1) + i(Xa) ® X_s
aEer aer

+¥ad ) itk) @1 + X ik) k.

Considérons enfin 1’endomorphisme { = }: 0*(h,) de C*(g, M(®)).

xEeSn)
Pour toute racine 3 de r= R(s, ), on a

0'(X)— Xt = D 0(ha Xs) = Y, (2, 8) 0" (Xg) =2, ) 0"(Xp)-
aes(n) xES(n)
Mais d’aprés le lemme 6, v est orthogonale a toute racine de r. On a ainsi,
pour tout 3, £0*(Xg) = 6*(Xs) ¢. Si, d’autre part, h est un €lément de b,
on a
o' () — 0*(W) c= ), 0'([ha A =0
aESN)

puisque h, €l pour toute racine o. Il en résulte, par linéarité, que, pour
tout ses, £0*(s)=0*(s)¢, et ¢ est un endomorphisme du s-module
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C' (g, M(2)). Si e est un élément primitif de poids ¢ du s-module
C*(g, M(2)), on a

te= Y ih)e= Y G xe=2( e
rESH) rESM)

L’endomorphisme ¢ laisse donc stable chaque s-composant simple
de C*(g, M(2)), et un raisonnement identique a celui qui a été fait plus
haut pour y montre que ¢ se réduit a ’homothétie de rapport 2 (¢, v)
sur chaque s-composant simple de poids {dominant ; de C*(g, M(3)).
D’autre part,
(= X)X ) — D 0(Xa) 01(X ).
aesn e —S(n)

On vérifie, par des réductions identiques a celles qui ont été effectuées
pour v, que

¥ 0(X) (X )

aeS(n)

=[ Y X )@Xet Y, ad*(Xa)i(X_a)®1]d§

aEeSn aEeSs(n

+d;[ Y X )@Xat Y, ad*(Xa)i<X_a)®x],

aesm aesm

Y, 0(Xoa) 0*(Xa)

aesn

=[ Y i@ X ot Y ad'(X_0) i(Xa) @ ]d;

aesmn aEeSn)

+d§[ Y iX)@X ot 3 ad*(x,a)i(xa)@)l].

xEeSn) aesn
Posons
R (g) = N i(X ) @ Xa+ N ilk) DNy,
oEeR J
H(s)=Y i(Xa) @ Xoat X,i(k) @by
wer J
h'(s) = Y, ad"(X_a) i(Xa) + ¥, ad* (h)) i(k)),
wEr J
K=Y iX)®Xs KM= i(X)®X s
aES(n) xES(n)

H.(n) = 2 ad (X)) i(X ),  H(m= ¥ ad(X_.)i(Xa).

xES(n) axESn)
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Les résultats de cet alinéa montrent que I';, v et { peuvent se représenter
sous la forme
T =h'(g) dy+ dsh'(g),
7 =(h'(s) +1"(s) @1) dg+ dg(h' () + h"(s) ® 1),
¢ =(h\.(n) —h_(n) + (1. (W) — hZ(n)) @ 1) dg
+ dy (1. () — K_(n) + (BL() — R (1)) @ 1)
On remarquera, d’autre part, que h'(g) = h'(s) + k' .(n) + h_(n).
En utilisant la décomposition de Ay en Ay=1I—y—¢, on obtient
Ag=(' + 1" ®1) dy+ do(l' + h" ® 1),
ou
B = k() — I (5) — R, (n) 4 k' (n) = 2 k() = 2< Y iX)® X_1>

xeSn)
et

h" = h’ (n) — k() — h"(s)
= Y ad'(X o) i(Xa)— ¥, ad'(X_a) i(Xa)— X, ad*(R)) i (k)).
xEeS(n) a & S(n) j
(iv)- Il existe un endomorphisme linéaire k' de C*(n, M (2)) tel que
le diagramme
C* (g, M(3) 2= C*(n, M(3)
L [ k'
* Y
C* (g, M (1) = C*(n, M(2))
soit commutatif.

Pour tout zen, soit i,(xr) 'endomorphisme linéaire de C*(n, K) qui
a v e C*(n, K) associe la cochaine i,(z) ¢ définie par
(@) @@y « ooy Tna) =0T, Loy + o vy Tpa)s
Il est immédiat que p*(i(x) @ 1) =(iy(x) ®1) p*. Comme, d’autre part,
Pi® 9 =GR g p', pour tout geg, on voit que I'’endomorphisme
linéaire
K= in(Xa) ® X

. aesm
répond & la question.

(v) 1l existe un endomorphisme linéaire k" de C*(g, K) tel que le
diagramme
C*(g, M) "> C*(n, M(2)
lz"®1l lkﬂ@i
C(g, MQ)) -2 C* (n, M)
soit commutatif.
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On se raméne aussitdt au cas ol A=o, i.e. au cas ou M(2) = K.
On identifie alors C*(g, K) [resp. C*(n, K)] & lalgébre extérieure du
dual g*(resp. n*) de g (resp. de 1n). La forme bilinéaire B définit un isomor-
phisme de g sur g*: si x€ g, Bz est la forme linéaire B(z, ?). L’orthogonal
de n dans g%, noyau de l'application linéaire de g* dans n* transposée
de I'injection canonique, n’est autre que By, ainsi qu’il résulte des relations

" d’orthogonalité B(X,, Xg) = o si a 4 320, et B(X,, h)=o0 si heb.

Comme p*: A g*— An* est une surjection, il suffira de montrer que p*o b’
s’annule sur le noyau de p*, ou encore que h” (Kerp*) c Kerp*. Un lemme
élémentaire (par exemple, BourBaKI, [4], Alg. chap. 6, § 4, n° 1, lemme 1)
montre que le noyau de p* est 'idéal bilatére a de 1’algébre A g* engendré
par Bp; c’est donc l'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments
de la forme Bx A By, A\ ... \ By, ot zepety,, ..., y.€g. Pour toute
racine a de R, on a

i(Xe)BxAByi A\... \By,)=—B(x, Xs) By: \ ... A\ By,

+ X (DB, Xa)

2N\
ABx AByi A... \NBy:\ ...\ By,

Si aeS(n), x et X, appartiennent a p, et B(zx, X,)=o0; on a donc,
en remarquant que ad*z(By) =— B ([z, y]),

Y ad (X _.)i(Xs) Bz ABy: A--. A By

aes(n)

N\
> (=10 BEs X)B(X s &) ABys A+ ABYA .- AByus

wEeSn);i

= I

puisque les autres termes, qui débutent par Bz, sont des éléments de a.
SiaeR(s)U(—S()), X _,€p et [X ., ] €p. On a, par suite,

D ad (Xa) i(Xa) (Bx AByi A -+« AByx)

ags(n)

Y, B@ X)Byi Ao AB(Xx g Av- - A By,

agsmn);i

AN
D ) B@ Xo) B(Xas YD ABYs Avv- ABYi A A By

xS ()5

=l

= i

Enfin, comme §cp, le calcul précédent est applicable a Zad*(h Nick;),
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ce qui donne

Yad*()i(k;) Bz A By, A .. \ By,)

N\
?Z(—I)"—‘B(x, k)B(h;, y) ABy: A-.. ABy: \... \ Byn
0j
Si 'on pose

2@y)= Y, BE.2)[X w2+ Y, B@ X)X wyl+ X, B@k)[k;, ],

xesm) agS(n)

on a
h"(Bx ABy. A\ ...\ By,

AN
=2 (—0'BE@ y) ABY A+ ANBYA- . A By

Pour achever la démonstration, il suffira d’établir que z(z, y) appartient
apsizxep et yeg. Comme z(z, y) dépend linéairement de x et y, on
pourra supposer que x = X, pour Y€ R(s)uS(n) ou x = h; (resp. y = X,
pour € R ou y = h;), ces éléments formant une base de p (resp. de g).

Si yeyp, By, Xo) =0 pour a€S(n), [X o ylep pour agS(n), et
[h;s y] € p pour tout j. On a alors z(x, y) € p pour tout x.

Supposons maintenant que y = X_g avec 3 € S(n). Pour ye R(s) u S(n),

2(Xy, Xg)= ¥ B(X_g Xo)[X s X

xesmn)
+ ) B(Xy, Xo) [Xoay X gl 4+ ¥ B(Xy k)) [l X _g]-
oS (n) 7

Si d(u, v) est le symbole de Kronecker,

B(X_g X)=08(x% 8), B(Xy Xa)=03(0,—7) et B(Xyk)=o;

on obtient
2(Xy, Xog) =[X g, Xy] +[Xy, X g]=0.
Enfin
z(hi’ X—ﬁ) = Z B(X—39 Xoc) [X—a, h/]

axES(n)

+ X Bl Xo) [Xoa Xogl + X B, ki) [hy, Xg],

xe&ESMm) i
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et la relation B(h;, k) = d(i, j), jointe aux relations d’orthonormalité
rappelées plus haut, montre que

z(h;, X g) =[X_g, h;] +[h;, X_g] =o.

La proposition 6 est alors une conséquence immédiate des résultats
des alinéas (i) a (v). D’apreés (iii), (iv) et (v), les hypothéses de (ii) sont
vérifiées, et la proposition résulte de (i).

Q. E. D.

Remarque. — Le résultat de Kostant [12] est en réalité beaucoup plus
précis que la proposition 6 : il établit I’existence d’un isomorphisme
entre H*(n, M (2)) et Ker A,. Mais, comme nous allons le voir, il peut
étre avantageusement remplacé par la proposition 6 et le corollaire du
théoreme 2.

On garde les notations du début du paragraphe. On désigne de plus
par m_ la sous-algébre (P de g* Si ® est un ensemble de racines de

<0
R =R(g, ), on posera {®> = 2 a. Si T'on s’est fixé une famille (Y,),
aed
a€R, Y eg? d’éléments de g, on notera Y (®) I'élément Y, A ... AY,,
de Ag, ou les o; sont les éléments de ® rangés par ordre croissant. En
particulier, si (X.), € R, X,€¢? est une famille d’éléments non nuls
de g normalisée par les conditions B(X,, X «)=1 pour tout «€R,
les X(— @), ou ® parcourt la famille des sous-ensembles de R+, consti-
tuent une base de \m_.

Si M est un h-module, on appellera représentant du poids 2 dans M
un élément e de M différent de o tel que he = 2(h)e pour tout heh.
On désignera, d’une facon générale, par e(2) un représentant de A dans M.
Pour tout sous-ensemble ® de R+, X(— ®) est un représentant du
poids — ( @ > dans le h-module Am_.

LeMME 12. — Pour que p. soit un poids du H-module A m_ il faut et il
suffit que ;. + o soit un poids du H-module M(p), et la multiplicité de
dans Am_ est égale a la multiplicité de . + p dans M (p). Si se W, sp—p
est un poids de multiplicité 1 de Am_, et X(— ®(s)), ott ®(s) =sR~nR™,
est un représentant de sp— 0. Tous les représentants e(sp—p) de sp—p
se déduisent par une homothétie de X (— @ (s)).

D’aprés la formule de H. Weyl,

Z det(s)exp2 sp
chy M (p) =&~
)}
Z det(s) expsp

seEW
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Mais (cf. SL [13], exp. 19, n° 2)

Z det(s) expsp =expp H (1—exp(—a)),

sew >0

et de méme v
2 det(s)exp2sp =expaop [[(I—exp(——— 2a));
sew >0

comme (1— exp(— 2 a)) =(1— exp(— 2)) (1 + exp(—)), on a

chy M (p) = expp I[ (1 + exp(—a)) = exppchy(Am.),
a>0
car

chy(Am_) = 2, (chym_) =, (/ ¥ exp(— oz)> T G+ exp(— 2.

N % >0 aA>0

On obtient la premiére partie du lemme.

La multiplicité de sp—p dans Am_ est donc égale & la multiplicité
de sp dans M (p). Les multiplicités de deux poids conjugués étant égales,
la multiplicité de sp dans M(p) est égale a la multiplicité du poids
dominant o, i. e. & 1. Enfin,

p—sp= 1/2{R*>—1f/2{sR+>
= 1/2{SR NnR+>+41/2{sR*nR+>
—i1/2{sR*NnR*+*>—1/2(sR*NR~)
= 1/2{sSR~NnR+*+1/2{—($R*nR)>
= 1/2{SRNR+>+1/2{(SR~AR+>={D(s) .

L’élément X (— ®(s)) de Am_ est donc un représentant du poids sp—op
et, comme sp— o est de multiplicité 1, tous les représentants de sp—p
se déduisent de X (— ®(s)) par une homothétie.

Q. E. D.

On appellera poids radiciel (resp. poids radiciel positif) de (g, h) une
combinaison linéaire a coefficients entiers (resp. & coefficients entiers
positifs) de racines simples de (g, b).

LemMmE 13. — Si % est un poids dominant de (g, b), et si ¢ est un poids
radiciel positif, (2, ¢) est un nombre rationnel positif. Si ¢ 2o, on a
(ps 9) > o

Rappelons que la forme bilinéaire B est, supposée définie positive

sur (g, b).
Si ¢ = o, le lemme est évident. Si v = o, on peut supposer que ¢ est une
racine simple de R(g, §). Comme 2 est un poids dominant, 2 (2, ¢)/(¢, 9)

BULL, SOC. MATH. — T. 95, FASC. 3. 16
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est un entier > o. Mais, comme B est définie positive sur (g, b), (¢, ¢)est
un nombre rationnel > o. On a donc (4, 9) > o. D’autre part, si «; est
une racine simple, et si H; est I’élément de § qui correspond a a;, le lemme 2
du n°1 de SL[13], exp. 19 montre que 2(p, a;):(o; o) =p(H;) =1;
comme (a;, 2;) est un nombre rationnel > o, on en tire (p, «;) > o. Tout
poids radiciel positif non nul étant combinaison linéaire a coefficients
entiers positifs non tous nuls de racines simples, on en déduit la deuxiéme
assertion.
Q. E. D.

Proros1TioN 7. — Considérons la représentation de Yy dans Ci(n, M (1))
induite par la représentation de s. Les poids p. de cette représentation, tels
que |+ p|*=|4+0|* sont de la forme . =s(h 4 p)—p, ot se W(n)
et Card (sR—NnR*) =i. La multiplicité d’un tel p. est égale a 1.

On posera

M) =s(+p)—p, P(s)=sR nR+ et n(s) = Card (®(s)).

La forme bilinéaire B met en dualité n avec n_= () g* La repré-
xesn
sentation de b dans Ci!(n, M (%)) est donc isomorphe a une sous-repré-
sentation de la représentation de ) dans Aim_Q M ().

D’aprés le lemme 12, si p est un poids de la représentation de b dans
Am_@M(}), » + pest un poids delareprésentation de ) dans M (1) K M (o)
induite par la représentation de g, la multiplicité de .+ p dans
M (3) ® M (o) étant égale a la multiplicité de . dans A m_® M (2). D’aprés
le lemme 1 du n° 1 de SL [13], exp. 19, on peut trouver un e W tel que
t(p- + p) soit un poids dominant. Comme les poids de M () [resp. de M (p)]
sont de la forme 2 — v (resp. p— 0), olt ¥ (resp. d), est un poids radiciel,
positif, le poids {(x + p) de M(2) Q@ M(o) est de la forme 2+ p—o,
ol ¢ est un poids radiciel positif. On a alors, la forme B étant invariante,

le+plr=[lpr+o =2+~ 2+p)—0C+o—9 9).

D’aprés le lemme 13, (A + 0— ¢, ¢) est un nombre rationnel > o, et
(9, 2 4 p) un nombre rationnel > o si ¢ 0. On ne peut donc avoir
le+olP=|t+plPquesi A+ o =1+ p), i. e. si g =1(s) avec s=1{"
Comme % + p et p 4 p sont deux poids conjugués de M (%) Q M (p))
ils ont méme multiplicité; et la multiplicité de % 4 p est égale & 1. Si e(s2)
est un représentant du poids si dans M(2), X(— ®(s)) Qe(s2) est un
représentant du poids 4(s) dans Am_ & M (2). Comme 2(s) est un poids
de multiplicité 1, tous les représentants de 2(s) se déduisent par une
homothétie de X(— @(s)) ® e(sA). En particulier, 4(s) est un poids
de la représentation de h dans A‘n_@M(2) si et seulement si
X(—P(s)Qe(s2) e Ain_ @M (2). On vérifie aussitot que X (— P (s) K e(s2)
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ne peut appartenir a Ain_® M (%) que si X(— ®(s)) appartient & \in_,
et cette derniere condition équivaut, par définition de X (— ®(s)),
a ®(s)cS(m), soit se W(n), et a Card®(s) =1i.

Q. E. D.

CoROLLAIRE. — Les poids dominants p. des s-composants simples m ()
de Hi(n, M (3)) sont de la forme p. = 2(s), ou se W(n) et n(s) =1i. Pour
tout s€ W(n), tel que n(s)=1, la longueur du composant isotypique de
type m((s)) de Hi(n, M (%)) est 1.

On notera long(M; m(yx)) la longueur du composant isotypique
de type m(u) d’un s-module M, et mult (N; u) la multiplicité du poids p.
dans la représentation de ) dans N.

Comme Hi(n, M (7)) est isomorphe & un quotient d’une sous-représen-
tation de s dans C!(n, M (%)), on a, pour tout poids dominant .. de (s, D),

(1) long (H'(n, M (%)); m(x)) = long(C'(n, M(3); m(p)).
D’autre part,
) long (Ci(n, M ()); m(p)) = mult(C:(n, M(2); ).

D’apreés la proposition 6, les poids dominants ., tels que long (Hi(n, M (2));
m(p)) # o, vérifient |+ o|*=|2+ o[ La proposition 7, montrant
que les poids p. de la représentation de § dans Ci(n, M(2)), tels que
[p—4pl*=|24p|% sont de la forme i(s), ou se W(n) et n(s)=1i,
et sont de multiplicité inférieure ou égale a 1, le corollaire résulte aussitot
des inégalités (1) et (2).

Q. E. D.

On désignera par W(n, i) le sous-ensemble de W(n) des s tels
que n(s) =1.

TuatoriME 3 (B. KostanT). — Considérons une algébre de Lie réductive g
sur un corps algébriquement clos K de caractéristique o, une sous-algébre de
Cartan Y de g, une sous-algébre de Borel b de g conlenant}), une sous-algébre
b-parabolique p de g, de radical nilpotent n et de sous-algébre de dévissage s.
La représentation adjointe de s dans n et la représentation de s dans M (2),
induite par la représentation simple de g de poids dominant 7, définissent
de fagon canonique une représentation semi-simple de s dans les espaces
de cohomologie Hi(n, M (7)), et la classe de celle représentation dans
Panneau R(s) des représentations de s est donnée par, m(y) étant la classe
des s-modules simples de poids dominant .,

cheHi(m, M(1)) = Y, m(s(h+ ) —0p).

sEW (nsi)
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De plus, si long Hi(n, M(2)) est la longueur du s-module semi-simple
Hi(n, M(2)),
long Hi(n, M (7)) = nombre d’éléments de W (1) transformant
i racines négatives en racines positives.

Si 2.(s)=17.(s"), on a s=s' : en effet, on a alors 2 4+ p=s"1s"(2 + p)
et, comme 2 + p est un poids dominant tel que (% -+ p)(H;) > o pour
toutes les racines simples H; du systéme inverse de R, il suffit d’appliquer
le lemme 3 de SL [13], exp. 19, n° 1. En particulier, les éléments m(2(s))
de R (s), ou s parcourt I’ensemble W (1), sont linéairement indépendants.
Si

chs H'(n, M(2) =Y n (i, j) m(u (i, ),

on a

2 (—1)'chs H'(n, M(2)) =Z(—I)"n(i, D m (e, j))

=E[ 3 (i, J')]m(H).
w

wE =t
D’aprés le corollaire du théoreme 2,
M(—0)ych Hin, M() = Y, det(s) m(A(s).

i selrmn
L’indépendance linéaire des m(%(s)), pour se W(n), permet d’écrire
en comparant les deux expressions précédentes,

Y (—0n, j) = o,

la sommation étant étendue aux i et j tels que (i, j) = 7(s). L’un au
moins des n (i, j) étant ainsi 72 o, on a, pour tout s W(n),

long (' (n, M(2)); m((s))) == 1.
D’aprés le corollaire de la proposition 7, m(7(s)) ne peut étre un composant
simple de Hi(n, M (2)) que si n(s) = i; pour s€ W(n; i), on a donc
long (H'(n, M (2)); m((s))) = long(H"(n, M (2)); m(%.(5))) =1
et, comme d’aprés le corollaire de la proposition 7.

long(H'(n, M(2)); m(%(s))) <1,
on a finalement
long(H!(n, M (2)); m(2.(s))) =1.
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D’autre part, si 2 n’est pas de la forme i (s), avec se€ W (1t; i), le corollaire
de la proposition 7 montre que long(H!(n, M (4)); m(»)) = o. On obtient
alors I’expression cherchée de ch, Hi(n, M (%)) en écrivant que

chy Hi(n, M(3) = ), long(H'(n, M(2)); m(w)) m(y).
pept+
Comme

long Hi(n, M() = Y, long(H!(n, M(3); m(p)),

pept

la deuxieme assertion découle aussitdt de la premiére.
Q. E. D.

CoroLrLaIRE (R. Bott). — Les nolations élant celles du théoréme 3,
soit m le radical nilpotent de b. On a

dimy H'(m, M (2)) = nombre d’éléments s de W transformant
i racines négatives en racines positives.

La sous-algebre réductive de dévissage de b étant §), et lesreprésentations
simples de § étant de dimension 1, on a

dimy He(m, M (1)) = long Hi(m, M (2)).

De plus, W(m)=W. Il suffit alors d’utiliser 1’égalité du théoréme 3
donnant la longueur de Hi(m, M (2)).
Q. E. D.

BIBLIOGRAPHIE.

[1] Ativan (M. F.). — Characters and cohomology of finite groups. — Paris, Presses
Universitaires de France, 1961 (Institut des Hautes Etudes Scientifiques, Publi-
cations mathématiques, 9, p. 23-64).

[2] BoreL (A.) et Tirs (J.). — Groupes réductifs. — Paris, Presses Universitaires
de France, 1965 (Institut des Hautes Etudes Scientifiques, 27, p. 55-152).

[3] Borr (R.). — Homogeneous vector bundles, Annals of Math., Series 2, t. 66,
1957, p. 203-248.

[4] BourBaki (N.). — Algébre; Chap. 6 : Groupes et corps ordonnés; Chap. 7 : Modules
sur les anneaux principaux. — Paris, Hermann, 1952 (Act. scient. et ind., 1179;

Bourbaki, 14).

[5] BourBaKkI (N.). — Algeébre; Chap. 8 : Modules et anneaux semi-simples. — Paris,
Hermann, 1958 (Act. scient. et ind., 1261; Bourbaki, 23).

[6] BourBAKi (N.). — Groupes et algébres de Lie; Chap. 1 : Algébres de Lie. — Paris,
Hermann, 1960 (Act. scient. et ind., 1285; Bourbaki, 26).

[7]) BourBAKI (N.). — Groupes et algébres de Lie; Chap. 3 : Systémes de racines
(a paraitre).

[8] BourBaKkl (N.). — Groupes et algébres de Lie; Algébres de Lie semi-simples
(a paraitre).



242 F. ARIBAUD.

[9] CarTAN (H.) et EILENBERG (S.). — Homological algebra. — Princeton, Princeton

University Press, 1956 (Princefon mathematical Series, 19).

[10] GroTHENDIECK (A.). — Classes de Chern, Bull. Soc. math. France, t. 86, 1958,
p. 137-154.

[11] JacoBson (N.). — Lie algebras. — New York, Interscience Publishers, 1962
(Interscience Tracts in pure and applied Mathematics, 10).

[12] KostaNT (B.). — Lie algebra cohomology and the generalized Borel-Weil theorem,
Annals of Math., Series 2, t. 74, 1961, p. 329-387.

[13] Séminaire « Sophus Lie », 17¢ année, 1954-1955 : Théorie des algébres de Lie, Topo-
logie des groupes de Lie. — Paris, Secrétariat mathématique, 1955.

(Manuscrit regu le 12 juin 1967.)
Francois ARIBAUD,

134, boulevard Brune,
75-Paris, 14e.



