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SUR LA REGULARITE
DE LA SOLUTION D'INEQUATIONS ELLIPTIQUES

PAR

Hiin R. BREZIS
[Paris]

ET

Guipo STAMPACCHIA
[Pise].

On considére le probléme suivant : Chercher ueK, convexe fermé,
donné dans un espace de Hilbert H vérifiant

(1) (f—Au,v—u)=o, Vvek,

ol A est un opérateur coercif sur H et feH. L’existence et 1'unicité
ont été démontrées par J.-L. LioNs et G. StampaccHIA [12] dans le cas
ol A est linéaire.

Ce résultat a été généralisé par P. HaArRTMAN et G. StampaccHIA [6],
et indépendamment par F. BRowDER [4] & des opérateurs non linéaires
de type monotone.

H. LEwy [9], H. LEwy et G. StampaccHIA [10] ont étudié en détail les
propriétés de la solution de I'inéquation (1) associée au convexe K des
fonctions définies dans un domaine Q de RY,

K={veH(Q);v>{sur E}

(E, sous-ensemble de ; ¢, fonction donnée).

En particulier, on obtient que, sous certaines hypothéses, ue H*7 ()
lorsque A est un opérateur elliptique linéaire du deuxiéme ordre, E = Q,
f=oetyeH*»r(Q)avec p> N.

Le but de ce travail est de prouver la régularité de la solution de
I'inéquation (1) pour une classe assez générale de convexes K et d’opéra-
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teurs A non nécessairement linéaires. Le principe de la démonstration est
semblable & celui utilisé par H. Brezis [3] dans la résolution d’inéquations
d’évolution.

A T’aide des applications de dualité, on raméne le probléme de la régu-
larité dans les espaces L”, pour des inéquations, au probléme analogue
pour des équations. L’hypothése qui joue un role essentiel est que I'on peut
construire des opérateurs non linéaires, approximant lidentité, qui
laissent le convexe K invariant.

Comme on le verra dans la suite, cette méthode donne un résultat
optimal dans les cas étudiés.

On notera que la régularité de la solution d’une inéquation est de nature
différente suivant les convexes considérés.

Au §1I, on démontre un théoréme abstrait de régularité pour I'iné-
quation (1).

On applique ensuite, au § II, ce théoréme au cas ou

K=K, ={veH}(Q); v>{sur}.

On retrouve ainsi, sous des hypothéses un peu plus générales, un résultat
de H. LEwy et G. StampaccHIA [10].

Au § III, on étudie la régularité de la solution de I'inéquation (1)
associée au convexe

K=K,={veH(Q);|gradv| 1 sur Q}

qui intervient dans le probléme de la torsion élastoplastique d’une barre
(cf. AnniN [2], H. LancsoN et C. Duvaurr [8], T. W. Tine [19]).

Au § IV, on considére d’autres situations qui n’entrent pas dans le
cadre précédent.

Par exemple, le convexe
K=K;={veH'(Q); v>> 0 sur 02}
pour lequel J.-L. Lions [11] a obtenu un théoréme de régularité.
On montre enfin que si
K=K ={veH(Q);|v|ma=1},

alors la régularité de la solution de l'inéquation (1) est analogue a celle
d’une équation linéaire.

Plus généralement, on considére le convexe
K=K;={veH;®);[|v[vo <1}

L’étude de la régularité de la solution de I'inéquation (1), associée a K;,
se raméne 2 celle de la régularité de la solution de I'équation non linéaire
Au+ A|u|P2u=f,

ou A est constante > o.
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§ I. Un théoréme abstrait de régularité.

NOTATIONS ET HYPOTHESES. — Soient V un espace de Banach réflexif,
et V' son dual. On désigne par || || (resp.|| [|7»)1la normede V (resp. V')
et par (, ) le produit scalaire dans la dualité entre V et V'.

Soit A un opérateur de V dans V', non linéaire, monotone,
hémicontinu (*).

Soit K un sous-ensemble, convexe fermé de V.

On sait (cf. F. BRowpER [4] ou P. HarTMAN et G. StampaccHIA [6])
que si K est borné, alors, pour tout f€ V’, il existe u€K tel que

(I.1) (f—Au, v—u) <o, Vvek.

On se propose de montrer que, sous certaines hypothéses, Au est aussi
« régulier » que f pour un choix convenable de cet espace.

Pour cela, on introduit un espace de Banach réflexif W de norme || [/~

On suppose que W est inclus avec injection continue, dans V', et que
W est dense dans V'.

I1 en résulte qu’il existe une injection continue i de V dans W’ telle que
i(V) soit dense dans W’ et

i), Wy, =@, Wy, YvEV, VweW.

Dans la suite, on identifie V a un sous-espace de W', inclus avec
injection continue et dense dans W’'. On désigne alors, par la méme
notation ( , ), le produit scalaire dans les dualités entre V, V' et W', W.

Soit || [|/»~ la norme duale de || ||, sur W',

Soit ¢ une fonction numérique définie et continue sur (o, + o« |,
strictement croissante, telle que 9(o) = o et Em 9(r) = + .

r —+ %

On suppose que W et W’ sont strictement convexes; ceci assure
Iexistence de l'application de dualité J de W dans W' associée a ¢
(cf. F. BROWDER [5]).

On sait que J est défini par les relations
(Jw, w) =¢([w(w) |wl», VweW,
[ Jw ([ =e(w]»)

J est monotone hémicontinu et bijectif de W sur W’. J—' est monotone
hémicontinu de W’ sur W et vérifie

=, w) =g ([ i) [0 e V' €W,
1w = &= (' ).

(*) On rappelle que A est dit monotone hémicontinu si, pour tout couple u, veV,
(Au— Av, u—v) > o et si 'application te€fo, 1] > (A ((1 — ) u + tv), u— ) est
continue.
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DEriNiTION. — Soit u€K; on dit que le triplet {u, K, A} est
J-compatible si, pour tout ¢ > o, on peut trouver deux applications

B:: VW,
C.: V>W,
vérifiant
(| Bev || < Ciy [[Co|<C,, Ve>o0, VveK

(C,, C;, constantes indépendantes de ¢ et v) telles que ’équation
(I.92) u: + ¢J(Au. + Beug) = u + ¢ Ceue

admette une solution u.€K avec Au.e W.

Remarquons que l'équation (I.2) a un sens dans W' puisque u.,
ue VcW' et J(Au: + B: ue), C.u.e W',

On a le théoréme suivant :

TuroreME I.1. — Soient K un convexe fermé borné de V, fe W, et ue K
une solution de U'inéquation (I1.1). Si le triplet { u, K, A} est J-compatible,
alors AueW.

On utilisera, dans la démonstration du théoréme I.1, le lemme suivant :

LemuMmE 1.2, — Soit u; un filtre sur V tel que lim u;= u dans V faible
et lim(Au;, u;— u) = o, alors lim Au; = Au dans V' faible.

Le lemme I.2 se déduit d’un résultat de H. Brezis ([3], proposition 6).
Pour la commodité du lecteur, nous reproduisons la démonstration.
Soient ve 'V, te)o, 1) et w= (1 —1¥)u+ t.

On a (Au; — Aw, u;— w) > o, c’est-a-dire
—(Au, u;—u)+ (A@u—tu + ), u;—u + tu—t) < t(Au;, u—v).
On obtient donc en passant a la limite :
t(A(u—tu + tv), u—v) < tliminf(Au;, u—v).
En divisant par { et en passant a la limite quand ¢ — o, il vient
(Au, u—v) <£liminf(Au;,, u—v), VveV
et par conséquent,
lim(Au;, 2) = (Au, z), VzeV.

Démonstration du théoréme 1.1. — Le triplet { u, K, A | étant J-compa-
tible, il existe u. € K vérifiant

(I.3) u.+c¢J(Au.+B:u)=u-+:Cu. avec Au.eW.
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D’autre part, on a
(I.4) (f—Au., u.—u) <o

(puisque A est monotone et u. € K).
Il résulte de (I.3) et (I.4) que
(1.5) (f— Aug, C.u.— J(Au. + B.u.)) <o.
En posant £, = Au. 4 B:u., (1.5) s’écrit
(f + B:u: — ¢, C:u.—Jt) =Zo.

Par conséquent,

ol & lw) & llw — o & ) | f + Bette || <L Co((| Ee |1 + || f + Beti: || 1w)-
D’ou .
R Y e e A PR S L R

On déduit de (I.6) que
(I.7) &, et donc Au., demeurent dans un borné de W [puisque
lim ¢(r) = + «»].
r> 4o
D’apres (I.3), on a
(1.8) lte—u 5 = eq (|2 [l) + <Ca.

Par suite, limu. = u dans W' fort.
e>0
Mais u. appartient a K, qui est un convexe faiblement compact de V.
Il en résulte que
I.9) limu. =u dans V faible
£>0

(on utilise ici le fait que V est inclus dans W’ avec injection continue).
Enfin, |(Aue, u.—u)| Z || Au: || || ue—u||p et

(I.10) lim (Au., u:—u) = o.
€30

D’aprés le lemme 1.2, on a

(I.11) lim Au. = Au dans V' faible
£>0
et par conséquent,

lim Au. = Au dans W faible
E>0
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puisque Au. demeure dans un borné de W, espace de Banach réflexif,
et que Au. converge vers Au dans V' faible. (On utilise ici 'hypothése
que W est inclus, avec injection continue dans V'.)

On a donc AueW.

On peut remarquer que, dans la deuxiéme partie de la démonstration,
on a prouvé le résultat suivant qui est, en effet, un corollaire du lemme I.2.

CoroLLAIRE 1.2'. — Si u.—u dans W' fort, si u. est borné dans V
et si Au. est borné dans W, alors ue'V et Aue W.

L’hypothese « K borné » peut étre affaiblie et remplacée par une hypo-
thése de coercivité sur 'opérateur A.

Plus précisément, on suppose qu’il existe v, €K tel que

(I.12) lim (Av, v—1v,) =+ oo.
0]yt lollr
v€K

On sait (cf. F. BRowpER [4] ou P. HarTMAN et G. StampaccHIA [6])
que, pour tout fe V', il existe ue K solution de I'inéquation

(I.13) (f—Au, v—u) <o, Vvek.

On a alors le corollaire suivant :

CoroLLAIRE I.3. — On fait Uhypothése (1.12); soient fe W, et ue K une
solution de U'inéquation (I.13).
On suppose que le triplet { u, K, A} est J-compatible. Alors AueW.

Démonstration. — On prouve, en reportant u. dans I'inéquation (I.13),
que l'on obtient, comme dans la démonstration du théoreme I.1 :

(| Auc || demeure borné
limu. =u dans W’ fort
e>0

et

lim (Aue, u.— u) = o.
e>0

On déduit alors de I'hypothése (I.12) que u. demeure dans un borné
de V.

Soit enfin R = max { sup (|t [|r, [|u[r} et soit KF= {veK;||v|r<LR}.

K% est un convexe fermé borné de V et le triplet {u, K¥, A} est
J-compatible.

Le théoréme I.1 montre alors que Aue W.

ReMARQUE 1.4, — On peut obtenir une estimation de || Au||,s en
fonction de || f [|sw, Ci, Co.
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En effet, soit o la solution de I’équation

ol
¥ =G —a

(une telle solution existe et est unique d’apreés les propriétés de ¢).

En suivant la démonstration du théoréme I.1, il est aisé de montrer
que

| Au (i Zmax || f| + 2Cs o + Ci .

En particulier, si C,=C,=o0, on a ¢ =o et [|Aul|y <[ f[w;si Ci=o0
et f=o, on a [|Au |, = ¢~ (C.).

ReMARQUE 1.5. — Sous certaines hypothéses, il est clair que I'équa-
tion (I.3) admet une solution u.€ V avec Au.e W.

11 suffit alors de montrer que cette solution u. appartient & K pour en
déduire la J-compatibilité.

Par exemple, lorsque 'opérateur A 4 B: est monotone hémicontinu
et coercif et que C; est une application constante C.v = C., alors 1’équa-

tion (I.3) admet une solution u.e V avec Au.e W. En effet, I'équa-
tion (I.3) s’écrit aussi

(I.14) Aus—l—BEus—{—J—'(uSc_u—Cs):o.

&

v—u

e

Or lopérateur v— Av + B.v 4 J! ( — C3> est monotone hémi-

continu et coercif de V dans V'. On en déduit (cf. F. BRowDER [4] ou
P. HartmAN et G. StampaccHIA [6]) que I'équation (I.14) admet une
solution u. € V, et de plus Au. + B:u.€ W, donc Au.e W.

ReMARQUE I.6. — Les résultats précédents s’étendent a une situation
plus générale oit 'on n’a pas nécessairement Wc V'.

On suppose seulement qu’il existe un espace localement convexe
séparé D et des injections continues de W dans D et de V' dans D. Ceci
permet d’introduire les espaces W + V' et Wn V’; ce dernier est supposé
dense dans W et dans V'.

Par dualité, on peut aussi considérer les espaces W' nV et W'+ V.,

Dans ce cadre, le théoréme I.1 et le corollaire I.3 restent inchangés.

- REMARQUE I.7. — On obtient des résultats analogues si I’on remplace
les espaces V et V' par un couple E, F d’espaces en dualité, comme dans
H. Brezis [3].
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§ II. Application au convexe
K ={veH(Q); ¢y sur Q.

NotaTioNs. — Soit QcRY un ouvert borné de frontiére JdQ lips-
chitzienne. -
On désigne par C”(R) [resp. C( Q)] I'espace des fonctions admettant

des dérivées partielles jusqu’a I'ordre m, continues dans @ (resp. Q).
Cm () [resp. € (Q)] est espace des fonctions de C (2) [resp. € (2)]

holdériennes d’exposant A(o << A1) sur les compacts de @ (resp. &)
ainsi que leurs dérivées jusqu’'a I'ordre m.
@ (L2) [resp. ®@'(L)] est I'espace des fonctions indéfiniment dérivables

a support dans Q (resp. distributions sur ). o ( Q) est 'espace des mesures
sur Q [dual de C°(Q)].
Soit 1 << a << 400, avec é + % =1; L*(Q) est 'espace des fonctions

mesurables de puissance a'*m* sommable, muni de sa norme usuelle || || :
Hm(Q) = lve ' (@); z% eLx(Q), || =m

muni de sa norme usuelle || ||,

H-*(Q) est 'adhérence de @ (L2) dans H™ *(Q).

Pour simplifier, on pose H™ ()= H"*(Q) et H{(Q)=H{ *(L).
H7*(Q) est un espace de Banach réflexif dont le dual est noté H—* (Q).

HyproTuEsESs. — Soit 1 <t << + 0, avec % + t—l, = 1. Soient ¢ € H'*(Q),

¢ <o sur dQ au sens de H"!(L2) (cf. W. LittmaN, G. STAMPACCHIA et
H. WEINBERGER [13]) et

K ={veH" " (Q);v>dsurQ} (),
K, est un convexe fermé non vide de H' ¢(2) (car sup { , o { €K)).

DErFiNITION, — On dit qu'un opérateur A de H' ‘(L) dans H—'>¢ (L)
est T-monofone, si, pour tout couple v, v.€ H"!(Q) tel que v,=v,
sur 0L au sens de H":/(£), on a

(Av,— Av,, sup {v,— s, 0}) > 0;

ce qui a un sens puisque sup { v;— v, o} appartient & H}»“(R2).

(*) Lafrontiére 0 de Q étant réguliere, il est équivalent de supposer ¢ ¢ p. p. sur @
ou bien v ¢ au sens de H1:¢(Q).
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Si A est T-monotone de H'*(Q) dans H—¢ (L), alors la restriction
de A 4 H{'(£2) est monotone au sens usuel de H}¢(Q) dans H—* (). En
effet, soient v,, v, € H;*(); on a

Di— Uy =SUp { D;—— 1, 0} —sup { v— vy, o }.
D’on
Av,—Av,, v,—,)
=(Av,—Av, sup { v;—vy, 0}) + (Av.—Av, sup{ v:—0v;, 0} )20,

Par abus de notation, on écrira

(A Ul_sz, Sup { Dy— Vs, O :) = (A Ul—ADg) (1)1—1)2) d.’L‘.

[Vix 0]

On a alors le théoréme suivant :

TukorEME II.1. — Soif A un opérateur T-monotone de H'*(Q)
dans H—*(Q).

On suppose que la restriction de A a HY'(Q) est hémicontinue et vérifie

(I11.1) lim (A% 0—0)

, 14
”;e”ﬁ’;',?(ﬁ;o ” “hf

=+ pour tout v,eK,.

Soient fe LP(Q)nH-"(Q) (*°) et uekK,, une solution de l'inéquation
(I1.2) (f—Au,v—u)=o, Vvek,.
SiAvem (Q)etsup { Ay, o} e Lr(R) (), alors Aue L7 (Q).

Démonstration. — On pose V = Hy /(@) munidelanorme || [y=] [«
et W= Lr(Q) muni de la norme || [»=] ][, Pour p suffisamment
grand, on a L7 (2)c H—*(L2), donc Wc V', et 'on est dans la situation
du § I

Dans le cas général, on applique la remarque 1.6 avec D = @' ().
On considére la fonction ¢, (r) = rr—; 'application de dualité J, de L~ (2)
dans L*'(£2), associée & ¢,, est

Jpl):ll)l/l—21) et jPUIJp'U=IDIP'—Qv.

Pour simplifier les notations, on pose k =sup{AY, o}. Soit uek,
une solution de I'inéquation (II.2).

Nt
N+’
de sorte que Lr(Q)cH-1:Y(Q), alors il suffit de supposer qu’il existe un v ,eK
vérifiant (II.1).

() sup { AY, o} em(2).

BULL. SOC. MATH. — T. 96, FASC. 2. 11

i1 <p<+ avec;—)—n—é, = 1; p est indépendant de ¢. Mais si px
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D’apreés le corollaire I.3, il suffit de prouver que ’équation
(I1.3) u+:zJ,Au.=u-+eJ,k
admet une solution u. €K, avec Au.€ L”(Q).

L’équation (II.3) admet une solution u.€ H;'(Q) avec Au.e Lr(Q);
en effet, elle s’écrit

u.—u
(I1.4) Aut J,,,< : —J,,k> —o
ou encore
13
(I11.5) A+ u)—|—J,,:<?—-J,,k>=o,

apres avoir fait le changement d’inconnu u.— u = v..
Il résulte de I'hypothese (II.1) que I’opérateur

> A@ + u) +Jp,<:_’_ka>

est monotone, hémicontinu et coercif de H}/()nLr(2) dans
H—¢(Q) + L» ().

On en déduit que I'équation (II.4) admet une solution u.e H}!(R),
avec Au.e L»(Q) et u:—ue L (2).

Montrons maintenant que u.>1¢ sur Q en utilisant la technique des
troncatures comme dans [17].

Soit E=[V>u]={xel; y(®r)>u.(x)}. On a

ue () Zd(x) Zu(x) sur E.

Or u.—uelL”(Q), et par conséquent les restrictions a E, (V —u.)|g
et (—u)|y, des fonctions Y —u. et ¥ —u, appartiennent a L7 (E).
La fonction z., définie par

$—u, sur E

Ze=sup{y—u;, o} = { o ailleurs

vérifie zz.€ H; {(Q)N L7 (L) et z.>> o sur Q.

En multipliant I'équation (II.4) par z. et en intégrant sur £, on
obtient

(11.6) Aé’l=]<Aus+Jl],<us?u_ka>>,(us—np)dx=o.

On écrit

U.—u

f <Au5—|-J,,/< : —ka>>.(u5—q¢)dx=X1+X2+X3—|-X,,,
(Y] g
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avec

(IL.7) X1=[ (@AY @ da=o
le>ue

!

puisque A est T-monotone et ¢ -~ u. sur 2. On a

(I1.8) X, = (AY—k).(u:— ) de >0

>

car — Ay + k est une mesure positive; on utilise aussi le fait que la
frontiére 0Q de Q est réguliére pour approcher la fonction z. par une suite
de fonctions z!>o sur K telles que lim z!=z dans H}{(RQ)

et dans L7 (). e
Il est clair que
(Il.g) X;= . <k—J,,r<J,,k+ ujq)>>.(u5——q»)dx;_o;
UANA

en effet k—J, <ka + u—T—LP) Zo p.p. sur E <ceci équivaut a
Jyk=J,k+ E—T—LP p. p. sur E) Apres addition des inégalités (II.7),

/

(I1.8) et (II.g), il résulte de (II.6) que

(l.10) X,= ( JP,<ka_|_u—"P>

s u ¢
u—u,

—J, <Jp1< T >, (ue—ap)> dz = o.

Mais J, est une application strictement monotone de L”'(E) dans L” (E),
c’est-a-dire que si g, g. € L?'(E) vérifient

[ Grg—Ipg) @ —g)dr=o
E

alors g, = ¢, p. p. sur E.

On conclut, grace a (II.10), que

J,k + u—y =J,k+ U_Tu“ p.p. sur E.

€

Donc u.= ¢ p. p. sur E et u:> 1 p. p. sur Q. Ce qui achéve la démons-
tration du théoréme II.1.

RemarQUE II.2. — En utilisant la remarque I.4, on peut obtenir
une estimation de || A u ||,.
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Plus précisément,
| Au(,=max {{/f, o},

ou g, est la solution de I’équation

ol = ol [|r—1 £l
pr=lsp A od 5 2

En particulier, [|Au||,<(|sup {4, o}||, lorsque f = o.

EXEMPLES.
1° Un exemple linéaire. — Soient a;;€ C' (), b, ce L*(Q) avec

Yati>v[E), Vrel, VEERY et v>o.
i, .

On pose
O O aJ S, Jd
A =~——Zd—x/<aud—xl> —f—Zbld*xl +C.
L7

On suppose que c(x) >4, A suffisamment grand de sorte que A soit
coercif sur Hj (), c’est-a-dire

(Av, V) > k| v|Esy VveH,(RQ), k>o.

CororLLAIRE II.3. — Soient 1<p <<+, feH ' ()NLr(Q) et
Ye H'(Q)n H*»7(Q); alors la solution ue K, de U'inéquation

(f—Au,v—u)=o, VvekK,

appartient a H*7(L).
N

En particulier, si p > N, u appartient a C"“(ﬁ) avec o =1— i

Pour démontrer le corollaire II.3, on applique le théoréme II.1 [il est
clair que A est T-monotone de H!(Q) dans H—'(2) et vérifie (II.1)].
On en déduit que Aue L7(L2). On utilise ensuite les résultats classiques
de régularité dans L7 pour les équations linéaires (cf. par exemple
S. Aemon, A. DouaLis, L. NIRENBERG [1]).

Le corollaire II.3 est semblable au résultat de régularité obtenu par
H. LEwy et G. StampaccHIiA [10]. Toutefois on évite ici I’hypothése
restrictive p > N faite dans [10]. On trouvera dans [10] diverses autres
propriétés de la solution u de I'inéquation (II.2), entre autres un contre-
exemple simple, montrant qu’en général u n’appartient pas & C*(Q).

20 Un exemple non linéaire. — On suppose pour simplifier que Q est
convexe et que la frontiére dQ de Q est suffisamment réguliére.
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Soit 1 <<f{2; on pose
1—2

N d / N N 2 d

" - 1
Al) =—2‘d_17, QI +kZ > d_x, 9

i=1 =1

A est un opérateur T-monotone de H'-¢() dans H—'¢(Q) dont la
restriction 4 H%' est hémicontinue et vérifie (II.1).

v
dxk

CoroLLAIRE 11.4. — Soient fe L*(Q), € C"' (Q) et ueK,, la solution
de Uinéquation
(f—Au,v—u) =0, Vvek,.

Alors on a Aue L= (), et en particulier ue C*(Q) pour fouf o < 3 < 1.

Démonstration. — Le théoréme II.1 montre que A ue L (£2) pour tout
1<<p <o,

De plus la remarque II.2 donne une estimation de [|[Au{,. On a
lAu(,=Zmax{|/f(l, o,} ou o, est la solution de I’équation

apt | Ayl 22 .

11 est clair que || f]], et || A{ ||, sont majorés par une constante indé-
pendante de p, puisque f € L” (22) et Ay € L” (L2). Il en est de méme pour s,
et donc pour || Au||,. Par suite, Aue L~ (2).

On utilise ensuite un théoréme de régularité pour les équations non
linéaires (par exemple, P. HART™MAN et G. STAMPACCHIA [6], théoréme 14.3,
p- 309). -

On en déduit que ue C»*(Q) pour tout o < A < 1. De plus, les esti-
mations dans H»7(Q) pour les équations linéaires (c¢f. S. AcMmoN,
A. Doucuis, L. NIRENBERG [1]) et D'artifice de Korn permettent de
montrer que ue H?7(£2) pour tout p << 4-oco.

REMARQUE II.5. — Cette méthode s’étend a tous les opérateurs non
linéaires pour lesquels on connait un théoréme de régularité sur u, sachant
que Aue L” () (cf. par exemple O. LApvZENskAJA et N. UraL’cEvA [7],
C. MorreyY [14]).

REMARQUE I1.6. — On obtient un résultat analogue au théoréme II.1.
Si I’on considére le convexe
K={veH; (Q); i ZLvL1Y, sur Q1
ol
Y1, Y€ HH1(R), Y=y sur
et
bi=o0=1, surdQ (cf. G. StampaccHia [18)).
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§ III. Application au convexe

K,={veH;(Q); |gradv|=1p.p. surQ].
I11.1. Cas out le domaine Q est convexe.

Hyporutses. — Soit £ c RY, un ouvert borné, convexe, de frontiére 02
lipschitzienne.

Soit
K, ={veH|(2);|gradv| 1 p. p. sur L},
K., est I'ensemble des fonctions lipschitziennes de rapport -~ 1, définies
sur £ et nulles sur JQ.

Soient a;(P), 1 <Li=<N, P=(ps ..., pn)€RY, N {fonctions,
a;(P)e C'(RY).

On suppose que les fonctions a; vérifient

N
(I11. 1) Y (@(P)—a(P)) (p—p)) >0, VP, PR

i=1

Il résulte de I’hypothése (III.1) que 'opérateur A, défini par

w32 (o(2) 0

applique 1’espace H" = (R) dans H"'(2) (°) et sa restriction a H}~ ()
est monotone hémicontinue. On a alors le théoréme suivant :

TutoreME III.1. — Soit 1 <p =+ oo; pour tout felL’(L), il
existe ue K, solution de l'inéquation
(I11.2) (f—Au,v—u)—o0, VveK..

De plus, Aue L"(Q).

OR (2,
Jx Jx, ox N

(¢) H'*(Q) [resp. H}>*(Q)] désigne '’espace des fonctions lipschitziennes sur Q
(resp. nulles sur 0Q). H™ 1! (Q) est ’espace des distributions T€®’(2) qui peuvent
se mettre sous la forme

N
09,

T = yo-}-Z 55— ou g, geL(Q).
i=1 ‘

Les espaces Hj'*(Q) et H-11(Q) sont en dualité,
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Démonstration. — L’équation (III.2) admet au moins une solution;
en effet, K, est un sous-ensemble convexe et faiblement compact de
H4=(2) muni de la topologie o(H%=(R), H—"'(X)). On en déduit
(cf. H. Brez1s [3], théoréme 24) que, pour tout f € H—'-1 (Q), il existe ue K,
vérifiant (III.2). Pour montrer que Aue L”(R), on considére d’abord
lecasoll 1 << p << + oo, et 'on applique la remarque I.7 avec E = H" = (£2)
F=H"1(Q) et W=L"(Q).

Il suffit donc de prouver que, pour tout ueK, et pour tout ¢ > o,
Iéquation
(I11.3) u. +c¢JpAu.=u

admet une solution u. €K, avec Au. € L?(£2).
On utilisera dans la démonstration les lemmes suivants.

LemME III.2 (lemme de comparaison). — Soit 0(f) une fonction numé-
rique définie, continue et strictement croissante sur }— oo, + oo(.

Soient F,, F, € L” () et u,, u, € H" = () vérifiant

(I11. %), Au, = 0(F,—w),
(I11.5) Au, = 0(F,— u,).
Alors on a

min | inf(u,— w,), inf (F,— F)) | Zu,—u,
o0 Q ]
< max { sup (u,— u,), sup(Fo— F,) 1.
U o Q ]

Démonstration du lemme 111.2. — D’apres (I11.4) et (II1.5), on a

N —
(111.6) Zfo ai<3—l§>—ai<%>]3—;dx

= [ [0(Fo—w)—0(F,—w)]ndr; ¥ neH;( ).
Q

On pose T =max 3 s(}g)(ug-—— w), sgp(Fg
dans (III1.6) :
n=max {(u.—u,), T}|—T,
e { u,—u;— T sur I’ensemble [u,— u,— T > o],

Fl);, et lon choisit

o ailleurs.
Il vient

N
ou, ou, du, Jduy
g f (a5 %)) (GG

=f O (Fa— ) — 0 (Fi— w)) (ts— us— T) da.
[tg—uy—T>0]
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Il résulte de (III.1) que

N
N ( g ‘_’52_)_ ([ Ow > ou; _ duy
f["—u—T>OJﬂ<al<dxi “\ oz, ox;  Ox; dz=o.
: ' ="i=1

D’autre part, on a

F,—F,=TZu,—u, p.p.sur[t.—u,— T 0]
et donc

F,
Par suite, ~

= F—u, p.p. sur [u»—u;— T > o0].

] (0 (Fo— ) — 0 (Fi— u)) (ta— 11— T) dx = o.
[ug—us—T>0]

On déduit de (II1.7) que
OF;—u) —0(F,—uw))(s—u,—T)=o0 p.p. sur [.—u;—T>o0].

Comme 0 est strictement monotone, on obtient
u,—u,—T =0 dans L.

On démontrerait de méme que u,— u, est minoré par min ; irbf (u.—u),
Lo
inf (F,—Fi) 1.
ot —F)|

RemArQUE III.3. — La conclusion du lemme III.2 est encore valable
lorsque les fonctions u,, u, appartiennent seulement a H* (£2) si ’on définit
de maniére appropriée les expressions in)f (u,—u,) et sup(u.—uw),

0 0

éventuellement égales a + oo (¢f. W. LitrMaN, G. STAMPACCHIA,
H. WEINBERGER [13]).

Lemme III.4. — Soit 0(f) une fonction numérique, définie, continue
el strictement croissante sur }—oo, -+ oo, vérifiant (o) = o. Alors pour
tout F € K., I'équation

(I11.8) Av=0(F—v)
admet une solution v € K.

Démonstration du lemme 11I.4. — Montrons d’abord que si 'équa-
tion (III.8) admet une solution ve€ H;(2), alors v appartient nécessai-
rement a K.

En effet, soit z,€02; le domaine 2 étant convexe, on peut trouver
une fonction affine = telle que

” (%) = o,
—nF~Zn sur ,
l |gradw |=1.
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On a Ar=0(m—m). On déduit alors de I’équation (III.8) et du
lemme III.2 (on utilise la remarque III.3) que — 7 v <=7m sur Q.
Par conséquent,

[v(,) —v(x) | < | 20— |, VY x,€089, Vzel.

Soient maintenant x,, ., €, h = 1,— 2, 7,2 le translaté Q —h de Q
et = 0@)=v@E@+h), 7 F@=F(@+h). Dans l'ouvert Qnrt,Q
on a

Avp = 0(F—v),

AT_J,D =0 (T_ILF— T} l)).
Lelemme III.2 montre quel’on a, dans 2N 7, L,

—|h|<Zmin{ inf T ,0—0), inf (_,F—F)I
|hl<minf nf o —sw—0),  dnf ) (e )|

Zt_v—v<max{ su w_,v—0), sup (. F—F)l—|h
£ = to(gzn?,,g)( ) )Q!\TEQ( 2 F))“‘l |

[puisque si x€d(RN7,2), I'un des points z ou = 4+ h appartient a 0]
On en déduit que
o) —v(@) | < —2a.], V, 1.€Q.

Il reste a montrer que I’équation (III.8) admet au moins une solution.
Pour cela, on introduit une fonction U définie, continue, strictement

monotone et bornée sur )— oo, -+ oo(, qui coincide avec 0 sur I'intervalle
(—C, + C) ou C > 2 diam&.

Soit A un opérateur monotone hémicontinu de H! () dans H-'(L)
qui coincide avec A sur K, (on peut construire un tel opérateur en posant
@(P) =4 (| P*) a(P) + kg’ (| P*) ps

ou ¢ et g sont des fonctions de classe C' sur (o, 4 oo avec
Y)=1 pour o=—1t-a,
Y@=o  pour >3,
g est une fonction convexe, g(f)=o0 pour o=t 1 et ¢ est linéaire
pour ¢ > 3; k est une constante suffisamment grande) (7).
Pour tout v > o, I’équation

—v Ao, + Ao, =0(F—0,)

admet une solution v, € H} () [car I'opérateur v > —v Av + Ap — 8 (F—v)
est monotone, hémicontinu et coercif de Hj () dans H—(£2)].

(") Cf. Appendice.
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D’apres ce qui précéde, v, €K, et en passant a la limite quand v — o,
on obtient une solution v € K. de I'équation

Ao =T(F —0).

11 résulte enfin des hypothéses sur A et § que v est aussi une solution
de I'équation (III.S8).

Suite de la démonstration du théoréme 111.1. — Le lemme 111.4 appliqué
avec
p'—2 t

0@) = ‘ ’ et F=u
montre que I’équation
u:+¢J,Au.=u
admet une solution u; € K,, avec Au. € L” ().
Dans le cas ot p = + oo, on utilise I’estimation uniforme en p,

lAull, <[ fll» Vi<p<+o
(cf. Remarque I.4). Il en découle que Aue L™ ().

ReEMArQUE III.5. — Un choix convenable de la fonction 0 du
lemme III.4 permet d’obtenir des résultats analogues au théoréme III.1
dans les espaces de Orlicz.

On suppose maintenant que la frontiére 02 de Q est suffisamment
réguliére, et I’on remplace (III.1) par I’hypothése plus restrictive

Zda’(P)EiZ/sMZ&I% VieRY, VPeRY, |P|,

(v désigne une constante > o).

On a alors le corollaire suivant :

CoroLLAlRe III.6. — Si N<p<-+4oo et feLr(), alors la
solution u € K, de l'inéquation (I11.2) appartient a H* 7 (). En particulier,
u appartient a C”“(ﬁ) avec o =1— %

Ceci est une conséquence du théoréme III.1 et des théorémes de régu-
larité pour la solution d’équations linéaires a coefficients discontinus
et d’équations non linéaires (cf. O. LApYZENSKAJA et N. URAL'CEvA [7],
C. MorreY [14], et G. STtaMPACCHIA [17]).

REMARQUE III.7. — Le résultat de régularité obtenu est le meilleur
possible.
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a
dx?
que la solution de I'inéquation (III.2) est définie par

Considérons en effet =)o, 1(, A =— et f=4. I est clair

x pour o<x<ia
u(x) = —zx‘l—i—zx——E » 1<ac<§,
8 b4 4
3
I—T » Z<x< 1,

or u n’appartient pas & H*(Q2), ni & C*(L2).

Le corollaire II1.6 nous donne, en particulier, un résultat de régularité
dans le cas ou I'opérateur A est linéaire a coefficients constants.

Si 'on se restreint a des opérateurs linéaires, on peut encore obtenir
un théoréme de régularité lorsque les coefficients de A sont variables
et le domaine 2 n’est pas nécessairement convexe.

III.2. Cas ou1 le domaine £ est arbitraire et l'opérateur A est
linéaire a coefficients variables.

Soit Q un ouvert borné de RY dont la frontiére dQ est suffisamment
réguliére.

Plus précisément, on désigne par d(z) la distance d’un point reQ
a la frontiére 02, et par

0, ={zeQ; @) <n} (@>o).

On suppose qu’il existe un nombre r>o tel que d € H**(02,). Cette
hypothése est en particulier satisfaite si d€2 est de classe C2.

On considére I'opérateur
O 0? ~ 17)
A :——Z a;; —().’L'i dﬁ‘,‘] —I—Z bl-(—}-a—:L +c
L]
avec a;; € C' (), b, ce L™ (), et
Ma;@Ls=v |, Ve, VieRY, y>o.
i
On a alors le théoréme suivant :

TutortME I1I.8. — Soit 1<<p <+ co; pour fout feLr (L), il existe
une solution ueK., de Uinéquation

(III.g) f—Au,v—u)<Lo, Vvek,
De plus, ue H>7 ().
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Démonstration. — 1l est aisé de vérifier que 'opérateur A est pseudo-
monotone (cf. H. Brezis [3]) de H% = () dans H—'.1(R); par suite, pour
tout fe H—1(R2), il existe une solution ue K, de I'inéquation (III.g).

Pour démontrer la régularité de u, on se raméne d’abord au cas ou
Popérateur A est coercif et de la forme

2 ~ 0
-_:_Zai/ 9z, 0%, Iz, +Z biga—:—i + 2
ij i

avec un choiz convenable des fonctions b;e L= () et de la constante 1> o,
qui sera précisé dans la suite. Cette modification est licite, car les termes
bi% — &3—; et (c—A)u appartiennent a L”(£2) (puisque u€K.,) et
peuvent étre regroupés avec f. »
D’aprés la remarque I.7, appliquée avec E = H%= (), F=H"1(R2)
et W=Lr(Q), il suffit de prouver que, pour tout ¢>o, et pour
tout ue kK., I’équation

(III. 10) u—+ eJ,Au.=u

admet une solution u.€K. avec Au.€L”(£2), car, on en déduira que
AueLr(Q), et donc ue H»7(2) (cf. par exemple S. AgMoN, A. DoucLis
et L. NIRENBERG [1]). Il est clair que I’équation

(I1. 11) AuE+J,,,<”5T“)=o

admet une solution unique u.e Hj;(Q)nL»' (). Il reste a montrer
que u.€K,; on utilisera pour cela les lemmes suivants :

LemMme II1.9. — 11 existe une fonction 3€ H* = () qui vérifie

B=0 sur 0LQ,,
III.
(I x2) % B0 sur Q.
Démonstration du lemme 111.9. — On considére une fonction numé-

rique ¥ ({), définie pour o =~ { < diam £, de classe C?, vérifiant

1@ =t pour oétég,
% () = diam Q pour _23_r ~tdiam&,
AU ' pour o=t-~diam&,

Il est évident qu’une telle fonction existe et que sil’on pose 3 (x) = y (9 (z),
alors 3 appartient a H*~(Q) et vérifie (III.12).
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Lemme IIT.10. — Soit 0 une fonction numeérique définie continue et
croissante sur ) — oo, + oo (, avec O € L” (— o0, + o0), 0’ € L™ (— o0, + o0)
et O(o)=o.

On peut choisir les fonctions b, et la constante %> o, indépendamment
de 0, de sorte que pour fout F €K, I'équation

(I11.13) Av=906(F—v)
admette une solution ve€K,.

Démonstration du lemme I11.10. — L’opérateur v+ Av—0(F —0)
est monotone, hémicontinu et coercif de H{ () dans H—'(Q); par consé-
quent, I'équation (III.13) admet une solution ve H}(£). Remarquons
que, d’aprés (II1.13), Ave L” (L), donc ve H*»*(2) et 0 (F —v)e H-*(Q)
pour tout 1<i{<<+4 co. Par suite, ve H*!(Q) pour tout 1<<f{<<4 oco.

Procédons comme dans la démonstration du lemme III.4 et montrons
d’abord que | gradv | <1 sur d<.

Soit
03

oz, ox;’

M = max sup‘\_‘az, ol,

i

On choisit b;(x) =M % et 1> %4, tel que I'opérateur

A=—D2a v ox dx,+2b’d +2

i, i
soit coercif.

On a, d’aprés (III.13),
A@w—pB)+ AB=0(F —v).
Or
Eal,dx 5T +M|gradB>+23 et AB>o sur.

En effet, |gradd|=1 p.p. sur £, donc M |gradB3|>*=M sur 02,,;
ceci montre que AB>o0 sur 02, Sur I'ensemble & —0K,, on a
B 20> M, ce qui assure AB>> o0 sur & —02,.

Il vient
(I11.14) A(w—pB)—O(F —v) <o

Le principe du maximum faible (*) (utilisant la technique des tronca-
tures) montre que, v={ sur £, car si 'on multiplie (III.14) par

(%) Si la frontiére 0Q de Q est de classe C?, de sorte que §EC2(§), alors il suffit
d’appliquer le principe du maximum classique.
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max {v—{3, o}, on obtient

)\of v—plie= [ 0E—D@—Pdezo  aver >0

(v B O]
puisque
F-23-v sur [vx03]
et
0(F—v)<=o0 sur [vx8].
D’ou

v=p sur L.

On démontre de méme que v >— 3 sur L et I'on en déduit que

|gradv| <1 sur JdQ.

Pour prouver que |gradv| <1 sur &, on utilise un artifice analogue
a celui employé par O. OLEINIK [15] en posant

v
dxk ’

v=|grado =Y
k

v appartient a H*¢(Q) pour tout 1<<i<<+ oo.

11 vient

2p
dxl 2‘ 0x; 0% dxA

d 2 da;; J*v I
oz, \ dxl ~ Jz; 0x; Iz, oxy,

v 0%v 2
Z YV 0x; 0z, dx; dxk - Z 7 0x; dxy 0x; 0y
%

D’autre part, en dérivant I’équation (III.13) par rapport x:, puis en

multipliant par Q, on obtient

()xk
® *v Jdv dai,- J%v Jdv
(I11. 15) 5 aum 0z, 4 Oy 0,03, O
1
0%p dv d'Bi Jdv v
+Z”zox, 0% 9z 2u 0w, 03 9z

i

N
ox,  0x) dxx
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En sommant les relations (III.15) par rapport k, on a

p
(I11. 16) — % <a,, dx)—]—R-}—(k—)\,)v
ij

=0'(F —v) (grad F gradv — | grad v |2),
ou

0*v 0*v

R= EL Y 9z, 0z 0x; 0
LR

+2<0E o'y day 0% >ﬂ

Jr; 0r; 0x,  Omp 0x;0x; ) Oxx

i/, k

0o b o o
+2 ’dx om dx, + 9z 0z 0z T M Z'oxk

I1 est clair que si 2, est suffisamment grand (supérieur a une constante
dépendant uniquement des a;; et de leurs dérivées premiéres ainsi que
de (3 et de ses dérivées jusqu’a I’ordre 2), alors R > o.

On suppose donc 4> 1,, et, grace a (III.16), on a

p
(I11.17) — i Y <al, dx>+(x—x,)y

= SVE—) =Y.

On sait déja que y <1 sur 0Q. Le principe du maximum faible appliqué
a (III. 17) montre que vy =1 sur &; et par conséquent v € K.

Suite de la démonsiration du théoréme I1I1.8. — On considére une
suite 0,(f) de fonction numériques définies, continues et croissantes
sur ) —oo, +oo(, telles que 6,€L*(—o0, 4+ o), 0,€L”(— o0, + c0)

p'—2
avec 0,(o)=o, qui convergent uniformément vers 0(f) = ! Et sur
Iintervalle (—C, + C), C>2 diam&.

On choisit b; et 1 comme au lemme III.10, et par suite, I’équation

A u, = On (ll - un)

admet une solution u, € K.

On passe enfin a la limite quand n — oo; il est clair que u, converge
vers u. solution de I’équation

Alls-{— J,‘,<ll3;—ll> = 0.

De plus, u.€K,, ce qui acheéve la démonstration du théoréme III.8.
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§ IV. Autres théorémes de régularité.

La régularité de la solution d’une inéquation dépend de la nature du
convexe. On peut obtenir des situations différentes de celles des para-
graphes II et III.

IV.1. — Considérons d’abord le convexe
K;={veH'(Q); v>o0sur 0Q}.

On sait (cf. J.-L. Lions [11]) que, pour tout feL?(2) (°), il existe
un u€K;n H?(Q2) vérifiant I'inéquation

V. 1) fg(f—}—Au-—u)(v——u)dxéo, VveK..

De plus, la solution de (IV.1) est caractérisée par

—Au+tu={f sur&,
u>o surodQ,

3—2 > o0 sur 0L,
(IV.2)

<ﬁ désigne la dérivée normale extérieure ),

u@ =o0 sur 0Q.
on

L’exemple suivant, dti & E. SuamIRr, montre qu’en général u n’appartient
pas & H>*(2) [ni 4 H*(Q)] si fe C(KQ) ().
Soit & ={x, yeR?; y>o}. On pose
u(x, y)==<¢(]z|*) Rez'?, z=x+ iy,
ol £(r) est une fonction trés réguliére telle que
0LL(r) L pour r>.o,
@r)=1 pour o=r<r,
¢(r) =o pour rX 2.
Il est aisé de vérifier que 'on a

—Au+tu=f sur&,

(°) Ce résultat est énoncé dans [11] lorsque f€ H'(2), mais la méme démonstration
reste valable si fe L*(Q).

() La régularité de la solution des problémes mélés est étudiée en détail par
E. SuaMiIr dans [16].
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ol f est une fonction de classe C' sur £ et 4 support compact :

u>.o surdQ

Ju du 3
iy [ - =Y /2
on > o0 surdQ <dn 2t(]zlz) Imz! >

u (—)l—l = o0 sur dQ.
Jan

D’autre part, u n’appartient pas a H>*(R), ni a H*(Q).

IV.2. — Par contre, pour certains convexes, autres que des variétés
linéaires, on peut obtenir, avec des données réguliéres, des solutions
aussi réguliéres que I’on désire.

On se bornera ici 4 un exemple trés simple.

Soient A =— A, opérant de H| (L) dans H—'(Q) et
K.={veH(Q);|v|.L1}.

Soient fe H-'(Q), et u€kK,, la solution de I'inéquation
(IV.3) (f—Au,v—u)=o0, VvekK.

Il résulte de I'inéquation (IV.3) qu’il existe une constante 2 > o telle
que
(av.4) Au+iu=f.

En effet, on a :

— ou bien [Jul.<1 et Au=1{f, donc (IV.4) est vérifié avec 1 =o;

— ou bien [|ufl.=1 et alors

(u,v—u)=o0, Vvek,

par suite, il existe 2 > o tel que I’équation (IV.4) soit satisfaite.

Les théorémes classiques de régularité pour les équations linéaires
s’appliquent a 'équation (IV.4).

Signalons encore le probléme analogue associé au convexe

Ki= {veH;(Q);|v],<1} avec 1<<p<<- o0

Le convexe K; est fermé dans H,;(Q). Pour tout feH—'(Q),
il existe ueK; vérifiant I'inéquation

(IV..5) (f—Au,v—u)—=o, VveK,.

Le probléme (IV.5) s’interpréte de la fagon suivante. On a
— ou bien |ul,<1 et Au=f;

BULL. S0C. MATH. — T. 96, FASC. 2. 12



178 H. BREZIS ET G. STAMPACCHIA.
— ou bien [[ul|,=1 et il existe une constante i > o telle que
Au+ A|ulr2u=f.
Il est aisé de voir que si feLr (), alors ue H*>7(Q) et si f e L*(Q),
alors ue H*»!(2) pour tout 1<<f{<<+ oo; en particulier, si p>N,
ue C*(L) pour a = I—g[pour tout o <<a <1 si fe L” (Q)].

Dans le cas ol p est un entier pair, il est possible de démontrer que la
solution est assez réguliere si f est réguliére. Dans les autres cas, la régu-
larité que I'on peut obtenir dépend de p.

Le cas limite p = -} oo, c’est-a-dire
Ki=={veH{(2);|v|<L1 p.p. sur 2}
entre dans le cadre de la remarque II.2.

Plus généralement, on pourrait considérer le convexe
foem@; [ o0z
Q

ol ¢ est une fonction convexe.
L’équation associée est

Au+2o' (W)=

et la régularité de u dépend de celle de ¢.

APPENDICE.

Le procédé employé dans la démonstration du lemme III.4, pour
la construction de I'opérateur @, peut étre généralisé de la facon suivante.

Soient X un espace de Banach et a un opérateur monotone, hémi-
continu, borné de X dans X'.

Soit M un opérateur monotone hémicontinu de X dans X’ tel que

Mu=o si ||ul|<1
et
Mu— My, u—v)>allu—v|?, a>o,
Y u,v, avec 2| uj, o] < 3.

Alors il existe un opérateur monotone hémicontinu @ de X dans X'
et une constante k>. o vérifiant
au) =a@@  si |ul<y,
d(u) =kMu si [u|l>3.
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Démonstration. — Soit § une fonction numérique . o, réguliére telle que

d(r) =1, si o<Lr=o,

() =o, si r>3.
On pose

aw) =¢(llull)a@ + kMu.

Il est clair que @ est hémicontinu.

Montrons que @ est monotone.
1° Si|luf, ||v]|<L2, ona
a(u) = a(u) + kMau,
a() =a(@) + kMo,
d’olt
@@ —dap), u—ov)>o.
20 Siflull, [v][=3, on a
a(u) = kMu, a@) = kMo,
d’olt
@@ —dap), u—o)y>o.
30 SiaZ|ul,||v||<£L3, on a
(@) —a@), u—v) =@ (ul])a@—¢(|v]])a@), u—v)
+ k(Mu— Mv, u—v)
=d(llull)(@@)—a@), u—v)
+@Uul)—¢d ) (@), u—v)
+ kallu—v|?
=—cllu—v|P+ kaljlu—o]|?,
ol
¢=DMax{ Sup a(), Sup ¢'(r)!.
lag)vii<s 22123 §
Donce (d(w) —d (), u—v)> o si k est suffisamment grand.
On acheve la démonstration en considérant deux points arbitraires u, »

et en appliquant ce qui précéde aux extrémités des intervalles déterminés
par les boules de rayon 2, 3 sur la droite joignant u, v.
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