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SUR LES ALGEBRES DE WEYL

PAR

Jacoures DIXMIER.

Introduction. — Soient k un corps commutatif de caractéristique o,
et n un entier > o. On notera A,(k), ou simplement A,, 1’algébre asso-
ciative unifere sur k définie par 2n générateurs pi, qi, P2, @25 - - -5 Pns Gns
et les relations

[psq]l=1 “(i=1,2,...,0),
[P p;]=19s ¢;1=[ps» q;]=0  pour ij.

En particulier, A,(k) = k. Suivant une suggestion de SEcAL [11], nous
dirons que A, (k) est I'algébre de Weyl d’indice n sur k. Elle est cano-
niquement isomorphe a I’algébre des opérateurs différentiels a coefficients
polynomiaux sur k".

L’intérét des algébres de Weyl s’est accru récemment pour les raisons
suivantes. Soit N une algebre de Lie nilpotente sur G (corps des nombres
complexes). Soit E son algébre enveloppante. Alors, tout quotient primitif
de E est isomorphe & une algebre de Weyl sur G (cf. [4] pour un résultat
plus précis). Ce résultat a été généralisé dans[8] de la maniére suivante.
Soient N une algébre de Lie nilpotente sur k, E son algébre envelop-
pante, I un idéal bilatére premier de E, Z le centre de E/I (qui est intégre),
F le corps des fractions de Z. Alors (E/I) @z F est isomorphe a une algébre
de Weyl sur F. (Si I est primitif, et si k=G, on a Z=F =GC.) En parti-
culier, soient Z, le centre de E, et F, le corps des fractions de Z,.
Alors E @z, F, est isomorphe a A,(F,) pour un certain n. Comme F,
est le centre du corps des fractions de E [2], il résulte de [6] que 2n est
la différence entre la dimension de N et le degré de transcendance de Z,
sur k; autrement dit, n est le nombre appelé dans [3] défaut de commu-
tativité de N.

D’autres relations entre les algebres de Lie et les algébres de Weyl
sont démontrées dans [6].
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Un certain nombre de propriétés des algebres de Weyl sont presque
immédiates. Les éléments pigii...poqir (is, ji, ..., in j. entiers > 0)
forment une base sur k de I’espace vectoriel A,. L’algébre A, est intégre,
simple, de centre k, noethérienne & gauche et a droite, donc admet un
corps des fractions a gauche et a droite. Les seuls éléments inversibles
de A, sont les scalaires. On a A, =A4:R:4:Qx... QrA, (n facteurs)
(cf. [4], [6], [7]). Voici quelques propriétés moins immédiates. Toute
dérivation de A, est intérieure [5]. La dimension de Krull de 4, est n [9].
La dimension homologique de A, est comprise entre n et 2n—1 [10].
Une certaine dimension définie par I. M. GELFAND et A. A. KiriLLoOV
est égale 4 2n[6]. On trouvera dans [4] quelques résultats sur les repré-
sentations irréductibles de A;, et dans [11] un « lemme de Poincaré »
pour A,.

Le but de ce Mémoire est une étude assez approfondie de A, (nous
espérons revenir sur 4, plus tard). Nous poserons p, = p, ¢, = ¢, de sorte
que A, est engendrée par p et ¢ avec la seule relation [p, ] =1. Voici
les principaux résultats obtenus.

1° Toute sous-algébre commutative maximale de A, est intégre de
type fini sur k, de degré de transcendance 1 sur k (comme me I’a fait
remarquer A. A. KiriLLov, ce fait est conséquence facile d’'une démons-
tration de S. A. AmrTsur [1]). Il existe des sous-algebres commutatives
maximales de A, dont le corps des fractions n’est pas extension trans-
cendante pure de k.

20 Dans l'isomorphisme A,(F,)—>E®zF, rappelé plus haut, les
éléments correspondant aux générateurs canoniques de A,(F,) n’ont
pas de role privilégié dans E @z, F,. Il est donc intéressant de déterminer
les automorphismes de A,(F,). Rappelons que toute dérivation de A,
est intérieure. Comme les seuls éléments inversibles de A, sont les
scalaires, la propriété analogue pour les automorphismes est, bien entendu,
inexacte. Toutefois, on a le résultat suivant. Soient A€k, et n un
entier >.o; la dérivation A=ad<

n—+1
nilpotente, de sorte que ®@,; =exp A est un automorphisme bien défini
de A, tel que ®@,;(p) =p, Pny(q) =q + Ap*. On définit de méme un
automorphisme ®@; 5 de A, tel que ®,,(9) =¢, ®,:(p)=p-+ %q". Ceci
posé, nous démontrerons que le groupe des automorphismes de A, est
engendré par les @, et les @), .

p”+‘> de A, est localement

NoraTions. — On utilisera les notations &, A, p, ¢, ®,,, ®,, de I'intro-
duction. Si k est un corps commutatif, on notera k une cloture algébrique
de k. Si A est une algebre sur k, on notera A l'algébre A ®;k sur k.
Si z€ A, on notera adz, ou ad,x, I'application y ~ [z, y] de A dans A.
Les lettres X, Y désigneront des indéterminées. On notera Q le corps
des nombres rationnels, Z I’anneau des entiers rationnels.
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1. Quelques lemmes sur les polyndmes.

1.1. Si f=2a,¢,-X"Y/ek[X, Y], on notera E(f) I’ensemble des

couples (i, j) tels que a;; 7= o. Si p, o sont deux nombres réels, on posera

Vo,s(f)= sup (pi+aj),

LI)EE(S)

[on convient que v, ,(0) =—0c0]. On notera E(f, p, ) I'ensemble des
couples (i, j)e E(f) tels que pi + aj = v, 5(f); sif# o,ona E(f, 5, 0) £ 0.
Si E(f)=E(f, p,5), on dira que f est (o, s)-homogene de (p, 7)-
degré v, 5(f).

1.2. Lemme. — Soient fzz a; XY/, g:EB;,X" Y/, et p, o des

nombres réels. Posons

h=fg =1 X'Y,

fi= Y X'V,

LHEE(f,p,0)

9= 2 By XY,
&) € E (8 p,0)

Ql . .

h= Y Xy
L) EE (N p,0)

Alors hi=f.g, et v,s(h) = vp,c(f) + 0p,6(9)
La démonstration est laissée au lecteur.
1.3. LEmMmE. — Soit fek[X, Y] un polynéme (p, o)-homogéne de
(¢, o)-degré v.
. Jof of
(l) Oon a pXW —l—UYdTI—-Uf.
(ii) Si p ef ¢ sont linéairement indépendants sur Q, f est un mondme.

Démonstration. — Soit ¢ =X'Y/ avec pi +¢j =v. On a

Jdg 99 — i Xi—'Y/ i XY/ ' = (ol j
eX g5 T oY gy = XiXT Y/ 4+ e YjX' Y/ =(i + aj) g,

d’ou (i).
Si (i, )eE(f) et (i',j)€E(f), on a pi+ocj=pi'+0cj'=v, donc

p(i—1i')=0a(j’—j). Sous les hypotheses de (ii), on en conclut que f
est un monodme.
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1.4. LemmE. — Soient f, gek[X, Y] des polynémes (p, c)-homogeénes,
de (p, o)-degrés v, w

T Y ) ¢ g ¢ } 0 g l"q f Uf

Si de plus v et w sont des entiers, on a

Jof d of 0
% <(),}g (%, —_ 5% %> f-—$$+1 v+1 (g—t fw)

(i) On a

—ox (98 9 99Ny, of
PX(%TXW_FYW> wg 5—of 5%

Si de plus v et w sont entiers, on a

of o of 9
OX<()}£ dlg/ 05 0}g<> f—w+1 (+1 (g—vfm)

Démonstration. — Prouvons par exemple (i). D’aprés le lemme 1.3 (i),
on a

sy (2f 99 __ of 99
dX aY ~ 9Y 90X

:%(wg—pX§g> <Uf—def>07X wgf)f—

Supposons v et w entiers. Alors
J
S @1 =g (= %+ w %)

d’oll, compte tenu de ce qui précede,

of 99 _ of 9g it g o o
“Y<0X2W’W5X = g e ).

2. Filtrations de A,.
2.1. Le lemme suivant se trouve dans [7], théoréme XIV.
LemMmeE. — Soient i, j, I, m des erntiers >~ 0. On a
(p'g) (p'q™) = p+iq/+m—jlpi=tgm + gl—lj (—n)l(—r)priz2gitm=

— L) =) [ —1) (—5) prizdqron | ...



ALGEBRES DE WEYL. 213

Démonstration. — En simplifiant par p’ & gauche et ¢ a droite, on se
ramene aussitét au cas ou i =m = o. Admettons la formule

o — ptar S oyt (D) (1 pi=rgi—r
q/p’—p‘q'+2‘(—r)r!<r><r>pl '
r>i1

Alors
[+ p'l1=1g, P19+ ql¢’, p']
) AW .
——Ip =g+ ¢ (—1yr! (ﬂ) <r> P
. NN
—_ lpl—l q/ _|_2(_ I)"I‘! <-;> <1‘> pl—-rq1—r+1
r>a
YAV S
_2(_1)7” r> <r (l—r) p—r—1qi—,
r>1
d’ol

i+1nl — plag/+'— Inl—' q/ — 1]lpi— / Y r! J l l—r g j+1—r
g pt=ptg —Ip! ¢ —jlpt g+ Y () r-<, )
rx?

" J l — 1=
RN R
=p'g—( + 1) = g+ Y (=) rlapl g,

2
avec

o= (N (O + 2 () (e =0 ()

La formule est donc établie pour ¢/+!'p‘, et 'on passe de méme au cas
de ¢/ p'+'.

2.2, LEMME. — Soient x, y, z€ A, lels que z=uxy. Soient

IE:Eai/piqj, y::Z@i/piqi’ ZZHYiiPi‘I/-
Posons

f=Na,XV, g=3pXY, h=Y1,XY.

Alors
. Jf dg 1 0*f Jd*g 1 Ff dyg
h=l1=5y ox TH19v: ox: 3197 ox° T
Démonstration. — 11 suffit de le prouver pour x=piq/, y=p'q",

et alors cela résulte du lemme 2.1.
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2.3. Soientx———E a;;p'qg/ €A, et p, o des nombres réels. Par analogie
avec 1.1, on définit de maniere évidente E(x), v,,(x), E(z,p, o).

Le polynome Z a;; XY/ sera appelé le polyndme (p, )-associé a .

(i,/) € E (x,p,0)

2.4. LemME. — Soienf x,ye A, el p, o des nombres réels lels
que p 4o > o.

(i) Le polynéme (o, o)-associé a xy est le produzt des polynémes (p, o)-
associés a x et y.

(i) Up,ﬂ(xy) =0;,5(x) + ”p,r:(y)-

Démonstration. — 11 suffit d’envisager le cas ol x # o, y = o. Posons
z=uzy et introduisons les notations f, ¢, h du lemme 2.2. On a

V6,5(2) = 0,,6(f), V6,5(Y) = 0;,6(9), V5,6(2) = g, (h).
D’autre part,

V.o < g}é) Z0g0(f)—o, Us,o <g—‘}g<> = 0p,5(9) —p,
donc, compte tenu du lemme 1.2,
(:/Y’; g;g) = Vp.0(f)+ vp0(9) —p—7
pour p_-1, Comme p + o> o, le lemme 2.2 prouve que h=fg +1

avec v, 5 (1) < ,,6(f) + v,,5(g). 11 suffit alors d’appliquer le lemme 1.2.

2.5. ProposiTiON. — Soit x un élément non scalaire de A,. L’appli-
cation P> P(x) de k[ X] dans A, est un isomorphisme de k[ X] sur k[x].

Démonstration. — On a v, ,(x) > oetv, (") = nv, , (), donc 1, T, 22, ...
sont linéairement indépendants sur k.

2.6. LEmME. — Soient x, y, z€ A,, ltels que z=[z, y]. Soient
r=Nayp'gs  y=XBupy, 2= 1P
Posons
[=Y XY, g=3p,XY, h=X7,XY.
Alors

T 0X Y 09Y 0X X* 0Y* JY*0X?

L1 (P Py Of oy
X' 0Y? W()X

W Of 99 Of dg (dzf 0rg  of dﬂg)
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Démonstration. — Cela résulte du lemme 2.2.

2.7. LEMME. — Soient x et y des éléments non nuls de A,, p ef o des
nombres réels lels que p-+o>o. Posons v=uv,,(), w="0,s().
Soient f, et g, les polynémes (p, c)-associés a x et y.

(i) Il existe un couple (t, u) d’éléments de A,, el un seul, possédant les
propriétés suivantes :

@ [z, y]l=t+u;

b)) EQ)=E({, p,0) et v,6() =v+w—(p +2);

(©) vpe(@)<v+w—(p + 0).

(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes -

(i) t=o;

of dg,  Of: 9¢,

(ll-_)) F)Xﬁ_d)}_’d—}z = 0.

Si v et w sont des entiers, ces conditions sont encore équivalentes a la suivante :

(ii;) ¢4 est proportionnel .a f¥.
. . P df1 ()gx ()fj 091
(iii) Si t3# o, le polynéme (p, o)-associé a [z, y] est IX 9Y " 9Y oX’

Démonstration. — Introduisons les notations du lemme 2.6. Alors h
1

3—;‘ g%; — %, g%, qui est (p, @)-homogéne de (p, o)-

degré v+ w—(p + o), et d’'un polynéme h* tel que .

Vo,c(M)<v+w—(p+ o).

est la somme de

Ceci prouve (i), (iii), et I'équivalence (ii,) <> (ii.). Si v et w sont des
entiers, I’équivalence (ii,) < (ii;) résulte du lemme 1.4.

3. Graduation de A,.

3.1. Quand (p, o) tend vers (1, —1) ou (—i1, 1) (avec p-+ o> o),
la filtration v,, de A, tend vers deux filtrations « opposées » En fait,
la situation limite est plus précisément une graduation, comme on va
le voir. Pour n€Z, posons

An— E kpig.

i—j=n

Alors A, est somme directe des A", et il résulte du lemme 2.1 que
ArAn c Aw+n', Autrement dit, A, est une algébre graduée par les A"

3.2. On a
(pe)p=p@p—p9 + p*q=—p+ p*q=p(pg—1),
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donc, si fek[X],
f(pg) p = pf(pg —1),

et par suite, si n est un entier > o,

(1) f(p9) p* = p*f(pqg—n).
De méme .
(2) 7*f(pg) = f(pg—n) q".

En particulier,
prq'=p(pg) "~ =p ¢ (pg + n—1),

d’out par récurrence

® ¢ =pg(pg+1)(pg+2)...(pg+n—i),
(ceci est le théoréme XVI de [7]). On déduit aussitot de la que
A® =k[pq].

3.3. Pour n entier .0, on a

Ar = pll.AO — pnk[pq]’
A~ =A'q =k[pq]q"

Si f, gek[X], il résulte de (1) et (2) que

p*f(pg) p” 9 (p9) = p™+" f(pg —n') 9 (P9)s
f®e9 ¢ 9(p9) ¢° =1f(pg) 9 (pg—n) g~

4. Commutant d’un élément.

4.1. Si A est une algébre sur k, et si x€ A, on notera C(x; A) ou
simplement C(x) le commutant de = dans A.

4.2. TukoriME. — Soif x un élément non scalaire de A,. Le commutant
de x dans A, est commutatif et est un module libre de type fini sur k[zx].

Démonstration. — Celle de [1], théoréme 1, s’applique mot pour mot
(bien que 'algébre considérée dans [1] soit légerement différente de A,).

4.3. CoroLLAIRE. — Soit B une sous-algébre de A,. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) B est une sous-algébre commutative mazximale de Ay;
(ii) il existe un élément non scalaire x de A, tel que B = C(x);
(iii) B =k, et, pour tout élément non scalaire y de B, on a B = C(y).
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Démonstration.

(i) = (iii). Supposons B commutative maximale. Il est clair que B ;£ k.
On a évidemment Bc C(y), d’ott B = C(y) d’aprés la maximalité de B
et le théoréme 4. 2.

(iii) = (ii). Evident.

(ii) = (i). Supposons qu’il existe un élément non scalaire x de A,
tel que B = C(x). Alors B est commutative (th. 4.2), et zeB. Si ye A,
commute 4 B, y commute & x, donc y€ B. Donc B est une sous-algébre
commutative maximale de A,.

4.4, CoroLLAIRE. — Soient B une sous-algébre de A, distincte de k,
B’ son commutant dans A,.

(i) Si B est non commutative, B' = k.

(ii) Si B est commutative, B’ est une sous-algébre commutalive maxi-
male de A,.

Démonstration. — (i) résulte aussitét du théoréme 4.2.

Supposons B commutative. On a Bc B’, donc B’ contient le commu-
tant B” de B’ dans A,. Comme Bk, B’ est commutative d’aprés le
théoréme 4.2, donc B’ c B” et finalement B’ = B”. Donc B’ est une sous-
algébre commutative maximale de A,.

4.5. COROLLAIRE. — Si x ef y sont des éléments non scalaires permu-
tables de A,, on a C(x) = C(y).

Démonstration. — Comme y € C(x), cela résulte du corollaire 4.3.

4.6. CoroLLAIRE. — Soient C une sous-algébre commutative maximale
de A, y un élément de A,, et Pek[X] un polynéme non scalaire.
Si P(y)eC, on a yeC.

Démonstration. — Si yek, c’est évident. Si y¢k, on a P(y)¢k
(prop. 2.5), donc ye C(P(y)) = C d’aprés le corollaire 4.3.

4.7. CorOLLAIRE. — Dans A,, Uintersection de deux sous-algébres
commutatives maximales distinctes est réduile a k.

Démonstration. — Si deux sous-algebres commutatives maximales B,
et B, de A, ont en commun un élément non scalaire x, on a B, = C(z) = B,
d’aprés le corollaire 4.3.

4.8. CorOLLAIRE. — Soit N une algébre de Lie nilpotente sur k, de défaut
de commutativité égal a 1. Soient E son algébre enveloppante, x un élément
non central de E. Alors le commutant C(x; E) est commutatif.

Démonstration. — D’aprés ce qu'on a rappelé dans lintroduction,
E se plonge dans une algébre A, (F), ou F désigne le corps des fractions
du centre de E. Il suffit alors d’appliquer le théoréme 4.2.
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4.9. Tl serait maintenant facile de démontrer pour E des propriétés
analogues a celles de 4.3-4.7 pour A,. D’autre part, soient L I'algébre
de Lie résoluble non commutative de dimension 2 sur k, et F son algébre
enveloppante. Alors F est isomorphe a la sous-algébre de A, engendrée
par p et pq, donc le théoréme 4.2 et ses corollaires 4.3-4.7 restent valables
en remplacant A, par F.

5. Sous-algébres commutatives.

5.1. THEoREME. — Soit B une sous-algébre commutative de A,, distincte
de k. Alors B est intégre, de type fini sur k, de degré de transcendance 1
sur k. Pour toute sous-algébre B, de B distincte de k, B est un module de
type fini sur B,.

Démonstration. — Choisissons un élément non scalaire x de B,.
D’aprés 4.2, I'algébre commutative C(x) est de type fini sur k et est
un module de type fini sur k[x]. Comme ’anneau k[x] est noethérien, B,
qui est contenu dans C(z), est un module de type fini sur k[z] (et a fortiori
sur B;). Il résulte de 14 que 1’algebre B est de type fini sur k. Tout élément
‘de C(x) est algébrique sur k[z], donc B est de degré de transcendance 1
sur k.

5.2. La structure précise des sous-algébres commutatives maximales
de A, ne semble pas facile a préciser davantage. Nous pouvons seulement
donner les propositions 5.2, 5.3 et 5.5 ci-dessous.

ProposiTioN. — Soit x un élément de A,. Soient o> o, 0> o et f(X, Y)
le polynéme (p, o)-associé a x. On suppose qu’il n’existe aucun poly-
néme fi (X, Y) et aucun entier n>>1 tel que f soit proportionnel a f7.
Alors C(x) =k[x].

Démonstration. — 11 existe des entiers p’> o, ¢’> o tels que f soit le
polynéme (p', ¢')-associé a x : c’est évident si p et ¢ sont linéairement
dépendants sur Q, et sinon, cela résulte facilement du lemme 1.3 (ii).

On supposera donc désormais que p et o sont entiers. Soient ye C(x),
et ¢ le polyndme (p, o)-associé a y. Montrons, par récurrence sur v, (Yy),
que yek[x]. Cest évident si v, ;(y) =o. Supposons-le prouvé pour
v, o(y) < w, et envisageons le cas oll v, 5(y) = w > o. Posons v = v, ().
On a v> o (sinon f serait une constante, et I'hypothése faite sur f
ne serait pas vérifiée). D’aprés le lemme 2.7, f* est proportionnel
a g°. Soient v’ et w’ les quotient de v et w par leur p. g.c. d. Alors f*
est proportionnel a ¢. En utilisant les décompositions de f et g en
facteurs irréductibles, on en déduit I'existence d’un polynéme h(X, Y)
tel que [ soit proportionnel a h*. D’aprés I'’hypothése faite sur f,
on a v’ =1. Donc ¢ est proportionnel a f*. Donc il existe 2€k tel que
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Vo, c(y — 22") <0, 5(y). On a y—2rx+'eC(x). D’aprés I'hypothése de
récurrence, y —2x" € k{x], d’ou ye k[gx].

5.3. On a C(p) =k[p], C(q) =k[q], soit d’aprés la proposition 5.2,
soit par un raisonnement direct immédiat. D’aprés le corollaire 4.5,
on en déduit que C(p*) =k[p], C(¢") = k[q] pour tout entier n> o.
Voici maintenant un commutant moins évident.

PropositioN. — Soient i ef j des entiers ftels que i>.j> o. Soit d
leur p. g.c.d. et posons i =1i'd, j =j'd.
(@) Si i=j, on a C(p'q’) = k[pq].
(i) Si is=j el ') +1, on a C(pig’) = K[p'g’].
(iii) Si i'=j'+1, on a
p'¢ =(p(pg+d—1)(pq+2d—1)...(pg +j d—1)),
C(p'¢)) =klp(pg +d—1)(pq + 2d—1)...(pg +j'd—1)].

Démonstration. — On a [pq, p] =—p, [pg, 9] =g, donc
(4) [pg, p'q"]=(m—1Dp'q",

’

d’ou

C(pg) =Y kp'q' =k[pq] (cf. 3.2).

>0

Compte tenu du corollaire 4.5, on en déduit que C(p’q’) = k[pq] pour
tout entier > o.

Supposons désormais i > j > o. Puisque A, est graduée par les A"
et que piq/ € A=/, C(p'q’/) est la somme de ses intersections avec les A",
Soit y un élément non nul de C(p'q/)n A*. Soient f et g les polyndmes
(1, 1)-associés a p'q/ et y. On a f(X, Y) =X‘Y/. D’aprés le lemme 2.7,
une puissance de ¢ est proportionnelle & une puissance de X!Y/. Donc
il existe des entiers m, n tels que m > n> o et que ¢(X, Y) soit propor-
tionnel a X Y”., Ceci prouve ue v>o. Donc il existe un polyndme
non nul he k[ X] tel que y = p” h(pg). D’aprés (3), on a

p'¢/ =p~/ pq(pq+1)(pq + 2)...(pg +j—1).
D’aprés 3.3, le fait que y commute avec piq/ s’écrit donc
(pg—0) (pq +1—)...(pq +j—1—0) h(pq)
=h(pg— (I —j) pg(pg+1)...(pg+j—1)
ou
AX)X—)X—v+1)...X—0v+j—1)
=h(X—((—j)XX+1)...X+j—1).
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Pour tout i€k, soit p(x) la multiplicité de 4 comme zéro de h(X).
L’égalité précédente entraine, en notant d; la fonction caractéristique
de {2} dans k,
®) p@)—p(—(@—j)
= (60 + 6_1 + oo + 6—(1’—1)_“ av_ 6‘-_1—'—- R a“—(/—”) ())

quel que soit 2 dans k. Comme p. est nulle sauf pour un nombre fini de
valeurs de 2, ceci prouve (en se placant dans une cloture algébrique de k)
que h est déterminé a une constante multiplicative prés, donc que
dim; (C (p'¢/)NnA*) =1.

Pour tout a€Z, soit T', la classe de congruence modulo i —j de a.

Alors
@) =Y p—i—))

rel’, reTl',
Donc (5) entraine

(6) CardT.nf{o, —1, —2, ..., —(j—1)})
=Card'.n{v, v—1,0—2, ..., 0v—(—1)}).
Or il est clair que '
() Card@.nf{o, —1, —2, ..., —(j—1)})
> Card(Toin o, —1, —2, ..., —(j—1)})
= oel, et —j&l,
et
®) CardT'.n{v,v—1, ..., v—(—1)})
> Card(Xooin{v, v—1, ..., v—(—1)})
= vel, et v—jgl.
Supposons d’abord j non divisible par i —j. Alors
oel, = —j&l, vel, = v—j4¢l,
donc (7) et (8) entrainent
CardT.n{o, —1,—2, ..., —(—1)})
> Card(T'prinfo, —1, —2, ..., —(j—1)}) < o€l
et
Card(T.nf{v,v—1, ..., v—(j—1)})
> Card(Toniv,v—1, ..., v—(j—1)}) < vel..

D’apres (6), on a done
oel, = vel,
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donc v est divisible par i—j. Comme (pi¢/)/‘—"eC(pi¢/)nA" et
que dim(C(pi¢/)nA”)=1, on a C(p¢/)nA*=k(p'q¢/)"/“=). Donc
C(p'q¢/)ck[piq/] et finalement C(piq/)=k[p'q’/].

Supposons maintenant j divisible par i —j. Alors d =i—j, donc
i"=j'4 1. Par suite,

p'q¢/ =p’'pYq7
=p’pq(pq +1)(pq + 2)...(pg + dj'—1) d’aprés (3)
=p?pq(pq + d) (pq + 2d)...(pq + (j'—1)d)
A(pg+1)(pg+d+1)(pg+2d+1)...(pg+ (j'—1)d +1)
A(pg+d—1)(pq + 2d—1)(pg + 3d—1)...(pg +j'd—1)
= (p(pq +d—1)(pq + 2d—1)...(pg +j'd—1))" d’apres (1).

Posons x =p(pqg+d—1) (pqg+ 2d—1)...(pq +j'd—1). Le poly-
noéme (1, 1)-associé a = est X/*+1Y/, D’aprés la proposition 5.2, on a
C(x) =k[z]. D’autre part, C(p'¢/) =C(zx?) =C(x) d’aprés le corol-
laire 4.5.

5.4. LEMME. — Soient u el v des éléments d’une algébre associative sur k,
et a=u*+ 3(uv + vu), b =u*-~ 4v. Soient v' =[u, v], v" =[u, v']. On
suppose que

(9) V' =—120%

Alors on a

(10) a*— b =oufv, v'] 4 2+ 8v°.
Démonstration. — On a

a@—b'=u'4 3u‘v + 3uivu + Jwu’
+ qguvuv + guv*u + 3vu* 4 govu*v + gvuvu
— (U4 4utv 4 futoud -+ 16 2 v? + fout - 16 vt v 4 160U+ 640%)
=c-+d,
avec
¢ =—1u'v 4 3uwPvu + 3uvud—vut— Ludvu?,
d = guvuv + guv*u— jvuv 4 gvuvu —16 U V> —16 V2> — 64 0°,
Or
uou = utv—u'v,
wou? =wou—uwv'u=uv—uwv'—uv'u,
wu? = wo*—w'w? =uv—uwv'—uwv'u—uw' u?,
vut = upwP—v'uw = ut v — 1Py’ — wv'u — ' —v' ud,
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d’ou
c=—uV'+ 2w u—a2w' w4 v'u’.
Or
wv'u=uwv —uv’,
w'w? =wv'u—u"u=uwv—uv"—uv"u,
vV =w' w—v"' = —uwv"—u"u—ro"u,
d’oul
c=—u"+w'u—v"'w=—ulu, '] —0v"w
=r1aulu, V] + 1202w =120V’ + v'V) + 120° U2
Alors

a?—b=c+d=r12u(v +0'v) 4+ e— 6403,

avec e = guvuv -+ guv*u—you*v 4 gvuvu — 16U v — {2 U,
Or
vuvu = p*u?+ vv'u,
uv*u = vuvu + v'vu = v2u* -+ vv'u + v'ou,
vu?v = puvu -+ vuv’ = v*u? -+ vv'u + vuv’,
upuy = uv*u -+ uwv’ =v:u>+ vv'u-+ v'ou -+ uvr’,
up? = upuv -+ uv'v=v*u> 4 vv'u + v’ vu + uvv’ 4+ vu’'v,

d’ou
e=  4ov'u+ ov'vu—youv'—yuvv’'— 16w’ v
= 4uovo'— 4@+ vv") + 2uv'v—2(v2 + 0" D)
— quvv’ + 70— yuvv’'—16uv’v
=—rtoupt' —14uv'v + v2— 4ovo"— 20" v.
Donc
@— b =ouvv’'—ouv’'v + v'*— fov"— 20" v — 64 1*
=oufv, v'] 4+ v+ 480" + 24v° — 64V°
=oufv, v'] 4+ v* 4 8v°.
5.5. ProrositioN. — Il existe dans A, une sous-algébre commutative

maximale dont le corps des fractions n’est pas extension transcendante
pure de k.

Démonstration. — Soit x€k. Posons u=p'+4 ¢*4 o, v = é p. On a
[ll, ”] =[q2’ ';pJ =—9q
[ll, [ll, v]]ZIP"’ '—‘q] =—3p2 =—120D%
Soient x = u*+ 4v, y = u*+ 3 (uv + vu). D’aprés le lemme 5.4, on a

y—o=p’+ ¢+ a)[ép, —q] +¢+p=—uo
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Donc y* commute a x, et par suite x et ysont permutables (cor. 4.5).
Soit D = C(x) = C(y), qui est une sous-algébre commutative maximale
de A, (cor. 4.3). Pour « £ o, le corps des fractions de k[x, y] n’est pas
extension transcendante pure de k. D’aprés le théoréme de Liiroth,
le corps des fractions de D n’est pas extension transcendante pure de k.
(Cet emploi du théoréme de Liiroth m’a été suggéré par P. SamUEL.)

5.6. Conservons les notations précédentes. On peut montrer, en utili-
sant le lemme 2.7, que D =k[z, y]. Pour « = o, on a donc un exemple
de sous-algébre commutative maximale de A, qui n’est pas isomorphe
4 k[X], mais dont le corps des fractions est isomorphe a k(X). Celle-ci
n’est pas intégralement close.

6. Classification des éléments de A,.

6.1. Soient A une algébre associative sur k, et x€ A. Pour tout yeA_,
posons Vy=2 k(adx)*y. On notera F(x; A), ou F(x), I’ensemble des

nx0 . —

yeA tels que dim V, < +o0. On a F(x; A) = F(z; A) Q:k.
Si 2ek, on notera F (x, 4; A) ou F(z, 1) I'ensemble des yeF (x; A)
tels que toutes les valeurs propres de (ad ;x) | V, soient égales a 2, autre-
ment dit 'ensemble des ye A tels que (ad ;2 — )\)“y soit nul pour n

assez grand. D’aprés la théorie des endomorphismes dans les espaces
vectoriels de dimension finie, on a

(11) F(zx; A) =@ F(x, 2; A).

rek
D’autre part, il est connu et facile a voir que
(12) F(x,l;ﬁ).F(x,p;A)cF(x, A4 A)

(parce que ad ;x est une dérivation de A). Donc F(x; A) est une sous-
algebre de A, graduée par les F(x, 1; A), et F (x; A) est une sous-algébre
de A.

Si 2e€k, on posera F(x, 4; A) =F(x, I;A)nA, de sorte que
F(x,3; A) =F(x, :; A) Q:k. La somme des F(x, ; A) pour i€k
est directe mais distincte de F(r; A) en général.

6.2. L’ensemble F(x, o; A) sera noté N(z; A) ou N(x). C’est l'en-
semble des y€ A tels que (ad ;x)| V, soit nilpotent, ou encore I'ensemble
des ye A tels que (ad,x)*y soit nul pour n assez grand; c’est une sous-
algébre de A. Pour n =o, 1, 2, ..., on notera N(x, n; A) ou N(z, n),
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le noyau de (ad,x)"+'. Ainsi, N(z, o) = C(z), et N(x) est réunion de la
suite croissante des N(x, n). Si b, b’€ A, on a

n-+n'

19 @anprob) = X ("7 ) aday b Gadayn,

Il résulte de 1a que
N, n) N(x, n')cN(x, n + n’).
Autrement dit, I’algébre N(x) est filtrée par les N(z, n).
6.3. Si Aek, on notera D(z, 4; A) ou D(x, 1) ensemble des ye A
tels que (ad;x)y = 2y. On a D(x, 2; A)c F(x, 2; A), et
(14) F(x,2;A)#0 < Dz, 2;A)Fo.

On notera D(z; A) la somme des D(z, 4; A) pour A€k, de sorte que

(15) D(z; A) = @ D(x,2; A4).

rek
On posera
D(x) =D(z; A) =D(x;A)n A,
de sorte que D(x; A) = D(x; A) ®:k. 1l est immédiat que

(16) D(x,3;A).D(x, p;A)cD(x, 1+ p; A).

Donc D(x; A) est une sous-algébre de A, graduée par les Dz, i; A),
et D(x; A) est une sous-algébre de A.

Si A€k, on posera D(z, 2; A) = D(x, »; A)n A, de sorte que
D(x, 2; A) =D(x, ; A) Q:k.

La somme des D(z, 4; A), pour A € k, est directe, mais distincte de D(z; A)
en général. On a D(x, o; A) = C(x; A).

6.4. LEMME. — Soient A€k et ze A lels que (adx — 4)*z = o. Alors
(17) (adz—ni)yzr =n!((adx—7) 2)" pour n=r1, 2,3, ...
(18) (adx—ni)y*+'z" =o.

Démonstration. — L’hypothése (adx — 4)*z = o s’écrit

(adz—24)zeD(z, 2).

D’aprés (16), on a
(19) ((adx—2A) z)*€ D(x, nk) pour n=r1,2,3, ...
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L’égalité (17) est claire pour n =1. Admettons-la pour n. Alors
(adz—(n + 1) )+t = (adz — (n + 1) 1)+ (22.2)
= ((adx—ni)*+1z").z 4 (n 4 1) ((@dx—n1)*z?) .((adx —2) 2)
+ é (n + 1) n((@dz—nay—z7) . ((adz — 2)22) +. . .
= ((adx—ni)*+z7).z + (n + 1) (adx —ni)"z") . ((adx — 1) z2).
D’aprés (19) et I’hypothése de récurrence, on a
(adx —ni)y+tzr = (ade—n4) (n! ((adx — 2) 2)?) = o,
donc
(adx—(n 4 1) )+ z+t = (n +1) (adx—nA)* z7?).((adx — 1) 2)
=(n+1)nl({(adz—2) z)*.((adz—2) 2)
=(n+1)! ((adz—2) 2)"+,
ce qui achéve la démonstration de (17). La formule (18) résulte de (17)
et (19).
6.5. Désormais, nous revenons a I’étude de A,.

PROPOSITION. — Soit 2 un élément non nul de k. Soit x€ A,. On a
D(z, ) = F(x, %).

Démonstration. — On peut supposer k = k. En remplagant x par A—'z,
on se rameéne a prouver que D(z, 1)=F(z, 1). Supposons D(z, 1) # F(z, 1).
Alors il existe des éléments non nuls y, z de A, tels que

(adz)y =y,
(adx —1)z:% o,
(adzx—1)*z =o.

Supposons qu’on ait une relation de la forme

Z djzi=o0 (i, ] entiers > o),
i

avec d;;€ D(z, j). Nous allons montrer que les d;; sont tous nuls. Comme
dijz e F(x, i + j) d’apres (12), et que la somme des F(z, ) est directe,
on se rameéne au cas d’une relation de la forme

d;z" -+ di 2 4 dH,r_»Z’H_z +...=o,
avec d; € D(z, j), et il s’agit de montrer que les d; sont nuls. Or
(adz— (n + )" (dir ")

:Z <l;) (adx — (l + l))"di+[ . (adx— (n _ l))"—"zn—l.

BULL. SOC. MATH. — T, 96, FASC. 3. 15
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Comme (adz — (i + ))'dis= o pour r > o, cela est égal a
dis. (adx —_ (n J— l))nzn—-[

donc, d’aprés le lemme 6.4, est nul si > o et égal a d;n! ((adz —1) 2)"
si [ = o. Par suite,

o=(dr— @+ )" (diz" +di1 2"+ di2 22 4. . )
= nld;((adx —1) 2)~.
Puisque A, est intégre, on en conclut que d;= o. On prouve ensuite
de la méme maniére que diy =0, dpps=o, ....

Montrons maintenant que les x"y/z!(r, i, j entiers > o) sont linéai-
rement indépendants sur k. Considérons une relation

Zk,ﬁx’y/‘ Zi=o0 avec A, €k quels que soient r, 1, j.
ri.g
Comme z'y/€D(z, j), on déduit de ce qui précéde que
Zl,i,‘x"y/ =o0 quels que soient i et j,
d’ou
Z)\,.,-,-x" =o0 quels que soient i et j,
donc 2,.; = o quels que soient r, i, j (prop. 2.5).

Or, ce résultat contredit le fait que la dimension de Gel'fand-Kirillov
de A, est égale & 2. [Les 2"y/z, pour r +j + i = N, engendrent un

espace vectoriel de dimension % (N + 3) (N + 2) (N + 1); or, si

m =sup (), 1Y), v1.1(2),

ces 27y’ z' sont combinaisons linéaires des p*q® avec a + b = Nm, donc
engendrent un espace vectoriel de dimension < é (Nm + 2) (Nm + 1);
il y a contradiction pour N assez grand.]

6.6. CoroLLAIRE. — Pour fout x€ Ay, on a, ou bien F(xr) = D(x),
ou bien F(x) = N ().

Démonstration. — On peut supposer k = k. D’aprés la proposition 6.5,
on a

F@ =Y F@)=N@+ Y D@ 1) =N@ +D(@),

A€k hEk L0
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et d’autre part N () n D(x) = C(x). Supposons F (z)# N (z) et F(z) = D(x).
D’une part, il existe un 2 non nul dans k et un y non nul dans D(zx, 2);
d’autre part, il existe un z€ 4, tel que (adx)z £ o, (adx)*z = o. Alors

(adx—1) (y2) = y((adx) 2) = o,
(adz—2)*(yz) = y((ad2)'z) = o

donc F(z, 2) # D(x, %) contrairement a la proposition 6.5.

6.7. CorOLLAIRE. — L’ensemble A,—{ k| est réunion disjointe des
sous-ensembles suivants :
(i) U'ensemble A, des x€ A,— { k| tels que N(x) = A,, D(z) = C(x);
(ii) 'ensemble A, des x€ A,— | k| tels que N(zx) # A;, N(z) # C(2),
D(x) = C(x);

(iii) U'ensemble A; des x€ A,— | k| tels que D(x) = A,, N(x) = C(x);

(iv) Uensemble A, des x€ Ay— | k} tels que D(x) # A,, D(x) # C(x),
N(@) = C(2);

(v) Uensemble A, des xe A,— | k} tels que D(x) = N(x) = C(x).

Démonstration. — 11 est clair que les A; sont deux a deux disjoints.

D’autre part, si x& A5, on a : ou bien N(x) 7= C(x), ou bien D(x) = C(x).
Dans le premier cas (resp. le deuxiéme), on a D(x) = C(z) [resp.
N (z) = C(x)] d’aprés le corollaire 6.6, donc z€ A, U A, (resp. x€A;UA,).

6.8. On dira que les éléments de A, UA, (resp. de A,) sont de type
nilpotent (resp. de type strictement nilpotent), et que les éléments de A, U A,
(resp. de A;) sont de type semi-simple (resp. de type strictement semi-simple).
On verra qu’aucun des ensembles A; de 6.7 n’est vide.

7. Eléments z tels que C (z) = F (x).

7.1. La proposition 7.4 fournira beaucoup d’exemples d’éléments x
tels que C(x) = N(x) = F(x). Elle jouera aussi un role essentiel dans la
détermination des automorphismes de A;.

7.2. LEMME. — Soit x€ A,. Considérons F(x) comme un C(x)-module
(@ gauche par exemple), et supposons que ce module soit de type fini.
Alors F(x) = C(x).

Démonstration. — Supposons N (z) ;7 C(x). Soit (s, ..., y-) un systéme
générateur du C(z)-module N (x). Il existe un entier n > o tel que

(adz)*y, =...=(adx)"y.=o.
Alors (adx)*(N (x)) = o. Or, il existe un ye N(x) tel que
(adz)y £ o, (adx)y = o.

D’aprés le lemme 6.4, on a (adx)*y*£ o, d’ou contradiction.
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Supposons D(z) = C(x). Comme D(x, 4) 7 o implique D(z, n3) £ o
pour tout entier n > o, D(x) est une somme directe infinie de sous-C (z)-
modules non nuls, d’oit contradiction.

7.3. LEmME. — Soient p, o des entiers > o. Soient x€ A,, ye F (),
U =0,5(2), w =0,5(y), [ el g les polynémes (p, o)-associés a x el y.
On suppose que v > p + o et que f n’est pas un monéme. Alors on est dans
lun des cas suivants :

(a) f* est proportionnel a g*;

(b) @ > p, o est multipledep, et f(X, Y) est dela forme 1 X*(X°/? + 1 Y)8,
ol A, €k et ol «, 3 sont des entiers > o;

(c) p > o, pestmultipledes, et f(X, Y) est de la forme 2 Y*(Y?/° 4+ p.X)8,
ol A, p.€k et oit «, 3 sont des entiers > o;

d)p=oc, e f(X,Y) est de la forme A(pX +vY)*(u'X + v’ Y)B,
ol A, p, v, p/yv'ek el olt a, 3 sont des entiers > o.

Démonstration. — Posons y, = (adx)*y, pour n =o0, 1, 2, .... On a
Vo6 (o) = w. 1l est impossible qu’on ait v, (Y. =w +n@—p—o)
pour tout n [car v —p —a > o et ye F(x)]. Il existe donc un n> o

tel que
Vo,o(Ym) =W 4+ m@p—p—o0) pour m<n,

Vo0 (Yns) < W+ (04 1) (0 —p—0).
Soit h le polynome (p, o)-associé & y,. Posons v, .(y,) ={. D’apres le
lemme 2.7, f* est proportionnel a h*. Sin = o,onay,=y, h=g,t =w,
et nous sommes dans le cas (a). Nous supposerons donc désormais
que n > o. On peut donc considérer y,_,. Soit I le polynoéme (p, o)-associé
4 Yos. On a vp6Yn) — vp,6(Yn—1) =v—p —o, donc

Vo,6(Yn—1) =t—0v +p + 0.

Alors

sYh =ay<ﬂ oL _or dl) [lemme 2.7 (iii)]

= f—t+v——p—o’+1 [+t dix (l—u,‘t—v+p+a) [lemme 1.4 (l)]
d’ou, puisque f* est proportionnel a h?,

O

En utilisant le lemme 1.4 (ii) au lieu du lemme 1.4 (i), il vient de méme

w0 )y
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Considérons f, h, | comme des polynoémes en X a coefficients dans k(Y).
Soit ne k(Y). Si p est zéro de % d’ordre v > o et zéro de f d’ordre v/ o,
la relation (20) prouve que w4 (p +o)v'—1=@@ +1)v + (p + 0)v/,
ce qui est absurde. Donc Igln’a pas de zéro dans k(Y). Ainsi, %l e k(Y)[X].
En utilisant (21), on voit de méme que I];l € k(X)[Y]. Donc il existe un
polynéme non nul mek[X, Y] tel que fl =hm. Comme f (resp. h, I)
est (p, o)-homogéne de (p, o)-degré v, (resp. {,{—v 4 p + ), m est
(p, ©)-homogéne et

Upo(m) =v4(l—v+p+0)—l=p+o.

Les relations (20) et (21) s’écrivent maintenant

() fp+c B fp+c

(22) ﬁ(‘ﬁ?) =Y
() fp+o'\ B fp+c

(3) W(W) =X

Considérons f et m comme des éléments de k(Y)[X] (resp. k(X) [Y]).
D’apreés (22) [resp. (23)], tout zéro de f dans k(Y) [resp. k(X)] est zéro
de m dans k(Y) [resp. k(X)].

Si m était un mondéme, on en déduirait que f est un monoéme, contrai-
rement & I’hypothése. Donc E(m) (cf. 1.1) contient au moins deux
éléments. Or, si (i, j)e E(m), on a pi +o0j =p 4 o0c. Sii>oetj>o,
on a nécessairement (i, j) = (1, 1). Comme E(m) ne se réduit pas a (1, 1)
d’apres ce qui précéde, E(m) contient ou bien un point de la forme (i, o),
d _: ’, 0}, ou bien un point de la forme (o, j),

/

qui est nécessairement <

P+
g

>- On est donc dans I’'un des cas suivants :

{

qui est nécessairement <o,
Premier cas : p < o, o est multiple de p, E(m) = (1, 1), <1 + g, o> ;, et

m(X, Y) =pXt+0/0 + v XY avec u,vek, P o, v Z o.

Deuzxiéme cas : p > o, p est multiple de o, E(m)=«j (1, 1), <o, 1+ S_) ‘5 et

mX, Y)=pY'+e/o L v XY avec u, vek, P # o, v £ o.

Troisiéme cas : p = o, E(m)c{ (2,0), (1, 1), (0, 2) }, et
mX,Y)=pX+vXY +¢V2

avec deux au moins des éléments u, v, { non nuls.
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Placons-nous dans le premier cas. Alors me k(X)[Y] a un seul zéro
dans k(X). Donc fek(X)[Y] a pour unique zéro dans k(X) ce zéro
de m. Donc il existe un entier 3 > o et un élément 7(X) de k(X) tel
que f=7(X) (vY + pX°/¢)8. Comme v £ o, on a 7(X)ek[X]. D’autre
part, tout zéro de f€k(Y)[X] dans k(Y) est zéro de me k(Y)[X]. Ceci
prouve que tout zéro de 7(X) est nul, donc que 7(X) est un monome.
Aux notations prés, on est dans la situation (b) de 1’énoncé.

On voit de méme que, dans le deuxiéme cas, la situation (c) de I'énoncé
est réalisée.

Plagons-nous dans le troisieme cas. Si { =o, on a ¢ o0, v = 0;
on peut raisonner comme dans le premier cas, et I'on est dans la situa-
tion (d) de I’énoncé. De méme si . = o. Supposons p. = o et { # o.
SimX,Y)=upX+0Y)(X+0Y) avec n, Ok, fek(Y)[X] admet
les seuls zéros —nY, — 0Y dans k(Y), d’oi

=7 (V)(X+0Y)*(X+0Y)3 avec t(Y)ek(Y) et a, 3 entiers > o0;

évidemment ©(Y)ek[Y]; en échangeant les roles de X et Y, on voit
que 7(Y) €k, et 'on est dans la situation (d) de I'énoncé. Enfin, supposons

mX, V)=pX+2Y)(X+0Y)
avec
n, 0k, =0, 0&k, n et 6 conjugués sur k.

Onaf=1(Y)X+nY)*(X+0Y)3 avec cette fois « =03, et comme
ci-dessus 7(Y)e€k. Mais alors f est proportionnel & une puissance de m;
comme

V0,o(f?7) = (0 + 0)v = v,, s (M),
fp+a

mY

on a

€k, ce qui est absurde d’aprés (22) et (23).

7.4. ProrosITION. — Soient p, o des entiers > o, T€A,, v =, +(%),
et f le polynéme (p, o)-associé a x. On suppose que :

1°0>0-+0;

20 f n’est pas un monéme;

30 on n’est pas dans U'un des cas (D), (c), (d) du lemme 7.3 (il en sera
ainsi par exemple si aucun des nombres p, o n’est multiple de U'autre).

Alors F(x) = C(x).

Démonstration. — Soit A I'ensemble des entiers 2 tels qu’il existe
un yeF(x) avec v,4(y) =2 On a A+ AcCA, et en particulier
{o,v,2v, ... ]CA. Soit A’ I'image canonique de A dans Z[vZ. Dans
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chaque élément de A’, choisissons le plus petit élément, d’ou des entiers
Ao=0, Ay, A3y ..., A Les éléments de A sont les suivants :

o, v, 20, 3V, ...;
My M40, Md2v, M+3v, ...

)‘,-, ;,—,— v, )\, + 20, )\/+ 31),

Soit y; un élément de 'F (x) tel que v, 5(y;) = k. Soit y€ F(z). Montrons,
par récurrence sur v, ,(y), que ye€k[z]y, +k[x]y,+...+ k[z]y,. Cest
évident si v, 5(y) = o. Supposons-le établi pour v, ;(y) <n, et envi-
sageons le cas ou v, s(y) =n>>o. Il existe un i =o, 1, ...,r et un
entier s> o tels que v, ;(x'y;) =n. Soient g, h les polynomes (p, 9)-
associés a y, x'y;. D’aprés le lemme 7.3, ¢” et h” sont proportionnels
a fr, donc g et h sont proportionnels. Donc il existe A€k tel que
Vo, s(y —2x°y)<<n. On a y—ix'y,€F(x), et il suffit d’appliquer
I’hypothése de récurrence a y— Az'y..

Ainsi, F(x) :‘,\:k[x] y; et il suffit d’appliquer le lemme 7.2.

7.5. Par exemple, soit £ =p*+¢>. On a v, ;(x) =6 et le polynome
(2, 3)-associé & x est X¥ 4 Y2 Alors F(x) =C(z). Il est de méme si z,
non scalaire, appartient a la sous-algébre commutative maximale D de
la démonstration 5.5.

8. Automorphismes de A,.

8.1. Pour A€k et n entier > o, nous avons défini dans I'introduction
des automorphismes ®, , @) 3 de A,. Nous noterons provisoirement G
le groupe d’automorphismes de A, engendré par les @, et les @
(on verra que c’est le groupe de tous les automorphismes de A,).

8.2. Soit V I'espace vectoriel kp + kq. Tout élément du groupe spécial
linéaire SL(V) de V se prolonge en un automorphisme de A,. On obtient
ainsi un groupe G’ d’automorphismes de A,. Il est connu et facile & voir
que les applications ®, 3|V et ®; |V engendrent le groupe SL(V).
Donc G'c G. En particulier, on notera ¥ 1’élément de G’ tel que

¥(p) =¢, ¥(9) =—p.
8.3. LEMME. — Si x€k[p], on a N(x) =A..
Démonstration. — On a pe N(x), et [z, g]€k[p], donc g€ N ().

8.4. LEMME. — Soit x = .p*+ nq*+ v, avec 2, 11, v€k, 1 7 0, 1 £ o.
Alors D(x) = A..
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Démonstration. — On peut supposer k = k. Alors il existe ® e G’ tel
que ®(x) ={pq + 0 avec L€k, O k. Il suffit alors d’utiliser I'égalité (4)
de 5.3.

8.5. LEMME. — Soit x un élément de A, de la forme
oo+ o p + op: ...+ AP %01 q + o1y pg

avec oy £ o0 ou oy 2o, Il existe ®e G tel que ® soit de la forme
ﬁoo’f“ 510[) -+ ﬁmq + Bnpq'

Démonstration. — Le lemme est évident pour r<r1. Supposons-le
démontré pour r—1i. Si oy, 0, on se raméne au cas ol o, =1. On a
alors

Do, (X) =g+ %P Feeed o P 201 (— 200 pY) + p(@—ro p)
= oo+ A1oP Feeet Gra,o P2 A A o PP+ %01 g + PG,

et il suffit d’appliquer I’hypothése de récurrence. Si o, = o0 et a4 o,
on se ramene au cas ol o, =1. On a alors

D, o, (@) =04+ awp+...4 ap +qg—op"
=g+ %oP ...+ %y, 0P @,

et I'on applique I’hypothése de Técurrence.

8.6. LEMME. — Soit x un élément de A, de la forme
ap*+2Bpg+y@+op+eq+¢ (%3 ..., L€k).

(i) Si B>—ay =o, il existe ®e G tel que ®(x)€k[p].
(ii) Si B2—ay = o, il existe ®e G et A, p, vek tels que 1 £ o, p. % o,
®(x) =21p*+ 1q* + v

Démonstration. — Si B*— ay = o, il existe ®, € G’ tel que
O, (x)=a'p>40d'p+eqg+7.

Si ¢/ = o, le lemme est établi. Si ¢'5£ o0, on se raméne au cas ou ¢ =r1;
on a alors

D, o (®@) =a'p+o'ptq—a'pP+=3dp+q+70,
et il suffit d’utiliser un nouvel élément de G'.
Si B*—ay # o, il existe @, € G' tel que
O (x) =a'p*+Y' ¢+ d'p+ g+ ¥
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avec a'>£ o, Y/ 7 0. On a
y= (I)O’ e Y,_,(‘I’i ()
=app+ (=t ey ) e (g— er)
=a'p*4-od'p4+ U+ Y ¢+ G
De méme, il existe ®,€ G’ tel que ®.(y) =a'p*+ Y ¢ + %..

8.7. LEMME. — Soit x =2a,~,~piqieA,. Soit r le plus petit entier > o

tel que oy = o pour i>r. Soit s le plus petit entier > o tel que ay; = o
pour j>s. On suppose qu’il existe des entiers i,>>o0, j,> o0 ftels que
o, 1,7 0, (Iy, j1) #Z (1, 1), Siy+ 1j, >rs. Alors F(x) # A,.

Démonstration. — Si i, = o, on a rj,>rs, d’ou j,> s, contrairement
a la définition de s. Donc i,> o et de méme j,> o.

Il existe des nombres o> o, ¢ > o, de rapport irrationnel, tels que
ol + pji> ps, ol +pji>r0
(on prend p assez voisin de r et ¢ assez voisin de s). Puis il existe des
entiers i,> o, j,> o tels que @, 0, g, 4 pj, = U5, (2). Alors
oly+ pja=> ¢S, oiy+ pj.>ro.
Ceci entraine d’abord i,> o, j.>> 0. Si iy=j,=1, on a
octpZoi,+pjiLol+ pjo =0,
d’ott i, = is, j1 = j», et (i1, j1) = (1,1) contrairement & I’hypothése. Donc
i,>1,0u j,>1. Daprés le lemme 1.3 (ii), le polyndme (7, p)-associé
a x est ai,/',Xi2 Y/}'

Supposons i, j,. Pourn =o, 1, 2, ..., posons y, = (ad x)*q. Montrons
par récurrence sur n que le polyndéme (o, p)-associé a y, est

Bn Xn(i,——i) Yi+nr (fe—1)

avec B,€k, 3,7 o. Cest évident pour n = o. Supposons-le établi
pour n. On a
ig(l + n(jz—l)) —jgn(iz—l) = l.-g + nj;—nizéiz> o,

donc, compte tenu du lemme 2.7, le polyndme (s, p)-associé & y,, = [z, y.]

est
(i, + njo—niy) oy, ;, 3, Xa+nla=1 =1 Yia+i+n(a—1)—1

d’out notre assertion pour n + 1. On a en outre

Vo,0(yn) =on(tz—1) + p(1 + n(jo—1)).
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Comme i,>1 ou j,>1, on voit que v, ,(y.) tend vers + oo avec n.
Donc g F(x) et F(x) = A,.

Sii>j,, on a pg F(¥(x)) d’aprés ce qui précede, donc F(¥(x))= A,
et F(x)# A,

8.8. LEMME. — Soit x€A,, tel que F(x)=A,. Il existe ®e G el
que ®(x) posséde l'une des propriétés suivantes : ou bien ®(x)ek[p],
ou bien ®(x) est de la forme hp*+ pg* + v, avec }, p, v€k, A7 0, (x £ o.

Démonstration. — Introduisons les entiers r, s du lemme 8.7. Nous
raisonnerons par récurrence sur r + s. Si r—=2 et s 2, le lemme 8.7
prouve que v, () = 2, et I’on applique le lemme 8.6. Nous supposerons
donc r > 2 ou s > 2 et le lemme établi pour r + s << n; nous envisageons
désormais le cas ou r + s =n.

Utilisant I'automorphisme W de 8.2, on peut supposer que r>.s.
Sis1, x est, d’aprés le lemme 8.7, de la forme

%go+ %goP + e P+ .. %P7 %01 q + @11 PY,

et il suffit d’appliquer les lemmes 8.5 et 8.6. Supposons donc désormais
r>s>oetr>2, doncr+ s<rs.Si(i,j)eE(), le lemme 8.7 prouve
que:oubiensi 4+ rj =Zrs,oubieni =j =r1,et alorssi +rj =s + r <rs.
Donc v, ,(x) = rs et le polyndme (s, r)-associé a x est de la forme

(4) X, Y)=acX +...4+ a2, Y* avec o2 o, oys 0.

D’apreés la proposition 7.4, appliquée pour o = s, ¢ = r, on voit qu'on est
dans I'un des cas (b), (c), (d) du lemme 7.3. Comme r>-.s, on est dans
le cas (b) ou le cas (d).

Supposons qu’on soit dans le cas (b). Alors r est multiple de s et,
d’aprés (24), f est proportionnel a (X'/*+ 1Y)* avec p.€k, 1.7 o. Donc,
en multipliant x par un scalaire, on peut supposer

z=(p+par+ X, ap'y,
(L) EE
avec si 4 rj <rs pour (i, j)€ E. Alors
Y= @ =pq+ ¥ aypq—p P
(L./)EE

On a
ver(q—p='p)y=r et v, (p)=s,

”< > ai/p"(q—v—‘p"/-‘)f>< rs.

(L) EERE

donc
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Si 'on note r, et s, les entiers analogues aux entiers r et s du lemme 8.7,
mais relatifs & y, on voit que s,==s et r,<<r. D’aprés I’hypothése de
récurrence, il existe ® € G tel que @ (y) posséde I'une des deux propriétés
du lemme. Comme ®(y) =(® o D, _;,,)(x), le lemme est démontré dans
ce cas.

Supposons qu’on soit dans le cas (d) du lemme 7.3. Alors r =s et f
est proportionnel & (X + 1 Y)*(X 4 vY)y— avec 11, v€k, « entier tel
que o < « ~~ r. En multipliant x par un scalaire, on peut supposer

& =(p+pg*(P+vey+ Y ayp'y,
() EE

avec i 4+ j <<r pour (i, j)e E. En échangeant au besoin les rdles de j
et v, on peut supposer aussi « > o. Alors

Y=, u@=p*¢(1—vp ) p+ 9>+ ¥ aypiq—p'p).

(t,/)€E

Si I'on note r, et s, les entiers analogues aux entiers r et s du lemme8.7,
mais relatifs 4 y, on voit que s,=s =r et r,<<r. On termine comme
dans le cas (b).

8.9. LEMME. — Soit x€A,.

(i) Si N(x) = A,, il existe e G tel que ®(x)€k|p].

(ii) Si en outre C(x) = k[x], il existe ® € G tel que ®(x) = p.

Démonstration. — (i) résulte des lemmes 8.4 et 8.8. Supposons N (x) =4,
C(x) = k[z], et prouvons (ii). Grace a (i), on peut supposer xe€k[p].
Alors pe C(x) = k[x], donc x€k.1+ k.p, et (ii) est alors évident.

8.10. TutoriEME. — Le groupe des aulomorphismes de A, est engendré
par les automorphismes @,y et @), , de Uintroduction.

Démonstration. — Soit ® un automorphisme de A, et prouvons
que ®€G. On a N(®(p)) =A, (lemme 8.3), et C(®(p)) = k[®(p)]
(cf. 5.3). D’aprés le lemme 8.9, on se raméne au cas ou ®(p) = p. Alors

[p, ®(9) —ql=([p, ¢) —I[p, gl =1 —1=0.
Donc ®(q)eq + k[p], et ® est produit d’automorphismes @, 5.

9. Eléments de type strictement nilpotent ou strictement
semi-simple.
9.1. TutorEME. — Soit x€ A,— | k|. Les conditions suivanites soni
équivalentes :

(i) = est de type strictement nilpotent;
(ii) il existe un automorphisme ® de A, tel que ®(x)ek[p].
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Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i") x est de type strictement nilpotent et C(x) = k[x];
(ii") il existe un aufomorphisme ® de A, tel que ®(x) = p.

Démonstration. — Cela résulte de 5.3 et des lemmes 8.3 et 8.9.
9.2. THEOREME. — Soit x€ A,— { k. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) x est de type strictement semi-simple;

(ii) il existe un aufomorphisme ® de A, tel que ®(x) soit de la forme
Ap*+ pg*+ v avec A, p, vek, )7 o, b Z o.

Démonstration. — Cela résulte des lemmes 8.3, 8.4 et 8.8.

9.3. CoroLLAIRE. — Si x€A,— { k| est de type strictement semi-
simple, il existe p € k tel que I'ensemble des valeurs propres de ad—, soit Zp.

Démonstration. — On peut supposer k algébriquement clos. D’aprés le
theoréme 9.2, il existe un automorphisme ® de A, tel que ®(x) soit de
la forme 2pq + p. avec 4, p.€k. Le corollaire résulte alors de I’égalité (4)
de 5.3.

9.4. ProposiTION. — Soit x un élément de A, de type strictement
nilpotent. Soit K, le corps des fractions de A,. Alors C(x; K,) est le corps
des fractions de C(z; A,), et F(x; Ki) = N(z; K,) = A,C(z; K)).

Démonstration. Soit ze C(x; K,). Soit I I’ensemble des ae A, tels
que zae A, ('idée d’utiliser I est inspirée de [12]). Alors I est un idéal
a droite non nul de A;. On a

acel = zaeA, = =zzaeA, = zxaeA, = xael

donc (ad z) (I)c I. Comme zx est de type strictement nilpotent, il existe
un u non nul dans I tel que (adx)u = o, c’est-a-dire ueC(z; A,).
Soit v = zuezlc A,. Comme z et u commutent & z, on a ve C(z; A)).
Puisque z = vu—', C(x; K,) est le corps des fractions de C(x; A4,).

11 est clair que A, C(z; K,)c N(z; K.)C F(x; K,). Soit z’ e F(z, K). 11
existe un sous-k-espace vectoriel de dimension finie E de K, tel que z’€ E
et (adx)EcE. Soit J I'ensemble des a€ A, tels que EacA,. Alors J
est un idéal a droite de A,, non nul parce que dim E <<+oc0. On a

aeJ = EacA, = ExacxEa+ EacA, = zaeJ,

donc (adx) (J)cJ. 1l existe un u’ non nul dans JnC(x; A4,). Soit
V=zueEJcA, On a 2z =v'u—"'€A,C(x; K)).
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10. Eléments de type nilpotent ou semi-simple.

10.1. II résulte de 7.5, 8.3, 8.4 que les ensembles A,, A;, A; du corol-
laire 6.7 sont non vides. Nous allons voir (10.9) que A, et A, sont non
vides, et donner quelques renseignements, malheureusement trés incom-
plets, sur les éléments de ces ensembles.

10.2. Sixe€ A, rappelons que I’algébre N (z) est filtrée par les N(x, n)
(cf. 6.2).

ProposITION. — Soit x€e A,— { k|.
(i) L’algébre graduée G= @ N(x, n + 1)/N(x. n) associée a Ualgébre
n>o
filtrée N (x) est commutative et intégre.

(i) Chaque N(x, n +1)/N(x, n), considéré comme module sur
N(x, o) = C(x), est un module de type fini.

Démonstration. — Soient be N (z, n), b'€ N(z, n’) tels que
b&eN(x, n—1), V& N(x, n'—1).

D’apreés (13), on a

(ada)y ' (bb') = <" * “'> (ada)*b) ((ada)” ') = o

donc G est intégre. D’autre part, (adx)"b et (adx)* b’ appartiennent
a C(x), donc sont permutables (th. 4.2). Comme

(ad 2y (b’ b) = (” i n > ((adz)” b') (adz)" D),
on voit que (adz)***[b, b'] = o, donc [b, b']eN(x, n 4+ n'—1). Cela
prouve que G est commutative.

Pour beN(z, n), posons u(b) = (adzx)*b. On a (adzx) (u(b)) = o,
donc u(b) € C(x). Donc u est une application k-linéaire de N (z) dans C(x),
de noyau N(z, n—1). Si beN(z, n) et ceC(z), on a

u(ch) = (adx)*(chb) = c((adx)*b) = cu(b),

donc u définit par passage au quotient un isomorphisme du C(x)-module
N(z, n)/N (x, n —1) sur un idéal de C(x). Comme I’algébre C(x) est
noethérienne (th. 5.1), le C (x)-module N(x, n)/N (x, n—1) est de
type fini.

10.3. ProposiTiOoN. — Soient x ef y deux éléments non scalaires permu-
tables de A,. On a N(x, n) = N(y, n) pour tout n > o, donc N(z) = N(y).
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Démonstration. — D’aprés le corollaire 4.5, on a Ker ad x = Ker ad y.
Admettons que Ker(adz)” = Ker(ady)”. Alors, pour tout b€ A,, on a

(adx)"'b =0 < (adx)'(@adx)d =0 < (ady)*(adzr)b=o0
& (adr)(ady)*b =0 < (ady)(ady)*b=o0 < (ady)'b=o,

donc Ker(adz)*+' = Ker(ad y)*+'. Ainsi, Ker(ad z)" = Ker(ad y)* pour
tout n> o.

10.4. La proposition 10.3 est l’analogue du corollaire 4.5. Mais
Ianalogue correspondant du corollaire 4.6 est inexact. Par exemple,

¢*€N(p'q) mais q& N (p*q).

10.5. CoroLLAIRE. — Soit B une sous-algébre commutative maximale
deA,. SiBnAyZ@g,onaB—{k)cA.SiBnA,Z@,onaB—{k)cA,.

Les assertions analogues pour A;, A;, A; sont fausses.

10.6. ProrosiTION. — Soif x€ A,.

(i) Les valeurs propres de ad.;, x sont linéairement dépendantes sur Q.
(ii) Chaque D(zx, 11; A,), considéré comme module (a gauche par exemple)
sur C(x; A,), est un module de type fini.

Démonstration. — On se rameéne au cas oit k = k. Supposons que adx
admette deux valeurs propres A et . linéairement indépendantes sur Q.
Alors les 2i + pj (i, j entiers > o) sont deux a deux distincts. Donc la
somme des D(x, 2i 4 p.j) est directe. Soit y (resp. z) un élément non nul
de D(x, ) [resp. D(z, »)]. Alors kix]yiz/cD(x, 2i + pj), donc les
x'yiz/ (r, i, j entiers > o) sont linéairement indépendants sur k. On en
tire une contradiction comme & la fin de la démonstration 6.5.

Soit . une valeur propre de adz, et prouvons (ii). Posons v = v, , () > o.
Si v, (x) < 2, on se raméne, grace au lemme 8.6, au cas ol * = pq,
et le résultat est alors évident (cf. 3.3). Supposons désormais v, (x) > 2.
Soit f le polyndme (1, 1)-associé a x. Soit A ’ensemble des entiers 2 >0
tels qu’il existe un yeD(x, p) avec v,,,(y) = 4. On a

r€EN = A+4veEA.

Dans chaque classe de congruence modulo v qui rencontre A, choisissons.
le plus petit élément appartenant & A. On obtient ainsi des entiers 4,,
Asy «..y A Les éléments de A sont les A; A+ v, A;+ 20, ..., pour
i=1,2,...,r. Soit y; un élément de D(x, p.) tel que v,y = A
Soit ye€D(x, ). Montrons, par récurrence sur v,,.(y), que

yeklzly+...+ k[z]y..
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C’est évident si v,,(y) = o. Supposons-le établi quand v,,(y) <n,
et envisageons le cas ou v,,(y) =n > o. Il existe un i€{1,2,...,r}
et un entier s> o tels que v,,(x°y;) = n. Soient ¢, h les polyndmes
(1, 1)-associés & y, 'y, On a [z, y] = py, [z, Y] = pxy, et v> 2,
donc (lemme 2.7) g* et h” sont proportionnels a f», de sorte que ¢ et h
sont proportionnels. Donc il existe {ek tel que v,,(y — {x'yy) < n.
On a y—{x*y;€D(x, ), et il suffit d’appliquer a y — {x*y; I’hypo-
thése de récurrence. Ainsi, D(z, 1») est un module a gauche de type fini
sur k[z] et a fortiori sur C(x).

10.7. CoroLLAIRE. — Soient x€ A, un élément de type semi-simple,
el A lensemble des valeurs propres de adjx. On est dans l'un des cas
suivants :

(@) Ack; alors D(z, A,) =)G}kD(x, A Ay
x=

() Ank ={o}; alors 2>k pour tout 1 € A; si A, est un élément non nul
de A, il existe un sous-groupe additif G de Q tel que A = Gk,; on a
D(x, ; A;) = o pour fout e A —{o}.

Démonstration. — Si A ck, on a évidemment D(x; 4,) = EBLD (z, 45 A)).
rEk

Nous supposerons désormais qu’il existe un 2,€ A tel que 2,& k. D’aprés
la proposition 10.6, on a Ank ={o}, et A = GA,, o G est un sous-
ensemble de Q stable par addition. Soit I' le groupe de Galois de k sur k.
Si gel, on a g(A)€ A, donc il existe «€Q — { o} tel que ¢g(2) = «A.
Par suite, ¢*(4)) = a"2, pour n =o, 1,2, .... Donc a ==+1. Alors
g(A2) = A%, d’olt Aj€k, et A2k pour tout AeA. Il existe g,€l tel
que go(ho) Z do, dot go(hg) =— 2. Si a€ G, on a ar €N, dou
— aky= ¢o(ahs) € A, donc — a€ G. Ainsi, G est un sous-groupe additif
de Q. Puisque Ank =1{ol, il est clair que D(x, 2; A;) = o pour
tout 2e A —{o}.

10.8. ProposiTioN. — Soient x, y des éléments non nuls de A, tels
que [z, y] = Ay, avec A€k, A Z o.
(i) = + y est de type semi-simple;
(ii) y est de type nilpotent, et x'y/ € N(y) quels que soient les entiers
i>o0,j=>o0;
(iii) si C(z) =k[z], on a ¥ D(x, — i) N(y).

r=o0

Démonstration. — On a [x 4y, y] = Ay, donc x + y est de type
semi-simple. D’autre part, (ad y) 5% o, (ad y)*x = o, donc y est de type
nilpotent, et x, y€ N(y), ce qui prouve (ii). Supposons C(x) = k[z]. On
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a C(x) c N(y) d’apres (ii). D’autre part, (ad y)D(z,—ir)c D (z,—ir - ),
d’ou
(ady)"D(z, —Ar)c D(x, 0) =C(x)c N(y)

pour tout entier r > o.

10.9. Par exemple, soient i et j des entiers > o tels que i 72 j. On a
I

[ji < PY, p"q/'] = piq/ d’aprés (4). Doncj — P9 + piq/ est de type
semi-simple, et pig/ est de type nilpotent. Si de plus i %o et jZo,
on a F(piq)) = A, et F<j_‘_l.
démonstration du lemme 8.7. Donc A, et A, sont non vides.

pq—{—p"q/'> # A, d’aprés la fin de la

10.10. Soit xe€ A,. Alors adz|N(x) est une dérivation localement
nilpotente de N(x); donc u = exp(ad | N(x)) est un automorphisme
de N(z). Si ye N(x) est de type strictement nilpotent (resp. strictement
semi-simple), u(y) est donc de type nilpotent (resp. semi-simple), mais
pas en général de type strictement nilpotent (resp. strictement semi-
simple).

Par exemple, soit x = p?qi—1? avec i, d entiers > o. D’aprés la propo-
sition 5.3, on a x = «'? avec 2’ homogeéne de degré 1. D’aprés les propo-
sitions 10.8 (ol 'on remplace x par pq et y par z') et 5.3, tout élément
de A, de degré < o appartient & N(z'), donc & N(z) (prop. 10.3). En
particulier, g€ N (x), donc (exp ad z) ¢ est défini et de type nilpotent.

10.11. Le calcul de I'élément (exp adx) q précédent nécessite quelque
soin. Observons d’abord que, pour [ et m entiers > 1, on a

(p'g™ P~ 1=[P(P"'¢" )¢ P q" ]

— [p’ pl—| qm—l] pl—l qm + plqm—x[q’ pl—-1 qm—1]

=(m—1) p~'qmptgr—(—1) plqnTtpi gt

= (m—1) p'~'q"*[p", qlg"~' + (m—1) p~ign—tpign
— (= p~'[p, P = (=) pgn T p g

=(m—i1)(—1) p~'q p g
— (l — I) (m — I) pl—.l qr— pl—z gt
+ (m I l) pl—1 qm—1 pl—1 qm—l,

d’ot

(25) [plq™, p'—' 1] = (m—1) (p'~* g"—)"

et par suite, pour n entier > o,

(26) [p'g", (p'='g"="y"] = (m—D n(p= gy,

Si I et r sont des entiers > o tels que [—r>.1, on a
(27) [p'g g =1(p" ¢ ).
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Supposons prouvé que
(>8) (dp'¢—yqg=Il0—r)...d—@O—0) 1) (p'~'¢'7)q.
On en déduit
(adp'g—)y g =I1(—r)...(—@O—0)n)[p'q~, (P9~ q],
et cela est égal, d’aprés (26) et (27), a
(l—r)...A—@—1) 1) (—rn(p"=" ¢ =) g+ (p ¢ ) 1(p' " ¢ ) q)
=Il(l—r)...(—@—1)r)(—nr) (pi—qg'—")+ ¢,

donc la formule (28) est établie par récurrence. En particulier, pour i, d
entiers tels que i > 2, d> 1, on a

(adpqi—1Yrg =i(i —1)...(i—n 4+ 1) (dpid—qli—114-1)nq,
et I'on vérifie de nouveau que g€ N (p'?q¥19), En outre, pour 2€k,
<exp ad ‘ZlL pidq(i—i)d) q= <I _I_ Ii!)\pid—l p(i—i)d—|
i_(i___l) id—1 py(i—1)d—1)2
+ =7 (P g 4L ) g,
d’otr

(29) (eXp ad %p”q"'“”f’> g =(1+ 2pi gty

\
Ainsi, ’élément (1 4 2 p—! qli—"14—1)iq est de type nilpotent. Mais, si 2 7% o,
cet élément n’est pas de type strictement nilpotent (lemme 8.7).
10.12. L’élément <exp ad ;1 p¥ q“'“”d> p n'est pas défini. Toutefois,

un calcul analogue au précédent fournit pour cet « élément » le déve-
loppement formel

p (I + — lll—f— 1 pid_1 q(i—i)d—i + (—l +1) (— l) (P’d'"l q(i—i)d—i)‘l +... >,

2l

auquel il est raisonnable d’attribuer la valeur

(30) p(x 4 pié gyt

dans le corps des fractions D, de A,. On observera que D, est aussi le
corps des fractions de N (p?¢i—19), que ’automorphisme exp ad cll piéqli—1e
de N(piéqli-19) se prolonge en un automorphisme u de D, et que u
transforme p en 1’élément (30).

11. Problémes.

11.1. Tout endomorphisme de A, est-il un automorphisme ? Autre-
ment dit, si P, Q sont deux éléments de A, tels que [P, Q] =1,

BULL. S0C. MATH. — T. 95, FASC. 3. 16
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engendrent-ils A, ? (A. A. Kirillov m’informe que 1’école de Moscou a
aussi considéré ce probléme).

11.2. Peut-on classer les éléments de type semi-simple et les éléments
de type nilpotent modulo les automorphismes de A,, en analogie avec
les théoremes 9.1 et 9.2 ?

11.3. Sixe A, est de type semi-simple, I’ensemble des valeurs propres
de ad gz est-il de la forme Zp, ou pek ?

11.4. L’algébre G de la proposition 10.2 est-elle de type fini ?

11.5. Soit z un élément de type nilpotent. Posons I, = (adx)*N (z, n);
c’est un idéal de C(x). A-t-on I,.,= I,.I, pour n assez grand ?

11.6. Si xel;, a-t-on k[x] —kcA; ?
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