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Le but de V'étude qui suit est de généraliser quelques théorémes clas-
siques d’approximation polynémiale pondérée et, en particulier, d’aborder
un probléme de spectre relatif dans les algeébres complétes qui est en
liaison étroite avec cette approximation.

On sait que le probléme classique de I'approximation polyndmiale
pondérée, posé par S. BERNSTEIN en 1924, est le suivant : &, (R) désignant
I’algébre de Banach des fonctions numériques continues sur R qui tendent
vers zéro 4 l'infini et R[E] l'algébre des fonctions polynémes sur R,
on appelle poids toute fonction numérique w sur R telle que R[f]w soit
contenu dans G, (R); un poids w est dit fondamental si R[£]w est dense
dans ¢,(R). Le probleme consiste & déterminer les poids w qui sont
fondamentaux. Il a été étudié en particulier par S. BERNSTEIN [2],
L. CarLEsoN [5] et résolu en 1955 par H. PorLarDp [19] qui a montré
qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu’un poids w soit fonda-
mental est qu’il ne s’annule pas et que

!
(1) peri), |pw141f Oglp,ﬁl)] du =+ co.
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Divers raffinements ont été apportés, en particulier par S. N. MEr-
GELJAN [14]. En fait, H. PoLLARD a également étudié un probléme
voisin, celui dans lequel &, (R) est remplacé par £7(R) et donné pour ce
dernier une condition nécessaire et suffisante analogue. Or nous prouvons
.que, pour qu'un poids (resp. un poids au sens de £7) soit fondamental,
il est nécessaire et suffisant qu’il ne s’annule pas (resp. qu’il soit presque
partout non nul) et que R[Z] soit dense dans I’algébre ¢, (R) des fonctions
continues sur R a croissance polynémiale (i. e. majorées a l'infini par
un polynéme en |£|) pour la semi-norme f+ || fw|. (resp. f+> || fw||,).

On peut donc, plus généralement, se donner une semi-norme finie 7
sur C,(R) et rechercher a quelle condition R[] est dense dans ¢,(R)
pour m. Nous avons montré dans [8] qu'une condition suffisante était
que 'on ait

(2) sup fwdu=+w
R

PERIE] T(p)<1 1+ uw?

lorsque la semi-norme 7 était croissante, i. e. vérifiait n(f) <= w(g) dés
que [fl<=|g]|.

Nous envisageons également le cas complexe, c’est-a-dire celui ou R est
remplacé par un ensemble fermé X de C. Si G[o] désigne 'algébre des
fonctions polyndmes sur X et ¢,(2) I'algébre des fonctions continues
sur 2 & croissance polyndmiale, le probleme consiste & déterminer les
semi-normes 7 finies croissantes sur ¢,(X) telles que G[o] soit dense
dans €,(2) pour 7. En réalité, I’étape intéressante réside dans la densité
pour m de G[c] dans I’algébre C(s) des fonctions rationnelles réguliéres
sur 2. On est donc amené a considérer une semi-norme finie croissante m
définie seulement sur G(z); nous dirons que = est fondamentale si G[] est
dense dans CG(s) pour w, définition que nous avons adoptée dans [9].
Si 7 est définie sur ¢,(2) et est finie croissante, la densité de C(v)
dans €,(2) pour w a lieu, par exemple, lorsque X est de mesure nulle ou
lorsqu’il est d’intérieur vide et que les composantes connexes de son
complémentaire sont en nombre fini.

Nous généralisons la condition suffisante de H. PoLLARD a des ensembles
fermés privilégiés de G que nous appelons ensembles d’approximation.
Nous montrons que si 2 est un ensemble d’approximation, pour qu’une
semi-norme finie croissante m sur G(s) soit fondamentale, il suffit que,

pour toute composante connexe Q de GZ, il existe un point s de Q tel
que

3) sup f log"| p@) | dp(8) =+,

pPEG[O], T (p)<t

ot 1 est la mesure harmonique au point s dans le domaine Q. Nous
prouvons que sont des ensembles d’approximation les ensembles fermés
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convexes, les ensembles fermés ayant une frontiére de classe €* avec une
courbure majorée et une direction de normale uniformément continue
et les réunions finies d’ensembles de 1'un de ces deux types.

Différents auteurs ont étudié I'approximation polyndmiale pondérée
complexe, notamment M. M. DZrBASJAN dans le cas trés particulier
ou X est un angle ou un ensemble de droites paralléles et ou le poids
vérifie certaines hypothéses de convexité et S. N. MERGELJAN dans le cas
d’un ensemble fermé d’intérieur vide et d’'un poids quelconques, mais la
condition qu’il donne est loin d’étre nécessaire.

Nous donnons, en méme temps que (3), d’autres conditions s’exprimant
en termes de fonctions harmoniques ou surharmoniques positives. Par
exemple, si, pour un ouvert £ de G, nous désignons par () [resp. ¢ (2) ]
I’algebre compléte dans laquelle un ensemble borné est un ensemble de
fonctions numériques complexes sur & dont les modules sont majorés
par une méme fonction exp (f), ot f est surharmonique (resp. harmonique)
positive dans £2, nous prouvons que, pour qu'une semi-norme finie crois-
sante w sur G(o) soit fondamentale, il suffit que, pour toute composante

connexe £ de GZ,

(4) il existe une suite p, de polyndmes qui tende vers zéro pour 7 et
dont on ne puisse extraire aucune suite tendant vers zéro dans § (L)
[resp. 3¢ (2)].

Pour ne pas faire jouer un roéle particulier au point a l'infini, nous
étudions I'approximation rationnelle. Si £ est un ensemble quelconque
de G, nous disons qu'une semi-norme finie croissante @ sur G(cs) est

fondamentale si, 7' désignant 1’ensemble ZUGE et G(r) l’algebre des

fonctions rationnelles réguliéres sur T, I'image de CG(r) dans G(c) est
dense pour m; pour que 7 soit fondamentale, il suffit, lorsque X est

d’approximation, que, pour toute composante connexe 2 de Gf, il existe

un point s de £ tel que

G sup fQ log*| r(u) | d 1§ (a) = +- oo.

rEQ(T), T(r)£1

D’autres conditions sont données, dont une, (6), analogue a la condition (4).

Pour établir ces résultats, il nous faut savoir que certaines formes
linéaires sur des algébres de fonctions rationnelles sont les intégrales
associées a des mesures de Radon. Dans le cas des ensembles fermés,
nous utilisons un théoreme de G. CHOQUET sur les cones adaptés (voir [6]
ou encore [15] ou [16]). Dans le cas général, nous faisons appel a la théorie
des modules de domination de M. RogaLsk1 [20].
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Pour obtenir des conditions a la fois nécessaires et suffisantes, nous
sommes amenés 4 étudier les algébres & élément unité A munies d’une
bornologie de type convexe. Pour tout élément a de A, nous considérons
Iensemble S(a; A) complémentaire dans C de I’ensemble des points s
tels que o adhére au sens de Mackey au sous-espace (a — s)A —1. Nous
prouvons que si 7 est une semi-norme finie croissante sur G(c) et si A est
I'image de G(7) dans G(s) munie de la semi-norme 7, alors, ¢ désignant

linjection canonique de X dans G, S(c; A)n[}f. est ouvert et fermé
dans [}f, et pour que I'on ait S(¢; A)c 2, il faut et il suffit que la semi-

norme p:ri>7n((e—s)r), ou s est un point quelconque de [}E, soit

fondamentale. Le probléme initial est donc ramené de cette facon a un
probléme d’algeébre bornologique si l'on sait que S(s; A) =S(s; B),
ol B est 'algébre sous-jacente a A munie de la bornologie pour laquelle
un systeme fondamental de parties bornées est constitué par les homo-
thétiques des enveloppes convexes des B?, ou B est la boule unité de .

Lorsque X est un ensemble d’approximation, des conditions comme (5)
et (6) sont encore suffisantes pour que I'on ait S(s; A)c X; la condition (6)
est également nécessaire. En examinant le cas particulier ou £ =R et
ol  est associée a un poids, on découvre une différence d’un facteur (£ — i)
avec la condition classique de H. PoLLARD. On en déduit aussitdot que
si w est un poids fondamental (au sens classique ou au sens de £7), le
poids (1 + |%|)"*w est encore fondamental.

On sait que certains résultats d’approximation peuvent se déduire
de la théorie des classes quasi-analytiques. Inversement, nous retrouvons
et généralisons cette derniére grice aux résultats d’approximation. Nous
introduisons pour toute semi-norme w sur G[X] et tout nombre ¢
de (1, o0), la classe des fonctions de ¢ (R) qui vérifient || D, (f) [ls< = (p)

1 d

—— — ). Nous
2T dx>
disons, d’autre part, quun sous-ensemble A de ¢~ (R) posséde la pro-
priété (Q) si toute fonction non nulle de A ne s’annule en aucun point
avec toutes ses dérivées. Nous montrons que, pour toute semi-norme
finie = sur G[X] telle que S(X; G(X)x)cR, la classe || D,(f)|.< 7 (p)
posséde la propriété (Q). Il en résulte que, pour qu'une fonction f posséde
la propriété (Q), il suffit que I'on ait

) p 2B du = o
R

P EGIX, [[Dp () [ls£1 1+ u?

pour tout p de CG[X], D, étant 1'opérateur différentiel p<

I1 en résulte aussi que si w est un poids fondamental (au sens classique

A

ou au sens de £7, p>. 2), sa transformée de Fourier & posséde la
propriété (Q).
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Nous montrons que le probléme de I'approximation polyno6miale
pondérée est lié au probléme de spectre relatif suivant : Etant donnés
une algébre compléte a élément unité A, une sous-algébre unitaire fermée B
de A et un élément a de B, que faut-il imposer au spectre de a dans A
pour qu’il soit égal au spectre de a dans B ? Nous étudions ce probléme
en termes d’ensembles spectraux a l'aide du calcul symbolique de
L. WAELBROECK en un élément non régulier (voir [22] ou [23]). Nous
disons qu'un ensemble X, spectral pour a, est fondamental s’il reste
spectral dans toute sous-algebre B, et nous prouvons que pour qu’un

ensemble X, spectral pour a, soit fondamental, il suffit que = contienne b
et que, pour toute composante connexe & de [}f, il existe un entier n

et un point s de Q tels que, G[¢] étant ’algébre des fonctions polyndmes
sur C, on ait

®) sp Tog p(@)|duf () =+<0.

pecih(|p 83| <1

La condition (8) entraine que X est simplement connexe; elle signifie,
d’autre part, que oy décroit suffisamment vite a l'infini, i. e. que X est
suffisamment fin vers l'infini. Elle est, par exemple, vérifiée si X est
Tensemble des s =x + iy tels que |y|=aexp(—pB|z]|), ot «, 3 sont
deux constantes strictement positives.

La considération des seuls ensembles spectraux est insuffisante car
elle ne donne aucun renseignement lorsque le spectre est un angle, ou méme
une bande. Il faut avoir recours aux fonctions spectrales, mais si, pour
une fonction spectrale ¢ telle que, 2 désignant I’ensemble des s tels

que d(s) > o, X soit contenu dans X, il est facile de voir que, lorsque
la condition (8) dans laquelle ¢ remplace dy est vérifiée, X est alors
fondamental, on ne peut en déduire en général que o est fondamentale,
i. e. reste spectrale pour toute sous-algébre B. Il en est toutefois ainsi
lorsque o est de la forme Xg.(wo|Z|™?), ol Xz est la fonction d’un

ensemble X tel que ZLcE et que toute composante connexe de Gf

contienne un angle d’ouverture ¢(¢ >o0) et w une fonction positive
décroissante sur R, telle que

wE+y=w@wy),
(9) log~w() , _
fR SRTE du =+ oo.

Il faut remarquer que le probléme général de spectre relatif indiqué
est un peu moins fin que celui de ’'approximation polynémiale pondérée,
ce dernier ne nécessitant pas la donnée d’une structure d’algébre borno-
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logique. Ce point n’est toutefois pas fondamental comme on pourra
le voir a posteriori & la lumiére des résultats obtenus.

Avant de terminer cette introduction, je voudrais remercier M. CHOQUET
pour l'aide précieuse et constante qu’il m’a apportée dans le cadre de son
séminaire. Je remercie également M. MarLriavIN et M. LazArRD qui ont
bien voulu faire partie du jury de thése.

CHAPITRE 1.

Préliminaires.
1. Notations générales.

Dans toute la suite, G désigne le corps des nombres complexes, R celui
des nombres réels, R, I'’ensemble des nombres réels positifs. Toutes les
algébres considérées sont des algébres sur G. Nous leur réservons les
majuscules grasses ou rondes : A, B, 5¢, 0, S, 3. Pour un élément a d’une
algébre 4 unité A, C[a] désigne la sous-algebre unitaire engendrée par a,
Sp(a; A) ou plus simplement Sp(a) ’ensemble des points s de G tels
que a—s ne soit pas inversible et pour toute partie £ de G
contenant Sp(a), G(a; X) la sous-algebre unitaire engendrée par a et
les (a— ), ol s est dans X; C(a; Sp(a)) est simplement noté G(a).

Nous désignons par des majuscules grecques X, T, Q des parties de G
et par la minuscule correspondante o (resp. 7, w) l'injection canonique
de X (resp. T, Q) dans G. Nous désignons par ¢ 'application identique
de G, par £ I'injection canonique de R dans G, par &.. celle de R... Confor-
mément a ce qui précéde, G[o] (resp. G[7], G[¢], G[£]) désigne I’algebre
des polyndmes en o (resp. 7, &, 2) et G(o) [resp. G(z), G(¢)] Valgebre
des fractions rationnelles en o (resp. 7, %), i.e. des restrictions a X
(resp. T, R) des fractions rationnelles réguliéres sur = (resp. T, R). Nous
désignons par ys la fonction caractéristique de X.

Toutes les fonctions numériques considérées sont, sauf mention
contraire, & valeurs complexes. Pour tout espace topologique X, nous
désignons par ¢(X) 'algébre des fonctions numériques continues sur X.
Lorsque X est localement compact, nous désignons par C,(X) l'algébre
de Banach des fonctions de ¢(X) qui tendent vers zéro a l’infini (i. e.
suivant le filtre des complémentaires des parties compactes) et par K (X)
la sous-algébre de ¢(X) des fonctions & support compact. Si X est un
ensemble fermé de G, ¢,(2) désigne la sous-algébre de ¢(2) des fonctions
a croissance polynomiale & l'infini (i. e. majorées par un polyndme
en |o|). Nous notons ¢=(R) l'algébre des fonctions numériques indéfi-
niment dérivables sur R et @£7(R) I'espace des fonctions de = (R)
dont toutes les dérivées sont dans £7(R).
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Etant donnés un espace vectoriel E et une semi-norme 7 sur E, nous

notons Er le sous-espace de E sur lequel 7 est finie muni de la restriction
de la semi-norme 7.

2. Terminologie relative aux bornologies et au calcul symbolique.

Dans tout ce qui suit, la terminologie relative aux espaces borno-
logiques (ou espaces a bornés) est conforme au langage adopté par
L. WAELBROECK (voir [22] ou [23]), qui se trouve encore développé dans
le Séminaire « Banach » [21]. Nous rappelons simplement ici les définitions
les plus importantes. La donnée d’une bornologie sur un ensemble E
est ]la donnée d’un ensemble @3 de parties de E qui satisfait aux axiomes
qui suivent :

(B:) la réunion de deux éléments de 3 appartient a @;

(B.) toute partie d’'un élément de @ appartient a @;

(Bs) ¢ contient les ensembles réduits a un élément.

Les éléments de @ sont dits ensembles bornés, et tout ensemble muni
d’une telle donnée est appelé ensemble bornologique (ou encore ensemble
a bornés). Une partie @' de & sera dite un systéme fondamental de parties
bornées, si tout ensemble borné est contenu dans un élément de @'.
Etant donnés deux ensembles bornologiques E, F, une application [
de E dans F sera dite bornée si I'image par f d’une partie bornée de E
est bornée dans F. On définit ainsi une catégorie dont on voit facilement
qu’elle posséde des limites projectives et inductives quelconques; en
particulier, puisque nous n’aurons pas a en considérer d’autre, la limite
d’'un systéme inductif filtrant (E.).e; d’ensembles bornologiques est
obtenue en prenant d’abord la limite inductive ensembliste, puis la borno-
logie définie par les images dans la limite des bornés quelconques des E..

On trouvera dans [21] la définition des espaces vectoriels bornologiques;
ici nous n’aurons a considérer que des structures de type convexe, le
corps de base étant R ou G. Un espace vectoriel bornologique de type
convexe sera un espace vectoriel muni d’une bornologie satisfaisant les
axiomes :

(BVC 1) I'enveloppe disquée (i. e. I'enveloppe convexe équilibrée)
d’un ensemble borné est bornée;
(BV 2) ’homothétique d’'un ensemble borné est borné.

11 découle facilement de ces deux axiomes que la somme de deux
ensembles bornés est bornée, ce qui, compte tenu de (BV 2), assure la
compatibilité avec la structure vectorielle sous-jacente.

On définit une nouvelle catégorie en prenant comme objets les espaces
vectoriels bornologiques de type convexe et comme morphismes les
applications linéaires bornées.

Contrairement a ce qui se passe en topologie, les limites inductives
dans cette catégorie sont les mémes que dans la catégorie des ensembles
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bornologiques. On dira qu’un espace bornologique de type convexe est
séparé si o est le seul sous-espace borné; ces espaces sont les espaces a
bornés au sens de .. WAELBROECK. Comme en topologie on peut définir
une notion de convergence; on dira qu'un filtre ® converge vers zéro
au sens de Mackey s’il existe un borné B tel que, pour tout scalaire 2
non nul, AB appartienne & ®; en particulier, une suite x, tend vers zéro
au sens de Mackey s’il existe une suite y, bornée et une suite 2, tendant
vers zéro de scalaires telles que x, =2,y,; on déduit de 1a des notions
d’adhérence et d’ensembles fermés au sens de Mackey pour lesquelles
on voit facilement qu’il suffit de se limiter aux suites.

On montre que, pour tout espace bornologique de type convexe,
il existe une famille (7,),¢; de semi-normes telle que les homothétiques
des boules unité m;'(( o, 1)) constituent un systéme fondamental de
parties bornées; autrement dit, tout espace bornologique de type convexe
est limite inductive d’espaces semi-normables. On peut prendre pour ces
derniers les espaces semi-normés Eg, o E; est I’espace vectoriel engendré
par un disque borné B muni de la jauge de B dans Egz. On dira qu'un
disque B est complétant si E; est un espace de Banach, et ‘qu’un espace
bornologique de type convexe est complet s’il admet un systeme fonda-
mental de disques bornés complétants, ou, ce qui revient au méme,
s’il est séparé et limite inductive d’espaces de Banach. L’intérét de ces
espaces est qu’y est convergente toute suite de Cauchy-Mackey, c’est-a-
dire toute suite qui est de Cauchy dans un espace du type Ejp. De plus,

I’ensemble des sommes Z)‘” x,, ol x, est dans un ensemble borné fixe

et olt 2[ 2| £ 1, est borné.

Une algébre bornologique de type convexe sera une algébre munie

d’une bornologie de type convexe satisfaisant I’axiome :
(AB) le produit de deux ensembles bornés est borné.

On écrira algebre complete au lieu d’algébre bornologique de type convexe
compléte; une telle algebre est donc limite inductive d’espaces de Banach,
mais n’est pas en général limite inductive d’algébres de Banach.

Nous introduisons maintenant une notion nouvelle. Si A est une algébre
4 unité munie d’une bornologie de type convexe, nous construisons une
algébre de type convexe ,,A ayant méme algébre sous-jacente de la fagon
suivante : un systéme fondamental de parties bornées dans A est
constitué par les enveloppes disquées I'(B") des ensembles B*, ou B
parcourt l’ensemble des parties bornées de A et n l’ensemble des
entiers >.1.

I1 est clair que la bornologie ainsi définie est de type convexe et moins
fine que celle de A. Voyons qu’elle est compatible avec la structure
d’algebre; cela résulte de I'inclusion :

I'(Br).T(Br)c T (B™+).
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En effet, tout élément de I'(B") peut s’écrire comme une somme

ﬁnieZ)\ixi, ol les x; appartiennent 4 B~ et Elhlél; de méme,
tout élément de T'(Br) s’éerit Z‘ui y;, ou les y; appartiennent a4 B”

et ¥ || <1

Le produit de ces deux éléments s’écrit donc zk,- ;x:y; et Pon a

) b
clairement z;y, € B*7 et

?;Xi o <21> <;w> =1

Un cas particulier intéressant est celui d’une algébre A munie d’une
semi-norme finie 7. Un systéme fondamental de parties bornées dans ,A
est alors constitué par les ensembles I'(B”), o B est la boule unité de =,
ou 4 parcourt G et n I’ensemble des entiers >.1. La bornologie de ,A
peut encore étre définie par une suite de semi-normes, a savoir les jauges
des ensembles I'(B~).

Nous utilisons, pour étudier le probléme de spectre relatif qui nous
intéresse dans le cadre des algebres complétes, le calcul symbolique de
L. WAELBROECK et la terminologie relative & ce dernier est encore celle
de [22], oi1 [23].

Etant donnés une algébre compléte unité A et un élément a de A,
on dit qu’une partie X de C est spectrale pour a si a — s est inversible

pour tout s de GE et son inverse borné dans A sur GZ. On voit immédia-

tement que l'intérieur d’un ensemble spectral pour a est encore spectral
pour a et que I'ensemble des ensembles spectraux pour A forme un filtre,
appelé filtre spectral de a, et noté o(a; A) ou, plus simplement, o(a).
Le spectre algébrique Sp(a) de a est I'intersection des ensembles de o (a).
Le spectre bornologique est I’adhérence du filtre o (a).

Etant donnée une partie = de G, on pose

55(s) =inf<(1 s, d<s, [}2>>;

on pose également :

d=0¢=(+ ¢

Pour toute fonction numérique positive ¢ sur G, on définit une algébre
compléte E(d; A) (notée ®(s; d; A) dans [22]) appelée algébre des fonc-
tions d-tempérées 4 valeurs dans A : un ensemble borné de &(d; A) est
un ensemble B de fonctions définies sur 1’ensemble 6—'() o, — () et a
valeurs dans A tel qu’il existe un entier n>1 tel que 07(s) f(s) reste
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borné lorsque f varie dans B et s dans 6~ () o, — (). Lorsque A = G,
on note simplement &(0) I'algébre des fonctions numériques o-tempérées.
Lorsque o est lipschitzienne et telle que ¢d soit uniformément bornée
(en particulier si 0 = dyx), ©(0) (notée encore O(z, d) dans[23] et O(s; 9)
dans [22]) est P’algébre compléte des fonctions holomorphes o-tempérées
a valeurs dans G, c’est-a-dire la sous-algébre de &(d) des fonctions qui
sont holomorphes dans I’ensemble ouvert d—'() o, — ().

On sait, d’aprés L. WAELBROECK, que pour qu’'une partie X de G soit
spectrale pour a, il faut et il suffit qu’il existe un morphisme d’algébres
bornologiques de ©(dx) dans A, qui envoie unité sur unité et ¢ sur aq,
et qu’'un tel morphisme, s’il existe, est unique.

Nous aurons besoin, non seulement de la notion d’ensemble spectral,
mais encore de celle de fonction spectrale. Soit ¢ une fonction numérique
positive sur G; on dit que ¢ est spectrale pour a si I'idéal engendré par
a—¢ et o dans lalgébre %(J,; A) est impropre, c’est-d-dire égal
a B(d,; A).

Il revient au méme de dire qu’il existe des fonctions u, y dans %(9,, A)
telles que I'on ait

(a—3)u + oy =1.

On note A(a; A) ou plus simplement A(a) I'ensemble des fonctions
spectrales pour a. A(a) est un codne semi-réticulé inférieurement et stable
par multiplication. De plus, pour toute fonction f de A(a), il existe une
fonction ¢ de A(a) qui minore f et soit lipschitzienne et telle que ¢f soit
uniformément bornée.

Enfin, pour tout ensemble spectral X, la fonction dy est spectrale.

Pour tout élément a du centre de A et toute fonction f de A(a),
lipschitzienne et telle que ¢f soit uniformément bornée, il existe un
morphisme d’algébres bornologiques de ©(3) dans A qui envoie unité
sur unité et o [restriction de ¢ a I'ensemble 2 =0—"'() o, - ()] sur a.
Ce morphisme est le calcul symbolique individuel en a.

3. L’ensemble S (a; A).

Pour des raisons techniques, nous considérons dans ce paragraphe
une algébre 4 unité A munie d’une bornologie de type convexe. Pour tout
€lément a de A, nous notons S(a; A) ou plus simplement S(a) le complé-
mentaire dans G de I’ensemble des points s tels que o adhére au sens de
Mackey au sous-espace affine (a—s) A—1. Pour que s n’appartienne
pas a4 S(a), il faut et il suffit qu’il existe une suite a, dans A telle que
(a—s) a,—1 tende vers zéro au sens de Mackey. Il est clair que S(a) est
contenu dans Sp(a) car si s n’appartient pas & Sp(a), o appartient a
(a—s) A —1. Réciproquement :
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ProposiTioN 1. — Soient A une algébre compléte a élément unité et

a un élément de A; pour qu'un point s de G soit dans [:Sp(a), il faut

et il suffit qu’il soit dans GS(a) el que, pour Uapplication x+> (a—s) x,

I'image réciproque d’'un ensemble borné soit bornée.

Il est d’abord clair que si s est dans GSp (a), I'image réciproque par
Papplication x+> (a—s)x d’'un ensemble borné B, étant I’ensemble
(a—s)~' B, est bornée. Inversement, si on suppose que s est dans [}S (),

on sait qu’il existe un disque borné B de A et une suite a, dans A de
facon que
(a—s)a,—1€27"B.
D’ou
(a—3) (i p— az) €2~ B.

Si Timage réciproque par lapplication z+>(a—s)x d’'un ensemble
borné dans A est bornée, il existe un disque borné B" que I’on peut supposer
complétant, tel que

Auirp— €2 B,

ce qui montre que la suite a, est de Cauchy dans Ej;. Si b =lima,, on a
n>w

b—a,e2"B,
d’ou
(a—s)b—1€2"B+ 27"(a—s)B’
pour tout n, et
(a—s)b—1=o,

ce qui montre que s appartient a USp ().

Nous aurons besoin par la suite d’une caractérisation de S(a)
lorsque A = G(a). Nous disons qu’'un ensemble E de fractions rationnelles
est borné en un point a de A (resp. un point s de C) si les fractions de E sont
réguliéres sur Sp(a) (resp. en s) et si la famille (r(a)).e £ [resp. (r($))ser]
est bornée dans A (resp. dans G).

ProrositioN 2. — Soient A une algébre a unité munie d’une bornologie
de type convexe et a un élément de A. Pour qu’'un point s de G appartienne
a S(a), il faut que tout ensemble de fractions rationnelles borné en a le soit
en s, et la condition est suffisante lorsque A = G(a).

Voyons d’abord que la condition est nécessaire, et supposons par
I'absurde que, pour un point s que I’on peut supposer dans Sp(a), il existe
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un ensemble E de fractions rationnelles borné en a et non en s. On peut
supposer E disqué, et il existe alors une suite r, dans E telle que
la suite r, (a) soit bornée et que r, (s) =— 2. Posons :

ry= (I,—ra(s)) (X—s).
r, est réguliére sur Sp(a), et
(a—s) 271, (@) —1 = 271, (a),

ce qui montre que s appartient a S(a).
Supposons maintenant que A = G(a), et voyons que la condition est

suffisante en considérant par I'absurde un point s de [}S (a). 11 existe

alors un ensemble borné B dans A et une suite r, de fractions rationnelles
réguliéres sur Sp(a), avec

(a—s)r,(a@)—1€2"B.
Si I’'on pose :
r, =2"((X—s)r,—1),

on voit que la suite r;, est bornée en a, alors que r),(s) =— 2”.

Cette caractérisation va nous permettre de ramener le cas olt A est
munie d’une bornologie de type convexe a celui o A est une algebre
bornologique de type convexe. Si I'on considere I’algébre bornologique
de type convexe ,,A associée & A définie au paragraphe 2, il est clair
que S(a; ,,A) est contenu dans S(a; A). Inversement :

PropositioN 3. — Soient A une algébre a unité munie d’une bornologie
de type convexe et a un élément de A. Si A = CG(a), alors
S(a; nA) = S (a; A).

I1 suffit de prouver que, pour tout s de S (a; A), tout ensemble E de
fractions rationnelles borné a dans ,,A est borné en s. Or, d’aprés la
définition de ,,A, E est contenu dans un ensemble I'(F*), ou n est un
entier >. 1 et ou F est un ensernble de fractions rationnelles borné en a
dans A. Comme F est borné en s, il en est de méme de F» et de I'(F”),
donc de E.

A étant toujours une algébre & unité munie d’une bornologie de type
convexe et a un €élément de A, désignons par A, I'algebre sous-jacente
4 A munie de la bornologie pour laquelle un ensemble B est borné si aB est
borné dans A.

ProprosiTiON 4. — Soient A une algébre a unité munie d’une bornologie
de type convexe, a un élément de A ; on suppose que 'A = C(a). Si S (a; A)
contient un élément s, S(a; A,—;) est alors confenu dans S(a; A) et contient

S (a3 A)nB{s}.
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Soit f un point de S(a; A, ;). Pour voir que {est dans S(a; A), on peut
toujours supposer ¢ distinct de s, et il suffit de voir que tout ensemble E
de fractions rationnelles borné en a dans A est borné en f. On sait déja
que E est borné en s puisque S(a; A) contient s. Posons, pour toute
fraction r de E :

P = —r () (X—s)™,

r’ est réguliere sur Sp(a), et
(a—s)r' (@) =r(a) —r(s).

Par suite, I’ensemble E’ des r’ est borné en a dans A._,, donc aussi en f.
Enfin, E est borné en {, puisque

r()=r(s) + ¢ —s)r'@.

Inversement, soit { un point distinct de s dans S (a; A). Pour voir que ¢
est dans S(a; A.—;), il suffit de voir que tout ensemble E de fractions
rationnelles, borné en a dans A, _;, l'est en f. Or (X—s)E est alors
borné en a dans A, donc en {, et E I'est aussi puisque ¢ est distinct de s.

ProposiTiOoN 5. — Soient A une algébre a unité munie d’une bornologie
de type convexe, a un élément de A et B une sous-algébre unitaire de A.

Pour qu’un point s de GSp(a; B) soit dans GS(a; B), il faut et il suffit
que (a — sy~ n’adhére pas a B au sens de Mackey dans A,_;.

En effet, dire que (a — s)~! adhére & B dans A, revient a dire que o
adhére & (a — s) B —1 dans A, ou encore dans B, donc que s n’appartient
pas a S(a; B).

4. Formes linéaires sur des algébres de fractions rationnelles.
Posons d’abord la définition suivante :

DEFINITION 1. — Soient E un ensemble, & un espace vecloriel de fonctions
numériques sur E et © une semi-norme sur &, On dit que m est croissante,
sil’on a m(f) < m (g) pour tout couple (f, g) de fonctions de & tel que |f| <|g|.

Dans la suite, nous considérons deux parties X, T disjointes de G, et
l’algébre G(o; T) des fractions rationnelles en o dont les poles appar-
tiennent 4 7. Nous étudions la question suivante : Etant données une
semi-norme finie croissante 7 sur CG(c; T) et une forme linéaire ¢ continue

pour 7, existe-t-il une mesure de Radon p. sur ¥ telle que l'on ait
o(f) =ffd;L pour toute fonction f de CG(s; T) ? Nous ne pouvons pas

utiliser ici directement les résultats sur les cones adaptés du fait que le
cone positif de G(o; T) est en général réduit a {o}. Nous introduisons
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en revanche I'ensemble (C(s; T)) des fonctions numériques f sur =
telles qu’il existe une fonction g dans G(z; T), avec | f| =] g|. Il est clair
que B(C (o; T)) est stable par homothétie et multiplication, mais aussi
par addition, lorsque X n’est pas partout dense, grace au lemme suivant :

LemMmE 1. — Si 2, T sonf deux parties disjointes de G, X n’étant pas
partout dense, G (G(o; T)) est une algébre.

Nous devons seulement vérifier que, pour toute suite finie f,, ..., f,
de fonctions de G(z; T), il existe une fonction g de CG(s; T) telle que

Z[filélg[. Soient s;, ..., s, les poles intervenant dans les f;, et
i=1

considérons la fraction rationnelle
P
R = X——So —I—-z)\j(X—Sj)—’,
j=1
ol s, et les A; sont des nombres complexes choisis de fagon que R n’ait pas

de zéro dans 2. Voyons qu’un tel choix est possible : les zéros de R sont
ceux du numérateur qui est un polynéme de degré p 4 1 et si nous
trouvons s, et des 4; de fagon que R s’annule en p + 1 points &, ..., {,

de Gf distincts et distincts des s, le résultat cherché suivra. Or s, et les 2,

sont déterminés par le systéme d’équations linéaires :

P
h—si+ X hl—s) =0 (k=1 ...,p+1).

j=1

Comme il y a autant d’équations que d’inconnues, l'existence d’une
solution est assurée par la non-nullité du déterminant

1 ti—s)! ti—s;) ti—sy)t
1 ()™ () (tr—s,) :
N S N S s

Or ce déterminant est une fraction rationnelle dont le degré du numérateur
est p(p + 1) —p = p*. Comme elle s’annule lorsque deux s; ou deux #
sont égaux, elle est divisible par

H(s,——sj)n(tk—-tq) qui est de degré (p—zl)p + p(pZ—I— ] =p.
J#1 k#q

11 résulte alors des hypothéses faites sur les s; et les #; que ce déterminant
est non nul.
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Choisissons alors un entier N majorant les ordres des poles a; et les

n

degrés des parties entiéres. La fonction 2| fil .| R(@) [~ tend vers
i=1

zéro a l'infini et au voisinage des points a;; elle se prolonge donc conti-

ntiment & ¥ ety est bornée par un nombre positif K. Par suite, la fonction

g = KRN+1(7) convient.

Toujours dans I’hypothése olt X 3% C, considérons une semi-norme =
sur G(s; T). Nous pouvons lui associer une semi-norme 7* sur (G (¢; T))
en posant :

©() = inf 7(g).

ge€C(o;T)
lgl>f

On vérifie aussitot que 7 est une semi-norme et que =* est finie lorsque =
Iest. De plus, ©* est croissante : ¢’est la plus grande semi-norme croissante
sur G(C(o; T)) dont la restriction & CG(s; T) est plus petite que =;
lorsque 7 est elle-méme croissante sur CG(s; T), n* prolonge 7.

LeMME 2. — Soient X, T deux parties disjointes de G, 2 n’étant pas partout
dense, T une semi-norme finie croissante sur G(z; T) ef ¢ une forme linéaire
sur G(o; T) continue pour m. Dans ces conditions, il existe une mesure de

Radon p. sur X telle que, si Uon identifie les fonctions de G(z; T) a des fonc-
tions sur X définies a un ensemble fini de 2N T prés, on ait les propriétés :

(i) - ne charge aucun point de 2N T;
(ii) foute fonction f de G(o; T) est p-intégrable et f f@ dp.(u) = i (f);

(iii) pour toute fonction f de G(s; T) la norme de fu. est inférieure a

¢ ll= = (f)-

On peut d’abord, par Hahn-Banach, prolonger ¢ 4 8(C(s; T)) en une
forme linéaire ¢* dont la norme pour ©* est celle de ¢ pour n. Par compo-
sition avec l’application K (2) —>B(C(s; T)), ¢* définit une mesure
de Radon p. sur 2. Il reste & vérifier que 1+ posséde les propriétés (i) a (iii).

Remarquons que I’on peut se ramener au cas oi1 9* est réelle en écrivant
¢o*=Re¢*+ i Im¢*. [Rappelons que si f={f+ifs avec fi, f. réelles,

(Re¢®) (f) =Reo*(fi) + i Re¢*(f:) et Img" =Re(—1i¢").]

Il est immédiat que Re¢* et Imo* sont continues pour =*. Ensuite,
comme le cone positif de B(CG(s; T)) est réticulé et engendre I’espace
et que Re¢* et Im¢* sont relativement bornées, on peut décomposer
chacune de ces formes linéaires en différence de deux formes positives
et supposer ¢* positive.
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Lorsque X est fermé, le cone positif de I'algébre &,(CG(s; T) des fonc-
tions continues de ®(C(c; T)) est adapté au sens de G. CHOQUET (voir
G. CHOQUET [6] ou encore G. MokoBopzki, D. SiBony [15] ou [16]), de
sorte que I’énoncé (ii) est vrai dans %, (C(e; T')) a condition de remplacer ¢
par ¢". ‘

Pour un ensemble X quelconque, introduisons ’algébre A des fonctions
définies et continues sur le complémentaire dans = d’un ensemble fini
de 2N T et dont la restriction & X est dans B(CG(c; T)). C(o; T) et K (2)
s’identifient naturellement 4 des sous-algébres de A. Nous allons établir
les énoncés du lemme pour les fonctions de A, ¢ étant remplacée par o*.

Remarquons d’abord que (iii) est une conséquence immédiate de (i)
et (ii), car

Ifeli= swp | [ @) g@de@),
sEHK(K) |,

I8t
I fe-ll=sup |¢*(fg)]
g
< sup [ ¢*[l=7"(fg) -
gres
Z [ 9* [l 7 (f).

D’autre part, le fait que . ne charge aucun point de = T résulte de
ce que, si s€eXNT et si une fonction f de G(s; T) a pour pole s, on a

sp | [g@dp@|= sup_|¢ )|
ge () ge (%)
lst=f lgl=f
=9l sup_ [¢"(g)]
T

=[1¢" [l 9" () |-

Pour voir enfin (ii), on peut se contenter de considérer le cone positif A+

de A. Or, pour ce dernier, le cone positif 5¢+(2) de (Z) réalise un module
de domination au sens de M. RogaLsk1 [20]. En effet, si f est une fonction
de A+, il existe une fonction g de G(s; T') telle que f soit définie, sauf

peut-étre aux péles de g qui sont dans X, et f(s) - |s|=]|g(s)| sur
I’ensemble de définition de g dans =. Par suite, f.| g|~* tend vers zéro
a T'infini et aux poles de g qui sont dans =, et se prolonge contlintiment 4 X.
On peut donc trouver, pour tout ¢ > o, h dans JC+(E), dont le support
soit disjoint des poles de ¢ dans 2, et telle que

oLf.lgI*—hLe.

BULL., S00. MATH, — T. 96, FASC. 4. 20
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h.| g |* se prolonge en une fonction k de x+(2), et I'on a
oZf—k=e|g].

SiI’on donne & ¢ la suite de valeurs 2=, on met en évidence une suite k,,
que I'on peut supposer croissante, de fonctions de K+(Z) vérifiant

Oéf—kﬂé 2_n] glz,

f» converge simplement vers f -presque partout. De plus, comme ¢* est
positive :

o= ¢ () —9" (k) =27 9"(| 9 "),
d’olt

7 (D =sup [ k() do @)

Alors, par Beppo-Lévi, on sait que f est p-intégrable et que

| 1w dp (@) =sup [ ku(dew),

ce qui achéve la preuve de (ii).

CHAPITRE 2.

Approximation pondérée avec une semi-norme.

1. Semi-normes fondamentales.

Dans la théorie classique de I'approximation polynomiale pondérée
sur un ensemble fermé X de C, on considére une fonction numérique w
appelée poids telle que Cl[s]lwc €, (2). Un poids w est dit fondamental
si G(c)w est dense dans &, (Z). Certains auteurs, comme H. PoLrLArD [19],
considérent une fonction numérique w sur R telle que CG[t]wc £ (R).
Une telle fonction est appelée un poids au sens de £7. Un poids au sens
de 27 est dit fondamental si, de méme, C[t]Jw est dense dans £7(R).
D’autres notions sont encore envisagées et entrent comme cas particuliers
dans la donnée plus générale d’'une semi-norme finie croissante = sur €, (2)
(voir [8]). Dans ce qui suit, nous nous plagons, plus généralement encore,
dans la situation d’une partie de C non nécessairement fermée, et posons

un probléme d’approximation rationnelle avec pdles dans 2 n [}Z; pour X

fermé, on retrouve I'approximation polyndmiale.

DEFINITION 2. — Soient X une partie de G et T I’ensemble X UGE. On
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dif qu'une semi-norme finie croissante n sur G(c) est fondamentale si
I’image de C(7) dans C (o) est dense pour «.

Cette définition est justifiée par les énoncés qui suivent :

ProrosiTioN 1. — Soient 2 un ensemble fermé de C et © une semi-norme
finie croissante sur C,(2) dont la restriction a G(s) soit fondamentale.
Si l'on suppose que X est de mesure nulle ou d’intérieur vide ef de complé-
mentaire réunion finie d’ensembles connezxes, alors G[o] est dense dans ¢, (Z)
pour .

11 suffit de voir que C(o) est dense dans €,(Z) pour toute semi-norme
finie croissante m sur ¢,(2). Or K (2) est dense dans €, (2) pour 7 puisque,
pour toute fonction f de ¢,(2), il en existe une autre, g, qui la domine
a linfini. Etant donné ¢ > o, soit en effet K un compact de = tel que

Pon ait |f(z)| Zeg(x) pour tout = de ZnGK; si h est une fonction

continue a support compact, a valeurs dans (o, 1) et égale a 1 sur K,
on a

7(f——fh) = em(g).

D’autre part, la convergence uniforme sur X entraine la convergence
pour 7, puisque | f| <1 entraine = (f) = m (). Il suffit donc de prouver
que 'on peut approcher uniformément sur 2 toute fonction de K (Z)
par des fractions rationnelles régulieres sur X. Choisissons un point s

de [}2. La transformation homographique ¢ = ({—s)~' envoie g,

complété par le point a I'infini s’il n’est pas compact, sur un compact ¢ (2),
et I'on se rameéne a prouver que toute fonction continue sur ¢(2) est
uniformément approchable par des fractions rationnelles réguliéres
sur ¢(2), ce qui, compte tenu des hypotheses faites sur Z, est classique
(voir, par exemple, [13]).

ProrosiTioN 2. — Soient 2 un ensemble fermé de G de mesure nulle,
ou d’intérieur vide et de complémentaire réunion finie d’ensembles connexes.
Pour qu’un poids w sur X soit fondamental, il faut ef il suffit qu’il ne s’annule
pas et que la semi-norme m :r > (| rw ||z soit fondamentale.

Il est d’abord clair que si w est un poids fondamental, il ne s’annule pas.
D’autre part, la semi-norme = associée 4 w est fondamentale car, pour toute
fonction r de C(o) et tout ¢ > o, il existe un polynéme p en o tel que
([ rw —pw [|s < ¢, soit m(r— p)=c. Inversement, comme 7 est finie
croissante sur ¢,(2) si elle est fondamentale, d’aprés la proposition 1
qui précéde, G[o] est alors dense dans C,(2) pour 7, de sorte que, si w ne
s’annule pas, pour toute fonction f de K (2), il existe un polynéme p
en o tel que w(fw—'—p)=e¢ soit ||[f—pw|s<c. Enfin, K(Z) est
dense dans €, (Z) en norme uniforme.
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ProposITION 3. — Pour qu’un poids w au sens de £7 (1 p < o0) soit
fondamental, il faut et il suffif qu’il soit presque partout non nul et que la
semi-norme T : r > || rw ||, soit fondamentale.

11 est clair que si w est fondamental au sens de £7, il ne peut s’annuler
sur un ensemble de mesure non nulle. De plus, pour toute fonction r
de C(¢) et tout & > o, il existe un polynoéme p en o tel que || rw — pw ||, ¢,
soit 7 (r — p) < ¢, ce qui montre que m est fondamentale.

Inversement, supposons w presque partout non nul et = fondamentale.
C[t] est alors dense dans ¢,(R) pour 7, ou, ce qui revient au méme,
pour la structure induite par £7(|w(f)|?dt). C[Z] est dense dans cet
espace. w sera fondamental si ’on peut approcher toute fonction f non
nulle de K (R) par des éléments de wG[E]. Soit donc &> o. Il existe
un nombre « > o tel que I'ensemble E des points x du support de f tels

que | w(x) | < « soit de mesure inférieure a - Par suite, la fonction

7T

g:f.w—l.xcE est mesurable bornée et 4 support borné, donc dans

er(w()|rds), de sorte qu’il existe un polyndme p en & tel que
| gw— pw |, <. Or:

(1 F—gwllp < fllo [l
D’out
[f—pwl, <2,
ce qui achéve la démonstration.

Nous utiliserons la condition suivante, a priori plus faible que la
définition, qui assure encore qu’une semi-norme finie croissante est
fondamentale.

ProposiTioN 4. — Soient X une partie de G ef © une semi-norme finie
croissante sur G(c). Pour que w soit fondamentale, il faut et il suffit que
Iadhérence de 'image de G(z) dans G(c) contienne les fractions (v —s)~,

oll s varie dans GE

Pour que 7 soit fondamentale, il suffit en effet que ’adhérence de I'image
de CG(r) dans C(o) contienne les fractions (s —s)™, ot n est un

entier >.1 et s dans Gf, parce que, s’il en est ainsi, cette adhérence doit
aussi contenir I’espace vectoriel, engendré par les (¢ —s)~", ou n est un
entier > 1 et s dans GE, et par C[o], et ce dernier est G(s). Il suffit
donc de voir que I'on peut approcher, pour tout entier n > 1 et tout point s

de GE, la fraction (7—s)™ par des éléments de l’espace vectoriel



ENSEMBLES SPECTRAUX. 309

engendré par les (¢ —s)~!, ol s parcourt [}E, ce qui est vrai pour la

convergence uniforme sur %, donc aussi pour 7.
On déduit aussitdt de cette proposition et de la proposition 5 du
chapitre 1, § 3, le corollaire qui suit.

CoroLLAIRE 1. — Soient X une partie non partout dense de G, s un point
de GE et ™ une semi-norme finie croissante sur G(s). Pour que la semi-

norme p : r > w((¢ — s)r) soit fondamentale, il faut et il suffit que Uon ait

S<a; G(o; [}T) >CZ, oll G<cr; [}T> est 'image G(a; [}T) de G(7)
dans C(c) munie de la restriction de .

Remarquons que si 'on modifie s dans [}E, on obtient une semi-

norme équivalente a p.

Dans le cas ot £ =R, on remarque que toute semi-norme croissante
sur G(£) est compatible avec I'involution de C(£), car elle ne dépend
que du module.

Si I’on considére deux parties 2, X' de G, avec 2c 2/, et si 7 est une
semi-norme finie sur G(s), par restriction elle définit encore une semi-
norme finie ©’ sur CG(¢’). On voit aussitdt que si = est croissante, n' I'est
aussi. Lorsque de plus T > T" (en particulier, lorsque X est fermé), si © est
fondamentale, =’ I’est aussi.

2. Premier théoréme d’approximation.

Nous donnons, dans le cas d’un ensemble 2 non borné, d’adhérence
convexe, une condition suffisante pour qu'une semi-norme finie croissante
sur C (o) soit fondamentale.

TuEoREME 1. — Soient X un ensemble non borné, d’adhérence convexe
dans G, T Uensemble Zu[}f, m une semi-norme croissante sur G(o).
Pour que © soit fondamentale, il suffit que, pour toute composante connexe 2

de [}2, il existe un nombre réel p > 2 tel que la condition qui suit soit

vérifiée :
(i), Il existe une suite r, dans G(z) telle que
N (ruo o)) < o0,
n=o0

et que, pour toute fonction surharmonique (resp. harmonique) positive f

m

Sris

n=90

dans 2, e/ ne majore pas la suite
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Preuve. — 1l est d’abord clair que la condition, dans laquelle on a choisi
I’épithete surharmonique, entraine l’autre. Inversement, la réciproque
est vraie, car si f est une fonction surharmonique positive dans &, telle
que ¢/ majore une famille | g,|, ou g, est holomorphe dans &, f majore
la famille log | g, | de fonctions sous-harmoniques et

R, 10512, st harmonique dans Q et majore aussi la famille log| g.|.

Supposons par ’absurde que 7 ne soit pas fondamentale. = ne peut étre
partout dense, sinon on aurait CG(r) =GC(s). Il existe alors, d’aprés

la proposition 4 du paragraphe 1, un point s, de GZ tel que (7 —sp)

n’adhére pas a I'image de C(r) dans C(c), puis, d’aprés Hahn-Banach,
une forme linéaire ¢ sur G(¢) continue pour =, nulle sur I'image de C(r)
et non nulle en (¢ —s,)~'. D’aprés le lemme 2 du chapitre 1, § 4, ¢ est

T'intégrale associée a4 une mesure p sur X; de plus, si I'on suppose ¢ de
norme 1 pour w, pour toute fonction r de C(z), la mesure rp. est bornée
et de norme 7 (r).

2 désignant la composante connexe de s, dans GE, nous associons

4 toute mesure bornée v sur X une fonction holomorphe h, dans £,
en posant :

Pour toute fonction r de C(z), on a
(row)hp="yop) p.
Il nous faut en effet vérifier que, pour tout s de 2, on a

r(s) dp-() _ f r(u) dp-(u)

u—s u—s

ou encore :

(M= gy —o,

u

—I()

L r
ce qui résulte de ce que s

sont les mémes que ceux de r.

appartient a C(z), puisque ses pdles

Nous posons hy = h; clairement h(s,) > o.

Il nous faut prouver que si p est un nombre réel > 2 et r, une suite
de CG(7) telle que

3 @ (reo) <o,

n=0
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il existe une fonction surharmonique positive f dans Q telle que e/ majore

21'”00)
n=0

log* désigne sup (o, log)

la suite . Nous utilisons l'inégalité suivante, dans laquelle

m

Y00

n=—0

m

=X 10g(x +| (rmow)h)) +log(r+ | k) —log| hl.

n=—0

(@) log+

Pour la vérifier, remarquons que le premier membre est majoré par

log<1 +

x> log(1 4 ) sur R,, le second membre est minoré par

m

Sres

n=o0

>, tandis que, par la sous-additivité de la fonction

log<1 + | (raow)h >
n=0
Ppuis par log<1 + Z (rpow)h ) . Tout revient donc a prouver I'inégalité
n—o0 /

entre nombre réels positifs :
log (1 + x) = log(x + xy) + log(x + y) —logy,
laquelle se raméne immédiatement a
(t+2)yy=(a+2zy) (@+y.

De l'inégalité (a), en utilisant la majoration, pour x réel positif, de
log (1 + x) par x'/7, on déduit I'inégalité

m

3 e

n=0

m

éz (rnow)h [P 4 | h|?—]log | h|.

n=0

() log*

La démonstration sera achevée lorsqu’on aura prouvé que le membre
de droite est majoré indépendamment de m par une fonction surharmo-
nique f; en effet, f majorera en particulier log*|rjow| et sera donc

m

Sres

n=0

m

Sres

n=o0

positive. Comme elle majorera log+ , donc log )

€? majorera Ernoco . De plus, Q étant connexe et h holomorphe

n=0
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non nulle dans &, —log|h| est surharmonique, et il suffira de majorer
par une fonction surharmonique 1’expression

N Euow)h 7 4 | R

n=0

que I'on peut encore écrire

m+1

D Ehow)h [

n=0

si on a posé ry =1 et, pour tout n>1, r, =r,_,. La suite r|, vérifie
encore

3 (w00 < oo
n=o0
On a vu que (1, ow)h était encore h,,,q), et que la norme de (r,oo)w
était majorée par m(r,oo). Si I'on écrit la décomposition de (rj,oo)p
en quatre mesures positives :

(o 0)=(Re (£, 00) ) — (Re (Tho2) )~ + 1 (Im (£ 0 7)) — i (Im (1 0 0) 1)~
on est ramené, par la sous-additivité de la fonction x> z'7 sur R,

m

4 majorer une somme 2 | Ay, [P, ol v, est une suite de mesures positives
n=~0

bornées sur X telle que

Nllva i < oco.

n=0

Pour cela, nous allons démontrer au préalable qu'un ensemble fermé
convexe non borné X posséde, pour tout nombre réel p > 2, la propriété

(A,) Pour toute composante connexe 2 de GZ, il existe un point s,

de Q et un nombre réel positif k tels que, pour toute mesure p. positive de masse
totale 1 sur X, il existe une fonction harmonique positive l dans Q vérifiant
1(s0) < k et 1> |hy |7,

Remarquons toute de suite qu’il revient au méme de dire que pour
toute mesure p positive, de masse totale inférieure & 1, sur I, il existe
une fonction harmonique positive I dans & vérifiant I(so) <k || |V
et I>|hy|'P.

Pour montrer la propriété (A,), considérons une composante connexe £

de GZ et une mesure ¢ positive, de masse totale 1 sur 2. Remarquons
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que lensemble convexe non borné X posséde une direction & l’infini
correspondant & un argument o. hy ne prend pas I'argument B =—7a.
En effet, pour tout point s de €, il existe un demi-plan ouvert affine, P,
contenant % et non s, et ¢ —s prend ses valeurs dans le demi-plan
ouvert P’ translaté de P adhérant a I'origine. Par suite, (¢ —s)—' prend
ses valeurs dans le demi-plan P” conjugué de P’, et hy(s) est dans P”.
Comme P’ contient «, P" contient % et P” ne peut contenir 3, puisque
P"n(—P")={o0]. Considérons la détermination de Z», définie pour Z
non réel positif ayant un argument e, avec o< < a2m/p, et posons

I= — Re[exp(—in/p) (— xhy)"].
COS —

On voit facilement que

| est harmonique positive, et que
[= Ry |

D’autre part, si s est un point quelconque de €2, on a

I

l(s) = [(s) [

ks
cos —
p

et

|h(s>|éf|d“(”) .

u—s| —ds, 2)
Voyons maintenant comment la démonstration s’acheéve, grace a la
propriété (A,). Soit f, une fonction harmonique positive dans £ telle que

fa=Ih, "7 et fuls)) Zk|va[".

La série f, converge en s,, donc dans £, et sa somme f est une fonction

m

harmonique positive qui majore les sommes Z[hv" |vp,

n=0
3. Second théoréeme d’approximation.

Nous essayons d’étendre les résultats du théoréme 1 & des ensembles X
plus généraux. Posons pour cela la définition technique suivante.

DErFINITION 3. — p étant un nombre > 1, nous disons qu’'une partie X
de G est un ensemble d’approximation d’ordre p, si toute semi-norme crois-

sante sur C(v), qui vérifie pour toute composante connexe Q de [}2 la
condition (i),, est fondamentale.
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Il est clair que si 1=~p<_q, (i), entraine (i),, de sorte que tout
ensemble d’approximation d’ordre ¢ est un ensemble d’approximation
d’ordre p. Nous dirons qu’une partie de G est un ensemble d’approxima-
tion si elle en est un d’ordre p pour un p > 1.

On voit facilement que tout ensemble X, compact et simplement
connexe, est un ensemble d’approximation, car G[z] est dense dans G(c)
pour la norme uniforme sur X. Nous verrons qu’il y a des ensembles
d’approximation compacts non simplement connexes, mais ces derniers
sont sans intérét, la condition (i), ne pouvant étre en général vérifiée.

Nous avons prouvé au cours de la démonstration du théoréme 1 que

tout ensemble X, tel que X vérifie la propriété (A,), est un ensemble
d’approximation d’ordre p et que tout ensemble fermé convexe et non
borné vérifie la propriété (A,) pour tout p > 2. L’intérét de cette propriété
est sa stabilité par réunions finies. De fagon précise :

ProposiTioN 5. — Tout ensemble fermé X de G qui est réunion d’une
famille finie (2;);=,, ..., . d’ensembles fermés, vérifiant la propriété (A,),
vérifie lui-méme la propriété (A,).

Remarquons d’abord que si les inégalités de la propriété (A,) sont
vérifiées pour un point s, d’'une composante connexe Q de GE, elles le
sont encore pour un autre point de 2, a condition de changer la constante k.

Considérons donc une composante connexe & de [}2 et un point s,

de Q. Pour chaque i, soit £; la composante connexe de [}2,- contenant €

et k; une constante relative au point s, pour ;. Toute mesure positive
n
o 0r e O . .
de masse totale 1 sur 3 peut s’écrire Zyi, ol p; est une mesure positive
i=1
de masse totale 1 et de support contenu dans 2. Pour chaque i, il existe
une fonction harmonique positive [; dans &; vérifiant [;(s,) < k; et

lz'@)é‘fw

u—s

1p

pour tout point s de ;.
Si ’on pose alors, pour tout s de £,

1s) =D, Ls),

i=1
{ est harmonique positive dans Q et vérifie

o) =Sk et l(s)é‘ dow) |7
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pour tout point s de £, puisque pour p >.1:

e

ce qui prouve que X posséde la propriété (A,).

1/p 1/p
b

_y| [

u—s

Il faut noter que tout ensemble fermé de G, qui est réunion finie
d’ensembles convexes non bornés, et en particulier tout angle saillant
ou non, est un ensemble d’approximation d’ordre p pour p > 2. Le théo-
réme qui suit prouve que les ensembles suffisamment réguliers sont des
ensembles d’approximation.

TrEOREME 2. — Soit X un ensemble fermé de G tel que sa frontiére soit
de classe ¢* avec une courbure uniformément bornée et une direction de
normale uniformément continue (pour la structure induite par G). Alors,
pour tout p>1, X posséde la propriété (A,), et est donc un ensemble
d’approximation d’ordre p.

Soient, en effet, p un nombre réel > 1, 2 une composante connexe
de [}Z, s, un point de et ;. une mesure positive de masse totale 1 sur 2.

Soit, d’autre part, K une constante strictement positive majorant la
courbure de d%. Désignons par ¢ un entier supérieur a 4 p/(p —1) et pour
tout entier n de l'intervalle (1, 4 q), désignons par Y, l’ensemble des
nombres de module 1 dont I'argument est dans lintervalle

[E%;——I) ) Z—Z [ puis par 2, 'ensemble des points de d€, ou la normale
a 0L orientée vers Q a une direction dans Y,. Soit « > o tel que, pour tout
couple (z, y) de points de 9dQ tels que d(z, y) <<, I’angle entre les

normales & dQ en x et y soit inférieur a 2 Désignons par 0, I’ensemble

des points de 2 dont la distance & 2, soit inférieure ou égale a

()

Désignons enfin par @, I’ensemble des points de X dont la distance & 02
est supérieure ou égale a 3. Les 0,, pour o =<~ n - 4q, forment un recou-
g
vrement fermé de 2, et 'on peut décomposer p. en une somme E“"’
n=o0
ol 4, est une mesure positive portée par 0,. Il suffira de trouver, pour
tout n, une fonction harmonique f,, dans & de fagon que f, majore | hy,, |/
et que fr(so) < kn, ol k, est une constante indépendante de p. En effet,
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1%'s bq
si I'on pose alors f =Z fr, [ majorera Z]hp,n [¥/P, donc | hy|'” et P'on
n=0 n==0
aura
v
fs) =X k.
n=0

Pour n=o, ona | h, | < 3, de sorte que 'on peut prendre f, = =7,

Etudions le cas n>.1, et considérons un point s de & dont la distance
a 0, soit inférieure a £, donc sa distance a4 X, inférieure a4 23. Soit ¢ un
point de 0Q tel que d(s, f) = d(s, Q). Comme

d(t, =) <d(, s) +d(s, =),
onad(t 2,) =483 < a, ce qui montre que s—¢ a un argument compris

7r(n2; 2) et n(n‘);—l)- Nous utilisons alors le lemme suivant :

LemME 1. — Soient A un disque ouvert de centre c, . une mesure positive

entre

de masse totale 1, portée par [}A, t un point du cercle 0A et s un point de A
sur le rayon issu de t. Dans ces conditions, on a
Re(c—1t)hy(s) < 1.

Remarquons que le probleme est invariant par translation et rotation,
et ramenons-nous au cas ot {=o0 et ou c est réel positif; on a alors

o <<sZx. Tout point u=2x + iy de [}A vérifie

(x—c)+y*—c>o0.

D’ou, successivement :
r—s x
Rehy(s) =f (;:?)_'__yz dp-(u) éf? dp.(u)

S

ce qui montre que 'on a chy.(s) < 1.

— dp(u) = g

Voyons maintenant comment le lemme permet d’achever la démons-
tration. Il résulte des hypothéses faites sur 02 que le disque ouvert de
rayon 23, tangent en x 4 02 et contenant s, est tout entier dans £. D’aprés
le lemme, la composante de h,,(s) suivant s—i¢ est majorée par -Q—IB-

Par suite, si I’on pose

fn=exp(imn/2q)h,, + é—,
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f» aun argument compris entre — g -—g et g + g— En effet, c’est immédiat

pour d(s, ©®,)>f3, puisqu’alors |hy, | é% et pour d(s, 0,) =3, si

Pargument de f,(s) était dans l'intervalle [72_r + g, — g — E]a on aurait

Re(s—t)exp(—inn/2q) f.(s) < o,
d’out

Re(s—f)hy, = —Re(s— 1) exp(—inn/2q) BI—

—1
é|s—t[<ﬁcos g) —|s—t](2B)",
ce qui est absurde.
Considérons alors la détermination de Z'/7 qui, pour Z non réel négatif,

. ™ T
a un argument compris entre — q et 67 et posons

Gn = <sin g>_l Refyr.

Il est immédiat, d’apres ce qui précéde, que g, est une fonction harmo-
nique positive majorant | f, |. Par suite,

! hl*n [V/’é ] fn |'l/'” + ﬁ—’//’é Jn _I_ B-i/p.

4. Les bornologies surharmoniques et harmoniques.

Nous donnons aux énoncés des théorémes 1 et 2 diverses formes moins
techniques que la condition (i),. Tout d’abord :

ProposiTiON 6. — Soit X un ensemble d’approximation. Pour qu’une
semi-norme finie croissante = sur G(g) soit fondamentale, il suffit que,

pour ftoute composante connexe £2 de [}E, l’une des conditions qui suivent
soit vérifiée :
(ii, 1) Il existe une suite r, dans C(z) telle que r,oo soit de Cauchy

pour w el que, pour ftoute fonction surharmonique (resp. harmonique)
positive f dans 2, e/ ne majore qu’un nombre fini de termes de la suife ry o ».

(ii, 2) Il existe une suite r, dans G(z) lelle que r,oc tende vers zéro
pour w et que, pour foute fonction surharmonique (resp. harmonique)
positive f dans Q, e/ ne majore qu’un nombre fini de termes de la suile r, o ».

D’abord, (ii, 2) entraine clairement (ii, 1). D’autre part, pour tout p > 1,
(ii, 1) entraine (i), car, de toute suite r, de CG(s) qui est de Cauchy
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pour 7, on peut extraire une sous-suite r;, telle que la suite r, =r, ,—7r),
vérifie

D@ @) < oo,

n=0

Remarque. — Pour établir cette proposition, ainsi que d’autres qui
suivent, il n’est pas nécessaire de connaitre les résultats des paragraphes 2
et 3 sous la forme (i),, mais il suffit de les connaitre sous la forme un peu
plus faible :

(i), 1l existe une suite r, dans G(r) telle que

N (7 (o)) < 0

n=0

et que, pour toute fonction surharmonique (resp. harmonique) positive f
dans @, e/ ne majore pas la suite r, o w.

En effet, on peut montrer que (ii, 1) entraine (i*),. Raisonnons par
I'absurde en supposant (i), fausse, et soit r, une suite de GC(7) telle
que r, o ¢ soit de Cauchy pour 7. On peut extraire de r, une sous-suite r),

telle que
T (P —T) <= 47

Sil’on pose alors s,= r, et, pour n>1, s,=r,—r,_,, il est clair que, pour
tout p>. 1,

3 (@ (5. 0 0)7 <0

et, par suite, il existe une fonction surharmonique (resp. harmonique)
positive f dans Q telle que e/ majore la suite |s,ow|. Il en résulte
|r'ow| e/ et, pour tout n>1,

[Fyow—T,_ow|=Za"ef,
d’out |1}, 0| = 2¢/, pour tout n, ce qui contredit (ii, 1).

Pour démontrer les énoncés des paragraphes 2 et 3 sous la forme
faible (i*),, on peut, au lieu de I'inégalité (a), utiliser 'inégalité plus simple :

(@) log* | 1o w|=log* | (rnow) k| + log*| h|—1log| h|.
De plus, au lieu de la propriété (A,), on peut utiliser la propriété :
(A}) Pour toute composante connexe  de GZ, il existe un point s,

de Q et une constante positive k tels que pour toute mesure p» de masse
totale inférieure & 1 sur X, il existe une fonction harmonique ! dans Q

vérifiant
Uso) < k||p|r et Ixlog|hyl.
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Nous donnons maintenant des conditions voisines de (ii, 1) et (ii, 2)
qui sont davantage exprimées en termes de bornologies. Il nous faut
pour cela introduire de nouvelles notions. 2 étant un ouvert de C, nous
désignons par S.(Q), le cone des fonctions surharmoniques positives
dans . Pour toute fonction ¢ de S, (), soit A, I’ensemble des fonctions
numériques f sur 2 telles que | f| < es.

Lorsque ¢ parcourt S, (£2), les ensembles A, constituent un systéme
fondamental de parties bornées pour une algébre bornologique de type
convexe de fonctions numériques sur £, que nous notons $(Q); il suffit
de vérifier que si ¢,, 9. sont deux fonctions de S. () et 2 un nombre réel
positif, il existe une fonction ¢ dans S, () telle que Ae®_—<e? (resp.
e e e?, e¥.ee%¥) : on peut choisir en effet ¢ =o¢,+ log+2
(resp. 9 =0, + ¢, +1, ¢=0, 4 9,). Nous appelons bornologie surhar-
monique dans & la bornologie de $(L). En partant de méme du cone
des fonctions harmoniques positives dans &, on définirait une algébre ¢ (<2)
et une bornologie harmonique. ©(Q) étant I'espace des fonctions holo-
morphes dans €, il est facile de voir que les ensembles de ©(L), qui sont
bornés pour la bornologie surharmonique, et ceux qui le sont pour la
bornologie harmonique, sont les mémes. Nous notons O4(£2) l'algébre
oQ)NS(Q)=0(Q)ns () munie de la structure induite par $()
ou 4¢(L2).04(L) est une algébre compléte : si ¢ est une fonction harmo-
nique positive, le disque borné des fonctions h de O4(L2) telles que
| h| < e? est complétant; en effet, la convergence dans Ej entraine la
convergence compacte, puisque ¢ est continue.

ProrosiTioNn 7. — Soit X un ensemble d’approximation. Pour qu’une
semi-norme finie croissante = sur G(c) soit fondamentale, il suffit que,

pour loute composante connexe Q de [}E, l'une des conditions qui suivent
soit vérifiée :

(iii, 1) Il existe une suite r, dans CG(z) telle que r oo soit de Cauchy
pour T et que de r,ow on ne puisse extraire aucune sous-suife de Cauchy-
Machey dans O4(2).

(iii, 2) Il existe une suite r, dans C(z) telle que r,oc tende vers zéro
pour T et que de r, o w on ne puisse extraire aucune sous-suite tendant vers
zéro au sens de Mackey dans O.4(£2).

Ces conditions sont moins restrictives que celles du type (ii), car (ii, 1)
entraine (iii, 1) et (ii, 2) entraine (iii, 2), toute suite de Cauchy-Mackey
ou tendant vers zéro au sens de Mackey étant bornée. Montrons d’abord
que (iii, 2) entraine (ii, 2). et supposons par I'absurde (ii, 2) fausse. Soit
alors r, une suite de C(z) telle que r, tende vers zéro pour w. On peut
extraire de r, une suite r;, de facon que 27(r; - ¢) tende vers zéro pour =.
I1 existe alors une fonction surharmonique positive ¢ dans Q telle que e?
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majore |2"%(r,,ow)| pour une suite infinie n, d’entiers; il en résulte
que 1y, o tend vers zéro au sens de Mackey dans @,(<), ce qui montre
que (iii, 2) ne peut avoir lien. D’autre part, (iii, 1) entraine (i), [et
méme (i*),] pour tout p > 1. Raisonnons encore par I'absurde en suppo-
sant (i), fausse. Soit r, une suite de G(r) telle que r,oo soit de Cauchy
pour 7. On peut extraire der, une sous-suite r), telle que = (r,,,,—r,) = 4.
Posons alors s, = 2"(r,.,—7r,); il est clair que, pour tout p> 1,

D (w(sno ) < oo

n=—=0
et, par suite, il existe une fonction surharmonique positive ¢ dans Q telle
que e? majore la suite [s,ow|. On a donc

[T 00 —Ty 00 | Z 2767,

ce qui montre que r,ow est de Cauchy-Mackey dans 04(L) et contre-
dit (iii, 1). .
On peut chercher si » appartient a 04(2). C’est le cas lorsque Q n’est

pas partout dense, car si on choisit un point s de [}Q, et si I'on pose
d(s, Q)=d, la fonction ¢ =log|s—w|—d est harmonique positive

dans €, et e? majore é]s—w|, donc é(a——w) appartient 4 04(LQ),

donc aussi w. C’est aussi le cas lorsque £ est connexe et que GQ contient

un ensemble fermé non vide = qui posséde, pour un p > 1, la propriété (A,)
ou la propriété plus faible (A}). En effet, si ’'on considére un point u de X
et la mesure p =¢,, la fonction log|hy|=1log|(u—w)~"'| est alors
majorée par une fonction harmonique positive I, de sorte que
o=Ilog|u—w| -+ est une fonction harmonique positive majorant
log|u—w], et 'on conclut comme précédemment.

Nous ajoutons enfin aux conditions qui précédent une condition plus
restrictive qui est celle annoncée dans l'introduction et qui généralise
les conditions classiques, en particulier celle prouvée par H. PoLLARD [19]
dans le cas ot 2 =R et ol 7 est associée & un poids.

ProrosiTion 8. — Soit X un ensemble d’approximation. Pour qu’une
semi-norme finie croissanfe © sur G(o) soit fondamentale, il suffit que,

pour toute composante connexe Q de GE, [}Q soit non polaire et

@iv) Il existe un point s, de Q tel que, pg, désignant la mesure harmonique
relative au point s, dans ,

sup f log+| r(u) | duS (u) = co.
1<t JpQ

r€G(T), T (ro0) <L
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Montrons en effet que cette condition entraine les autres; il suffit
de voir que (iv) entraine (ii, 2). En effet, si I'on a

17780

sup log*|r(u)| dp(u) = 4 oo,
T(roG)<L1

il existe une suite r, dans G(z) telle que

m(ryo0o) L1 et log* | r,(u) | dp (u) > 2n.
Si l'on pose r,=ao"r,, r, vérifie alors les hypothéses de la condi-
tion (ii, 2). En effet, n(r}, o o) tend vers zéro et s’il existait une fonction

harmonique positive f dans Q telle que e/ majore une sous-suite r), de r,,
en posant, pour tout point u de 0%,

g(u) = lim inff(s),
S>u

s€Q
on obtiendrait, d’aprés la continuité de log*+|r,, | :
 log*[n, ()| = g(0)
pour tout point u de 9L, d’on
log* | 1y, (t1) | A () = f g () du (1) = f (s0).
Or,
log* | 1), (1) | dp (u) = log* r,, (1) d2£ (1) — nlog 2 dp? (u)

et le membre de droite est encore minoré par (2 —log2) n,, d’out
[(80) = (2 —log2) n,
ce qui est absurbe.
On peut encore remplacer la condition (iv) par la condition
(iv*) Il existe un ouvert Q' c Q et un point s, de Q' tels que

J g Ir@) ot = oo

reg(t 1: u 0 0)Z1
En résumé, on a le diagramme d’implications qui suit :
= (i, 2) = (i, 1)
=@ I
(iii, 2)  (iii, 1)

Donnons, pour terminer, un énoncé valable pour toute partie = de G.

= (1), = (D).

ProrosiTiON 9. — Soienf X une partie de G et © une semi-norme finie
croissante sur G(c). Pour que 7 soit fondamentale, il suffit que, pour toute

BULL. SOC. MATH, — T. 96, FASC. 4. 21



322 J.-P. FERRIER.
composante connexe Q de [}E, il existe : > o lel que, Q. désignant ’ensemble

des points s de Q tels que d <s, GQ) >z

(¢) La structure induite par w sur G(t) n’est pas plus fine que celle
induite par 05(Q).

La vérification est aisée, étant donné que la fonction hy, du paragraphe 2
est bornée sur tout Q..

5. Le facteur (¢ — s).

Nous relions, dans ce paragraphe, les résultats du chapitre 1, § 3 et
ceux du chapitre 2.

ProrosiTion 10. — Soient X une partie de G el © une semi-norme finie

croissante sur limage G <a; GT) de G(r) dans G(s). Posons
S =S<a;G<a; [}T> > Alors, Sn[}f. est ouvert ef fermé dans [}E.
Nous pouvons toujours prolonger = a G(s) en n* par la méthode du
chapitre 1, §4. Supposons, par I'absurde, qu’il existe dans une méme
composante connexe  de [}S un point s de S et un point ¢ de GS. Il en
résulte, d’aprés la proposition 4 du chapitre 1, § 3, que si p est la semi-
norme r+— n*((c —s)r), ¢ appartient & S <a; C (0'; GT> >, de sorte que,
par la proposition 2 du chapitre 1, § 3, il existe une suite r, dans G(7)
telle que r,oc soit bornée pour p et r,(f) =2". Pour tout ¢:>o, la

structure induite sur C(r) par ¢ n’est pas moins fine que celle induite
par 04(L;). Cela montre, pour la proposition 9 du paragraphe 4, que la

restriction de p & G <Gu> est fondamentale, donc, d’apreés la proposition 5

du chapitre 1, § 3, que Sc[}Q, ce qui contredit le fait de s dans Sn Q.
On déduit aussitot du résultat précédent que, pour toute semi-norme

finie croissante 7 sur G(¢), '’ensemble des points s de [}2, tels que (¢ — s)~

adhere a C <o; GT), est ouvert et fermé dans [}E.

ProrosiTioNn 11. — Soit X un ensemble d’approximation d’ordre p,

et soit = une semi-norme finie croissante sur G <a; [:T).Pourque X contienne

S <a; c <0'; GT) >, il suffit que, pour foute composante connexe Q de Gf,
™
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Uune des conditions (i),, (i), (i, 1), (ii, 2), (i, 1), (iii, 2), (@iv) ou (iv*)
soit vérifiée, et il est nécessaire que chacune des six premiéres le soit.

Pour voir la nécessité, on peut se contenter de considérer (ii, 1). Or,

si 'on a S<a; G<a; [}T>ﬂ>c2, on sait, d’aprés la proposition 2 du

chapitre 1, § 3, que, pour tout point s de GZ, il existe une suite r, de fonc-

tions de CG(z) telle que r,oc soit bornée pour = et que r,(s) =4 La
suite 27"r,oc tend vers zéro pour w, et aucune sous-suite extraite
de 2~"r, n’est bornée en s et ne peut donc étre majorée dans la compo-
sante connexe  de s par une fonction e/ ou f est harmonique positive
dans Q.

Voyons maintenant la condition suffisante; il suffit cette fois de consi-

dérer (i),. On sait déja que I'ensemble S= S <0'; Cc <a; [}T) > est contenu
ke
dans Sp <cr; C.(cr; [}T>>, donc dans T, de sorte qu’il suffit de montrer

que tout point s de GS est dans [}S. Raisonnons par I’absurde, en suppo-
sant s dans S AGE, et considérons une composante connexe quelconque £

de GE. Nous pouvons toujours supposer que » appartient a 0,(L2). C’est,

en effet, le cas lorsque 2 n’est pas partout dense, et si, pour Q partout
dense, w n’appartient pas a ©4(L), toute semi-norme finie sur C(c)
vérifie (i), dans , comme on le voit en considérant la suite r,= 277"7.
En particulier, la semi-norme p:r> n*((c—s)r) vérifie alors (i),

dans Q, ce qui prouve, puisque & = C, donc Q = [}E, que p est fonda-

mentale, et donc, d’aprés la proposition 5 du chapitre 1, § 3, que S est
contenu dans X. Sachant donc que o appartient & ©4(Q), voyons que
la semi-norme p vérifie aussi la condition (i), dans £2, ce qui entrainera,

Q décrivant I’ensemble des composantes connexes de GE, que p est fonda-

mentale et donc, comme précédemment, que S est contenu dans X.
Raisonnons par ’absurde, en supposant que p ne vérifie pas (i),. Soit r,
une suite de G(z) telle que

®©

N (@ (e )7 < +c0.

n==0

Posons :
r, = Tn—1a(s)) (r —$)~".
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Comme s appartient 4 S, on a, d’aprés la proposition 2 du chapitre 1, § 3
puis par la sous-additivité de x — x'/» :

@ ) wﬂ )

DEEE) P <+o et ¥ es) o

n==o0 n=~0

Par suite, il existe une fonction harmonique positive f dans Q telle que e/
majore les sommes partielles

m

N /
N

n=~0

Silest une fonction harmonique positive dans Q2 telle que e/ majore | s —w|,
e/~ majore

m

-
}_‘ Inow—Try(8)

n=o

et e/++* majore

-
pour tout k }_}_‘ | T2 (S) .

n=o

m
~
I'yow
n=0

Le choix de k est rendu possible par le fait que

®©

NI rals) 77 <40,

n=o0

ce qui résulte aussitot de ce que s est dans S. L’hypothése que = vérifie (i),
est donc contredite.

11 résulte des énoncés qui précédent que la notion intéressante, pour
une semi-norme finie croissante = sur G(s), n’est pas que = soit fonda-

mentale, mais que, pour un point s de B 3, lasemi-norme o : r > 7 ((7—3$) 1)
le soit. Cette condition ne fait intervenir en réalité que la restriction de =

a G<a; GT>, et équivaut, comme on l'a vu, a ZDS<J; G<O‘;GT> >

Si I’on compare la proposition 11 aux résultats classiques de H. PoLLARD,
on obtient immédiatement le corollaire qui suit :

CoroLLAIRE 2. — Soif w un poids au sens classique (resp. au sens
de £r, 1Zp <<oo) ne s’annulant pas (resp. presque partout non nul).
Pour toute fonction f de ¢,(R) ne s’annulant pas, les poids w el fw sont
fondamentaux en méme temps.

On en déduit encore que tout poids fondamental au sens classique I’est
encore au sens de £7, puisque

[fwll,=[ G+ L[ fa+E)wl..
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CHAPITRE 3.

Classes quasi-analytiques généralisées.

On sait que certains résultats de la théorie des poids fondamentaux
peuvent se déduire des théorémes classiques sur les classes quasi-
analytiques. Nous allons voir comment, inversement, les résultats précé-
dents conduisent & des nouveaux théorémes de quasi-analyticité. Nous
disons qu'une fonction numérique f, indéfiniment dérivable sur R,
posséde la propriété (Q) si f=o ou s’il n’existe aucun point de R,
ou f s’annule avec toutes ses dérivées. Nous disons de méme qu’un sous-
ensemble de ¢= (R) posséde la propriété (Q) si chacune de ses fonctions
la possede. Dans les mémoires classiques, on étudie les sous-ensembles
de ¢~ (R) définis par des inégalités du type

[f@l=4. neN.

Nous nous donnons plus généralement une semi-norme finie = sur G[ X],
et étudions le sous-ensemble de ¢~ (R) défini par les inégalités

1D, (N =) peClX],

ou, pour des raisons techniques, D, désigne l'opérateur différentiel

1 dy,
p ol dx

Le cas classique correspond évidemment a la semi-norme

S axe ¥ (1) a.

ProrositioN 1. — Soient © une semi-norme finie sur G[X] telle que
S(X; G[X]z)cR. L’ensemble des fonctions f de c=(R) telles que
| D, (f)]. < = (p) pour tout polynéme p, posséde la propriété (Q).

En effet, ’ensemble étudié étant invariant par translation, on peut
supposer, par 1'absurde, qu’il contient une fonction f non nulle et telle
que f*(o) = o pour tout entier n. Du fait que, = étant finie, f appartient

a @£ (R), le produit de la transformée de Fourier f de f avec toute fonc-
tion de ¢,(R) est dans £'(R)n£2*(R). Soient alors o la semi-norme

sur ¢, (R) : g+ || G—1) gf >, et ¢ la forme linéaire sur ¢, (R) :
g [ 9@ @ du
“R

o est finie croissante, et ¢ est continue pour p puisque, par I'inégalité
de Schwarz,
C—1gf

lof izl €= [l

qe
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De plus, si 2 est la semi-norme sur ¢,(R): g+~ | gf

PLANCHEREL,
AP ©) =Dy l=»

», ON @&, par

d’olt
MpE)==(p) et  SE G[Eh)cR,
ce qui assure, d’aprés la proposition 5 du chapitre 1, § 3, que la semi-

norme p est fondamentale, donc, d’aprés la proposition 1 du chapitre 2, § 1,
que G[Z] est dense dans ¢, (R) pour p. Or fi* (o) = o, donc

fu"f(u)du =o,
“/R

ce qui montre que ¢ s’annule sur G[£]. Par continuité, ¢ est aussi nulle

sur ¢,(R), d’out f =o, puisque ¢,(R)n £2(R) est dense dans £*(R),
et finalement f = o, ce qui est absurde.

CoROLLAIRE 1. — Soit © une semi-norme finie sur G[X]. Pour que
Pensemble des fonctions f de c¢=(R), felles que || D,(f)|.< n(p) pour tout
polynéme p, posséde la propriété (Q), il suffit que Uon ait

log*|p(w) |
su —=— " du =+ o0.
pec[X],g(mg /I; 1+ u? +

Identifions pour simplifier G[X] et G[%]. Si la condition ci-dessus est
vérifiée pour =, elle I’est aussi pour la semi-norme croissante w* associée
a4 m, puisque, sur G[:], on a ©w*'<x. D’autre part, | D,(f)|.= =(p)
entraine || D, (f) |.= =*(p), puisque, par PLANCHEREL, || D, (f)|.= || pf
et que la semi-norme p > | pf |l est croissante. Or, si la condition

ci-dessus est vérifiée pour =", d’apres la proposition 11 du chapitre 2, § 5,
S(E; Glt]=) cR, et I'on peut appliquer la proposition 1 qui précede.

o

CoROLLAIRE 2. — Pour qu’une fonction f de ¢ (R) posséde la propriété (Q)
il suffit qu’elle appartienne a @22 (R) ef que

sup flog'*lp(u)l du —
P €GLX] [ Dp(f) 2= 5 u = 0o0.
r€C P 1 R I + u

Ce corollaire se déduit immédiatement du précédent, puisque si f est
dans @.22(R) la semi-norme p +> || D, (f) ||. est finie.

COROLLAIRE 3. — La {ransformée de Fourier d’un poids fondamental
au sens classique ou au sens de £7, pour 2-p <o, posséde la
propriété (Q).

Soit en effet w un tel poids. On sait, d’aprés le corollaire 2 du
chapitre 2, § 5, que (5 -—i) w est un poids au sens de £2 et donc que la



ENSEMBLES SPECTRAUX. 327

semi-norme f+> || f¢E — i) w|. est fondamentale. Si & est la transformée
de Fourier de w, on a, par Plancherel, || D,(®)|.={ p() w|. pour tout
polynoéme p, et la proposition 1 permet de conclure.

ProposiTioN 2. — Soif © une semi-norme finie croissante sur G[X].
Si Uensemble des fonctions f de ¢=(R), qui vérifient || D,(f){|.< = (p())
pour fouf polynéme p, posséde la propriété (Q), alors m est fondamentale.

En effet, si = n’est pas fondamentale, il existe une forme linéaire ¢ = o
sur ¢, (R), continue pour 7 et nulle sur G[%]. On sait que ¢ est I'intégrale
relative a4 une mesure bornée .. Soit { la transformée de Fourier de .
On a clairement 7(® (o) = o, pour tout entier n, et

1D, .= p@ull. =l ¢ I =0 @)

Par suite, ﬁ appartient a4 I’ensemble étudié, et ne possede pas la
™

propriété (Q).

CHAPITRE 4.

Un probléme de spectre relatif.

1. Ensembles spectraux fondamentaux.

Nous abordons maintenant le probléme qui est de donner des condi-
tions pour que, étant donnés une algébre compléte a unité A, une sous-
algebre unitaire fermée B de A et un élément a de B, on ait I'égalité
entre le spectre de a dans A et celui de a dans B. Nous I’étudions dans ce
paragraphe en termes d’ensembles spectraux, et posons la définition qui
suit.

DEFINITION 4. — Soient A une algébre compléte a unité et a un élément
de A. Nous disons qu’un ensemble % spectral pour a est fondamental, s’il
est spectral pour a dans toute sous-algébre unitaire fermée de A confenant a.

Nous pouvons alors énoncer le théoreme suivant :
TutoreME 3. — Soient A une algébre compléte a unité, a un élément
de A et 3 un ensemble spectral pour a tel que X c 2. Pour que X soil fonda-

mental, il suffit que, pour toute composante connexe £ de [}Z, il existe un

a

entier n tel que la structure définie sur G[¢] par la semi-norme p > || p 0% ||
ne soit pas plus fine que celle induife pas ©.4().

Preuve. — Supposons satisfaite la condition du théoréme. Pour voir
que X est fondamental, il suffit de voir qu’il est spectral pour a dans
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la sous-algébre unitaire fermée B de A engendrée par a, ou encore que X
est spectral pour a dans B, puisque 'intérieur d’'un ensemble spectral
est spectral. On doit donc vérifier que (a—s)~' est dans B pour tout s

de [:.‘_. Par le calcul symbolique, on se raméne & prouver que, pour tout s

de GE, (7 —s)~' adhere a C[o] dans l'algébre O0(dx), ce qui a lieu

en particulier lorsque (s —s)~' adhére a G[s] pour la semi-
norme 7 : fi> || f0%" ||. Or, d’aprés Hahn-Banach, si (¢ —s,)~* n’adhére
pas 4 C[o] pour 7, il existe une forme linéaire continue v sur ¢(2);,

sous-espace de €(Z) sur lequel 7 est finie, nulle sur G[s] et non nulle
en (s—s,)~'. Si alors p est la semi-norme fi> || fo% ||, la restriction

de v & ¢(3), est I'intégrale associée 4 une mesure p. sur X portée par 3.
Pour tout point s de [}E‘, la fonction (¢ —s)~' est majorée par d3' qui
est p-intégrable. Nous pouvons donc considérer la fonction holomorphe h
dans la composante connexe Q de s, dans [}E, définie par

h(s) = ZH—_(HZ
Ecrivons, pour tout polynéme p en Z, I'inégalité
(© log=|pow|=log*|(pow)h|+log*|h|—log|h|
de laquelle on déduit aussitot 'inégalité
@ log*|pew|=|(pew)h|+h|—log|h|

La démonstration sera achevée si on peut majorer |(pow)h| sur
I'ensemble des polynémes p en { tels que || pd% || =<1 par une fonction
surharmonique, la méme majoration s’appliquant alors au terme |h]|
et le terme —log|h| étant surharmonique puisque h(s,)#o. Or,
pour tout point s de L et tout polynéme p en % tel que ||pdt| =1,
la fonction (v — s)~' p est majorée par o3' " qui est p-intégrable, et

pO e = [2OLW,
d’out
PO = [ 337 d || @,

soit enfin :
[p@)R(s)[ <[ 9 |

La constante || ¢ ||~ convient donc.
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Il faut remarquer que la condition sur la semi-norme 7 : fi> || fd% ]|,

qui intervient dans le théoréme 3, est entrainée par chacune des conditions
du type (i) du chapitre 2.

2. Fonctions holomorphes tempérées dans une bande.

Nous essayons d’étendre aux fonctions spectrales les résultats du
paragraphe précédent; posons donc la définition qui suit :

DEFINITION 5. — Soient A une algébre compléte ¢ unité et a un élément
de A. Nous disons qu’une fonction de A(a; A) est fondamentale si elle
appartient a A (a; B) pour loute sous-algébre unitaire fermée B de A.
contenant a.

Indiquons tout d’abord une extension facile du théoréme 3 :

TutoriME 3 bis. — Soient A une algébre compléle a unité, a un élément
du centre de A et ¢ une fonction spectrale pour a. Pour que le support de o
soit fondamental, il suffit que, pour chaque composante connexe Q de son
complémentaire, il existe un entier n tel que la structure définie sur G[Z]
par la semi-norme p+> || pd”|| ne soit pas plus fine que celle induite
par O4(L).

La démonstration est exactement celle du théoréme 3, compte tenu
du fait qu’il existe une fonction J,< 0, spectrale pour a, qui soit
lipschitzienne et telle que £d, soit uniformément bornée, et un morphisme
d’algébres complétes de ©(d,) dans A qui envoie unité sur unité et
sur a. Enfin si la condition du théoreme 3 bis est vérifiée par o, elle 'est
aussi par o;.

Il faut remarquer que le résultat qui précéde est imparfait puisqu’il
n’assure pas que o est fondamentale. Nous allons étudier un cas particulier
ou cette propriété a lieu.

ProposiTioN 1. — On suppose que X est U'ensemble des points s de G
tels que —1<<Im(s)<<1 et qu'une fonction spectrale o relative & un
élément central est de la forme Yz (w,|¢|), ot w est une fonction strictement
positive et décroissante sur R vérifiant :

(1) wx + y) > w(x)w(y) pour tout couple (x, y) de R.XR,;

Clogw@) L
@ ) e W=

dans ces conditions, o est fondamentale.

Nous allons d’abord voir qu’avec les hypothéses de la proposition
Iensemble spectral X est fondamental. C’est une conséquence du fait
classique que, sous les hypothéses qui précédent, wo|f| est un poids
fondamental sur R. En réalité, nous aurons besoin d’une régularisation
de w, et faisons une démonstration qui la donne aussi.
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Pour voir que X est fondamental, il suffit, d’aprés le théoréme 3 bis
et des énoncés classiques, de montrer que, si I’ n
et a,= A}/, la suite a, est croissante et la série 1/a, divergente. Le falt
que a, est croissante résulte simplement du fait que a,=/ 7. w"/"||
et que w(o) =1, puisque w(o + o)> (w(0))?, donc w 1. Pour voir
que 1/a, est divergente, nous nous ramenons au cas ou w est de classe ¢'.

Zwl]

Posons v =—1logw; v est positive, croissante, et
(1) v(x 4+ y)<=v(x) -+ v (y) pour tout couple (z, y) de R, xR, ;

()/ u(u) s du =+ co.

1
Introduisons v, (r) = f v(x 4 u) du; clairement v, est positive, crois-
0

sante, sous-additive et telle que v = v, < v -+ 1, de sorte que

vy (u)
Py du = + oo.

D’autre part, v, est lipschitzienne car, pour tout couple (z, y) de R. xR, :

01T+ §)— 1 (1) —_-f’r(v(x 1 U)—o(x + u)) du.

D’ou
vi(@ +y)—vi(@)=y.v (1).

Si v est continue, v, est de classe ¢'; en effet, pour z, y dans R.. :
0@+ y)— 0 (@) —y@E +1)—0 ()
=j » w@Ex+1+y)—ov@-+1))du —f v + u)—v(x)) du,

et par suite, v, posséde une dérivée a droite au point x égale
a v(x+ 1)—v(x); cette dérivée étant continue, v, est de classe ¢€'.
Si alors w, =exp(—uv), A,.=[8w.| et a.=(A,)", on a
w,>(1/e)w, d’ou a,.>>(1/e) a,, ce qui montre que si 1/q,, diverge,
il en est de méme pour 1/a,; on peut donc se ramener au cas ou w est
lipschitzienne, donc continue, puis de classe ¢'. Désignons alors, par b,,
le plus petit u de R, tel que v*w(u)=A,; on a b,> a, pour n=o,
puisque a, = b,(w(b,))!/*. Supposons, par I'absurde, que 1/a, converge;
a, tend alors vers I'infini, donc aussi b,. La suite b, est strictement
croissante, car dans 'intervalle (o, b,) la dérivée logarithmique de "' w
est la somme de celle de 2w qui est positive et de celle de %, qu1 est
strictement positive; il ne peut donc y avoir de maximum pour "' w
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dans lintervalle (o, b,). De plus, la dérivée logarithmique en x> o
de 2t w étant 1/x.(n —vz'), on a v'x < n pour x = b,. D’olt

by
f YD 4y — n(xfb,— /0.
b

n—1

Puis :

n—1

]," , n
fb, YD gy 3 p(a b1 —1ib) Z1jbi+ D 1,

p=2 p=1

et le dernier terme est majoré par la somme de la série 1/a,. D’autre part,
en intégrant par parties, il vient

b (x) v(x) Pon ' (x)
f[ 7‘””:“[7],,1“%,, =

o 1

Comme on a v(n)=nv (1), dou v(x)<(x+1)v(1), le membre de
droite est majoré indépendamment de n et, par suite,

“a@)
£ o dr < -+ oo.

Soit
* v(@)
) 1+ 2

dx < + oo,

ce qui est absurde.

Posons o, =%“s(w,0|Z|); la fonction o, est lipschitzienne sur X
puisque v, l'est sur R,, donc aussi w,; de plus, on a (1/e)d =9, = 9.
Si nous posons ¢,=inf (81, 62), la fonction 9, est lipschitzienne et telle
que £9, soit uniformément bornée. Comme elle est spectrale pour a,
il existe un morphisme d’algébres complétes de ©(d,) dans A qui envoie
unité sur unité et ¢ sur a. Pour voir que ¢, est spectrale pour a dans la
sous-algébre unitaire fermée B de A engendrée par a, il suffit, comme o est
spectral pour a dans B et comme le montre le calcul symbolique, de voir
que 9, est spectrale pour ¢ dans ’adhérence R (3,) de C(s) dans ©(d.).
On se raméne a prouver que ¢, est dans A(s; R(9,)), puisque oy y est
et que A(g; R (3d,)) est stable par enveloppes inférieures finies. Il suffit
encore de montrer que ¢/ appartient a A(s; R (9,)) pour un entier M > 1,
donc de voir qu’il existe un ensemble B borné dans R (d,) tel que, pour
tout point s de 3, il existe une fonction r, de C (o) telle que (¢ —s) ry—1
appartienne a ’ensemble o)/¥ B; autrement dit, il existe un entier N tel
qu’on puisse choisir r; dans G(z) de fagon que

rs@) oV (@) et (E—s)rs(®)—1) oY () o7 (s)
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soient bornés indépendamment du couple (s, f) de X x X. Posons
ry= (g- _— S)n,-—l ((O' I s)n_, + n’;s)—l,

ou n,=2E(|s|/8+ 5), E(x) désignant la partie entiére de x. Voyons
d’abord que r, est réguliére sur X et plus précisément que (f — sy=.n;" 41
y est minoré en module. Pour |[{—s|=g/ton,, on a une minoration
évidente par 1—g/ro. On peut donc supposer qu’au contraire on a
|t—s| > g/10n;, et on peut se ramener au cas ou s est dans R, + iR, ;
Pargument de {—s est alors majoré par 2(g/1on;— 2)~', donc celui
de (t—s)» par 20n,(gn,—20)' qui, puisque n,> 1o, est inférieur
a 20/7. Par suite, on a une minoration par sin(r— 20/7). On déduit
de 14 que (t—s) r;(t) est uniformément borné sur X x X, donc aussi r,(f),
ry(f) oY (), et pour |s| | Nt| ou | s| < 8o,

(—3) rs() —1) 3 (1) 67/%(s),
puisque pour | s| = | Nt| on a d,(s) < 8, (Nf) < 6¥ (f), donc
(@) oM (s) <1
et que, pour |s| < 8o, on a
o7 M (s) = w= /¥ (8o).

Il reste donc seulement a envisager le cas ou |s|>4|t| et |s|> 8o.
Prenons alors N =4 et M > 4v(1)/log 2; il en résulte w'/¥ (x) > o~ @+1/4,
Comme |t—s|>3/4|s| et |s|/4=<n,=3/8|s|, (t—s)r;(t)—1 est
majoré par (2—!*1/*—1)~', donc par 2'—!*I/* ou encore par 4 §'/%(s), ce qui
achéve la démonstration.

3. Fonctions holomorphes tempérées dans un angle.

Nous avons vu que, pour ramener le probléme sur les fonctions spec-
trales a celui sur les ensembles spectraux, on était conduit & la question
suivante : Etant donnée une fonction positive o sur G, lipschitzienne
et telle que 70 soit uniformément bornée, si on note R (d) 'adhérence
dans ©(d) de l'algébre C(c) des fractions rationnelles réguliéres sur
Pensemble X =06""()o, - (), & quelle condition la fonction o est-elle
spectrale pour o dans l’algebre compléte ®(d) ? Nous avons vu, au
paragraphe précédent, un exemple dans le cas out X est une bande. Nous

étudions maintenant le cas ou 2 est contenu dans un angle.

LemME 1. — Soient X un ensemble fermé de G contenu dans un angle
(d’ouverture << 2m), ef w une fonction positive sur R, lipschifzienne ef non
nulle. Nous faisons, en outre, Uhypothése qu’il existe deux constantes posi-
tives a, 3, avec o > 1, telles que o = x < ay entraine w(x) > w?(y). Posons



ENSEMBLES SPECTRAUX. 333

alors d ="7Yg(wo|{|) et 6, =inf(d, dx). Dans ces conditions, o, appartient
a A(e; R ().

Les hypothéses faites sur w entrainent que w ne s’annule pas, car si
w (r) = o, on doit avoir w(y) = o pour tout y tel qu’il existe un entier n
avec T oy, d’'ot w(y) = o pour tout y > o, et enfin w = o par conti-
nuité; par suite, w est bornée inférieurement sur tout compact.

Pour voir que d, appartient a A(s; R (3,)), il suffit que ¢ y appartienne,
ou encore 0/* pour un certain M >.1, et pour cela qu’il existe un autre
entier N tel qu'on puisse associer a tout point s de X une fraction r,
de G(o) de facon que les fonctions

rs@ oY) et ((—s)ry@—n)""(s) oY)

soient uniformément bornées lorsque (s, t) parcourt X xX. De plus,
d’aprés ce qui a été vu, on peut se contenter de considérer les points s
tels que | s| soit assez grand. Du fait que X est contenu dans un angle,
il existe un nombre ¢ >~1 tel qu’a tout point s de X, tel que |s|>c,
on puisse associer un point a(s) de [}Z tel que |a(s)| =5|s| et de facon
que la fonction

=

soit majorée par une constante d sur I’ensemble des couples (s, {) de X x X
tels que |s|>~c. On pourra aussi supposer, pour simplifier, que,
pour | s| > ¢, on a 6(s) = 1. Posons

a(s) - s—a(s) t\»
r® = s s(s~a(s)2a<t—a(s)s>'

n=~0

avec n; = E(—log(s)).

On obtient, par un calcul immédiat,

Supposons d’abord que l'on ait || =Z|s|/2. II en résulte

s —a(s)
—a (| =

d’ou
|rs()| <L 1)4 + 3.5/4 et @ —s)ro() —1|==(2/3) 1.
Par suite, dans ce cas, (({—s)rs({)—1)0='/"(s) sera uniformément

borné deés que I'on aura choisi M éx/logg Supposons maintenant
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que I'on ait | £ | > s/2. Soit P un entier plus grand que log 2/log«; il résulte
des hypotheses sur w que I’on a 6”(f) < 3 (s). De plus,

(01 =1l + 575 S

—I

de sorte que r,(f) 0™ (f) sera uniformément borné dés qu’on aura choisi N
plus grand que P{31log (6 d). On a enfin

[(t—b)l' (t)—l | _} ‘Zgg (6d)n,+1’
d’ou
(t — S) rg —1/M (3) = I Z gg (6 d)"s“ g—pp(t).
Or,
t—a(s)
Gy =+ 8l

Il suffira donc de choisir N plus grand que 1+ P3log(6d)+ P&.
PropositioN 2. — On suppose que o est une fonction spectrale relative
a un élément cenfral et que 6 est de la forme .. (wo|;[ ), ot 2 est une
partie de G telle que [}2 contienne un angle d’ouverture ¢ (¢ > o) el ot w est
une fonction strictement positive, décroissante sur R, et vérifiant
10w+ y) = w@wy);

i log—w(u)
90 it du =+ co.

Dans ces conditions, la fonction o est fondamentale.

Cet énoncé est une conséquence facile du lemme précédent.
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