
BULLETIN DE LA S. M. F.

JEAN-PIERRE FERRIER
Ensembles spectraux et approximation
polynomiale pondérée
Bulletin de la S. M. F., tome 96 (1968), p. 289-335
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1968__96__289_0>

© Bulletin de la S. M. F., 1968, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1968__96__289_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Bull. Soc. math. France,
96, 1968, p. 289 à 335.

ENSEMBLES SPECTRAUX
ET APPROXIMATION POLYNOMIALE PONDÉRÉE

JEAN-PIERRE FERRIER (*).

Table des matières.
Pages.

Index des n o t a t i o n s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 289
Chapitre 0. — I n t r o d u c t i o n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290
Chapitre 1. — P r é l i m i n a i r e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296

1. Notations géné ra l e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296
2. Terminologie relative aux bornologies et au calcul symbolique. . . . . . . . . . . 296
3. L'ensemble S (a; A ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 299
4. Formes linéaires sur des algèbres de fonctions rationnelles. . . . . . . . . . . . . 3o2

Chapitre 2. — Approximation pondérée avec une semi-norme.......... 3o6
1. Semi-normes f o n d a m e n t a l e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3o6
2. Premier théorème d ' a p p r o x i m a t i o n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309
3. Second théorème d ' app rox ima t ion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313
4. Les bornologies surharmoniques et harmoniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317
5. Le facteur (cr — s ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322

Chapitre 3. — Classes quasi-analytiques généralisées... . . . . . . . . . . . . . . . 325
Chapitre 4. — Un problème de spectre r e l a t i f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 327

1. Ensembles spectraux f o n d a m e n t a u x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 327
2. Fonctions holomorphes tempérées dans une bande.... . . . . . . . . . . . . . . . . . 329
3. Fonctions holomorphes tempérées dans un a n g l e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332

Index des notations.

Notations latines,

( A / , ) . . . . . . . . . . . . . . . chap. II, § 2
C[a], C M . . . . . . . . . )> I, 1
C(a), C ( Œ ) . . . . . . . . . . )> I, 1
C(a; T ) . . . . . . . . . . . . )) I, 1

(*) Thèse Se. math., Paris, 1968.
BULL. SOC. MATH. — T. 96, PASC. 4. 19



290 J.-P. FERRIER.

Index des notations (suite).

Notations latines.
A p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . chap. II, § 2
^C(^).. . . . . . . . . . . . . . » II, 4
0(ô),.. . . . . . . . . . . . . . . » I, 2
<^(^).. . . . . . . . . . . . . » II, 4
R ^ , ^ . . . . . . . . . . . . . )> II, 2
S(a;A), S(a) . . . . . . . . )> I, 3
S?(^).. . . . . . . . . . . . . . » II, 4
^(a;A), S/,(a). . . . . . )) I, 1
^ ( C ( Œ ; T ) ) . . . . . . . . . )> I, 4

Notations grecques,
ô a . . . . . . . . . . . . . . . . . . chap. I, § 2
A ( a ; A ) , A ( a ) . . . . . . . » I, 2
Ç . . . . . . . . . . . . . . . . . . » I, 1
^ Q . . . . . . . . . . . . . . . . . )> II, 4
^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . » I, 1
Œ ( a ; A ) , c r ( a ) . . . . . . . . » I, 2
% s . . . . . . . . . . . . . . . . . . » I, 1

Autres signes.
* . . . . . . . . . . . . . . . . . chap. I, § 4

Le but de l'étude qui suit est de généraliser quelques théorèmes clas-
siques d'approximation polynômiale pondérée et, en particulier, d'aborder
un problème de spectre relatif dans les algèbres complètes qui est en
liaison étroite avec cette approximation.

On sait que le problème classique de l'approximation polynômiale
pondérée, posé par S. BERNSTEIN en 1924, est le suivant : Co(R) désignant
l'algèbre de Banach des fonctions numériques continues sur R qui tendent
vers zéro à l'infini et R[^] l'algèbre des fonctions polynômes sur R,
on appelle poids toute fonction numérique w sur R telle que R[Ç]w soit
contenu dans ^oÇR); un poids w est dit fondamental si R[Ç]w est dense
dans <°o(R). Le problème consiste à déterminer les poids w qui sont
fondamentaux. Il a été étudié en particulier par S. BERNSTEIN [2],
L. CARLESON [5] et résolu en ig55 par H. POLLARD [19] qui a montré
qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'un poids w soit fonda-
mental est qu'il ne s'annule pas et que

. x sup riog-^lpOQI(I) pç.'EL[^\pw\^\ 1 —^ . y2—au =+co.
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Divers raffinements ont été apportés, en particulier par S. N. MER-
GELJAN [14]. En fait, H. POLLARD a également étudié un problème
voisin, celui dans lequel <°o(R) est remplacé par J^(R) et donné pour ce
dernier une condition nécessaire et suffisante analogue. Or nous prouvons
que, pour qu'un poids (resp. un poids au sens de ^P) soit fondamental,
il est nécessaire et suffisant qu'il ne s'annule pas (resp. qu'il soit presque
partout non nul) et que R[Ç] soit dense dans l'algèbre <°/,(R) des fonctions
continues sur R à croissance polynômiale (i. e. majorées à l'infini par
un polynôme en | Ç [) pour la semi-norme f\-> \\ fw \\^ (resp. f[-> || fw \\p).

On peut donc, plus généralement, se donner une semi-norme finie TT
sur <°/?(R) et rechercher à quelle condition R[Ç] est dense dans <^(R)
pour TT. Nous avons montré dans [8] qu'une condition suffisante était
que l'on ait

(2) sup rlo^p^ldu=+w
pçi^[^],^(p)^ïj^ I + U

lorsque la semi-norme TT était croissante, i. e. vérifiait 7^(/l)^7^(^) dès
q u e l / ' l ^ l ^ l .

Nous envisageons également le cas complexe, c'est-à-dire celui où R est
remplacé par un ensemble fermé î de G. Si C[o-j désigne l'algèbre des
fonctions polynômes sur I- et Cp(I) l'algèbre des fonctions continues
sur I à croissance polynômiale, le problème consiste à déterminer les
semi-normes TT finies croissantes sur <^p(^) telles que C[o"] soit dense
dans 0-pÇ^) pour TT. En réalité, l'étape intéressante réside dans la densité
pour TT de C[cr] dans l'algèbre C(o') des fonctions rationnelles régulières
sur JL. On est donc amené à considérer une semi-norme finie croissante TT
définie seulement sur C(o-); nous dirons que TT est fondamentale si G [o-] est
dense dans C(Œ) pour TT, définition que nous avons adoptée dans [9].
Si TT est définie sur <^(^) et est finie croissante, la densité de C(o-)
dans Cp CL) pour TT a lieu, par exemple, lorsque 1- est de mesure nulle ou
lorsqu'il est d'intérieur vide et que les composantes connexes de son
complémentaire sont en nombre fini.

Nous généralisons la condition suffisante de H. POLLARD à des ensembles
fermés privilégiés de G que nous appelons ensembles d'approximation.
Nous montrons que si ^ est un ensemble d'approximation, pour qu'une
semi-norme finie croissante TT sur C(o-) soit fondamentale, il suffit que,

pour toute composante connexe Q. de ( ^, il existe un point s de î2 tel
que

(3) sup f log4-1 p (u) \ d^? (u) = + oo,
pGCW,^(p)^iJ^

où pt.9 est la mesure harmonique au point s dans le domaine ^. Nous
prouvons que sont des ensembles d'approximation les ensembles fermés
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convexes, les ensembles fermés ayant une frontière de classe (°2 avec une
courbure majorée et une direction de normale uniformément continue
et les réunions finies d'ensembles de l'un de ces deux types.

Différents auteurs ont étudié l'approximation polynômiale pondérée
complexe, notamment M. M. DZRBASJAN dans le cas très particulier
où 2 est un angle ou un ensemble de droites parallèles et où le poids
vérifie certaines hypothèses de convexité et S. N. MERGELJAN dans le cas
d'un ensemble fermé d'intérieur vide et d'un poids quelconques, mais la
condition qu'il donne est loin d'être nécessaire.

Nous donnons, en même temps que (3), d'autres conditions s'exprimant
en termes de fonctions harmoniques ou surharmoniques positives. Par
exemple, si, pour un ouvert ^2 de G, nous désignons par ^(^2) [resp. ^€(^2) ]
l'algèbre complète dans laquelle un ensemble borné est un ensemble de
fonctions numériques complexes sur ^2 dont les modules sont majorés
par une même fonction exp(f), où fest surharmonique (resp. harmonique)
positive dans ^2, nous prouvons que, pour qu'une semi-norme finie crois-
sante TT sur C(o-) soit fondamentale, il suffit que, pour toute composante

connexe 12 de | ^,

(4) il existe une suite pn. de polynômes qui tende vers zéro pour TT et
dont on ne puisse extraire aucune suite tendant vers zéro dans ^(^2)
[resp. 30(12)].

Pour ne pas faire jouer un rôle particulier au point à l'infini, nous
étudions l'approximation rationnelle. Si ^ est un ensemble quelconque
de G, nous disons qu'une semi-norme finie croissante TT sur C(o-) est

fondamentale si, T désignant l'ensemble Zu|.^ et C(r) l'algèbre des

fonctions rationnelles régulières sur T, l'image de C(r) dans C(o-) est
dense pour TT; pour que TT soit fondamentale, il suffit, lorsque 1 est

d'approximation, que, pour toute composante connexe ^2 de | I, il existe
un point s de i2 tel que

(5) sup / log4-|^(u)[d^û(")=+oo.
reCm:^M^l^Q

D'autres conditions sont données, dont une, (6), analogue à la condition (4).
Pour établir ces résultats, il nous faut savoir que certaines formes

linéaires sur des algèbres de fonctions rationnelles sont les intégrales
associées à des mesures de Radon. Dans le cas des ensembles fermés,
nous utilisons un théorème de G. CHOQUET sur les cônes adaptés (voir [6]
ou encore [15] ou [16]). Dans le cas général, nous faisons appel à la théorie
des modules de domination de M. ROGALSKI [20].
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Pour obtenir des conditions à la fois nécessaires et suffisantes, nous
sommes amenés à étudier les algèbres à élément unité A munies d'une
bornologie de type convexe. Pour tout élément a de A, nous considérons
l'ensemble S (a; A) complémentaire dans C de l'ensemble des points s
tels que o adhère au sens de Mackey au sous-espace (a—s) A—i. Nous
prouvons que si TT est une semi-norme finie croissante sur C(o-) et si A est
l'image de C(r) dans C(o-) munie de la semi-norme TT, alors, o- désignant

l'injection canonique de 1 dans G, 5(cr; A^Pl est ouvert et fermé

dans (.^, et pour que l'on ait S((7; A)c ̂ , il faut et il suffit que la semi-

norme p : r^7z - ( (o -— s ) r ) , où s est un point quelconque de l î , soit

fondamentale. Le problème initial est donc ramené de cette façon à un
problème d'algèbre bornologique si l'on sait que S(o-; A) == 5'(cr; B),
où B est l'algèbre sous-jacente à A munie de la bornologie pour laquelle
un système fondamental de parties bornées est constitué par les homo-
thétiques des enveloppes convexes des B71, où B est la boule unité de TT.

Lorsque 1 est un ensemble d'approximation, des conditions comme (5)
et (6) sont encore suffisantes pour que l'on ait S(Œ; A) c ̂  ; la condition (6)
est également nécessaire. En examinant le cas particulier où I- = R et
où TT est associée à un poids, on découvre une différence d'un facteur (^ — i)
avec la condition classique de H. POLLARD. On en déduit aussitôt que
si w est un poids fondamental (au sens classique ou au sens de ^P\ le
poids (i + I S )nw est encore fondamental.

On sait que certains résultats d'approximation peuvent se déduire
de la théorie des classes quasi-analytiques. Inversement, nous retrouvons
et généralisons cette dernière grâce aux résultats d'approximation. Nous
introduisons pour toute semi-norme n sur C[X] et tout nombre q
de (i , oo), la classe des fonctions de e°°(R) qui vérifient [| Dp(f) [|y^7r(p)

pour tout p de C[X], Dp étant l'opérateur différentiel p(—I— ,-). Nous
\2 7T l U.X j

disons, d'autre part, qu'un sous-ensemble A de (^(R) possède la pro-
priété (Q) si toute fonction non nulle de A ne s'annule en aucun point
avec toutes ses dérivées. Nous montrons que, pour toute semi-norme
finie TT sur C[X] telle que 5(X; C(X)^)cR, la classe || Dp(f) [\^^(p)
possède la propriété (Q). Il en résulte que, pour qu'une fonction f possède
la propriété (Q), il suffit que l'on ait

/ \ r^^ipOOl j(7) sup T ° .'V du ==+oo.^ec[xi,i |Dp(/)n^iJ^ i + "'

II en résulte aussi que si w est un poids fondamental (au sens classique
ou au sens de ^P, p^s), sa transformée de Fourier w possède la
propriété (Q).
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Nous montrons que le problème de l'approximation polynômiale
pondérée est lié au problème de spectre relatif suivant : Étant donnés
une algèbre complète à élément unité A, une sous-algèbre unitaire fermée B
de A et un élément a de B, que faut-il imposer au spectre de a dans A
pour qu'il soit égal au spectre de a dans B ? Nous étudions ce problème
en termes d'ensembles spectraux à l'aide du calcul symbolique de
L. WAELBROECK en un élément non régulier (voir [22] ou [23]). Nous
disons qu'un ensemble i, spectral pour a, est fondamental s'il reste
spectral dans toute sous-algèbre B, et nous prouvons que pour qu'un
ensemble 1, spectral pour a, soit fondamental, il suffit que 2 contienne 1

et que, pour toute composante connexe ^2 de l î , il existe un entier n

et un point s de ^ tels que, C[Ç] étant l'algèbre des fonctions polynômes
sur G, on ait

<8) sup F log+|p(u)|^?(u)==+oo.
/oec[Çl,([/» ÔS[[^I^Q

La condition (8) entraîne que 1 est simplement connexe; elle signifie,
d'autre part, que ̂  décroît suffisamment vite à l'infini, i. e. que 1- est
suffisamment fin vers l'infini. Elle est, par exemple, vérifiée si ^ est
l'ensemble des s==x+iy tels que \y ^aexp(—(3|^[), où a, [3 sont
deux constantes strictement positives.

La considération des seuls ensembles spectraux est insuffisante car
elle ne donne aucun renseignement lorsque le spectre est un angle, ou même
une bande. Il faut avoir recours aux fonctions spectrales, mais si, pour
une fonction spectrale ^ telle que, 1 désignant l'ensemble des s tels
que ô(5)>o, 1- soit contenu dans ^, il est facile de voir que, lorsque
la condition (8) dans laquelle ô remplace ^s est vérifiée, 1 est alors
fondamental, on ne peut en déduire en général que ô est fondamentale,
1. e. reste spectrale pour toute sous-algèbre B. Il en est toutefois ainsi
lorsque ô est de la forme Zs.(wo [ Ç [^AP), où %s est la fonction d'un

ensemble 1 tel que ^cl- et que toute composante connexe de (1^

contienne un angle d'ouverture ^p(^>o) et w une fonction positive
décroissante sur R+ telle que

(9)

w(x+y)^w(x)w(y),
riog-w(u),

i-^4^-du==+GO•
II faut remarquer que le problème général de spectre relatif indiqué

est un peu moins fin que celui de l'approximation polynômiale pondérée,
ce dernier ne nécessitant pas la donnée d'une structure d'algèbre borno-
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logique. Ce point n'est toutefois pas fondamental comme on pourra
le voir a posteriori à la lumière des résultats obtenus.

Avant de terminer cette introduction, je voudrais remercier M. CHOQUET
pour l'aide précieuse et constante qu'il m'a apportée dans le cadre de son
séminaire. Je remercie également M. MALLIAVIN et M. LAZARD qui ont
bien voulu faire partie du jury de thèse.

CHAPITRE 1.

Préliminaires.

1. Notations générales.

Dans toute la suite, G désigne le corps des nombres complexes, R celui
des nombres réels, R+ l'ensemble des nombres réels positifs. Toutes les
algèbres considérées sont des algèbres sur G. Nous leur réservons les
majuscules grasses ou rondes : A, B, s»e, 0, ̂ , ^. Pour un élément a d'une
algèbre à unité A, C[a] désigne la sous-algèbre unitaire engendrée par a,
Sp(a; A) ou plus simplement Sp(a) l'ensemble des points s de G tels
que a — s ne soit pas inversible et pour toute partie I- de G
contenant Sp(a), G (a; I-) la sous-algèbre unitaire engendrée par a et
les (a—s)-1, où s est dans ^; G (a; Sp(a)) est simplement noté G (a).

Nous désignons par des majuscules grecques I-, T, ^2 des parties de G
et par la minuscule correspondante o- (resp. T, w) l'injection canonique
de ï (resp. T, ^2) dans G. Nous désignons par Ç l'application identique
de G, par ^ l'injection canonique de R dans G, par ^4- celle de R-+- Confor-
mément à ce qui précède, C[o-] (resp. C[r], C[Ç], C[^]) désigne l'algèbre
des polynômes en cr (resp. T, Ç, ^) et C(o-) [resp. C(r), C(^)] l'algèbre
des fractions rationnelles en a (resp. T, Ç), i. e. des restrictions à JS
(resp. T, R) des fractions rationnelles régulières sur ^ (resp. T, R). Nous
désignons par ^s la fonction caractéristique de i.

Toutes les fonctions numériques considérées sont, sauf mention
contraire, à valeurs complexes. Pour tout espace topologique X, nous
désignons par <°(X) l'algèbre des fonctions numériques continues sur X.
Lorsque X est localement compact, nous désignons par <°o(X) l'algèbre
de Banach des fonctions de <^(X) qui tendent vers zéro à l'infini (i. e.
suivant le filtre des complémentaires des parties compactes) et par X(X)
la sous-algèbre de <°(X) des fonctions à support compact. Si ^ est un
ensemble fermé de G, Cp (1<) désigne la sous-algèbre de e (Z) des fonctions
à croissance polynômiale à l'infini (i. e. majorées par un polynôme
en | (7J ) . Nous notons e°°(R) l'algèbre des fonctions numériques indéfi-
niment dérivables sur R et ^)J^(R) l'espace des fonctions de (^(R)
dont toutes les dérivées sont dans -^(R).
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Étant donnés un espace vectoriel E et une semi-norme TT sur E, nous
notons En le sous-espace de E sur lequel TZ- est finie muni de la restriction
de la semi-norme TT.

2. Terminologie relative aux bornologies et au calcul symbolique.
Dans tout ce qui suit, la terminologie relative aux espaces borno-

logiques (ou espaces à bornés) est conforme au langage adopté par
L. WAELBROECK (voir [22] ou [23]), qui se trouve encore développé dans
le Séminaire «Banach )> [21]. Nous rappelons simplement ici les définitions
les plus importantes. La donnée d'une bornologie sur un ensemble E
est la donnée d'un ensemble d3 de parties de E qui satisfait aux axiomes
qui suivent :

(Bi) la réunion de deux éléments de ôï appartient à (Jï;
(Ba) toute partie d'un élément de ôï appartient à ^;
(B3) tô contient les ensembles réduits à un élément.

Les éléments de d3 sont dits ensembles bornés, et tout ensemble muni
d'une telle donnée est appelé ensemble bornologique (ou encore ensemble
à bornés). Une partie d?/ de d3 sera dite un système fondamental de parties
bornées, si tout ensemble borné est contenu dans un élément de (B\
Étant donnés deux ensembles bornologiques E, F, une application f
de E dans F sera dite bornée si l'image par f d'une partie bornée de E
est bornée dans F. On définit ainsi une catégorie dont on voit facilement
qu'elle possède des limites projectives et inductives quelconques; en
particulier, puisque nous n'aurons pas à en considérer d'autre, la limite
d'un système inductif filtrant (E^çi d'ensembles bornologiques est
obtenue en prenant d'abord la limite inductive ensembliste, puis la borno-
logie définie par les images dans la limite des bornés quelconques des E^

On trouvera dans [21] la définition des espaces vectoriels bornologiques ;
ici nous n'aurons à considérer que des structures de type convexe, le
corps de base étant R ou C. Un espace vectoriel bornologique de type
convexe sera un espace vectoriel muni d'une bornologie satisfaisant les
axiomes :

(BVC 1) l'enveloppe disquée (i. e. l'enveloppe convexe équilibrée)
d'un ensemble borné est bornée;

(BV 2) l'homothétique d'un ensemble borné est borné.
Il découle facilement de ces deux axiomes que la somme de deux

ensembles bornés est bornée, ce qui, compte tenu de (BV 2), assure la
compatibilité avec la structure vectorielle sous-jacente.

On définit une nouvelle catégorie en prenant comme objets les espaces
vectoriels bornologiques de type convexe et comme morphismes les
applications linéaires bornées.

Contrairement à ce qui se passe en topologie, les limites inductives
dans cette catégorie sont les mêmes que dans la catégorie des ensembles
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bornologiques. On dira qu'un espace bornologique de type convexe est
séparé si o est le seul sous-espace borné; ces espaces sont les espaces à
bornés au sens de L. WAELBROECK. Comme en topologie on peut définir
une notion de convergence; on dira qu'un filtre <1> converge vers zéro
au sens de Mackey s'il existe un borné B tel que, pour tout scalaire À
non nul, W appartienne à €> ; en particulier, une suite Xn tend vers zéro
au sens de Mackey s'il existe une suite y^ bornée et une suite ̂  tendant
vers zéro de scalaires telles que Xn == ̂ n Un ; on déduit de là des notions
d'adhérence et d'ensembles fermés au sens de Mackey pour lesquelles
on voit facilement qu'il suffit de se limiter aux suites.

On montre que, pour tout espace bornologique de type convexe,
il existe une famille (^)iç/ de semi-normes telle que les homothétiques
des boules unité Trr1^ o, i )) constituent un système fondamental de
parties bornées; autrement dit, tout espace bornologique de type convexe
est limite inductive d'espaces semi-normables. On peut prendre pour ces
derniers les espaces semi-normes EB, où Ea est l'espace vectoriel engendré
par un disque borné B muni de la jauge de B dans EB. On dira qu'un
disque B est complétant si EB est un espace de Banach, et ^qu'un espace
bornologique de type convexe est complet s'il admet un système fonda-
mental de disques bornés complétants, ou, ce qui revient au même,
s'il est séparé et limite inductive d'espaces de Banach. L'intérêt de ces
espaces est qu'y est convergente toute suite de Cauchy-Mackey, c'est-à-
dire toute suite qui est de Cauchy dans un espace du type EB. De plus,
l'ensemble des sommes V^a-,z, où Xn est dans un ensemble borné fixe

et où V [ tn \ ̂  i, est borné.

Une algèbre bornologique de type convexe sera une algèbre munie
d'une bornologie de type convexe satisfaisant l'axiome :

(AB) le produit de deux ensembles bornés est borné.
On écrira algèbre complète au lieu d'algèbre bornologique de type convexe
complète; une telle algèbre est donc limite inductive d'espaces de Banach,
mais n'est pas en général limite inductive d'algèbres de Banach.

Nous introduisons maintenant une notion nouvelle. Si A est une algèbre
à unité munie d'une bornologie de type convexe, nous construisons une
algèbre de type convexe ^A ayant même algèbre sous-jacente de la façon
suivante : un système fondamental de parties bornées dans ^A est
constitué par les enveloppes disquées T(Bn) des ensembles B'1, où B
parcourt l'ensemble des parties bornées de A et n l'ensemble des
entiers ̂ i.

Il est clair que la bornologie ainsi définie est de type convexe et moins
fine que celle de A. Voyons qu'elle est compatible avec la structure
d'algèbre; cela résulte de l'inclusion :

î{Bn).T{BP)cT{Bn+P).
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En effet, tout élément de TÇB^ peut s'écrire comme une somme

finie ̂ À,^, où les x, appartiennent à B^ et V[ ^ ^i; de même,

tout élément de T(BP) s'écrit ^/y,, où les y , appartiennent à BP

^Sl^'l^1-

Le produit de ces deux éléments s'écrit donc Y^y^i/y et l'on a

clairement Xi ï/y e B^P et ''/

s^^=fi;^y2^=i.
'- / \ i ) \ f )

Un cas particulier intéressant est celui d'une algèbre A munie d'une
semi-norme finie TT. Un système fondamental de parties bornées dans ^A
est alors constitué par les ensembles r(B^), où B est la boule unité de TT,
où ?. parcourt G et n l'ensemble des entiers ^i. La bornologie de ^A
peut encore être définie par une suite de semi-normes, à savoir les jauges
des ensembles r(B^).

Nous utilisons, pour étudier le problème de spectre relatif qui nous
intéresse dans le cadre des algèbres complètes, le calcul symbolique de
L. WAELBROECK et la terminologie relative à ce dernier est encore celle
de [22], où [23].

Étant donnés une algèbre complète unité A et un élément a de A,
on dit qu'une partie 1 de G est spectrale pour a si a — s est inversible

pour tout s de Hi et son inverse borné dans A sur Pi. On voit immédia-

tement que l'intérieur d'un ensemble spectral pour a est encore spectral
pour a et que l'ensemble des ensembles spectraux pour A forme un filtre,
appelé filtre spectral de a, et noté o-(a; A) ou, plus simplement, <j(a).
Le spectre algébrique Sp(a) de a est l'intersection des ensembles de a (a).
Le spectre bornologique est l'adhérence du filtre o-(a).

Étant donnée une partie I de G, on pose

^•(^^inf^i+l^p)"^^,)1^

on pose également :
ôo=ôc=(i +|ç|2)-1.

Pour toute fonction numérique positive ô sur G, on définit une algèbre
complète ̂ ; A) (notée @(s; ô; A) dans [22]) appelée algèbre des fonc-
tions ô-tempérées à valeurs dans A : un ensemble borné de ^(ô; A) est
un ensemble B de fonctions définies sur l'ensemble ô-^) o, -^ () et à
valeurs dans A tel qu'il existe un entier n^i tel que ^(s)/'00 reste
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borné lorsque f varie dans B et s dans ô-1 () o, —^ (). Lorsque A == G,
on note simplement ^(ô) l'algèbre des fonctions numériques ô-tempérées.
Lorsque ô est lipschitzienne et telle que Ç^ soit uniformément bornée
(en particulier si ô == os), 0(ô) (notée encore ô(z, ô) dans [23] et 0(s; à)
dans [22]) est l'algèbre complète des fonctions holomorphes ô-tempérées
à valeurs dans G, c'est-à-dire la sous-algèbre de ^(ô) des fonctions qui
sont holomorphes dans l'ensemble ouvert ô-1 ( ) o, ->• ( ).

On sait, d'après L. WAELBROECK, que pour qu'une partie I< de G soit
spectrale pour a, il faut et il suffit qu'il existe un morphisme d'algèbres
bornologiques de ^(^s) dans A, qui envoie unité sur unité et o- sur a,
et qu'un tel morphisme, s'il existe, est unique.

Nous aurons besoin, non seulement de la notion d'ensemble spectral,
mais encore de celle de fonction spectrale. Soit ô une fonction numérique
positive sur G; on dit que 3 est spectrale pour a si l'idéal engendré par
a—Ç et ô dans l'algèbre ^(ôo; A) est impropre, c'est-à-dire égal
à ^(ôo; A).

Il revient au même de dire qu'il existe des fonctions u, y dans ^(^o» A)
telles que l'on ait

(a—0u+ôy=i.

On note A (a; A) ou plus simplement A (a) l'ensemble des fonctions
spectrales pour a. A (a) est un cône semi-réticulé inférieurement et stable
par multiplication. De plus, pour toute fonction f de A (a), il existe une
fonction g de A (a) qui minore f et soit lipschitzienne et telle que ^f soit
uniformément bornée.

Enfin, pour tout ensemble spectral I , la fonction os est spectrale.
Pour tout élément a du centre de A et toute fonction f de A (a),

lipschitzienne et telle que Çf soit uniformément bornée, il existe un
morphisme d'algèbres bornologiques de ^(ô) dans A qui envoie unité
sur unité et a [restriction de Ç à l'ensemble ^ = ̂ -1 ( ) o, -> ( )] sur a.
Ce morphisme est le calcul symbolique individuel en a.

3. L'ensemble S (a; A).

Pour des raisons techniques, nous considérons dans ce paragraphe
une algèbre à unité A munie d'une bornologie de type convexe. Pour tout
élément a de A, nous notons S (a; A) ou plus simplement S (à) le complé-
mentaire dans G de l'ensemble des points s tels que o adhère au sens de
Mackey au sous-espace affine (a—s) A—i. Pour que s n'appartienne
pas à S (à), il faut et il suffit qu'il existe une suite a.n dans A telle que
(a—s) a.n—i tende vers zéro au sens de Mackey. Il est clair que S (a) est
contenu dans Sp(a) car si s n'appartient pas à Sp(a), o appartient à
(a—s) A—i. Réciproquement :
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PROPOSITION 1. — Soient A une algèbre complète à élément unité et
a un élément de A; pour qu'un point s de G soit dans P.Sp(a), il faut

et il suffît qu'il soit dans ^S(a) et que, pour l'application x^->(a—s)x,

l'image réciproque d'un ensemble borné soit bornée.

Il est d'abord clair que si s est dans Psp(a), l'image réciproque par

l'application x^>(a—s)x d'un ensemble borné B, étant l'ensemble

(a—s)-1^, est bornée. Inversement, si on suppose que s est dans ̂ S(a),
on sait qu'il existe un disque borné B de A et une suite On dans A de
façon que

(a—s) an—Ie2-/^B.
D'où

(a — s) (dn+p — an) e 2-"+1 B.

Si l'image réciproque par l'application x^->(a—s)x d'un ensemble
borné dans A est bornée, il existe un disque borné B' que l'on peut supposer
complétant, tel que

an+p——OnÇ.^B',

ce qui montre que la suite On est de Cauchy dans Ee. Si b ==lim^, on a
n-^- ao

b—a^ç^B',
d'où

(a — s) b — i ç 2-^ + 2-^ (a — s)B'
pour tout n, et

(a — s)b — i === o,

ce qui montre que s appartient à Hsp^).

Nous aurons besoin par la suite d'une caractérisation de S(a)
lorsque A = G (a). Nous disons qu'un ensemble E de fractions rationnelles
est borné en un point a de A (resp. un point s de G) si les fractions de E sont
régulières sur Sp(a) (resp. en s) et si la famille (r(a)),.çE [resp. (r0?)),^]
est bornée dans A (resp. dans G).

PROPOSITION 2. — Soient A une algèbre à unité munie d'une bornologie
de type convexe et a un élément de A. Pour qu'un point s de G appartienne
à S (a), il faut que tout ensemble de fractions rationnelles borné en a le soit
en s, et la condition est suffisante lorsque A = G (a).

Voyons d'abord que la condition est nécessaire, et supposons par
l'absurde que, pour un point s que l'on peut supposer dans Sp(a), il existe
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un ensemble E de fractions rationnelles borné en a et non en s. On peut
supposer E disque, et il existe alors une suite Tn dans E telle que
la suite rn(a) soit bornée et que rn(s) =— cln. Posons :

r,=(r.--7,(5))(X-^.

r'^ est régulière sur Sp (a), et

(a — s) 2-^ (a) — i = Y-^-Tn (a),

ce qui montre que s appartient à S (a).
Supposons maintenant que A = G (a), et voyons que la condition est

suffisante en considérant par l'absurde un point s de |.S'(a). Il existe

alors un ensemble borné B dans A et une suite Fn. de fractions rationnelles
régulières sur Sp(a), avec

(a — s)rn (a) —i e 2-^jB.
Si l'on pose :

^,=2/^((X—s)r,—I),

on voit que la suite r^ est bornée en a, alors que r ^ ( s ) =— 2\
Cette caractérisation va nous permettre de ramener le cas où A est

munie d'une bornologie de type convexe à celui où A est une algèbre
bornologique de type convexe. Si l'on considère l'algèbre bornologique
de type convexe ,nA associée à. A définie au paragraphe 2, il est clair
que S (a; rn-A) est contenu dans S (a; A). Inversement :

PROPOSITION 3. — Soient A une algèbre à unité munie d'une bornologie
de type convexe et a un élément de A. Si A = C(a), alors
S(a',mA) =S(a;A).

Il suffit de prouver que, pour tout s de S (a; A), tout ensemble E de
fractions rationnelles borné a dans mA est borné en s. Or, d'après la
définition de jnA, E est contenu dans un ensemble TÇF"), où n est un
entier ̂  i et où F est un ensemble de fractions rationnelles borné en a
dans A. Comme F est borné en s, il en est de même de F71 et de TÇF^,
donc de E.

A étant toujours une algèbre à unité munie d'une bornologie de type
convexe et a un élément de A, désignons par Aa l'algèbre sous-jacente
à A munie de la bornologie pour laquelle un ensemble B est borné si aB est
borné dans A.

PROPOSITION 4. — Soient A une algèbre à unité munie d'une bornologie
de type convexe, a un élément de A; on suppose que [A == C(a). Si S (a; A)
contient un élément s, S(a; Aa-s) est alors contenu dans S(a', A) et contient

S(a;A)^{s}.
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Soit t un point de S (a; A^_,). Pour voir que t est dans S (a; A), on peut
toujours supposer t distinct de s, et il suffit de voir que tout ensemble E
de fractions rationnelles borné en a dans A est borné en /. On sait déjà
que E est borné en s puisque S (a; A) contient s. Posons, pour toute
fraction r de E :

^(r-rOOKX-^,

r ' est régulière sur Sp(a), et

(a—s)rr(a)=r(a)—r(s).

Par suite, l'ensemble E1 des r ' est borné en a dans Aa-.,, donc aussi en /.
Enfin, E est borné en /, puisque

r(0=r(s)+(^-5)r'(0.

Inversement, soit t un point distinct de s dans S (a; A). Pour voir que /
est dans S (a; Aa-,), il suffit de voir que tout ensemble E de fractions
rationnelles, borné en a dans Aa-s, l'est en /. Or (X—s )E est alors
borné en a dans A, donc en /, et E l'est aussi puisque t est distinct de s.

PROPOSITION 5. — Soient A une algèbre à unité munie d'une bornologie
de type convexe, a un élément de A et B une sous-algèbre unitaire de A.

Pour qu'un point s de |'Sp(a; B) soit dans H S (a; B), il faut et il suffit

que (a — s)-1 n'adhère pas a B au sens de Mackey dans Aa-s.
En effet, dire que (a — s)-1 adhère à B dans Aa-s revient à dire que o

adhère à (a—-s)B —i dans A, ou encore dans B, donc que s n'appartient
pas à S (a; B).

4. Formes linéaires sur des algèbres de fractions rationnelles.

Posons d'abord la définition suivante :

DÉFINITION 1. — Soient E un ensemble, ô un espace vectoriel de fonctions
numériques sur E et T: une semi-norme sur ê. On dit que TT est croissante,
si l'on a T: (f) ̂  TT (g) pour tout couple (f, g) de fonctions de & tel que \ f \ ̂  \ g |.

Dans la suite, nous considérons deux parties 2, T disjointes de G, et
l'algèbre C(o-; T) des fractions rationnelles en o- dont les pôles appar-
tiennent à T. Nous étudions la question suivante : Étant données une
semi-norme finie croissante TT sur C((T; T) et une forme linéaire cp continue
pour TT, existe-t-il une mesure de Radon ^ sur JL telle que l'on ait

cp(/1) = f fd^j. pour toute fonction f de C((T; T) ? Nous ne pouvons pas

utiliser ici directement les résultats sur les cônes adaptés du fait que le
cône positif de G(o-; T) est en général réduit à { o j . Nous introduisons
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en revanche l'ensemble ^(C^îT)) des fonctions numériques f sur 1
telles qu'il existe une fonction g dans C(o"; T), avec [ f\ ̂  g . Il est clair
que ^(C(o-; T)) est stable par homothétie et multiplication, mais aussi
par addition, lorsque Z n'est pas partout dense, grâce au lemme suivant :

LEMME 1. — Si 2, F sont deux parties disjointes de G, 1 n'étant pas
partout dense, ^(C((T; T)) est une algèbre.

Nous devons seulement vérifier que, pour toute suite finie /i, . . . , fn
de fonctions de C(o-; T), il existe une fonction g de C(o-; T) telle que

n

^\fi\^\g\- Soient Si, . . . , Sp les pôles intervenant dans les fi, et
i=ï
considérons la fraction rationnelle

p
R=X—S,+^(X—S,)-\

/==!

où So et les À; sont des nombres complexes choisis de façon que R n'ait pas
de zéro dans Z. Voyons qu'un tel choix est possible : les zéros de R sont
ceux du numérateur qui est un polynôme de degré p + i et si nous
trouvons 5o et des 7; de façon que R s'annule en p + i points ti, . . . , tp+i
de P? distincts et distincts des Sy, le résultat cherché suivra. Or So et les Ày

sont déterminés par le système d'équations linéaires :
p

fc—So+^^(^—57)- l=0 (k==l, ...,?+!).

/=1

Comme il y a autant d'équations que d'inconnues, l'existence d'une
solution est assurée par la non-nullité du déterminant

i

i

i

(<i-
(tk——St)-1 . . .

(tp^

-s,)- ...

-s,)- ...

Ci-

^-
(^1-

-s/)-1 ...

-s/)- ...

-s,)-' ...

(fl-

(^-

(̂ 1

-^)-1

-^)-1

-^)-1
1 (tp^——S,)-1 ... (^-M——S;)-1 ... (^——^)-

Or ce déterminant est une fraction rationnelle dont le degré du numérateur
est p ( p +1)—p =p2. Comme elle s'annule lorsque deux s/ ou deux t/c
sont égaux, elle est divisible par

n^-^n^-^ ^est de degré ̂ ^^ +p(p±^=p2--Sl)^^{lk——lq
k-jLq/^

II résulte alors des hypothèses faites sur les s; et les tk que ce déterminant
est non nul.
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Choisissons alors un entier N majorant les ordres des pôles di et les
n

degrés des parties entières. La fonction .̂ | fi .\R(a•)\~N-l tend vers
i=i

zéro à l'infini et au voisinage des points di; elle se prolonge donc conti-
nûment à ^ et y est bornée par un nombre positif K. Par suite, la fonction
g = KJ?^4-1 (cr) convient.

Toujours dans l'hypothèse où ^ -^ G, considérons une semi-norme TT
sur C(<7; T). Nous pouvons lui associer une semi-norme TT* sur *S(C (o-; T))
en posant :

^(/•)== inf 7:Q7).
^C^)

On vérifie aussitôt que TT est une semi-norme et que TT* est finie lorsque TT
l'est. De plus, TT* est croissante : c'est la plus grande semi-norme croissante
sur ^(C(o-; T)) dont la restriction à C(<7; T) est plus petite que TT;
lorsque TT est elle-même croissante sur C(<7 ; T), TT* prolonge TT.

LEMME 2. — Soient 1, T deux parties disjointes de G, i n'étant pas partout
dense, TT une semi-norme finie croissante sur C(o"; T) et ^ une forme linéaire
sur C(o-; T) continue pour TT. Dans ces conditions, il existe une mesure de
Radon ^ sur 1 telle que, si Von identifie les fonctions de C(o-; T) à des fonc-
tions sur i définies à un ensemble fini de 1 n T près, on ait les propriétés :

(i) ^ ne charge aucun point de Z n T;

(iï) toute fonction f de C(o-; T) est [j.-intégrable et f f(u)dp.(u') ==^(f);

(iii) pour toute fonction f de C(o-; T) la norme de f^ est inférieure à
iH?ii^œ.

On peut d'abord, par Hahn-Banach, prolonger 9 à ^(C(o-; T)) en une
forme linéaire cp* dont la norme pour TT* est celle de 9 pour TT. Par compo-
sition avec l'application JC(l<) —^(C(o'; T)), cp* définit une mesure
de Radon ^ sur I-. Il reste à vérifier que ^ possède les propriétés (i) à (iii).

Remarquons que l'on peut se ramener au cas où cp* est réelle en écrivant
<p*==Recp*+ i Imcp*. [Rappelons que si f=f^-{-if^ avec /i, /a réelles,

(Re<p*) (f) =Rec^) + fRe^(/,) et Imcp*==Re(—i^).]

Il est immédiat que Recp* et Imcp* sont continues pour TT*. Ensuite,
comme le cône positif de ^(C(o-; T)) est réticulé et engendre l'espace
et que Recp* et Imcp* sont relativement bornées, on peut décomposer
chacune de ces formes linéaires en différence de deux formes positives
et supposer cp* positive.
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Lorsque 1 est fermé, le cône positif de l'algèbre ^o(C(cr; T) des fonc-
tions continues de ^(C(Œ; T)) est adapté au sens de G. CHOQUET (voir
G. CHOQUET [6] ou encore G. MOKOBÔDZKI, D. SIBONY [15] ou [16]), de
sorte que l'énoncé (ii) est vrai dans ^o(C(cr; F)) à condition de remplacer cp
par cp*.

Pour un ensemble i quelconque, introduisons l'algèbre A des fonctions
définies et continues sur le complémentaire dans 1 d'un ensemble fini
de 1 n T et dont la restriction à 1 est dans %(G(o-; T)). C(o"; T) et JC (T)
s'identifient naturellement à des sous-algèbres de A. Nous allons établir
les énoncés du lemme pour les fonctions de A, 9 étant remplacée par 9*.

Remarquons d'abord que (iii) est une conséquence immédiate de (i)
et (ii), car

[|^[|= sup Çf{u)g(u)d^{u) ,
é'e.x(X) J

\s\^'\.
\}f^[\=' sup \^(fg)\

SÇ.3CW
l^l^l

^^[|<p*||^(/,).
\s\^

^M^œ.
D'autre part, le fait que ^ ne charge aucun point de fn T résulte de

ce que, si 5çln T et si une fonction f de C(cr; T) a pour pôle s, on a

1 C^ / g(u)d^(u) = sup \^(g)\
îP" - ^?

* sup_ \^(.g)\
^ejc(s)
l^l^/

Pour voir enfin (ii), on peut se contenter de considérer le cône positif A-^-
de A. Or, pour ce dernier, le cône positif JC+(I) de Jc(S) réalise un module
de domination au sens de M. ROGALSKI [20]. En effet, si y est une fonction
de A^, il existe une fonction g de C(cr; T) telle que f soit définie, sauf
peut-être aux pôles de g qui sont dans Z, et f(s)+\s\^ g (s) \ sur
l'ensemble de définition de g dans I. Par suite, f. [ g |-2 tend vers zéro
à l'infini et aux pôles de g qui sont dans I, et se prolonge continûment à Z.
On peut donc trouver, pour tout e > o, h dans JC^I), dont le support
soit disjoint des pôles de g dans 1, et telle que

o^/'-iffi-2—^^.
BULL. SOC. MATH. — T. 96, FASC. 4.
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A. [ g |2 se prolonge en une fonction k de JC-^-^), et l'on a

o^—Â^sl^l2 .

Si l'on donne à s la suite de valeurs a"71, on met en évidence une suite kn,
que l'on peut supposer croissante, de fonctions de JC-^Z) vérifiant

o^f—k^^gi2,
fn converge simplement vers f pt-presque partout. De plus, comme cp* est
positive : o^?*œ—?w^ 2-^(1 ^i2),
d'où

cp*(/')==sup fkn(u)d^(u).
n J

Alors, par Beppo-Lévi, on sait que f est ^-intégrable et que

C f(u) d^ (u) = sup f kn (u) dp. (u),

ce qui achève la preuve de (ii).

CHAPITRE 2.

Approximation pondérée avec une semi-norme.

1. Semi-normes fondamentales.

Dans la théorie classique de l'approximation polynômiale pondérée
sur un ensemble fermé î de G, on considère une fonction numérique w
appelée poids telle que C[o-]wc^o(^). Un poids w est dit fondamental
si C(a-)w est dense dans c°o(^). Certains auteurs, comme H. POLLARD [19],
considèrent une fonction numérique w sur R telle que C[Ç]wc-^(R).
Une telle fonction est appelée un poids au sens de J^P. Un poids au sens
de SP est dit fondamental si, de même, C[!,}w est dense dans ^(R).
D'autres notions sont encore envisagées et entrent comme cas particuliers
dans la donnée plus générale d'une semi-norme finie croissante TT sur Cp(^)
(voir [8]). Dans ce qui suit, nous nous plaçons, plus généralement encore,
dans la situation d'une partie de G non nécessairement fermée, et posons

un problème d'approximation rationnelle avec pôles dans in(,^; pour 1-
fermé, on retrouve l'approximation polynômiale.

DÉFINITION 2. — Soient ^ une partie de G et T F ensemble Zu[.^. On
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dit qu'une semi-norme finie croissante n sur C(o-) est fondamentale si
l'image de C(r) dans C((T) est dense pour TT.

Cette définition est justifiée par les énoncés qui suivent :

PROPOSITION 1. — Soient 1 un ensemble fermé de C et TT une semi-norme
finie croissante sur Qp(^) dont la restriction à C(<7) soit fondamentale^
Si Von suppose que 1 est de mesure nulle ou d'intérieur vide et de complé-
mentaire réunion finie d'ensembles connexes, alors C[o-] est dense dans ^pÇ^}
pour TT.

Il suffit de voir que G (o-) est dense dans €p (I) pour toute semi-norme
finie croissante TT sur CpÇL). Or <X(i) est dense dans Cp(I) pour TT puisque,.
pour toute fonction f de Cp (î), il en existe une autre, g, qui la domine
à l'infini. Étant donné £ > o, soit en effet K un compact de ^ tel que

Fon ait \f(x)\^eg(x) pour tout x de ^n|.K; si h est une fonction

continue à support compact, à valeurs dans (o, i ) et égale à i sur K^
on a

^(f-fh)^zn(g).

D'autre part, la convergence uniforme sur -2 entraîne la convergence
pour TT, puisque f\^ï entraîne 7r(/')^7r(i). Il suffit donc de prouver
que l'on peut approcher uniformément sur I- toute fonction de X(^)
par des fractions rationnelles régulières sur 1-. Choisissons un point s-
de i ^ . La transformation homographique cp = (Ç—s)~1 envoie ^

complété par le point à l'infini s'il n'est pas compact, sur un compact cp (^)y
et l'on se ramène à prouver que toute fonction continue sur cp(2) est
uniformément approchable par des fractions rationnelles régulières
sur 9(1-), ce qui, compte tenu des hypothèses faites sur ^, est classique
(voir, par exemple, [13]).

PROPOSITION 2. — Soient 1 un ensemble fermé de G de mesure nulle,
ou d'intérieur vide et de complémentaire réunion finie d'ensembles connexes.
Pour qu'un poids w sur I- soit fondamental, il faut et il suffit qu'il ne s'annule
pas et que la semi-norme TT : r \-> [| rw [|s soit fondamentale.

Il est d'abord clair que si w est un poids fondamental, il ne s'annule pas.
D'autre part, la semi-norme TT associée à w est fondamentale car, pour toute
fonction r de C(o-) et tout s >> o, il existe un polynôme p en cr tel que
[| rw — pw [|s ̂  £, soit TT (r — p) ̂  s. Inversement, comme TT est finie
croissante sur <^(^) si elle est fondamentale, d'après la proposition 1
qui précède, C[a] est alors dense dans Gp(^) pour TT, de sorte que, si w ne
s'annule pas, pour toute fonction f de cX(^), il existe un polynôme p
en o- tel que 7r(/w-1—p)^s soit [[ f—pw[\^^£. Enfin, ^(-S) est
dense dans <°o (1) en norme uniforme.
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PROPOSITION 3. — Pour qu'un poids w au sens de -^(i^p <oo) soit
fondamental, il faut et il suffît qu'il soit presque partout non nul et que la
semi-norme TT : r [-> [[ rw [\p soit fondamentale.

Il est clair que si w est fondamental au sens de ^p, il ne peut s'annuler
sur un ensemble de mesure non nulle. De plus, pour toute fonction r
de G (Ç) et tout £ > o, il existe un polynôme p en o- tel que |[ rw — pw \\p ̂  £,
soit TT (r — p) ̂  s, ce qui montre que TT est fondamentale.

Inversement, supposons w presque partout non nul et TT fondamentale.
C[^] est alors dense dans <^(R) pour TT, ou, ce qui revient au même,
pour la structure induite par -^(IwÇ;) p dÇ). C[^\ est dense dans cet
espace, w sera fondamental si l'on peut approcher toute fonction f non
nulle de JC(R) par des éléments de wC[y. Soit donc s > o. Il existe
un nombre a > o tel que l'ensemble E des points x du support de f tels

que | w(x) ^- a soit de mesure inférieure à ,. ..,, ' Par suite, la fonction

g^f.w-1.'^^ est mesurable bornée et à support borné, donc dans
£P{\ w(î,) \P dQ, de sorte qu'il existe un polynôme p en ^ tel que
[| gw—pw\\p^e.0r:

ii/-^ii,^iini.ii%Eii,.
D'où

| [ / — — R W [|^2 S,

ce qui achève la démonstration.
Nous utiliserons la condition suivante, a priori plus faible que la

définition, qui assure encore qu'une semi-norme finie croissante est
fondamentale.

PROPOSITION 4. — Soient 1 une partie de G et TT une semi-norme finie
croissante sur C(o-). Pour que TT soit fondamentale, il faut et il suffit que
l'adhérence de l'image de C(r) dans C(o-) contienne les fractions (a-—s)~1,

où s varie dans [ -2.

Pour que TT soit fondamentale, il suffit en efîet que l'adhérence de l'image
de C(r) dans C(o-) contienne les fractions (o-—s)-"-, où n est un

entier ̂ i et s dans (..S, parce que, s'il en est ainsi, cette adhérence doit

aussi contenir l'espace vectoriel, engendré par les (o"—s)^, où n est un

entier ^i et s dans | ^, et par C[cr], et ce dernier est C(o-). Il suffit

donc de voir que l'on peut approcher, pour tout entier n ̂  i et tout point s

de | i, la fraction (o-—s)~71 par des éléments de l'espace vectoriel
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engendré par les (o-—s)-1, où s parcourt Pi, ce qui est vrai pour la
convergence uniforme sur 1, donc aussi pour TT.

On déduit aussitôt de cette proposition et de la proposition 5 du
chapitre 1, § 3, le corollaire qui suit.

COROLLAIRE 1. — Soient 1 une partie non partout dense de G, s un point
de [ 1 et TT une semi-norme finie croissante sur C(o-). Pour que la semi-

norme p : r^7r ( ( (7—s )r ) soit fondamentale, il faut et il suffit que Von ait

s (cr ' , c(o-;Pï) )cl, où C î f cr ;PT) est l'image c(a',f\T\ de C(r)
\ \ U /7T/ \ U /7l \ U /

dans C(a) munie de la restriction de TT.
Remarquons que si l'on modifie s dans ri, on obtient une semi-

norme équivalente à p.
Dans le cas où Z = R, on remarque que toute semi-norme croissante

sur C(Ç) est compatible avec l'involution de C(Ç), car elle ne dépend
que du module.

Si l'on considère deux parties î, I ' de G, avec I c ^ ' , et si TT est une
semi-norme finie sur C(o-), par restriction elle définit encore une semi-
norme finie T:' sur C^'). On voit aussitôt que si n est croissante, TT' l'est
aussi. Lorsque de plus Ï3 T ' (en particulier, lorsque 2 est fermé), si TT est
fondamentale, TT' l'est aussi.

2. Premier théorème d'approximation.
Nous donnons, dans le cas d'un ensemble î non borné, d'adhérence

convexe, une condition suffisante pour qu'une semi-norme finie croissante
sur G (o-) soit fondamentale.

THÉORÈME 1. — Soient 1 un ensemble non borné, d'adhérence convexe

dans G, T l'ensemble 2u|.2, TZ- une semi-norme croissante sur C((T).

Pour que TT soit fondamentale, il suffit que, pour toute composante connexe Î2
de [ I , il existe un nombre réel p> 2 tel que la condition qui suit soit
vérifiée :

(ï)p I I existe une suite Tn dans G(T) telle que
00

^(Tr^oo-))1/^^),
n=o

et que, pour toute fonction surharmonique (resp. harmonique) positive f
m

dans ^, ef ne majore pas la suite Vr^oco .
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Preuve. — II est d'abord clair que la condition, dans laquelle on a choisi
Fépithète surharmonique, entraîne l'autre. Inversement, la réciproque
est vraie, car si f est une fonction surharmonique positive dans Î2, telle
que ef majore une famille | ^ [, où g^ est holomorphe dans ^2, f majore
la famille log g^ [ de fonctions sous-harmoniques et

-tôpiogi^i est harmonique dans i2 et majore aussi la famille log[^[ .
Supposons par l'absurde que TT ne soit pas fondamentale. 1- ne peut être

partout dense, sinon on aurait C(T)==C(o-). Il existe alors, d'après

la proposition 4 du paragraphe 1, un point So de [ Z tel que (o-—So)~1

n'adhère pas à l'image de C(r) dans C(o-), puis, d'après Hahn-Banach,
une forme linéaire 9 sur C(o") continue pour TT, nulle sur l'image de C(r)
et non nulle en (a-—So)~1. D'après le lemme 2 du chapitre 1, § 4, cp est
l'intégrale associée à une mesure ^ sur I; de plus, si l'on suppose 9 de
norme i pour TT, pour toute fonction r de C(<7), la mesure rp. est bornée
et de norme ̂  TT (r).

i2 désignant la composante connexe de 5o dans | I , nous associons

à toute mesure bornée v sur 1- une fonction holomorphe Tîy dans i2,
en posant :

M.)-^-v / J "—s

Pour toute fonction r de G (r), on a

(ro&))ApL==/l(ro(7) [i.

Il nous faut en effet vérifier que, pour tout s de î2, on a

ou encore :

r(s) r^(u)_rr{u)d^u)
J u—s J u—s

rr(u)—r(s) , / ./ _'—'——v_'da(u)==o,
J u—s l v / '

T» __, y /o\

ce qui résulte de ce que ———-^- appartient à C(r), puisque ses pôles
t '————' À

sont les mêmes que ceux de r.
Nous posons h^ == h; clairement h(So) ̂  o.
Il nous faut prouver que si p est un nombre réel > 2 et Fn une suite

de C(r) telle que

^(^(^noo•))i^<oo,
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il existe une fonction surharmonique positive /'dans î2 telle que ef majore

la suite V Tn o 00 . Nous utilisons l'inégalité suivante, dans laquelle
71=0

log4' désigne sup(o, log)
m m

(a) ^ ^r^oco ^^log(i+|(^oco)/i|)+log(i+|A|)—log[A|.
/î •=. 0 /l = 0

Pour la vérifier, remarquons que le premier membre est majoré par
/ /. ^

log( i+ V^/i0^ ) , tandis que, par la sous-additivité de la fonction
\ n=0 /

x \-> log(i + x) sur R+, le second membre est minoré par
/ m .

lOg^ I+^ (TnO^h y

\ n=0 }

puis par log ( i + V (Tn o w)h ). Tout revient donc à prouver l'inégalité
\ n=0 /

entre nombre réels positifs :

log(i + x)^\og(i + xy) + log(i + y)—logy,

laquelle se ramène immédiatement à

(i+^)y:^(i+^)(i+y).
De l'inégalité (a), en utilisant la majoration, pour x réel positif, de
log(i + x) par X^P, on déduit l'inégalité

(b) log^ |^ r,o a) ^^ (r,o o))h [1^ + | h |^—log ] h [.

La démonstration sera achevée lorsqu'on aura prouvé que le membre
de droite est majoré indépendamment de m par une fonction surharmo-
nique f; en effet, /"majorera en particulier log4- [ fo ° ̂  | et sera donc

in m

positive. Comme elle majorera log4- ^r^ocx) , donc log V^oco ?
n=0 n-=0

m

c? majorera ^r^oc«L» . De plus, ^2 étant connexe et h holomorphe
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non nulle dans ^2, —log |h[ est surharmonique, et il suffira de majorer
par une fonction surharmonique l'expression

m

^\(rnow)h\l/P+\h\ï/P
n=:0

que l'on peut encore écrire
ni-+-1
^i(^o^)A|V/'
71=0

si l'on a posé r, = i et pour tout n^i, ^=r^_i. La suite ^ vérifie
encore

00

^(7T(^oa))V/'<00.

71=0

On a vu que (r^ow)h était encore h^^^ et que la norme de (r^ocr)^
était majorée par 7r(r^ocr). Si l'on écrit la décomposition de (r^oo-)^
en quatre mesures positives :

(r, o ̂ ) = (Re (r^ o cr) ̂ )+— (Re (r, o ̂ ) ̂ )- + i (Im (r, o Œ) ̂ )+— i (Im (r, o a) ̂ )-

on est ramené, par la. sous-additivité de la fonction X^->X^P sur R+,
771

à majorer une somme ̂  [ h^ |1/^, où Vn est une suite de mesures positives
n=0

bornées sur 1- telle que

i.M^œ.
n=0

Pour cela, nous allons démontrer au préalable qu'un ensemble fermé
convexe non borné î possède, pour tout nombre réel p > 2, la propriété

(Ap) Pour toute composante connexe ^ de Hl-, il existe un point 5o
de ̂  et un nombre réel positif k tels que, pour toute mesure ̂  positive de masse
totale i sur î, il existe une fonction harmonique positive l dans ^ vérifiant
l(s,)^ketl^\h^\i/^

Remarquons toute de suite qu'il revient au même de dire que pour
toute mesure ^ positive, de masse totale inférieure à i, sur 1, il existe
une fonction harmonique positive Z dans ^ vérifiant l(so)^k |[ ̂ ||^
et l^h^^/P.

Pour montrer la propriété (Ap), considérons une composante connexe i2

de ̂ 1 et une mesure ^ positive, de masse totale i sur î. Remarquons
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que l'ensemble convexe non borné 1 possède une direction à l'infini
correspondant à un argument a. h^ ne prend pas l'argument ,6=—a.
En effet, pour tout point s de î^, il existe un demi-plan ouvert affine, P,
contenant 1 et non s, et a—s prend ses valeurs dans le demi-plan
ouvert P1 translaté de P adhérant à l'origine. Par suite, (cr—s)-1 prend
ses valeurs dans le demi-plan P " conjugué de P ' , et h^(s) est dans P " .
Comme P ' contient a, P " contient a et P " ne peut contenir (3, puisque
P " r\(—P") == { o j . Considérons la détermination de Z1/^, définie pour Z
non réel positif ayant un argument e1^, avec o < 6 < 2 n / p , et posons

l == —s— Re [exp (— i7T/p) (— a/^)1/^].
cos—

P
On voit facilement que

Z est harmonique positive, et que
^l^l^.

D'autre part, si s est un point quelconque de î2, on a

^^——r l/l(s)r//?

cos-
p

et
^r^^_\h(s)\^f u—s\ — d(s, î)

Voyons maintenant comment la démonstration s'achève, grâce à la
propriété (A^,). Soit fn une fonction harmonique positive dans ^2 telle que

fn^h^^P et /.(so)^K[|1^.

La série fn converge en So, donc dans ^2, et sa somme f est une fonction
?n

harmonique positive qui majore les sommes ViTivJ^.
n=0

3. Second théorème d'approximation.

Nous essayons d'étendre les résultats du théorème 1 à des ensembles Z
plus généraux. Posons pour cela la définition technique suivante.

DÉFINITION 3. — p étant un nombre ̂ i, nous disons qu'une partie Z
de G est un ensemble d'approximation d'ordre p, si toute semi-norme crois-

sante sur C(o-), qui vérifie pour toute composante connexe ^ de Hl la
condition (i)p, est fondamentale.
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Il est clair que si i^p^^, (i)p entraîne (i)y, de sorte que tout
ensemble d'approximation d'ordre q est un ensemble d'approximation
d'ordre p. Nous dirons qu'une partie de G est un ensemble d'approxima-
tion si elle en est un d'ordre p pour un p ̂  i.

On voit facilement que tout ensemble I , compact et simplement
connexe, est un ensemble d'approximation, car G[o-] est dense dans C(o-)
pour la norme uniforme sur Z. Nous verrons qu'il y a des ensembles
d'approximation compacts non simplement connexes, mais ces derniers
sont sans intérêt, la condition (i)p ne pouvant être en général vérifiée.

Nous avons prouvé au cours de la démonstration du théorème 1 que
tout ensemble î, tel que ^ vérifie la propriété (A^,), est un ensemble
d'approximation d'ordre p et que tout ensemble fermé convexe et non
borné vérifie la propriété (A^,) pour tout p > 2. L'intérêt de cette propriété
est sa stabilité par réunions finies. De façon précise :

PROPOSITION 5. — Tout ensemble fermé 1 de C qui est réunion d'une
famille finie (^0,=i,...,^ d'ensembles fermés, vérifiant la propriété (A^,),
vérifie lui-même la propriété (A^,).

Remarquons d'abord que si les inégalités de la propriété (A^) sont

vérifiées pour un point So d'une composante connexe i2 de | i, elles le

sont encore pour un autre point de t2, à condition de changer la constante k.

Considérons donc une composante connexe t2 de | î et un point So

de ^2. Pour chaque i, soit ̂  la composante connexe de 1 ^ 1 contenant t2

et ki une constante relative au point SQ pour ̂ . Toute mesure positive ^
n

de masse totale i sur î peut s'écrire V^, où |JL, est une mesure positive
1=1

de masse totale ̂  i et de support contenu dans I-;. Pour chaque i, il existe
une fonction harmonique positive li dans ^2, vérifiant li(so) ̂  ki et

7.^1 rdy-w"l^\f1-^~\J u—s
pour tout point s de ̂ .

Si l'on pose alors, pour tout s de i2,
n

l(s)=^l.(s),
i=l

l est harmonique positive dans ^2 et vérifie

l(s^J,h et l^f^"
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pour tout point s de ^1, puisque pour p ̂  i :

| rd^u)^ ^ rd^^/p
\Jl^s ^LJ-a^s '

1=1

ce qui prouve que I- possède la propriété (A^,).
Il faut noter que tout ensemble fermé de G, qui est réunion finie

d'ensembles convexes non bornés, et en particulier tout angle saillant
ou non, est un ensemble d'approximation d'ordre p pour p > 2. Le théo-
rème qui suit prouve que les ensembles suffisamment réguliers sont des
ensembles d'approximation.

THÉORÈME 2. — Soit ^ un ensemble fermé de G tel que sa frontière soit
de classe e2 avec une courbure uniformément bornée et une direction de
normale uniformément continue (pour la structure induite par G). Alors,
pour tout p> i , ^ possède la propriété (A^o), et est donc un ensemble
d'approximation d'ordre p.

Soient, en effet, p un nombre réel > i, t2 une composante connexe

de ( Z, So un point de ^2 et [j. une mesure positive de masse totale i sur 1-.

Soit, d'autre part, K une constante strictement positive majorant la
courbure de ^Z. Désignons par q un entier supérieur à 4 P/(? — i) et pour
tout entier n de l'intervalle (i , ^q), désignons par Yn l'ensemble des
nombres de module i dont l'argument est dans l'intervalle

[7r(n—i) nnf . ^ ,, „ , . . , .^ , , --————- ? — 9 puis par In 1 ensemble des points de ^t2, ou la normaleiq 2^1
à ô^l orientée vers ^2 a une direction dans Yn' Soit a > o tel que, pour tout
couple (x, y) de points de à^l tels que d(x, y) < a, l'angle entre les

normales à à^î en x et y soit inférieur à — • Désignons par ©^ l'ensembleiq
des points de 1 dont la distance à ^n soit inférieure ou égale à

p^inf^-y
' \4 2^7

Désignons enfin par ©o l'ensemble des points de 1 dont la distance à à^l
est supérieure ou égale à (3. Les O/i, pour o^n^^q, forment un recou-

4y

vrement fermé de I , et l'on peut décomposer ^ en une somme ^^,
n=0

où ̂  est une mesure positive portée par 0^. II suffira de trouver, pour
tout n, une fonction harmonique fn dans ^2 de façon que fn majore [ h^ \^P
et que fn(so)^kn, où kn est une constante indépendante de [L. En effet,
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^ y 4 y

si l'on pose alors f==^fn, f majorera ]^|/^J1^, donc \h^/P et l'on

aura
4 y

/•(5e) ̂ kn.

n==:0

Pour n = o, on a |7i^ | ̂  (3-1, de sorte que l'on peut prendre fo == (3-1/^.
Étudions le cas n^i, et considérons un point s de ^ dont la distance

à Qn soit inférieure à p, donc sa distance à în inférieure à 2(3. Soit t un
point de ̂  tel que d(s, t) == rf(s, ^^). Comme

d(t,în)^d(t,s)+d(s,în),

on a rf(f, ^)^4p^a, ce qui montre que s—f a un argument compris

entre ——,— et ——,—. Nous utilisons alors le lemme suivant :2l/ 2(/

LEMME 1. — Soient A un disque ouvert de centre c, p. une mesure positive

de masse totale ̂  i, portée par [^A, t un point du cercle ()^ et s un point de A
sur le rayon issu de t. Dans ces conditions, on a

Re(c—0/ia(s)^i.

Remarquons que le problème est invariant par translation et rotation,
et ramenons-nous au cas où ^ = = 0 et où c est réel positif; on a alors
o < s ̂  x. Tout point u = x + iy de ( J A vérifie

(.r—c)2+y2—c2^o.
D'où, successivement :

ReA^) -/(.̂ ^ ̂ (") ̂  ̂ (")
^-^-c)^")-Ac^<")^

ce qui montre que l'on a c/^(s)^i.
Voyons maintenant comment le lemme permet d'achever la démons-

tration. Il résulte des hypothèses faites sur ai que le disque ouvert de
rayon 2 (3, tangent en x à ai et contenant s, est tout entier dans i2. D'après

le lemme, la composante de h^(s) suivant s—t est majorée par -'-•
Par suite, si l'on pose

/.=exp(i7rn/2g)/^+-,



ENSEMBLES SPECTRAUX. 317

fn a un argument compris entre — - — - et - + - • En effet, c'est immédiat2 q 2 q

pour d(s, 0n) > (3, puisqu'alors [ h^ \ ̂  „ et pour d(s, Qn) ̂  p, si

l'argument de fn(s) était dans l'intervalle - + - ? — - — - ? on aurait
l 2 Q 2 Q )

Re (s — f) exp (— i TT n/2 ç) /'„ (s) ̂  o,
d'où

Re (s — t)h^ ̂  — Re(s — f) exp (— i Trn/2 g) ,.

^ s—i^cos^Y^\s—t\(^)-\

ce qui est absurde.
Considérons alors la détermination de Z17^ qui, pour Z non réel négatif,

. . . Tî" , 7^ ,.a un argument compris entre — — et — ? et posons

^=(sin^y-iRe/y.

II est immédiat, d'après ce qui précède, que gn. est une fonction harmo-
nique positive majorant [ fn [. Par suite,

I h^ ]V^ [ fn ̂  + (3-1/^ gn + (3-^.

4. Les bornologies surharmoniques et harmoniques.

Nous donnons aux énoncés des théorèmes 1 et 2 diverses formes moins
techniques que la condition (ï)p. Tout d'abord :

PROPOSITION 6. — Soit 1 un ensemble d'approximation. Pour qu'une
semi-norme finie croissante TT sur C(o-) soit fondamentale, il suffit que,
pour toute composante connexe ^ de\ I , Uune des conditions qui suivent
soit vérifiée :

(ii, i) I I existe une suite Tn dans C(r) telle que r^oo- soit de Cauchy
pour TT et que, pour toute fonction surharmonique (resp. harmonique)
positive f dans ^2, e-f ne majore qu'un nombre fini de termes de la suite Tn o ûo.

(ii, 2) I I existe une suite Tn dans C(r) telle que r^oo- tende vers zéro
pour TT et que, pour toute fonction surharmonique (resp. harmonique)
positive fdans ^î, et ne majore qu'un nombre fini de termes de la suite Tn ° c»).

D'abord, (ii, 2) entraîne clairement (ii, i). D'autre part, pour tout p^i,
(ii, i) entraîne (i)p car, de toute suite Fn de C(o-) qui est de Cauchy
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pour TT, on peut extraire une sous-suite r'^ telle que la suite T\ == r'^ —r'^
vérifie

2(^))^<oo.
n=0

Remarque. — Pour établir cette proposition, ainsi que d'autres qui
suivent, il n'est pas nécessaire de connaître les résultats des paragraphes 2
et 3 sous la forme (i)p, mais il suffit de les connaître sous la forme un peu
plus faible :

y)p II existe une suite Tn dans C(r) telle que
00

^(^(^oc^V/^oo
71=0

et que, pour toute fonction surharmonique (resp. harmonique) positive f
dans ^2, ef ne majore pas la suite Tn o co.

En effet, on peut montrer que (ii, i) entraîne (r%. Raisonnons par
l'absurde en supposant (r% fausse, et soit Tn une suite de C(ï) telle
que Tn o o- soit de Cauchy pour TT. On peut extraire de Tn une sous-suite r\,
telle que

^(^i—^)^4-".
Si l'on pose alors So= z-o et, pour n^i, Sn= r',,—r',^ il est clair que, pour
tout p^ i,

^(7^:(Snocr))i/P<ao
n=o

et, par suite, il existe une fonction surharmonique (resp. harmonique)
y positive f dans ^2 telle que ef majore la suite | ^ o û o [ . Il en résulte

| r ' o ûû j ̂  ef et, pour tout n ̂  i,
[ r'n o ûû — r^ o ûû | ̂  a-^ e ,̂

d'où | ̂  o ûû I ̂  2^, pour tout n, ce qui contredit (ii, i).
Pour démontrer les énoncés des paragraphes 2 et 3 sous la forme

faible (i^, on peut, au lieu de l'inégalité (a\ utiliser l'inégalité plus simple :
(0 log^oo ^\og+\(rnow)h\ +log+[/ i |—log| / i | .

De plus, au lieu de la propriété (Ap), on peut utiliser la propriété :

(A? Pour toute composante connexe ^2 de y l , il existe un point So
de Î2 et une constante positive k tels que pour toute mesure p. de masse
totale inférieure à i sur I, il existe une fonction harmonique Z dans ^
vérifiant

l(s,)^k\\^/P et Z^log 7^|.
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Nous donnons maintenant des conditions voisines de (ii, i) et (ii, 2)
qui sont davantage exprimées en termes de bornologies. Il nous faut
pour cela introduire de nouvelles notions. ^2 étant un ouvert de G, nous
désignons par S+(i2), le cône des fonctions surharmoniques positives
dans Î2. Pour toute fonction 9 de S+(^), soit A® l'ensemble des fonctions
numériques fsur ^2 telles que \f\^ e?.

Lorsque cp parcourt S+(fl\ les ensembles Aç constituent un système
fondamental de parties bornées pour une algèbre bornologique de type
convexe de fonctions numériques sur ^2, que nous notons S(i2); il suffit
de vérifier que si cpi, cps sont deux fonctions de 5'+(Î2) et À un nombre réel
positif, il existe une fonction (p dans S+(^) telle que Àe^^e? (resp.
g?i -[- e^^ ef, e^. e?2^ e^) : on peut choisir en effet cp == çpi + log^
(resp. 9 == cpi + ?2 + i» ? = ?i + ?2). Nous appelons bornologie surhar-
monique dans t2 la bornologie de ^(^2). En partant de même du cône
des fonctions harmoniques positives dans ^2, on définirait une algèbre ^C(t2)
et une bornologie harmonique. 0(^2) étant l'espace des fonctions holo-
morphes dans Î2, il est facile de voir que les ensembles de 0(^2), qui sont
bornés pour la bornologie surharmonique, et ceux qui le sont pour la
bornologie harmonique, sont les mêmes. Nous notons <^(î2) l'algèbre
<9(^2)n^(i2)==<9(^2)n^€(^2) munie de la structure induite par ^(^2)
ou ^C (12). 0^ (^2) est une algèbre complète : si cp est une fonction harmo-
nique positive, le disque borné des fonctions h de <9^(i2) telles que
| h ^ e? est complétant ; en effet, la convergence dans E^ entraîne la
convergence compacte, puisque 9 est continue.

PROPOSITION 7. — Soit 1 un ensemble d'approximation. Pour qu'une
semi-norme finie croissante n sur C(o-) soit fondamentale, il suffit que,

pour toute composante connexe 12 de | î, Uune des conditions qui suivent
soit vérifiée :

(iii, i) I I existe une suite Tn dans C(r) telle que J^ocr soit de Cauchy
pour TT et que de Tn o w on ne puisse extraire aucune sous-suite de Cauchy-
Machey dans <^(î2).

(iii, 2) I I existe une suite Tn dans C(r) telle que r^oo- tende vers zéro
pour TT et que de Tn o w on ne puisse extraire aucune sous-suite tendant vers
zéro au sens de Mackey dans c^(^2).

Ces conditions sont moins restrictives que celles du type (ii), car (ii, i)
entraîne (iii, i) et (ii, 2) entraîne (iii, 2), toute suite de Cauchy-Mackey
ou tendant vers zéro au sens de Mackey étant bornée. Montrons d'abord
que (iii, 2) entraîne (ii, 2). et supposons par l'absurde (ii, 2) fausse. Soit
alors Tn une suite de G(r) telle que Tn tende vers zéro pour TT. On peut
extraire de Tn une suite r'n de façon que 27^(r^ o o-) tende vers zéro pour TT.
Il existe alors une fonction surharmonique positive 9 dans ^2 telle que e'-?
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majore |2^(r^oc*))| pour une suite infinie Up d'entiers; il en résulte
que r^ o w tend vers zéro au sens de Mackey dans 0^ (i2), ce qui montre
que (iii, 2) ne peut avoir lieu. D'autre part, (iii, i) entraîne (i)p [et
même (r%] pour tout p^ i. Raisonnons encore par l'absurde en suppo-
sant (i)p fausse. Soit Tn une suite de G (r) telle que Tn o o- soit de Cauchy
pour TT. On peut extraire de Tn une sous-suite r'^ telle que TT (r^ — r'^) ̂  4-/^•
Posons alors Sn == ^(r'n-^ —r»); u es^ c^alr q116» pour tout p ̂  i,

^(Tr^ocr^/^oo
7Î==0

et, par suite, il existe une fonction surharmonique positive cp dans t2 telle
que e? majore la suite \Sn°^\' On a donc

•^i oco—T^ocx)]^-^,|7<

ce qui montre que r'^ o oo est de Cauchy-Mackey dans (9^ (i2) et contre-
dit (iii, i).

On peut chercher si co appartient à <9^(^). C'est le cas lorsque ^2 n'est

pas partout dense, car si on choisit un point s de | ^2, et si l'on pose

d(s, 12) = d, la fonction cp = log | s — w ] — d est harmonique positive

dans ^2, et e? majore , s—co , donc ,(a—co) appartient à <9^(^2),

donc aussi oo. C'est aussi le cas lorsque ^2 est connexe et que [ i2 contient

un ensemble fermé non vide ̂  qui possède, pour un p ̂  i, la propriété (Ap)
ou la propriété plus faible (A*). En effet, si l'on considère un point u de ^
et la mesure ^ == s^i, la fonction log | 7i;i | == log (u—c»))-1 est alors
majorée par une fonction harmonique positive Z, de sorte que
cp == log \u — ûo [ + l est une fonction harmonique positive majorant
log| u—c») |, et l'on conclut comme précédemment.

Nous ajoutons enfin aux conditions qui précèdent une condition plus
restrictive qui est celle annoncée dans l'introduction et qui généralise
les conditions classiques, en particulier celle prouvée par H. POLLARD [19]
dans le cas où î = R et où TT est associée à un poids.

PROPOSITION 8. — Soit 1 un ensemble d'approximation. Pour qu'une
semi-norme finie croissante TC sur C(<7) soit fondamentale, il suffît que,

_ f\
pour toute composante connexe t2 de ^, [ ^2 soit non polaire et

(iv) I I existe un point So de i2 tel que, ̂ p, désignant la mesure harmonique
relative au point So dans ^2,

sup \ log4-1 r(u) | d^P (u) = oo.
/•eC(^7T(/-o(7)^l J^Q °
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Montrons en efïet que cette condition entraîne les autres; il suffit
de voir que (iv) entraîne (ii, 2). En efîet, si l'on a

sup log^^u) d^(u)=+oo,
(r o o) ̂  1

il existe une suite Fn dans C (r) telle que

7r(r/,oo-)^i et log4- ^(12)1^(12)^272.

Si l'on pose r;,=2-"r,,, r^ vérifie alors les hypothèses de la condi-
tion (ii, 2). En effet, 7r(r^oo-) tend vers zéro et s'il existait une fonction
harmonique positive jTdans ^ telle que e^ majore une sous-suite r',^ de r;,,
en posant, pour tout point u. de ô^.,

g(u)=\ïmmîf(s),
s -7»- u
sçQ.

on obtiendrait, d'après la continuité de log4-1 r',^ | :

log4- 7^ (12) \^g(u)

pour tout point 12 de ô^l, d'où

log+ | r1^ (12) | d'^ (u) ̂ f ^(12) d^ (12) ̂  /-(se).

Or,
log+ r^ (12) | d^ (12) ̂  log+7^ (u) d^ (12) — n log 2 d^ (u)

et le membre de droite est encore minoré par (2 —log 2) ï\p, d'où

/'(so)^(2—log2)n^,
ce qui est absurbe.

On peut encore remplacer la condition (iv) par la condition
(iv*) I I existe un ouvert ^/ c i2 et un point So de ^/ tels que

sup ^ log^ | r(u) \ d^'(u) = oo.
rçC(^],^{ro(J)^l J^Q, ' 0

En résumé, on a le diagramme d'implications qui suit :

=> (ii, 2) ==> (ii, i) .
(^^(iv)^ î f ^(i)^(i),.

(iii, 2) (iii, i)

Donnons, pour terminer, un énoncé valable pour toute partie ^ de G.

PROPOSITION 9. — Soient î une partie de G et TT une semi-norme finie
croissante sur C(o-). Pour que TT soit fondamentale, il suffît que, pour toute

BULL. SOC. MATH. — T. 96, FASC. 4. 21
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composante connexe ^î de |jl, l'Z existe s > o tel que, ̂  désignant l'ensemble

des points s de i2 tels que d ( s , [1^ ) > s :

(c) La structure induite par n sur C(r) n'est pas plus fine que celle
induite par c^(^).

La vérification est aisée, étant donné que la fonction h^ du paragraphe 2
est bornée sur tout ^.

5. Le facteur (a- — s).

Nous relions, dans ce paragraphe, les résultats du chapitre 1, § 3 et
ceux du chapitre 2.

PROPOSITION 10. — Soient 1 une partie de G et TT une semi-norme finie

croissante sur l'image C ( a ; ^ T ) de C(r) dans C(o-). Posons

S =5'fer; cf^; PT^ ). A/or5, 5'nPS ^ oum-f ^ fermé dans Pi.
\ \ U /7T/ U U

Nous pouvons toujours prolonger TT à C(o-) en TT* par la méthode du
chapitre 1, §4. Supposons, par l'absurde, qu'il existe dans une même

composante connexe i2 de | 1 un point s de S et un point t de \\S. Il en

résulte, d'après la proposition 4 du chapitre 1, § 3, que si p est la semi-

norme rh-> ^((o-—s)r), t appartient à 5(o-; G (c r ; PT^ ), de sorte que,

par la proposition 2 du chapitre 1, § 3, il existe une suite r/, dans C(T>
telle que r/ ,oo- soit bornée pour p et rn(t)=(2n. Pour tout s > o, la
structure induite sur C(r) par p n'est pas moins fine que celle induite
par c^(^L). Cela montre, pour la proposition 9 du paragraphe 4, que la

restriction de p à G ( ( GO ) est fondamentale, donc, d'après la proposition 5

du chapitre 1, § 3, que 5'c|.^, ce qui contredit le fait de s dans 5n^.

On déduit aussitôt du résultat précédent que, pour toute semi-norme

finie croissante n sur C(o'), l'ensemble des points s de | ^, tels que (o- — s)-'

adhère à G [o-; [ . T i , est ouvert et fermé dans i l .

PROPOSITION 11. — Soit 1 un ensemble d'approximation d'ordre p,

etsoit n une semi-norme finie croissante sur G (o-; ̂ T^Pourquel contienne

S(<7; G ( c r ; | T ) ), il suffit que, pour toute composante connexe ̂  de Pi,
\ \ U / TT / II
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Vune des conditions {\)p, (i^, (ii, i), (ii, 2), (iii, i), (iii, 2), (iv) ou (iv')
soit vérifiée, et il est nécessaire que chacune des six premières le soit.

Pour voir la nécessité, on peut se contenter de considérer (ii, i). Or,

si Fon a S ^ a ; C ; ( < T ; P T ) )cî, on sait, d'après la proposition 2 du
\ \ U /'JT/

chapitre 1, § 3, que, pour tout point s de Hl, il existe une suite Tn de fonc-

tions de C(r) telle que r^oo- soit bornée pour TT et que r/,(s) == 4". La
suite 2-^00- tend vers zéro pour TT, et aucune sous-suite extraite
de 2-"r/, n'est bornée en s et ne peut donc être majorée dans la compo-
sante connexe ^2 de s par une fonction ef où f est harmonique positive
dans i2.

Voyons maintenant la condition suffisante-, il suffit cette fois de consi-

dérer (i)^. On sait déjà que l'ensemble S = S fer; G fer; P ï) ) est contenu
/ / n \ \

dans Sp^(7; ̂ ^ [ j l j ) » donc dans T, de sorte qu'il suffit de montrer

que tout point s de ["I est dans j^. Raisonnons par l'absurde, en suppo-

sant s dans 5'nj.I-, et considérons une composante connexe quelconque i2

de 1 I. Nous pouvons toujours supposer que oo appartient à c^(^). C'est,

en effet, le cas lorsque ^î n'est pas partout dense, et si, pour ^ partout
dense, oo n'appartient pas à <^(t2), toute semi-norme finie sur C(o-)
vérifie (i)p dans ^2, comme on le voit en considérant la suite r^== 2-^ T.
En particulier, la semi-norme p:r^^((o-—s)r) vérifie alors (i)^

dans ^, ce qui prouve, puisque Ï2 == G, donc ^ =Pl, que p est fonda-

mentale, et donc, d'après la proposition 5 du chapitre 1, § 3, que S est
contenu dans i. Sachant donc que G) appartient à <^(^), voyons que
la semi-norme p vérifie aussi la condition (ï)p dans i2, ce qui entraînera,

^ décrivant l'ensemble des composantes connexes de PS, que p est fonda-

mentale et donc, comme précédemment, que S est contenu dans 2.
Raisonnons par l'absurde, en supposant que p ne vérifie pas (i)^. Soit r,,
une suite de C(r) telle que

^(7T(7^oŒ))^<+00.

n=.Q

Posons :

r'n = (̂  —— rn (S)) (ï —— S)-1.
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Comme s appartient à S, on a, d'après la proposition 2 du chapitre 1, § 3
puis par la sous-additivité de x — X^IP :

^ (TT (Tn (s)))^ < + 0) et ^ (p (̂  o a)Y/P + oo.^v

n=o

Par suite, il existe une fonction harmonique positive f dans i2 telle que et
majore les sommes partielles

2''.
Si l est une fonction harmonique positive dans ^2 telle que e1 majore ] s — c
e^1 majore

^r,,oG3—rn(s)

et ^+/+Â: majore

sr,,oûû pOUr tOUt À: ̂ ^ Tn (S)

Le choix de k est rendu possible par le fait que
00

^ ^(S)|V/'<+00,

71=0

ce qui résulte aussitôt de ce que s est dans S. L'hypothèse que n vérifie (i)/,
est donc contredite.

Il résulte des énoncés qui précèdent que la notion intéressante, pour
une semi-norme finie croissante TT sur C(o-), n'est pas que TT soit fonda-

mentale, mais que, pour un point s de ( I, la semi-norme p : r ^-> TT ((o- — s) r)

le soit. Cette condition ne fait intervenir en réalité que la restriction de TT

à cf<7; P.rV et équivaut, comme on Fa vu, à l 3 s ( c r , C^Pr^ V
\ U / \ \ U /7T/

Si l'on compare la proposition 11 aux résultats classiques de H. POLLARD,
on obtient immédiatement le corollaire qui suit :

COROLLAIRE 2. — Soit w un poids au sens classique (resp. au sens
de ^P, i^p<oo) ne s'annulant pas (resp, presque partout non nul).
Pour toute fonction f de <°^(R) ne s'annulant pas, les poids w et fw sont
fondamentaux en même temps.

On en déduit encore que tout poids fondamental au sens classique l'est
encore au sens de ^P, puisque

I] M|^[|(i+^)-11|,[| f(i+^]..
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CHAPITRE 3.

Classes quasi-analytiques généralisées.

On sait que certains résultats de la théorie des poids fondamentaux
peuvent se déduire des théorèmes classiques sur les classes quasi-
analytiques. Nous allons voir comment, inversement, les résultats précé-
dents conduisent à des nouveaux théorèmes de quasi-analyticité. Nous
disons qu'une fonction numérique /, indéfiniment dérivable sur R,
possède la propriété (Q) si f==o ou s'il n'existe aucun point de R,
où f s'annule avec toutes ses dérivées. Nous disons de même qu'un sous-
ensemble de e" (R) possède la propriété (Q) si chacune de ses fonctions
la possède. Dans les mémoires classiques, on étudie les sous-ensembles
de C^ (R) définis par des inégalités du type

11/^II^A,, neN.

Nous nous donnons plus généralement une semi-norme finie TT sur C[X],
et étudions le sous-ensemble de (ox (R) défini par les inégalités

II^W)11^(P). peC[X],

où, pour des raisons techniques, Dp désigne l'opérateur différentiel
/ i d\y ( __ _ i.

I \ 2 711 dX )

Le cas classique correspond évidemment à la semi-norme

2^»^;(^)\4,,

PROPOSITION 1. — Soient n une semi-norme finie sur C[X] telle que
S(X-, C[X]TC)CR. L'ensemble des fonctions f de (^(R) telles que
I I Dp(f) H^ 7:(p) pour tout polynôme p, possède la propriété (Q).

En effet, l'ensemble étudié étant invariant par translation, on peut
supposer, par l'absurde, qu'il contient une fonction f non nulle et telle
que /"(o) == o pour tout entier n. Du fait que, TT étant finie, f appartient
à ^-^(R), le produit de la transformée de Fourier f de /'avec toute fonc-
tion de c^(R) est dans -^(R^^R). Soient alors p la semi-norme
sur Cp (R) : g \-> \\ (: — i) gf[\^ et cp la forme linéaire sur Cp (R) :

g^> fg(u)f(u)du.
^R

p est finie croissante, et 9 est continue pour p puisque, par l'inégalité
de Schwarz,

ll^ll^nfê-o-iMle-o^ll'-
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De plus, si À est la semi-norme sur C^(R):^i^ gf [ [2 , on a, par
PLANCHEREL,

^pfê))-!!^)^
d'où

^(PÊ))^(P) et S€;C[^)cR,

ce qui assure, d'après la proposition 5 du chapitre 1, § 3, que la semi-
norme p est fondamentale, donc, d'après la proposition 1 du chapitre 2, § 1,
que G [^] est dense dans <^(R) pour p. Or fw (o) == o, donc

Ç i^fÇu^dv
^•n

t I^JT(U) dU. = 0,
^R

ce qui montre que cp s'annule sur C[£]. Par continuité, cp est aussi nulle
sur <^(R), d 'où / '==() , puisque (^(R^J^R) est dense dans ^(R),
et finalement f == o, ce qui est absurde.

COROLLAIRE 1. — Soit TT une semi-norme finie sur C[X]. Pour que
l'ensemble des fonctions f de <^(R), telles que \\Dp(f)\}^^n(p) pour tout
polynôme p, possède la propriété (Q), il suffit que Von ait

Flog4- p(u) , ,
^P / TJL,/ ^-+00.^ecw,7T(/^i J^ i-t-u

Identifions pour simplifier C[X] et C[^]. Si la condition ci-dessus est
vérifiée pour TT, elle l'est aussi pour la semi-norme croissante TT* associée
à Tz-, puisque, sur C[^], on a TT*^ TT. D'autre part, \\Dp(f) \\î^ 7r(p)
entraîne !|-D/,(0 ||2^ ^(p)? puisque, par PLANCHEREL, \\Dp(f)\ 2== || p/'||:>
et que la semi-norme p^ | [p / ' | [2 est croissante. Or, si la condition
ci-dessus est vérifiée pour TT*, d'après la proposition 11 du chapitre 2, § 5,
S(î,; C[Ç]7î*)cR, et l'on peut appliquer la proposition 1 qui précède.

COROLLAIRE 2. — Pour qu'une fonction fde e^ (R) possède la propriété (Q)
il suffit qu'elle appartienne à <PJ^2 (R) et que

sup f log^ lP^) ! ^. _ , -//ec[Â-],i|Dp(/)i i^i l —^ i y2—au—-+-oo.

Ce corollaire se déduit immédiatement du précédent, puisque si f est
dans (^-^(R) la semi-norme p \-> \\Dp(f) ] |-2 est finie.

COROLLAIRE 3. — La transformée de Fourier d'un poids fondamental
au sens classique ou au sens de J^°, pour 2 ̂  p < oo, possède la
propriété (Q).

Soit en effet w un tel poids. On sait, d'après le corollaire 2 du
chapitre 2, § 5, que (Ç — i) w est un poids au sens de J?2 et donc que la
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semi-norme f^> |] fÇ,—ï)w \\i est fondamentale. Si w est la transformée
de Fourier de w, on a, par Plancherel, \\Dp(w) \\^= || p(^)iv\\î pour tout
polynôme p, et la proposition 1 permet de conclure.

PROPOSITION 2. — Soit TT une semi-norme finie croissante sur C[X].
Si l'ensemble des fonctions f de c^(R), qui vérifient ^D^(f) ||^^7r(p(^))
pour ^ou/ polynôme p, possède ta propriété (Q), alors n est fondamentale.

En effet, si TT n'est pas fondamentale, il existe une forme linéaire cp ̂  o
sur <^(R), continue pour TT et nulle sur C[£]. On sait que c? est l'intégrale
relative à une mesure bornée ^. Soit p. la transformée de Fourier de ^JL.
On a clairement p^) (o) = o, pour tout entier n, et

1 1 ^ ( A ) 1 1 - = p&L^II?ll^(p(0).
/\

Par suite, , , ' appartient à l'ensemble étudié, et ne possède pas la

propriété (Q).

CHAPITRE 4.

Un problème de spectre relatif.

1. Ensembles spectraux fondamentaux.

Nous abordons maintenant le problème qui est de donner des condi-
tions pour que, étant donnés une algèbre complète à unité A, une sous-
algèbre unitaire fermée B de A et un élément a de B, on ait l'égalité.
entre le spectre de a dans A et celui de a dans B. Nous l'éludions dans ce
paragraphe en termes d'ensembles spectraux, et posons la définition qui
suit.

DÉFINITION 4. — Soient A une algèbre complète à unité et a un élément
de A. Nous disons qu'un ensemble ^ spectral pour a est fondamental, s'il
est spectral pour a dans toute sous-algèbre unitaire fermée de A contenant a.

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME 3. — Soient A une algèbre complète à unité, a un élément
de A et i un ensemble spectral pour a tel que ^ c ̂ . Pour que 1 soit fonda-

mental, il suffit que, pour toute composante connexe i2 de | ^, il existe un

entier n tel que la structure définie sur G [Ç] par la semi-norme p ^-> j | p ô^ ||
ne soit pas plus fine que celle induite pas 0^(^2).

Preuve. — Supposons satisfaite la condition du théorème. Pour voir
que ^ est fondamental, il suffit de voir qu'il est spectral pour a dans
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la sous-algèbre unitaire fermée B de A engendrée par a, ou encore que ^
est spectral pour a dans B, puisque l'intérieur d'un ensemble spectral
est spectral. On doit donc vérifier que (a—s)-' est dans B pour tout s

de j 2L Par le calcul symbolique, on se ramène à prouver que, pour tout s

de j Z, (o-—s)-' adhère à C[o-] dans l'algèbre 0(ch;), ce qui a lieu

en particulier lorsque (o-—s)-1 adhère à C[o-] pour la semi-
norme TT : f\-> [l/1^2 I I . Or, d'après Hahn-Banach, si (o-—So)~1 n'adhère
pas à C[o-] pour TT, il existe une forme linéaire continue 9 sur e{l)-^
sous-espace de e(Ï) sur lequel T: est finie, nulle sur C[o-] et non nulle
en (a-—So)-'. Si alors p est la semi-norme f[-> || f^1 ||, la restriction
de 9 à <°(l-)p est l'intégrale associée à une mesure ^ sur 1 portée par 1.

Pour tout point s de ( ï, la fonction (cr—s)-' est majorée par <^1 qui

est |j!-intégrable. Nous pouvons donc considérer la fonction holomorphe h

dans la composante connexe i2 de So dans | 1, définie par

h^== r^.v / J u—s

Écrivons, pour tout polynôme p en Ç, l'inégalité
(c) log+ | p o GJ [ ̂  log^l (p o un) h | + log^ | h | — log | h

de laquelle on déduit aussitôt l'inégalité

(d) ^og+\PO^\^\(po^)h\-{- h |—log | A|.

La démonstration sera achevée si on peut majorer \(pow)h\ sur
l'ensemble des polynômes p en Ç tels que [ | pâ^ | | ̂ i par une fonction
surharmonique, la même majoration s'appliquant alors au terme | h \
et le terme —log [ h \ étant surharmonique puisque A ($0)7^0. Or,
pour tout point s de ^ et tout polynôme p en ; tel que ||p<^ -^i,
la fonction (o- —s ' )~ i p est majorée par ^~" qui est ^-intégrable, et

d'où

p(s)h(s)=fP(!W^,

\p(s)h\^C^-'l(u)d\y.\(u),

soit enfin :
|p(s)A(s)[^

La constante || o |[i- convient donc.
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Il faut remarquer que la condition sur la semi-norme TT : f^> \\ fè'^ ||,
qui intervient dans le théorème 3, est entraînée par chacune des conditions.
du type (i) du chapitre 2.

2. Fonctions holomorphes tempérées dans une bande.

Nous essayons d'étendre aux fonctions spectrales les résultats du
paragraphe précédent; posons donc la définition qui suit :

DÉFINITION 5. — Soient A une algèbre complète à unité et a un élément
de A. Nous disons qu'une fonction de A (a; A) est fondamentale si elle
appartient à A (a; B) pour toute sous-algèbre unitaire fermée B de A
contenant a.

Indiquons tout d'abord une extension facile du théorème 3 :
THÉORÈME 3 bis. — Soient A une algèbre complète à unité, a un élément

du centre de A et ô une fonction spectrale pour a. Pour que le support de ô
soit fondamental, il suffît que, pour chaque composante connexe ^ï de son
complémentaire, il existe un entier n tel que la structure définie sur C[Ç]
par la semi-norme p \-> || p ^n [[ ne soit pas plus fine que celle induite-
par c^(^).

La démonstration est exactement celle du théorème 3, compte tenu
du fait qu'il existe une fonction ôj^ô, spectrale pour a, qui soit
lipschitzienne et telle que Çôi soit uniformément bornée, et un morphisme
d'algèbres complètes de (9(ôi) dans A qui envoie unité sur unité et ;
sur a. Enfin si la condition du théorème 3 bis est vérifiée par ô, elle l'est
aussi par ôi.

Il faut remarquer que le résultat qui précède est imparfait puisqu'il
n'assure pas que ô est fondamentale. Nous allons étudier un cas particulier
où cette propriété a lieu.

PROPOSITION 1. — On suppose que 1 est U ensemble des points s de G
tels que —i<Im(5)<i et qu'une fonction spectrale ô relative à un
élément central est de la forme ï^ (Wo \ Ç | ), où w est une fonction strictement
positive et décroissante sur R+ vérifiant :

(1) w(x+y)^w(x)w(y) pour tout couple (x, y) de R+xR+;
/ . F log-w(u) ,
(2) / ———— du =+oo;
^ ï + "2

dans ces conditions, ô est fondamentale.
Nous allons d'abord voir qu'avec les hypothèses de la proposition

l'ensemble spectral ^ est fondamental. C'est une conséquence du fait
classique que, sous les hypothèses qui précèdent, w o Ç [ est un poids
fondamental sur R. En réalité, nous aurons besoin d'une régularisation
de w, et faisons une démonstration qui la donne aussi.
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Pour voir que 1 est fondamental, il suffit, d'après le théorème 3 bis
et des énoncés classiques, de montrer que, si l'on a posé An=\\'inw\\
et (in=A\i'\ la suite dn est croissante et la série ïjdn divergente. Le fait
que a.n est croissante résulte simplement du fait que dn= | ; 'i^w^'1 \\
et que w(o)^i, puisque w(o + o)^(w(o))2, donc w^i . Pour voir
que ïja,z est divergente, nous nous ramenons au cas où w est de classe e".

Posons u=—logw; v est positive, croissante, et
(i) v(x + y)^y(a') + v (y) pour tout couple (x, y) de R^xR+;

^^"^
Introduisons Ui(x)=-- ^ u(x-{-ù)du-, clairement Ui est positive, crois-

•^o
•santé, sous-additive et telle que u^u^u + i, de sorte que

jC^^-
D'autre part, pi est lipschitzienne car, pour tout couple (x, y) de R+ xR+ :

u, (x + y)— v, (x) == f (v(x + i + u)— v(x + u)) du.
^0

D'où
Ui(xJ^y)—u,(x)^y.v(l).

Si y est continue, Ui est de classe (f1 ; en effet, pour x, y dans R+ :

v, (x + y) — u, (x) —y(v(x + i) — u(x))
r'' r''= ( (v(x + i + y) — v(x + i)) du — ^ (v(x + u)— u(x)) du,

17 0 ^ 0

et par suite, Vy possède une dérivée à droite au point x égale
à u(x+i)—v(x)\ cette dérivée étant continue, v^ est de classe c'1.
Si alors w,=exp(—yi), A^ i==[ )^w, ] | et a,^=(^y^\ on a
w^(ilé)w, d'où ût,^i^(i/e) a,z, ce qui montre que si i/a/^i diverge,
il en est de même pour i/a,,; on peut donc se ramener au cas où w est
lipschitzienne, donc continue, puis de classe € ' . Désignons alors, par bn,
le plus petit u de R+ tel que uflw(u)=An; on a b^a,z pour n ̂  o,
puisque dn== bnÇwÇbn))^71. Supposons, par l'absurde, que ïfa.n converge;
-an tend alors vers l'infini, donc aussi bn. La suite b^ est strictement
croissante, car dans l'intervalle (o, bn) la dérivée logarithmique de ̂ "^
est la somme de celle de ^w qui est positive et de celle de t+ qui est
strictement positive; il ne peut donc y avoir de maximum pour E" ' 1 ^
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dans l'intervalle (o, &/,). De plus, la dérivée logarithmique en x^> o
de î^w étant ifx.(n —ux'), on a v ' x ^ n pourrr^ 6^. D'où

rtbn ^ (r\
\ -W^^n(i/^_,—i/^).

Jb^ x

Puis :
^ //- n — 1

^"^^^po/^-i/^^i/^+^i/^
^ ^=•2 /,=1

et le dernier terme est majoré par la somme de la série i/a/z. D'autre part,
en intégrant par parties, il vient

^^^--Wt^f''''^^.
Jb, x I- x J*> A x

Comme on a v(n)^nv(i), d'où v(x)^(x + i)v(i), le membre de
droite est majore indépendamment de n et, par suite,

X v(x) ,-—/ dx < + (X).«z/

Soit

f:^<^
ce qui est absurde.

Posons ôt==7s0^i0 Ç | ) ; la fonction ôi est lipschitzienne sur ^
puisque v^ l'est sur R+, donc aussi w,; de plus, on a ( i /e)ô^ôi^cL
Si nous posons cL^inf^i, ôv), la fonction ô^ est lipschitzienne et telle
que Çô.2 soit uniformément bornée. Comme elle est spectrale pour a,
il existe un morphisme d'algèbres complètes de 0(02) dans A qui envoie
unité sur unité et o- sur a. Pour voir que (L est spectrale pour a dans la
sous-algèbre unitaire fermée B de A engendrée par a, il suffit, comme a~ est
spectral pour a dans B et comme le montre le calcul symbolique, de voir
que 02 est spectrale pour or dans l'adhérence cU(c^) de C(o-) dans 0(0.2).
On se ramène à prouver que o j est dans A((T; (.^(c^)), puisque ô^ y est
et que A(<7; ^(02)) est stable par enveloppes inférieures finies. Il suffit
encore de montrer que 3 '/ v appartient à A (o- ; c% (^2)) pour un entier M ̂  i,
donc de voir qu'il existe un ensemble B borné dans ^{^2) tel que, pour
tout point s de i, il existe une fonction r, de C(o-) telle que (o-—s)r,—i
appartienne à l'ensemble ô'/^B; autrement dit, il existe un entier N tel
qu'on puisse choisir r^ dans C(o-) de façon que

^(0^(0 et ((^-5)r,(0-i)ôf(OÔTV-v(5)
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soient bornés indépendamment du couple (s, f) de îx^. Posons

Fs •-= (cr — s)^-1 ((o- — s)^ + n5Q-1,

où n,=== 2E(|s | /8 + ô), E(x) désignant la partie entière de x. Voyons
d'abord que r, est régulière sur 1 et plus précisément que (t — s)'15.727^ + i
y est minoré en module. Pour \t—s | ̂ 9/1 on,., on a une minoration
évidente par i—9/10. On peut donc supposer qu'au contraire on a
t—s [ > 9/1 on,, et on peut se ramener au cas où s est dans R+ + i'R+;

l'argument de / — s est alors majoré par 2(9/10/25—2)-', donc celui
de (t—s)^ par 207^(9^—2o)~1 qui, puisque n^io, est inférieur
à 20/7. Par suite, on a une minoration par sin(7:—20/7). On déduit
de là que ( /— s ) r s ( t ) est uniformément borné sur ^ xl, donc aussi r,(Q,
r,(0 (^(f), et pour | s ^ \ Ni ou s \ ̂  80,

((/- s) r,(t)-î)^(t)^^(s),

puisque pour | s \ ̂  Ni \ on a ô-i (s) ̂  ô.i (Ni) ̂  ̂ (f), donc

^(t) ̂  ̂  (s) ̂ i

et que, pour[s\^80, on a

ôrV^(s)^w-v^(8o).

Il reste donc seulement à envisager le cas où | s | > 4 1 1 1 et s | > 80.
Prenons alors N = 4 et M^4y(i)/log 2; il en résulte w^^Çx)^ a-^4-1^.
Comme | ̂ — s | > 3/4 | s | et s |/4^n,^3/8 | s |, (t—s)r,(t)—ï est
majoré par (^-\s\/^—i)-1, donc par a1-'5!/4 ou encore par 4ô'/^(s), ce qui
achève la démonstration.

3. Fonctions holomorphes tempérées dans un angle.

Nous avons vu que, pour ramener le problème sur les fonctions spec-
trales à celui sur les ensembles spectraux, on était conduit à la question
suivante : Étant donnée une fonction positive ô sur G, lipschitzienne
et telle que Çô soit uniformément bornée, si on note ^(^) l'adhérence
dans (9(ô) de l'algèbre C(o-) des fractions rationnelles régulières sur
l'ensemble 1- === ô-'()o, -> (), à quelle condition la fonction ô est-elle
spectrale pour a- dans l'algèbre complète <^(â) ? Nous avons vu, au
paragraphe précédent, un exemple dans le cas où 1 est une bande. Nous
étudions maintenant le cas où 1 est contenu dans un angle.

LEMME 1. — Soient i un ensemble fermé de G contenu dans un angle
(d'ouverture < 2 n), et w une fonction positive sur R, lipschitzienne et non
nulle. Nous faisons, en outre, l'hypothèse qu'il existe deux constantes posi-
tives a, [3, avec a > i, telles que o^x^ay entraîne w(x)^w?(y). Posons
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alors ^ = = % s ( w o [ Ç [ ) et ^=inf(ô, os). Dans ces conditions, ôi appartient
âù(Œ;^(ÔO) .

Les hypothèses faites sur w entraînent que w ne s'annule pas, car si
w (x) = o, on doit avoir w(y) = o pour tout y tel qu'il existe un entier n
avec x^ o^y, d'où w(y) = o pour tout y > o, et enfin w ==. o par conti-
nuité; par suite, w est bornée inférieurement sur tout compact.

Pour voir que ^i appartient à A(o-; ^(ôi)), il suffit que o y appartienne,
ou encore ô1/^ pour un certain M^i, et pour cela qu'il existe un autre
entier N tel qu'on puisse associer à tout point s de 1 une fraction r,
de G (o-) de façon que les fonctions

r.(0^(0 et ((f—^(0—i)-^(s)ôf(0

«oient uniformément bornées lorsque (s, t) parcourt 1x1. De plus,
d'après ce qui a été vu, on peut se contenter de considérer les points s
tels que s soit assez grand. Du fait que i est contenu dans un angle,
il existe un nombre c^i tel qu'à tout point s de I, tel que s j^c ,

on puisse associer un point a (s) de |jl tel que a (s) | = 5 | s et de façon
que la fonction

t
\t-a(s)\

•soit majorée par une constante d sur l'ensemble des couples (s, t) de i xi
tels que s | ̂  c. On pourra aussi supposer, pour simplifier, que,
pour s | ̂  c, on a ô (s) ̂  i. Posons

a(s)MO = û(s)—s s(s—a(s)

avec Us = E(— log(s)).
On obtient, par un calcul immédiat,

2 's—a(s) t'
,t — a (s) s ,

(t-s)r^t)-
.t-a(s)^

Supposons d'abord que l'on ait \i\^=. s[ /2. Il en résulte

[ s— a(s)
^4/3,t-a(s)

d'où
rs (0 ^ i/4 + 3.5/4 et (/ — s) r, (t) — i ^(2/8)^

Par suite, dans ce cas, ((/—s)^—!^-^^) sera uniformément
3

borné dès que l'on aura choisi M^i/log-. Supposons maintenant
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que l'on ait 1 1 =;s/a. Soit P un entier plus grand que log2/loga; il résulte
des hypothèses sur w que l'on a ^'(t) -=§(s). De plus,

^(01 ;,4^4 ,̂

de sorte que r,(f) ̂ (t) sera uniformément borné dès qu'on aura choisi N
plus grand que P(3 log (6 d). On a enfin

(̂ - 5)MO • f—a(5)
s — a(s) (6dy1^,

d'où

|(^-s)r.(0-i| ô-v^)^ ^_^j (ôd)—^-^).

Or,
f-aO?) < 1 /4+5 /4 .| 5 — a (s)

II suffira donc de choisir N plus grand que i + P|31og(6d)+ P ^ '

PROPOSITION 2. — On suppose que ô est une fonction Spectrale relative

à un élément central et que 0 est de la forme 7.^\wo ç |?^, où 1, est une

partie de G telle que ̂  1 contienne un angle d'ouverture Q (cp > o) et où w est

une fonction strictement positive, décroissante sur R+ et vérifiant

io w(x+y)^w(x)w(y);

.0 r i0!̂ ^^Â-. I+U2

Dans ces conditions, la fonction ô est fondamentale.
Cet énoncé est une conséquence facile du lemme précédent.
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