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Introduction.

La fonction g(n), définie comme l'ordre maximal d’un élément du
groupe S, des permutations, fut étudiée par Lanpau, en 1903, qui
précisa son comportement lorsque n tend vers linfini. I1 démontra :

log g(n) ~ \/nlogn. Cette étude fut reprise par SmaH, en 1938, qui
donna un développement asymptotique un peu plus long. Il ne semble
pas y avoir d’autres articles concernant g(n).

Nous nous intéresserons plus particulierement a 1’étude des éléments
de g(N) et a leur décomposition en facteurs premiers. Presque tous les
résultats des chapitres 2 et 3 concerneront cette décomposition. Les
autres résultats seront le théoréme 3, qui exprime que g(n) est constante
sur des intervalles arbitrairement grands, et les théorémes 5 et 6, qui
sont des approches de problémes encore irrésolus que nous évoquerons
plus loin.

Etant donnée une fonction arithmétique f, on dit que f est « grande »
en n si, pour tout m < n, on a f(m) < f(n). On dit de méme que f est
« petite » en n si, pour tout m > n, f(m) > f(n). Nous avons introduit
la fonction arithmétique additive [ définie par I[(p*) = p* pour p premier
et o > 1, et montré que les nombres de g(N) sont exactement les nombres
ou la fonction [ est « petite ». Nous rattachons ainsi ’étude des nombres
de g(N) au probléme des « grandes » ou « petites » valeurs de fonction
additive ou multiplicative.

Ce probléme fut étudié de facon assez approfondie par RamaNusan
qui appelle « highly composite numbers » les nombres ot est « grande »
la fonction multiplicative d(n) = nombre de diviseurs de n. En s’inspi-
rant du travail de RamaNusaN, Erpos et AraocLu ont étudié les
« highly abundant numbers » et « superabundant numbers », nombres
ou sont « grandes » respectivement les fonctions o (n) et cr(n_n)’ ol o (n) est
la fonction multiplicative somme des diviseurs de n. A la fin de leur
article, Ernos et AraocLu font quelques remarques & propos d’autres
fonctions dont on pourrait étudier les « grandes » et « petites » valeurs.
Quelques autres types de fonctions se rapprochant de d(n) et de o(n)
ont aussi été étudiées sous cet angle par PiLrLai.

RamaNusaN introduit également les « superior highly composite
numbers ». Ce sont des « highly composite numbers » particuliers pour
lesquels on sait exactement déterminer la décomposition en facteurs
premiers. Ils ont leur analogue pour o (n) : ce sont les « colossally abundant
numbers » et pour I(n), on trouve I'ensemble G contenu dans g¢(N).
I’étude de ces nombres « supérieurs » s’arrétait a leur définition et a leur
décomposition en facteurs premiers.
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C’est en précisant I'étude de I’ensemble G que nous obtiendrons les
résultats du chapitre 3. En fait, on déterminera les nombres de ¢(N) au
« voisinage » de certains éléments de G.

Enfin, dans le dernier chapitre, on applique cette méthode aux « highly
composite numbers » et surtout aux « highly abundant numbers ». Cela
nous permet de répondre a deux questions posées par ERDOs et ALAOGLU :
il existe une infinité de « highly abundant numbers » qui ne sont pas
« superabundant » et : il existe une infinité de « highly abundant numbers »
divisibles par P, non divisible par p, avec p < P, p et P premiers.

On sait que le quotient de deux « highly composite numbers » successifs,
ou de deux « superabundant numbers » successifs, tend vers 1 quand
ces nombres augmentent indéfiniment. I1 semble plus difficile de montrer
g(n+1)

9(n)

Soit Q(x) le nombre de « highly composite numbers » inférieurs a x.
On n’a pour Q(x) quun encadrement trés large :

(log @)= Q(x) = (loga)=s1o5= (ERDOS).

(ce qui est le probléme équivalent) que —1. C’est une question

non résolue.

Mais le probléme, encore irrésolu, de trouver un équivalent de Q(z) était
qualifié de trés difficile par Ramanusan. Pour les nombres de g(N),
nous trouvons un encadrement plus étroit, mais il semble aussi difficile
de T’améliorer.

Enfin, dans le premier chapitre, nous sommes intéressés aux grandes
différences entre deux nombres premiers consécutifs. Plus exactement,
pour certaines suites contenant les nombres premiers (par exemple, les
nombres p™, p premier, m entier, m >.1), on étudie les grandes diffé-
rences entre deux termes consécutifs de ces suites. Les résultats obtenus
nous seront utiles dans les chapitres suivants.

CHAPITRE 1.

Grandes différences entre deux termes consécutifs
de certaines suites contenant les nombres premiers.

Soit p, le n*m nombre premier. L’étude des « grandes différences »
Pr+1— Do @ donné lieu a de nombreux articles dont les plus récents sont
de Rankin ([10] et [11]) et de ScuénHAGE [12]. On trouvera d’autres
références dans le livre de PracHAR ([8], chap. V, § 5).

Remarquons d’abord que la valeur moyenne ]%]Z (Pr+1— pn) est
n<ZN
équivalente a log p,. Le résultat: il existe une infinité de nombres
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premiers pour lesquels p,...— p,> (1— ¢) logp, est donc facile 4 obtenir,
pour tout ¢ > o.

Le meilleur résultat actuel est le suivant [11] : pour tout ¢ > o, il existe
une infinité de valeurs de n pour lesquelles on a

log. p.log. p,

(I) Pri1— pné(e“/"— 5) lngn logi Pn

en désignant log logp, par log.p,, etc., et par y la constante d’Euler.

On se propose d’améliorer ce résultat de la facon suivante : on se
donne une suite croissante, contenant les nombres premiers, par exemple a,
la suite ordonnée de tous les nombres p, ou p est premier et m entier > 1.
On va démontrer qu’il existe une constante c telle que, pour une infinité
de valeurs de n, on ait
log. a,log. a, )

Apir— Ay > C lOg a, 10g2 a
5 dp

Pour cela, on va montrer qu’il y a suffisamment de nombres premiers p, < x
qui vérifient la relation (1), avec une constante plus petite que e.
Rappelons d’abord un résultat utilisé pour démontrer (1) (voir [12]
ou [8], chap. V, § 5) :
« Etant donnés les k premiers nombres premiers, pi, p: ..., Pi

il existe des nombres entiers a(p.), a(p:), ..., a(pz), et un nombre U
tels que, si z est un nombre entier satisfaisant aux congruences :

(2) z = a(p’) mod p; pour 1=i-k,
alors les nombres z + 2,z 4+ 3, ..., z + U, sont divisibles par 'un des
nombres py, ps, ..., pi, et Pon a: U>eip; bg—ll;kg—éopgkm- »

(La notation A > B signifie qu’il existe A’ tel que A > A’ et A'~ B.)

m

Soit maintenant 0 > 1 un nombre réel fixé, et posons x:I[ pi
i=1
avec m =[0k] = partie entiére de Jk. Soit N(x) le nombre de solu-
tions z = x des congruences (2). On a

N() = II Di
i=k+1

Soit 0 (x) =Z logp la fonction de Cebysev. On sait que (@) ~zx
p=x

lorsque © — c0. On a

N(x) — eo(l’m)—o(/)k) et Xr= eﬂ(p,,,).



ORDRE MAXIMAL. 133

Lorsque x — o0, on a m ~ dk et

(3) prr~ %pmrv %logw,

donc
0—1 0—1
U] (Pm) —0 (PA) ~ Dmp— Pr~~ _‘6_— Pm~~ S logx’

et
-1
N@zz °.
D’autre part, d’aprés (3), on a

log,zlog.x

ev
Uz % loge logiz

TuEOREME 1. — L’une des deux propositions suivanies a lieu :
10 Il existe a > o et une infinité de nombres premiers p; pour lesquels
Dia— pi> pis

20 Pour fout 6 > 1, on a lorsque x — o0 :

I logz xr logl, x 1— —l-

. i1 — P> < e —_— )

Card! p;< x| pisa pi=j5e logx Tog?w > 3,
Démonstration. — Soient z et z/, (z < 2’) deuxsolutions consécutives

des congruences (2), inférieures & x. Supposons que, pour x assez grand,
il y ait toujours, entre z 4 2 et z’4 2, un nombre premier. Alors a z,
on fait correspondre p;, le plus grand nombre premier inférieur & z + 1.
On a donc

pLzt1<z+U<pm <2 +1,

et I'on a établi une injection de l'ensemble des solutions z-—x des
congruences (2) sur I’ensemble des nombres premiers inférieurs a x 4 1.
La deuxiéme proposition est alors vérifiée.

Supposons maintenant que, pour z arbitrairement grand, on trouve
toujours deux solutions z et z’ telles qu’'entre z + 2 et z’+4 2 il n’y ait
pas de nombres premiers. On a

k
, . 0(p1)
Z—Z> I l pi= ¢
i=1

et
log(z'—2z) > pir > -élogx > % logz d’aprés (3).
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Soient p le nombre premier immédiatement inférieur a z + 2, et p’ le
nombre premier suivant p. On a p’> z' + 2, et

log(p'—p) = log(z'—2) > 5 logz== 3 logp,

d’ou p'— p > p*/°.
La proposition 1° est alors vérifiée, et le théoréme est établi.

THEOREME 2. — Soif b, une suite croissante de nombres réels positifs,
vérifiant les deux conditions :

1° 11 existe 3 <<1 tel que Card { b,|b,—<z} = O(z?);
20 ]I existe une constante b > o telle que, quand x — oo,

Card{ b, |x =b,~<x + a*} =o0(x*) pour fout .

Alors la suite a, obfenue en rangeant dans Uordre croissant les nombres
premiers et les nombres de la suite b,, vérifie la relation : il exisle une
constante c et une infinité de n tels que

log. a, log. a,
app1— ané c 10g a, —gi()g—?;a,gl—k_ *

Démonstration. — Supposons que la premiére proposition du théoréme 1
soit vérifiée, et posons d = min (a, b). Dans lintervalle )p, p + p?(,
il n’y a pas de nombres premiers, et il y a au plus o (p?%) nombres de la
suite b,. Il y a donc au moins un intervalle de longueur p?* dans lequel
il n’y a pas de nombres de la suite b,. La conclusion est alors largement
vérifiée.

Supposons maintenant que ce soit la deuxiéme proposition du théo-
réme 1 qui soit vérifiée. On choisit 0 de telle sorte que 1 — % > 3> 5.

On aura alors pour x assez grand,

log.xlog.x .y

(oo
Card ) pe @] pui—pi> clogs = == (=

p—8
Parmi ces intervalles (p;, pi1),ilyenaaumoinsx * qui ne contiennent
pas de nombres de la suite b,, d’aprés la condition 1°. En posant

@, = Pi, Q1 = Pir1, OD obtient la conclusion.

CoroLLAIRE 1. — Soit a, la suite ordonnée de tous les nombres p™,
p premier, m entier > 1. Il existe une constante c telle que, pour une infinité
de valeurs de n, on ait
log-a,log. a, )

an—{—i - ané c log an logg a
5 M
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I
Remarque. — On peut prendre ¢ = S«

Démonstration. — On prend pour suite b,, la suite des nombres p™,
p premier et m> 2. Si 'on désigne par m(xr) le nombre de nombres
premiers inférieurs ou égaux 4 x, on a

Card { bnéx} =T (\/i) -+ ﬁ(xl/:)') 4.+ ﬂ-(xl/m)’

logx

lget

avec m tel que : /"> 2 > x"/"+, donc m <
Card { b,z | == (yx) + Ingn(:c‘/°) =0(yx)

La deuxieme condition du théoréme 2 sera vérifiée avec b =1/4.
Entre x et « + '/, il ne peut y avoir qu’un seul carré de nombre entier.
Supposons qu’il y en ait deux, 22 et (A + 1)2. On aurait

G H1)— el oz > 2/
De méme, il ne peut y avoir qu'un seul cube, etc., donc

i
Card | by | &= by~ @/} Zm < bg(ﬁ’)%" — o(@).

Les hypothéses du théoréme 2 étant vérifiées, le corollaire est démontré.

COROLLAIRE 2. — Soit [1, 2, ..., n] =¥ le plus pelit commun
multiple des nombres 1, 2, ..., n. Celte fonction est constante sur des
intervalles arbitrairement grands et méme Uéquation ¥ +/Kk) = ¥k
log-k log. k

Tog? k (c a la méme

a une infinité de solutions avec f(k)=clogk

valeur que dans le corollaire 1).

Démonstration. — La suite a,L du corollaire 1 est exactement la suite
des nombres ou la fonction e¥(® augmente. On a donc

e"'.’ (an) — e""ﬁ (@n41—1),

On peut donc prendre pour solution de 1’équation k = a,,
f(k) =dpq— adp—1.

La premiére partie de ce corollaire redonne un résultat de SterpiNski [14].
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CoroLLAIRE 3. — Soit f(x) une fonction définie pour x>."2 et croissante
sur Uintervalle (x, 4 00). Soit y, = f (x,) et y, = f(c0). On suppose que f
est dérivable et que, pour x,~ x, f'(x,) ~ f'(x) quand x — co.

On considére une suite v, de nombres de (y,, y;). On suppose qu’il
existe 3 <1 tel que Card | v,|v,= f(x) | = 0(x%), et qu'il existe b>o
tel que, pour tout ¢ > o, on ait :

Card { f(z) < v.<f (*) + 2 f' () } = o (@)

Alors la suife u,, définie en rangeant par ordre croissant les nombres f(p),
olt p est premier, et les nombres v,, vérifie : il existe une constante ¢ > o
et une infinité de n pour lesquels on a

log. a, log, a,

. !
Upiq uné ¢ f (a'l) lOg a Iog‘é a,

avec U, =f(a.).

Démonstration. — On applique le théoréme 2 avec b,=f""(v.);
on a alors ., = f(a,+1) et u, = f(a,) et, par le théoréme des accrois-
sements finis,

Upp1— Up v f/ (an) (an+1— an),

parce que, a, étant une suite contenant les nombres premiers, on a

Ap~ Apyq.
On a de méme pour une fonction décroissante :
CoroLLAIRE 4. — Soit f(x) une fonction définie et décroissante sur Uinter-

valle (2, 00). Soit y, = f(2) et 'on suppose que f(c0) = o, que f est dérivable
el que, pour x ~ x,, f' () ~ f'(x,) quand x tend vers linfini.

On considére une suite v, de (o, §,). On suppose qu’il existe 3 tel que
Card { v, | v, > f(x) { = O (25)
et qu’il existe b > o tel que, pour toul : > o, on ait
Card { v, | f(®) =0, > f(@) + 2" [' () | = 0 (x°).

Alors la suite u,, définie en rangeant par ordre décroissant les nombres f(p),
oll p est premier, et les nombres v,, vérifie : il existe une constante ¢ > o
et une infinité de n pour lesquels on a

log. a, log, a,

Up— ull+1 é c('_'f (an)) lOg a, lOg% @,

avec U, =f(a.).
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CHAPITRE 2.

La fonction g (n).

Soit S, le groupe des permutations de n éléments; on a la définition
suivante :

DEFINITION. — ¢(n) = sup [ordre de o].
CESn

On rappelle qu'un élément ¢ du groupe S, des permutations de n objets
se décompose en cycle de facon unique. Par exemple, pour n =y,

<987612345>—(195)(2846)(37),

L’ordre d’un élément (le plus petit entier m > 1 tel que ¢* soit la permu-
tation identique) est donc le p.p.c.m. des longueurs de ses cycles.
Dans ’exemple ci-dessus, 'ordre est donc 12.

Si c€ S, soient n,, n,, ..., n; les longueurs de ses cycles; on a

n=n+n.+...+ ng,

ordre de o =p.p.c.m.(n, Nz, ..., ).

D’autre part, une partition de n est un systéme quelconque d’en-
tiers >1 (n, n,, ..., n;) tels que n=n,+ n.+...4+ n;.. Par exemple,
le nombre n =25 a sept partitions :

5=4+1=3+2=3+1-41
=o2+4+2o2+ti1=c2+4+14+14+1=14+14+14+141.

Il est facile de construire une permutation de n objets ayant k cycles
de longueur (n,, n., ..., ;). A 5=2 -4 2 41, on associe, par exemple,

s (2 3 4 5 )
“\2 1 4 3 5
Si n=n,4+n,+...4 n; est une partition quelconque de n, il existe
donc un élément de S, dont lordre est : p.p.c.m. (n, n,, ..., ny.

On a donc :

(1) g(n)= iﬁg [p.p.c.m. (ny, n., ..., nyj,

2 (n) désignant ’ensemble des partitions de n.
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On a les propriétés suivantes (voir [3], § 61) :
— ¢g(n) divise n! ;

— g(n) est croissante (soit o€ S,; I'élément ¢'€ S,.,, qui laisse
invariant (n 4 1) et coincide ailleurs avec ¢, a méme ordre que 7).

— Tableau des valeurs (une table plus longue sera donnée a la fin) :

) 3 4 5 6 7 8

g (n) 3 4 6 6 12 15

Doeerinnnnn 3 4 2, 3 1,2, 3 3,4 3,5
6

) (N 9 10 1 12 13

g(@m)....... 20 3o 3o 6o 60

Do 4y 5 2,3, 5 1,2,3,5 3,4, 5 1, 3, 4, 5

5,6

La troisieme ligne indique la (ou les) partition(s) de n d’ordre g(n).
— g(n) n’est pas strictement croissante : g(12) = ¢(13).
— Pour n=6, n=11, on constate que plusieurs partitions sont
d’ordre g(n) (on appelle ordre d’une partition, 'ordre d’un élément &
de S, associé).

— Parmi les partitions d’ordre g(n) il en existe une, telle que
les (n;),.;-: soient des puissances de nombres premiers ou des 1.
En effet, si

n=n+n-+...+n;
et si ny=ab, avec a>1, b>1, (@, ))=1,a, beN, on a
ab—(a+ b)=(a—1)(b—1)—1>=0,
et les partitions

n=a-+b+n+...+m+1+1+...+1=ab+n.+...4+n;

e~ —

ab—(a+b)

ont méme ordre, les multiples de ab étant les mémes que ceux de a et b
puisque (a, b) =1.
Dans la formule (1), on peut se restreindre au cas o n,=p’ :

(2) g(n)= sup Ilpr,

pr<n

le « sup » s’étendant a tous les systémes de couples p, r (p premier, re N)

de somme zp"é n.
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— Lorsque n tend vers l'infini, LANDAU a montré que

log g(n) ~\/nlogn,

et Suan [13] a amélioré ce résultat :

. ——— log 1 )
log g(n) = \/nlogn [1 + Z%O(;gnn — I;océ(’:) .

Nous allons maintenant définir une fonction additive [ & laquelle g(n)
est attachée de facon simple :

DErINITION., — Soit [: N*—-> N :

l(1)=o,
&

k
l <H p¥ =Z p¥, avec p; premier et o;€ N*.
i=1 J/ i =1

=1

[ est une fonction arithmétique additive :
(m,n)=1 = [(mn)=1(m)+ l(n),

et sa restriction aux nombres p* (p premier, € N*) est I'application
identique. On a (k) < k pour tout k, et I(k) = k entraine k = p*.

Remarque. — Si o =o, [(p*) = o # p*=1. Nous serons ainsi amenés
4 séparer les cas «=o0 et a2 o0, ce qui allongera les démonstrations.

La formule (2) devient alors

3 g = sup. k.

Ce qui équivaut a

(@) l(g(n)) <n;

®) M> g(n) = I(M)>n.

Remarquons que (5) est équivalent a (5') :
69 M>gn—1) = I(M)>n.
1. Propriété caractéristique.

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(9 meg®),
b)) M>m = IM)> l(m).
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Démonstration.
(a) = (b). Soit me g(N), et soit M > m, (5) et (4) donnent

{(M)> n=1(g(n)) = l(m).

(b) = (a). Soit m vérifiant (b). Si m¢ g(N), comme ¢ est croissante
et non bornée, il existe n tel que

g(n—r1) <m < g(n).
(5") et (4) donnent
[(m) > n>=1(g(n)).

On a construit M = g(n), M> m et [(M) < 1(m), ce qui contredit ’hypo-
these.

COROLLAIRE. — Si M Z g(n) et si (M) =1(g(n)), alors M < g(n).
C’est une autre facon d’écrire : (a)= (b).
Remarque. — Soit f: N*— R une fonction arithmétique.

On dit que f est grande en n, si m <n= f(m) < f(n);
On dit que f est petite en n, si m> n=f(m)> f(n).
La propriété caractéristique s’écrit alors :

L’ensemble des nombres ne N*, ou [ est petite, est exactement g(N).

Relation entre l et g.
1° Calcul de I(g(n)) : On définit sur N la relation d’équivalence

nen e gn)=g@).
Soit fi le plus petit élément de la classe de n. On a
g@=g9@m; h=n; gi—1) <g(R)
(5') donne I(g(R)) > A, et (4) donne I(g(f)) <, donc
l(g(m) = I(g(R)) = .
On a, en fait, démontré les équivalences :
n=01 & l(gn)=n < gn)>gn—1) < nelo.g(N).

20 [ est strictement croissante sur g(N). Soit g(m) < g(n), alors
g(m) < g(ft), donc m < fi (g est croissante) et, avec (4),

l(g(m) =m <f=1(g(n)).
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3% g(I(N)) > N pour tout NeN*, L’égalité a lieu si, et seulement si,
N e g(N). Puisque g(I(N)) =, S9P k, N est une valeur possible de k,
(BZLN)

et gU(N)=N.
Si Né& g(N), il ne peut y avoir égalité, car g({(N))e g(N).
St N =g(@), g(l(g(n)) = 9() = g (n).
4° Soient A€ g(N), et A* le suivant de A dans ¢g(N); alors

6) [(A)=n <1(&Y entraine g(n)=A.
On a g(n) = g[l(A)—1] < g((A"))=A" car [(A")el(¢(N)). D’autre
part, g(n)> g(I(A)) = A4, donc ¢g(n) = A.
50 On a
) A<N<LA = (N4,
g(U(N)= N, donc g(L(N))== A",
Or, si I(N) <I(A*, on aurait g(I(N))< A d’aprés (6), d’ou contra-

diction.

Finalement, la restriction de [ & g(N) est une bijection croissante
sur [(g(N)), et lapplication réciproque est ¢. (6) nous permet de
calculer g(n) si n&l(g(N)), et (7) nous donne une minoration pour I(N)
si N¢ g(N). .

2. Etude de la décomposition en facteurs premiers de g (n).

Pour cela, on va utiliser systématiquement la propriété caracté-
ristique. On rappelle que v,(IN) désigne le plus grand exposant « tel
que p* divise N.

ProprIETE 1. — Soient p, ¢ deux nombres premiers, p <gq. Si

a=0v,(9(n)) et  B=uv,(9(m),

alors B < o 4 1.
Les théorémes 4 et 7 montreront que I’'on peut avoir 3 =« 1.

Démonstration. — On peut supposer 3> 2 (si 3 = o ou 1, c’est évident).
k
Soit M = % g(n), avec k défini par pg> pt> q.
On a M > g(n), donc I(M) > l(g(n)), donc, si & o,

pa+k + q3—1 > p*+ q,B,
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ce qui entraine
p*rg+ ¢ > pr g
p*(pg—1)> ¢*'(g—1) = pg*~,
(8) p*q> p*~(pg—1) > ¢*~,
¢*> p*=q*,
a>3—2, donc B Lo +1.
Si a=o, I(M)> l(g(n)) s’écrit
pi+g* 1> ¢,

Les calculs sont les mémes, la majoration (8) pg—1 < pg n’ayant pas
a étre faite.

ProprIETE 2. — Soit p le plus grand nombre premier divisant g(n).
On a v,(g(n)) =1, sauf pour n=A4.

On désigne par q le nombre premier suivant p.

Si o =uv,(g(n))> 2, on pose M = %g(n) > g(n); alors

(M) —1U(g(n) =q + p>'—p*.
D’aprés le postulat de Bertrand ([3], § 22), ¢ < 2p, donc
¢ +p*t—p*<a2p+p*'—p*=2p+p—p*=pB—p)

car la fonction «+> p*'— p* est décroissante.
Si p>.3, I(M)—1I(g(n)) < o, il y a contradiction.
Si p =2, il reste a résoudre g(n)=2*.
Si a3,

M=213>g(n) et IM)—I(gm) =3 —2* <o;

les seules solutions sont g(2) =2 et g(4) = 4. Seule cette derniére est
exception.

ProprIETE 3. — ¢(n) est pair pour n+# 3, 8, 15.

LeMME. — Si deux nombres premiers distincts p ef p’ ne divisent pas g(n),
tout nombre premier q>~p + p’ ne divise pas g(n).

Démonstration du lemme. — Soit p < p', et supposons que ¢>p + p’
divise g(n). Soit k> 1, défini par

prt+pZq=pt++p'—i;
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en posant M = P qp g(n), on a

M) —I(g@)=p‘+p'—q=o.
D’autre part,
pp'—q>p‘'p'—p—p'+1
=p*(p'—p)—p' +1=>=p(p'—p)—p +1,
et N
p('—p)—p +1=(pp—1)(p'—p—1)>o0,

donc M > g(n), il y a contradiction.

Démonstration de la propriété 3. — Si 2 ne divise pas g(n), g(n) n’est
divisible par aucun carré (propriété 1), et 11 ne divise pas g(n). Sinon,
en effet, soit

M:%g(n),M> gn), et IM)—Il(gn)=4+6—11<o0.

D’aprés le lemme, tout nombre premier supérieur ou égal & 13 ne divise
pas g(n). Donc g(n) divise 3.5.7 = 105. En examinant les valeurs
de g¢g(n), on trouve comme seule exception n=3, 8, 15, ou g(n)
vaut 3, 15, 105.

g(n+1)
e Q)
valent, pour tout A € g(N) = 2, oit A* désigne le suivant de A dans g(N).

COROLLAIRE. — Pour tout ne N*, ~ 2 ou, ce qui est équi-

Effectivement, si ¢g(n+1)g¢g(n), en posant g(n)=A, on a
gn+1) = A" . - x

Supposons que A* soit pair et que 4> »on aurait A < — <A,
donc, d’aprés (7), l(A >>l(4) ce qui est faux. Si A*=3, 15, 105,

on trouve A =2, 12, 84, la relation est encore vérifiée.

Propri&TE 4. — Soient 2, p deux nombres premiers, o= ,(g(n))
el §="0u(g(), on a
L
= B =
Il suffit de vérifier 'une des inégalités, par exemple 7}1 4 5 - Soit k

défini par p—1<1‘41([¢—1) On a donc k> 2 si A <p, et k=1
si 4> (.. Posons M = —g(n), on a

Mz=g@m) et IM)—I(gn)> o,
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donc

© Qerk— o pBl— B> o,

A .
Posons « = j; on obtient
7

Ce raisonnement ne vaut que pour a>>1 et 3> 9.
Pour =1, l'inégalité (g) est encore vérifiée.

. . 1
Si B =o0, on a toujours 2%> —-

-
Sia=o0:
— si A <p, d’aprés la propriété 1, 3 1 et ﬁé:—;;
— si 2> p :si B=1, on a bien ié‘i; si B> 2, linégalité (o)
devient 2 ++ pb—t— B> o. Posons x = }%ﬂ,
I
TE_p—r 1
> A = )\P» é m.
PropritTE 5. — Soit p le plus grand nombre premier divisant g(n);

soit q le nombre premier suivant p; soit 2 un nombre premier fel que
o =0,(g(n))> 2, alors,

1—et < g et L <q*+41.

On pose M = %g(n), M > g¢(n), donc
[(M)—1(g(m) =g + »*'—21*> o,

donc 2*— 2>~ < q. D’autre part, les solutions de cette inéquation en 2
vérifient 2 < ¢V*+1.

ProPRIETE 6. — Soient A et A* deuxr éléments consécutifs de g(N),
p le plus grand nombre premier divisant A, q son suivant. On a

(A —U(A)=q—p.
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Soit A, le plus petit nombre de ¢g(N) vérifiant A1§1%1- On a
d’apres (7),

A
(58) =1 + g —p=1(4)
et
1A —1(A) = 1(A) —1(A) = q—p.
PropRIETE 7. — Soit k=w(g(n)) le nombre de nombres premiers

divisant g(n). On a, lorsque n tend vers l'infini, w(g(n)) ~ 2\/ *-10; e

On désigne par p; le h*me nombre premier, et 'on pose

i
P;=> pu

h=1

Etant donné n, on définit j comme fonction de n par P;—<n < P;,.
On a k=j (si k> j, on aurait n>I(g(n))> P;>P,,,). Et l'on a :
g(n)é<%>k, g(n) étant un produit de k nombres de somme au plus n.
Ce qui entraine :

(10) Vnlogn ~ logg(n) = klog

D’autre part, on a

2. . . . n
nNP/NJ;logJ, d’ou sz\/m-

’ k
Maintenant, la fonction k- <%> est croissante pour k < -g- ce qui est

assuré puisque k=—j. S’il existait une constante ¢ <1 telle que
k <26\/E§E, klog% serait au plus égal a (c + ¢)y/nlogn. Ceci est

impossible d’aprés (10). Comme, d’autre part, on a

.. n_
ké:JN 2\/@?
PU n
on en déduit k = w(g(n)) ~ 2\/@.

COROLLAIRE. — Le plus grand nombre premier p divisant g(n) tend vers
Uinfini avec n.
Avec les notations précédentes, on a
p> pie~ klogk ~\/nlogn.

BULL SOC. MATH. — T. 97, FASC. 2. 10
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PropriETE 8. — Soit ke N; soient 2, 3, ..., pi les k premiers nombres
premiers. On suppose que p; <<p, p étant toujours le plus grand nombre
premier divisant g(n). On pose

a; = 0,,(g(n)) pour i=r1,z2, ...,k

k
m=Y1(p¥).
i—=1

Alors il existe une conslante c; indépendante de p lelle que

et

I
m - 1—(1/&-1.
> ckp

D’autre part, soit p. un nombre premier ne divisant pas g(n) el tel que p. > "»,
alors

P_1/k
m <. H-——W__Ck.
Démonstration. — Soit v : N*— N, la fonction définie par
1(j) =, sup pii) =sup h,
i DY <[I ll(zhef{/

ot K est I’ensemble des nombres qui n’ont pas d’autres diviseurs premiers
que pi, P2, ..., pi- On a, pour tout j,

o =(4)5

v(j) étant un produit de k nombres de somme au plus j. D’autre part,

si 'on fait o
log J
= [_k J’
log p:

. FAGEE:
Y(J)é(}) pank

ot 0 est la fonction de Cebysev. D’autre part, on a

on voit que

k
1o <i  ym=]]p= et l@m)=m
idé ntena 1(m + p)
Considérons maintenant M = o) g(n),
(M) —1(g(n)) =m+p—p—m=o,
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donc M < g(n),

k k
(m;p)waméﬂm+10<pY@Dém(%>-

On en déduit

P | SR .
m=> prc—1 ~ P Wk, avee ¢ = el
De méme, on pose M =HL(T(;1*)H) g, Si m<p, le résultat est

acquis, sinon on a (M) — l(g(n)) < o, donc M < g(n),

Py (m—p) <y(m),
p(m——p)t < mkedirw,
Comme p'*> ¢,

ik

m < b ————-
\[ IJ}/k__Ck

PropPRIETE 9. — Soit 4 un nombre premier fixé; soil «, = vy (g(n)),
Quand n — o0, on a

2, log2 =logp + O (log logp),
p étant le plus grand nombre premier divisant g(n).

Démonstration. — FEtudions d’abord le cas % = 2. Pour une autre
valeur de 2, le résultat découlera de la propriété 4.

Utilisant les notations de la propriété 8, pour k donné,

a l’aide de la propriété 4. P, est défini comme étant la somme des k pre-
miers nombres premiers. On a donc

I
= ZPka

%

pi-ti/m,

La propriété 4 nous donne (v =p, 8 =1, A = 2):2%=2p, donc
<1— I—I{> logp —log 2 Prci= a:log2 = logp + loga.

On en déduit «, log 2 ~ logp.
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On peut méme préciser : si l'on fait k = [logp]= partie entiére
de (log p), on a

k2
P/\-N ; logk,
log Py~ 2logk ~ 2loglogp,
loger = _’9_(1{@ ~ logk ~ loglogp.

Donc,
x;log2 =logp + O (log log p).

ProprIETE 10. — Avec les mémes notations qu’a la proposition 8, on a

9% I
P 0<loglog logp>'

Soit toujours k fixé et, pour 1 = i = k, «; = v,,(g(n)). D’aprés la propriété
précédente, pour n assez grand, on a o;7 o et

K

m __2 = (définition de wy).

l.

Pour n assez grand, on peut appliquer la propriété 8, avec u =g,
q étant le nombre premier suivant p,

q . ¢/*—ck
2% = q"* Wi
En faisant tendre ¢ vers I'infini, on voit que i > o Or o est équi-

valent a ; log logk, quand k tend vers 'infini, donc ;qa_’ tend vers I'infini

avec n.

On peut méme préciser : faisant k = [\/Togq], on a
logci~ log k ~ é log logg,
logg/* = 1 logq ~ vlogg,

on a bien ¢"/*> ¢, et I'on obtient

0%

I
q _O<logloglogq>’

d’olt la propriété puisque q ~ p.
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ProprIETE 11. — Soit p le plus grand nombre premier divisant g(n),

soit p. le plus petit nombre premier ne divisant pas g(n). On pose a, = 5

Alors,

lim a, =1.
n>»

La propriété 9 montre que p. tend vers l'infini avec n.
La démonstration de la propriété 11 se fait en deux temps.

Premier lemps : On alim a, < + oo, et plus précisément lim a,— 6.
Reprenant les notations de la propriété 8, on fait k = 2, et I'on étudie

M= PYmtp—p)

poorm I

On a (M) = l(g(n)), donc M < g(n).
Soit y(m + p — 1) < a,y(m),

[m + (@, — 1) 1] < 6a,m?,

car exp 0(p.) = 6. Donc,
ap—1
m>> *—

V6a,—1
Mais, d’apres la propriété 8,
—,h\/lJ‘ = > m.
Vie—V6

S’il existait une sous-suite a,; de a, dont la limite soit > 6, en faisant
tendre j vers l'infini, on ne pourrait réaliser simultanément ces deux
inégalités.

Il

Deuziéme temps : Supposons que lim a,> 1; il existerait alors ¢ > o
tel que, pour une infinité de n, on ait 1 4+ ¢ < a, < 7. Posons M = -8# g(n).
Pour les n vérifiant 1+ ¢ <a,<7, M > g(n) et en utilisant la
propriété 10,

M) —1(g@) =7.2%+ p—p <7.0%— P ~—sp.
Pour p assez grand, [(M) — l(g(n)) < o, il y aurait contradiction.

Si a, <1, alors p est le nombre premier suivant p, et 'on a lim a, =1.
La propriété est démontrée. '

CoroLLAIRE. — Soit p le plus grand nombre premier divisant g(n)
on a p ~ log g(n) ~ y/nlogn.
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Avec les notations précédentes, on a

go= | »
A<
A premier
Soit log g(n) = 0 (x) —logu. ~ 11 ~ p.

Le corollaire de la propriété 7 nous donne l'inégalité en sens inverse.
On en déduit

p ~ logg(n) ~ Vnlogn.

CHAPITRE 3.

L’ensemble Gc g (N) et ses applications.

Définition (voir Ramanusan [9], § 32). — On dit que N appartient
a G s'il existe un nombre réel strictement positif o tel que, pour tout
entier strictement positif A, on ait

1(4) — 1) = p log ;-
PROPRIETES.
1° Gc g(N) (propriété caractéristique).

20 Supposons N ;# /4, et soit p le plus grand nombre premier divi-
sant N. On sait (propriété 2) que v,(N)=1. En faisant A = N/p,

on obtient p > P _.
log p
Si q est le plus petit nombre premier ne divisant pas N, on pose A = Ny,
et I'on obtient p = ——.
log q
Or la fonction x > 10—2} est croissante pour x> e. On a donc ¢> p,

la seule exception possible étant p = 3, ¢ = 2. On constatera que 3 € G,
en prenant p = 2,8 par exemple.

30 Soit A < p un nombre premier, et soit « = v; (N). Etudions A = N2
et A = N/i; on trouve :

) A2—2
— pour a =1 .———4pém,

logh —
pr — ] P o r
—_— >~ —_— —_—— .
POUr =2 &~y — =P = "o
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Pour tout 2 premier, considérons 1’ensemble E)cR :

E)k A Ar— 2 Lo — LY , ‘;

~)log2’ Togi > T " loga

Pour tout 4 = 2, la suite constituant E; est strictement croissante.
Pour 4 = 2, les deux premiers termes sont confondus.

Si I'on se donne p ¢ E;, la valeur de o = v, (N) est donc déterminée :

2

— S1 0 > m’ par
A% — o1 AXF— 3% ., plogh . plog i
W <P<—Tg}»—’ soit )._—; <l’“<)\—7\t—?’

)\2

. A
_Sllo_g—7\<‘o<_10g—7\’ par 2 =1;

——sip<lokﬁ, par a=o.

40 Soit E = E,. E est un ensemble discret de R (la quantité
q

A\ premier
de tels nombres inférieurs & x est majorable et donc finie). D’autre part,
deux éléments de E sont distincts : si ’on avait a b_ log ‘u serait

logp. ~ log?’ logh
rationnel, ce qui est faux.

Enfin, le plus petit élément de E est 1—(%—3 =9,73, ....

Pour chaque valeur de p > :52—3, n’appartenant pas a E, il existe donc
un nombre associé a p, N, et un seul déterminé par sa décomposition en
facteurs premiers. Inversement, un nombre N étant ainsi construit, I'en-
semble des p tels que N soit associé & o est un intervalle (o= (N), p*(NN)),
ou o~ et o+ sont deux nombres consécutifs de E. Enfin, si o € E, il existe
deux nombres associés a p : I'un pour lequel p—(N) = p et I'autre pour

lequel p+(N)=o.

50 Cette famille de nombres N, a les propriétés suivantes :
— si pZp', N, divise Ny;
— si I et I’ sont deux intervalles contigus de R — E séparés par
un élément de E;, si pel et si p’el’, alors NP/ = ANF;
— Pour N 3£3, n,(N,) est une fonction décroissante du nombre
A1 xl
logx
quelle que soit la valeur du paramétre o > 1.

premier 2, car la fonction I est croissante pour > 9,
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60 Table des valeurs :

3
log 3

19
log 19
23
log 23

-
o

2,73

2,89

7,34

4.
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.13
.13
.13
L13.17

.13.17.19

12
6o

420

4 620

60 060
180 180
360 360
6126 120

116 396 280

().

12

19

30

43

89

Il reste & montrer la réciproque, c’est-a-dire que les nombres N ainsi

construits vérifient bien la propriété demandée.

ProrosiTioN 1. — Soient N = N, ef o) = v,(N). On désigne par h;
et hi(hy; < hY) les deux nombres consécutifs de E, encadrant p. Soit r[s
une fraction irréductible telle que s divise N. On a alors :

(3N) — 1) = log + X, 0:0) (hi—p) og 7+ X, 0u(9) o — i) logp

avec

AP

+2 U)\ +2 th,

M

wis

Uy = 3 (00— 1 — 3 (r) (A —1))

Uy = a0 —uy(r) A

V[J- = [J.ai*[<l'— f:; UP,(S)'—<I—‘ FTi(}‘))J

i

p=20

si A divise N,
si A ne divise pas N,

St vu(s) < oy,

si UP.(S) = ap,> I,

st vp(s) = 1.
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Démonstration. — 11 suffit de le vérifier pour r =}, s =1, puis
pour r =1, s = pk, en raison de I'additivité.

19 r = A, s =1, ) divise N. Alors

)Lot+1_\_‘<l
o =y, hf = log}/ y
la formule devient
dark 32 —ploghk 4 k (=2 Niogi + U
-_— -—P Og -I' <"'—l(‘)—é—}\—'—"9> og + IS

qui permet de calculer Uy = A*(M—1— k(X —1)).

20 r = M, s =1, A ne divise pas N, alors

A
o =a; =0 et h{=———logx-
On a
A ' N
k k _ [ ¥ S, .
M =plogh +k<—]og?\ p> logd + Us avec U;=1 k2
30r=1,s =pk ay =1, ce qui entraine
N
k=1 et hy= fogp:
On a alors
— — = —1 -—-—i-— .
Vu—é et o plogH —[~< logp>10g‘1'
for=i1,s =pk ap> 2 et k= ay, alors
{J'OC__.Hd—1
= Toge
p 1 Hoc___“on—l V
A—K ___ g% — — _—
P 5 —Plog‘uk Hf(? Tog >10gp- + Ve,

ce qui donne
L/ 1 i
o)~
50 r = I,S=‘U./‘, apéz,k:aw

—_— —3 _I. e — —a_.__i__i
“a _PIOgr % —I— x(p J 1 gl“ >1<)gp. -|— ML,
soit Vi, = u* (a-—— a——- >.

w h n 1

CoroLLAIRE 1. — Les nombres N, appartiennent a G.



154 J.-L. NICOLAS.

En effet, [ <£ N> —I(N)>0 logg, car les termes suivants sont tous
positifs dans la formule de la proposition 1 :
1° On a choisi hf > p et o > hg.

20 M—1— k(A —1) est une fonction croissante de k, nulle pour k =1.
11 en est de méme pour 2*— ki et I'on a

Be1—o(l—1) > 2—2i=2(R—2)>0 pour Ao,

32 De méme, <1~i>k——<1—ik) et<1—i>k—1 sont des fonc-
- I -

tions croissantes de k, nulles pour k = 1, et I'on a

I 1) 1 2
2l 1— — ) — I———;)éz I—=)|—1=1——2X0 pour > 2,
1J. ‘U.‘ 1L IJ.

On en conclut que, pour tout A, [(A) — [(N) > o0 log %

CoROLLAIRE 2. — Si r el s ne sont divisibles par aucun carré,
r r N _
(5N) —1N) =slog + 3, (b —p) logh + X, (¢ — i) og .
Ar wls

En effet, on constate que U;, = o pour v, (r)=1 et V. = o pour vu(s) =1.
COROLLAIRE 3. l<£ N) — I(N) >0 log : + (pr— ) logr.
On écrit 1a proposition 1 avec p = g, on ne garde que les deux premiers

morceaux, et ’on minore ki par p*. On a, en effet :

o+ =inf k¥ et p~ =sup hi.
% N

CoroLLAIRE 4. — Soient p;(N) et o7 (N) définis par
o7 (N) =sup h, et pT(N) =inf k.

22| NV NN

On a donc : p;=p~ <ot p}. Soient maintenant r et s deuxr nombres
premiers entre eux. On écrit r =r'r" et s =s's", avec

r =l] Ao r’' = r[ AN, s :II ) s’ = [[ e s),

Ar Ar wls wls
AN MN Y| N wN
On a alors

L(N) — 1) =plog? + (" —p)logr +( —) logs
+(pi—p ") logr' + (p~—p7) logs’
> plog - +(p—¢) logr' + (s —p7) log ',
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Démonstration. — On ne garde que les trois premiers morceaux de la
formule de la proposition 1. On minore hi par p+ ou par pf, et I'on
majore hy par p— ou par pi.

CoroLLAIRE 5. — Soit N,& G e soil Acg(N) tel que = A =N,

r . ;
On pose A =§N. Alors r n’est divisible par aucun carré de nombre

premier > 3 et s n’est divisible par aucun carré de nombre premier > 7.

Démonstration. — Supposons le contraire; nous utiliserons la propo-
sition 1 pour montrer que
(1) I(EN)——I(N)}_plogg + 2plogo.

Alors sii ég <1, l[(A) —I(N)>—plog2 + 2plog2 > o, etl'on aurait:
Aeg(N), N> A et [(N) <l(A); c’est impossible.
De méme, si 1 < gé 2,
1(A)—I(N)> 2plog 2> 2% =[(2N) —I(N).

On aurait A = 2N et [(2N) < l(A), ce qui est impossible.

Pour démontrer I'inégalité (1), supposons que A* divise r, et calculons
le « bénéfice » que cela donne dans la proposition 1.

Si 2 divise N, on a

Uy (2—1— 2 (h—1)) = h{ (A —1) logA > 0 (h —1) log 2 > 2 log,

pour 4> 3.
Si 4 ne divise pas N et 22>= 3, alors A> 5. On a alors

Uy i2— a2 =hif(A—2)loga > 3plog 5> 2ploga.

Si p? divise s, le « bénéfice » est, dans tous les cas,
ben(p) = Vy+ 2(p — hy) logp = p= [2<1— i) —I] + 2(p — hy) logp
= h@(x——}%_ﬂ logy + 2 (p —hy) logp. > 5_—:§ plogp > 2plogo

pour p. > 7.

Nous allons maintenant utiliser la proposition 1 et ses corollaires
pour étudier les nombres A de g(N) au « voisinage » de certains
nombres N € G, pour lesquels nous pourrons avoir des minorations des
quantités p+—po—, of—p+, etc. Nous aurons besoin pour cela de
quelques lemmes.
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LemME 1. — Soit x un nombre > 2. On définit y et z par

x _y?___y-—zii_z2.
logz = logy =~ logz

Alors, lorsque z tend vers Uinfini,

iz z
ZN\/ 3 et yw\/;

el méme B
1=/ 20— anogs + o iogz )
Démonstration. — La fonction y — ylzo—gyg est croissante pour y > 1,
et elle vaut 1 pour y =1. Il en est de méme pour z»%(;—g-

Quand x — o0, on a
logz ~ 2logy ~ 3logz
et
logz z

gy et 2 ~ox =

gy~ logx 2 logx 3

Posons maintenant y =\/ g (1+1), avec t=o0(1). On a

y—y_ <+2t+t’——/ (1+t)> . 1+zt+t2—\/§(1+t)

logy logz logz ~ logz __log» log(x1 +1)
o +log(r+1) " logz T2 logz

On doit avoir

, 2 _ log2 log(1 +1)
2l+i——\/:,v'(l+l)——logx+ logz
soit { ~— lig_z_, ce qui nous donne le résultat.

2logx

LemME 2. — Il existe une constante c¢ et une suite infinie de N € G pour

lesquels p+—p—§c1£gl—2—cf;i(f‘p, o p désigne le plus grand nombre
premier divisant N. ’

Démonstration. — Nous allons utiliser le corollaire 3 du théoréme 2

du chapitre 1, avec les mémes notations. La fonction f(z)= ng—x est
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croissante pour r>-e et f(e)==e et 'on a f'(z) ~ 1_0?; - On prend pour
a+1___ ja
suite v, les nombres — Tog? A o % est premier et « entier > 1. Le plus

petit des v, est 41(;22 =12, 89, ...> e. On pose pour a>-r1 :

g}\cx—s-l_ o1

Fy= ,( —1@1—, 2 premier} et Fo= U Fy.

AN
On a ainsi (v,) = 7,.
Nous avons a évaluer la quantité

V= Card{vnlvn4 l—g—% V1+ V‘7+ + Vm‘l‘

avec, pour a>1,

LR
= Card § v, € Fo|v, < logx i

)\1+1_ pX:

Or la fonction (2, «) — — est croissante en A et en o pour 4> 1

log 4
et a>1.0Onadonc: Vix V... V,.
D’autre part, pour m> m,, V,=o0. On prend mozig% et alors

2nlo+1 — 9o T

S — > —_
log 2 logx

premiers inférieurs ou égaux a z, on a

- Ensuite en désignant par n(x) le nombre de nombres

— yy—y_ =z
V= n(y), avec Togy logx’
—2z x
Vo= 7 (2), avec Togz = logz

et I'on a
~ T(y) < VZm(y) + mem (2).

On a vu que yN\/Q—; et zN\Vg, donc V = 0 (z'?).

Maintenant montrons que

. x1//. )
Card{v | logx = U= logx T logz logx$ o(®)-
1/4
Or, entre —— et < T2 il y a au plus un élément de F,. En effet,

logz logz
Ve

(Aop—042)  B—2 41 2
log (% + 2) logZ ~ logh logz
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De méme, il y a au plus un élément de F., un de F;, etc., soit
my= lOg <x + cal
logx
Les u, du corollaire 3 parcourent E en entier, et il existe Ne G tel
que P_(N) =Uu, et P+(N) = Up1,

> en tout. Comme m,= o(x%), on peut conclure.

log. a, log. a,

Uy — Up=pr—p~ = f'(an) loga, log:a

— ~ - p
Comme u,= f(a,), a,~ u,logu, et comme p~ > fogp’
o —ois log, 9—210% P, o8P QOgm )
log3p logi p
THEOREME 3. — Il exisle des intervalles aussi grands que 'on veut sur

lesquels g(n) est constante; el méme il existe ¢> o lel que léquation
g(n + f(n)) = g(n) a une infinité de solutions pour

f(n) = clogn ~____1°g;0’; l‘jlg n,
Remarque. — On peut prendre pour ¢ toute valeur inférieure a Ztei'.
Démonsiration. — 11 existe, d’aprés le lemme 2, une infinité de Ne G
pour lesquels logp log, p
pr—p =0 “loglp

Soit N* le suivant de N dans ¢g(N). On pose % = g, avec r et s premiers

entre eux. On a alors (corollaire 3 de la proposition 1)

I(N)—1(N) = p~log + (" —7) logr.

Or p'—éie et comme r> 1, f; T et log r él pour r>. 2.
logp s sT r—i r—i—r
On a alors
N p 1 .
LN — 1) = b 1 + (- —p) g,

Etudions la fonction y = g ~+ blogr. Elle admet pour r = (—; un minimum

qui vaut y=1"> + blog%- On a donc

L) — 1) == (" — )| 1+ log b —Tog (' — ) |

log:plogip

> ¢ logp Tog2 p
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Posons n = [(N). On a (corollaire de la propriété 11) :

p~1logN ~/nlogn
et
log,nlog.n

I(N)—I(N)>c;logn logz n

et sur lintervalle (I(N), I[(NY)—1), g est constante, ce qui établit le
théoreme 3.

Remarque. — Soit P le nombre premier suivant p. On sait que
(propriété 6) : [((N*) —I(N) =P —p. Le théoréme idéal, qui est proba-
blement vrai, est que : N*= gN. Or, il semble assez difficile & démontrer,

car on ne connait pas avec assez de précision la répartition des nombres
de E. Nous allons démontrer que ce théoréme idéal est vrai pour beaucoup
de nombres de G. Pour cela, et pour d’autres théorémes, nous avons
besoin de trois lemmes.

LemME 3. — Soient pi, psy - . .5 Pis Pi, Ps, ..., P des nombres positifs
tels que p;— P; pour tout i. Soit P, (resp. p1) le plus petit des P; (resp. p;)

el posons S—ZP — pi. Alors le produtt]_[ B est majoré par exp S/p.

i=1

P,
et si S <P, il est majoré par P—%5

Démonstration. — On a, pour tout i,

Py/pi= exp ((Pi— p:)[p:) < exp((Pi— p:)[p1)

puisque e*>>1 4 z. Donc

n il 4exp (H(P Pz)/P1> = exp §/p:.

\i==1

La deuxiéme majoration se fait par récurrence.
P, P,
Pour k=1, S=P,—p, et = p P,—S
Supposons cette majoration vraie pour k—i1. On choisit pour P;
le plus grand des P;. On a alors

1 k—1

-1 P P, B
]_[—épl—_s—k:’ avec S/;—1—-2Pi—pi-

i=1 i=1
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P1 Pk 4 P1

:P1-"—Sk_1 IT]; - Pj_'Sk
Py(Py— Si) < pr(Py— Sk—1), soit

Il faut montrer que ; ce qui est équivalent a

P, (Pr— pi) << P St— pi Si—1 = (Pr— px) Si—1 + Pr(Pr— px),
P, P+ Si—s.
Ce qui est vrai.

LemMMmE 4. — Soient 15 <p;<...<p,<P;<...<P; des nombres
entiers. On suppose que

el qué le nombre r_b...b vérifie L —= L 5. Alorson a k=1.
S Pi-..p 278

Démonstration. — Supposons k> [. On aurait alors §§P1> 15.
Si maintenant on a k <l, on applique le lemme précédent aux
nombres pi, pss ..., pi, Py, ..., P, avec S=S8"4+ pres+...+ pi. On a
alors

r I e e e e? e?

Lo S/p» — —(exD S'/pp) —— e 2 o = < .

s (exp S/ps) Pi+1- - - D1 (exp Ip) Pkt Pree D1~ Pk 15 < 2

LEMME 5. — Soit & un ensemble fini de nombres réels de cardinal X.

Supposons que la distance de deux points de & est supérieure ou égale
a 9. Soit ?y un ensemble fini de nombres réels de cardinal Y. Soit R = R(u)
le nombre de nombres xe X tels que d(z, Y)>u, d étant la distance
métrique.

Alors : R;X——Y(gu +1>.

0
Démonstration. — Autour de chaque ye€<Y, considérons l'inter-
valle )y —u, y + u(. Le nombre de points de & qui peuvent tomber
dans cet intervalle est au plus %E + 1. Le nombre total de points de &
qui peuvent tomber dans la réunion U Jy—u,y+u( est, au
reyY
plus, Y< 351—1 + 1). Si X est supérieur & ce nombre, il en reste

R;X—Y<i°“6—u +1>

pour lesquels d(z, YY)~ u.
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THEOREME 4. — Il existe une infinité de N € G tels que le suivant de N

dans g(N) soit N*= BN, ot p désigne le plus grand nombre premier
divisant N et P le norlr)zbre premier suivant p.

Démonstration. — Soit N € G vérifiant les conditions

. P—p . __P—p
() =Ty, O AT

Soit N* le suivant de N dans ¢(N). On note N*= gN avec r et s premiers

entre eux. On sait que 1 <§éz (corollaire de la propriété 3) et

I(N)—I(N) =P —p (propriété 6). Nous allons appliquer le corol-

! n
laire 4 de la proposition 1 en utilisant la méme décomposition g = ;:? ::-,,-
et en faisant p =0,

* ~ r + — ! — - 4
I(N) —U(N) =p~ log 2 + (pi —p7) logr’ +(p~—p7) logs'.
On a alors r'=s"=1. En effet, si r'#1, alors r'>>2 et

I(N) —U(N)=p~log: +P—p>P—p

et de méme pour s’ a cause des conditions (1).

" b)
r_” _ P '1—" (a cause du corollaire 5 de la propo-

$" 7 Ppie..pu
sition 1, pour N assez grand, r et s ne sont divisibles par aucun carré),
avec

r
On a donc 5=

p<...<p=Zp<PZP,<...<P

Tous ces nombres étant premiers et équivalents (propriété 11)
lorsque N —oco. Nous appliquons le lemme 4 avec S'=P—p <p,,
ce qui donne k=1L
Maintenant k doit étre égal a r1; sinon
k

I(N) —I(N) =Y Pi—pi=k(P—p)> P—p;

et enfin P,=P et p,=p, sinon
I(N)—I(N)>~P—p+ (Pr—P)+(p—p)>P—p.
On voit finalement que la seule solution des inéquations
IINY)—I(N)<=P—p, N <N*Z2N
est N'= II—:N, pour N assez grand.

BULL. S0C. MATH. — T. 97, FASC. 2. 11
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Montrons maintenant qu’une infinité de nombres vérifient les condi-

tions (1). On utilise le lemme 5. On met dans & les nombres -2, ou p

logp
est premier, inférieur ou égal a x et tel que P —p =2 logz, si P est le
nombre premier suivant p. On sait [8], chap. V, § 4, p. 154) que

X;_(E—s L . Onas=2"_S.0n prend u_zlogx'
2 logx 1 g log2
Avec les notations du lemme 2, on prend pour ¢ les nombres de &,
~ T ~ver V 2X
majorés par —— fogz +u Togz -Onavu, danslelemme2,que Y=YV, logx

Comme Y <

5 +I>=O<f0g—x>, on a

1 x
R= (] =) g
Soit maintenant x€ & I'un des R nombres qui vérifient d(z, YY) > u.
Soit Ne G tel que x=p—(N). On a

L . . 2logx . P—p
pr—poi=dE, Y>u> Tog 2 > Tog>
et, de méme, pf—o > 1‘1'0—g—P - Comme R tend vers l'infini avec z,

le théoréme est démontré.

TutorEME 5. — Soit y(n)=Card{m<n; g(m)> g(m—1)!. Il
n
Vlogn
La fonction v(n) indexe les nombres de g¢(N). Lorsque g¢(n) = g(n’)
avec n<n', on a y(n)=vy(n') et la fonction n—y(n) augmente
de n’—n. Si le théoréme 4 était vrai pour tout N € G, on aurait, en dési-
gnant par p le plus grand nombre premier divisant g(n) et par 2’ le
nombre premier précédant 2,

n—y(@> ¥ (A—¥—1)=p—m=(p)~/nlogn

X premier
h<p

existe une constante c telle que y(n) < n—c¢c

En fait, on pourrait démontrer par ce procédé n—y(n)>cy/nlogn,
mais en utilisant un autre procédé, on va démontrer un peu mieux.

Démonstration du théoréme 5. — On applique le lemme 5 avec
_P_
L= logp 2__p4x On a

_z
2logzx’

X=7r(x)——ﬂ'(§>m
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On prend : ‘};:{ ye?,]yééz} avec les notations du lemme 2.

_vz
42 logx

On sait que Yé}_/égg_fc' On a 6=2_" et I'on prend u=

logx

R (1—2) Tz \/x_ e T
2logx  logz 4y2 logx
Maintenant, soit xe & tel que d(z, V) > u.
Soit Ne G tel que x =p—(N). Pour cet N, on a

Alors

pi—p =u et pT—pi>u
On applique le corollaire 4 de la proposition 1 avec la méme décompo-

r / I.Il
sition ST 5 e faisant p =¢—,

(5N ) =10V =0 Tog | + (pi—p) logr' + (¢ — ) logs’
o logg + ulogr's’.

Soit n tel que : I(N)==nI(N) + ulog2. Alors ¢g(n) = gN, avec 1 <§
et 'on doit avoir r'=1 et s'==1, donc

gin) r_ P,...P;
—_—_— = = —

N s pi-..p1 avec pi<...<pi=Zp<PZP,<...<P

tous ces nombres étant premiers et équivalents lorsque x —0. On applique

' _ (V= , x
le lemme 4 avec S'=uloge2 "0<@ <p, car p;~p>S > 11 faut

montrer que gé 2. Si 'on awvait §> 2, alors
n—l(N)§l<£N> —I(N)>plog2> uloge.

On a donc k=1, et alors I(g(n))—I(N) est un nombre pair. On a donc
ulog2

un bénéfice pour n — v (n) qui est [ ] en notant [x] la partie entiére

de .
Comme il y a R nombres de ce type, nous gagnons en tout

T 3/
R ulog2 e & Ve —, a:“: )
2 logzx logzx log*x




164 J.-L. NICOLAS.

Comme p ==z, tous ces nombres N = g(n) vérifient \/nlogn = c;x et
nous obtenons le résultat annoncé :

3/%
n—y(n>a UG

Remarque. — Il est sans doute possible d’améliorer ce résultat.
Ce procédé permettrait au mieux d’avoir y(n) < I—; On peut minorer y(n)

4 laide de la propriété 6 et du résultat : p,.,— p;= p; pour == 5/8
et méme actuellement un peu moins. On trouve v(n)>. n!'—*/2X n'1/1,
On peut relier y(n) & Q(x) = Card { Ne g(N); N < x}. On remarque
que Q(g(n)) = y(n) et Ton a
(logz)"/* = (log @)= = Q (1) = (o + ) 28T
— - — loglogz

Le probléme d’un équivalent de y(n) ne semble pas facile.
TuEOREME 6. — Pour toufe constante c, il existe une infinité de N € g(N)
Is que le suivant N* de N dans g(N) vérifie N w1 4 obro8N

tels que le suivan e ans g(N) vérifie N =1 + JiogN

Démonstration. — Nous avons d’abord besoin d’un résultat analogue au
lemme 2 : Pour toute constante ¢, il existe une infinité de nombres
consécutifs p7 et p7 de F, pour lesquels on a

pi—prcV/p7 logoy.

Nous utiliserons le corollaire 3 du théoreme 2 (chap. 1) avec les mémes

notations. On a f(x) = — T croissante pour x>1 et f(1) =1;
f' (@)~ log - On prend pour suite v, 'ensemble . défini au lemme 2.

Nous avons a évaluer

V:Card{vnlvn % Vit Vi

logx

2
avec V, = Card { Un | Un€ Fo, v, < x__x}

— logx
On a Vo= 1(2) avec > —2_v—2 et donc z = O(x*?)
nave= logz = logz’ - :

27110—0-1_ 90 . x?__ x
loga ~ logz ’
- On a finalement V = m,= (z) = O (x*?).

Pour m > m,, V,,= o et m, est déterminé par

2 logx
logo

donc m,<=
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Il faut maintenant évaluer, avec b =1/4,

r—z r?—zx | 2z
logcz:'é n logz + @E}

Card { Vs

Or, dans cet ensemble, il y a au plus un élément de F.. L’écart entre deux
éléments de F, est en effet supérieur a

(o) —@4o)r  H—2 62 2 ag
Tog (X + 2) log2 " logh = logz ~ Tlogz

Il y a donc au plus m éléments, et m est o(z?). On peut donc appliquer
le corollaire 3. Pour toute constante ¢, on aura

20,
loga,

Up1— Uy ;i c lOg a, = 2Ca.

Or u,., et u, sont deux éléments consécutifs o7 et o7 de 7, et, comme

2

a
Up~ ——> 0n a
loga

ap~ \/é u,logu, et  pt—op7>c\/prlogpr.
pitor
2

Ensuite on considére N = N, € Gavecp = - Soit A le précédent

de N dans g(N). On pose A = g N, avec é:: <1 et, d’aprés le corol-

N -

laire 4 de la proposition 1, on a
(AN ) —10D = ¢ log§ +(ei—p) logr's'

Supposons maintenant que r's’ soit égal a 1. Alors

r__P1P2...P/<'

S p1 e p[
On a k < I puisque g <1 et, d’aprés le lemme 3 appliqué aux nombres p;,

P2s s Pks P1y Pey ..., Pr avec S < pgy+ ...+ pi, on obtient (par un
calcul analogue & celui du lemme 4)

r e I
- < —_ < —
S Pt 2
On doit donc avoir r's'>. 2 et alors

0> 1(4)—I(N)=plog { + c\/pTogp,
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soit
log® —log N e Vlogp e logp e log logN
r A P Vp VIogN
et
N cloglogA
AN it = Tt = Sulul
A= VilogA
Le probléme de la limite supérieure de Ji*, c’est-a-dire de gn +1)
N g(n)

n’est pas encore résolu. On sait seulement qu’elle est inférieure ou
égale a o.

Nous allons maintenant démontrer un théoréme qui, avec le théoréme 4,
précise la propriété 1 du chapitre 2.

THEOREME 7. — Il y a une infinité de nombres A € g(N) pour lesquels
il existe deux nombres premiers q et Q avec ¢ < Q, v,(A) =1 et vy(A) = 2.

Soit Ne€ G. On notera :

q' le plus petit nombre premier tel que v, (N) = 2,

q » grand » » » Vg (N) =2,
Q » petit » » » v (N) =1,
p » grand » » » vy (N) =1,
P » petit » » » vp (N) = 0.

Pour certaines valeurs de N€ G, on va construire la table de g(n)
‘entre [(N) et n =I(N) 4+ A, avec A = Q*— Q —(¢>— ¢q) et montrer

que g(I(N) + A) = %N, ce qui démontrera le théoréme. Nous allons

imposer a N les conditions suivantes :

*—0Q

ou, ce qui est équivalent, le suivant de N dans G

20 Q—q = 2logQ, ce quientraine A =(Q —¢q) (Q +q¢—1) = 4Q1logQ,
A A
+___ ot = e~ = .,
30 pf—opt> logzet‘(‘ Pz>logz' avec
py=p3(N) =infh{ et  py=p3(N)=suphi.
AN 13N
LeMME 6. — II existe une infinité de N € G vérifiant les trois conditions

ci-dessus.

Démonsiration. — Nous allons appliquer le lemme 5. Soit  un nombre
que I'on fera tendre vers I'infini. On définit Q, et Q, par

R—0 = ¢ =0 _ ez

logQ, ~ logz  °© logQ: _ logz’
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/
On sait que (lemme 1) Q, ~ \/ 356 et Q. ~\/z. On prend pour & ’ensemble

r—0Q
log Q

si q est le nombre premier qui précéde Q, Q — ¢ << 2 logQ. On aura

des nombres s olt Q est premier, compris entre Q, et Q, et tel que,

X =Card { Q premier | Q, <Q=0,; Q—qg=21logQ}
> Card { Q premier| Q, < Q = Qi; Q— ¢ = 210g Q. }.

Or
Card | Q premier | Q, < Q =0Q.} =7 (Q\) —7(Qv)
et
Card { Q premier | Q, < Q= Q:; Q—q>=2log Q| = glo_gg

(voir, par exemple [8], chap. V, § 4, p. 154); donc

X=m(Q)—=(Q)— zlogQQO I(Z/gxx <I—%>

~ 2 = vz On prend pour < les éléments de

On a o~} log:c

Jog a

2
compris entre ——

i - On a vu, dans le lemme 2, que
log x z© log z

Y 2 V., = 0 (),
et I'on prend u = 4Q, log Q,~ 2 \/xlogz. On a alors
y(22 1) =0@ logr)=o(X) et R~X.

11 existe donc des x€ T pour lesquels d(z, ) > u. A un tel z, on fait
correspondre Ne G tel que ¢+ (N) = p7(N) =2. On constate que N
vérifie bien les conditions 19, 20, 3° puisque p} et p7 sont dans 9.

Nous allons maintenant montrer que les conditions 19, 29, 3° entrainent
que g((N) 4+ A) = %2 N pour N assez grand. On considere donc les
nombres A € g(N), vérifiant :

I(N) <1(A) <I(N) + A.
On pose A = —:N. Comme
A 1(4) —1(N) =plog,

r
on ar<_ = ed/? —~ o pour N assez grand.
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D’abord la condition 3° dit que r n’est divisible par aucun nombre = ¢
et que s n’est divisible par aucun nombre < ¢'. Sinon, d’aprés la propo-
sition 1, par exemple pour 4|r, 2 = ¢, c’est-d-dire 2*| N, on aurait

1<§N> — I(N) > (B — p) log 2. > (01— p) log 2 > A.

Ici, comme par la suite, on emploie la proposition 1 avec

—_— et — +_Q2_Q
P=pT == g0

On écrit maintenant la décomposition du corollaire 4 de la propo-
sition 1 : r=r'r" et s =s's”, avec

r= l—l A3 r”::llk; §'= H P et "= l__l e
Ar Mr Bls wls
=i <p AP Ly Qzuzp
Car on sait, d’aprés le corollaire 5 de la proposition 1, que pour N assez
grand, r’, r’, s’ et s” ne sont divisibles par aucun carré.
On va maintenant préciser les valeurs possibles de r’ et de s’. On notera
ben (1) le « bénéfice » de 4 dans la proposition 1, c’est-a-dire

ben (1) = (hi— p) log2
et

ben(w) =(r —hy)logy,  avee p = 5°

LeMME 7. — Avec les nolations précédentes, on a s' =1 ou s’ = gq.
P q

Démonstration. — Soit ¢, le nombre premier précédant q et soit ¢, un
autre nombre premier, ¢’ ¢, < qi; on va montrer que si ¢, divisait s’
on aurait

ben(g.) > ben(q,) > A.

Ce qui démontrera le lemme.
Or

ben(q;) —ben(q:) =y(q:) —y(q:),  avec y(zx) =plogx —(z*— ).
_____1—[—\/1-{—89 et!l
4

La dérivée y'(x) = E—— 22 + 1 s’annule pour x, = on a
la variation :
x| e x, q

ylo Tp—e+e S N
Comme y(e) > A, il suffit de vérifier que ben(q,) > A.
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Or
ben (:) — ben (g) = p log % + ¢ —q—(@—q)
et

og L oo =9, Q@ (o o
plog 'y ~p == ~ e @—9

car ¢ ~ Q et PNloQ—g%)’ et
C—q—@i—q)=0@—9) @+ qa—1)~20(q—q),
donc
ben(q:) —ben(q) ~ 2Q(¢—q) = 4Q.

D’autre part, A — ben(q) = o log % (corollaire 2 de la proposition 1) et

Q_,0—q_@—Q2lg0

o log -
‘rogq—‘ qg — logQ q

On a donc
ben(g:) —ben(g) =(4 —=<) @> (2 + ) 0= A —ben(g),
ce qui entraine ben (g;) > 4, et le lemme 7 est démontré.

LemMmE 8. — Si s'=q,onar=Qour =u.

La démonstration est analogue. Soient Q, le nombre premier suivant Q
et Q. un nombre premier compris entre Q, et p. On a

ben(Q.) = (hj,— ) log Q> (h§,— ) log @, = ben Q..

11 suffit donc de vérifier que ben(Q,) + ben(qg) > A.

Calculons
ben(@) = (42 — £ ) g0, (0— 07 @ loge
avec z(z) = x;;xx, car z'(x) est une fonction croissante de x. Comme
2 (Q) ~ IS?QQ’ on obtient

ben(Q)>(4—9)Q et ben(Q)x(4—<) Q> (2+¢)Q=xA—Dben(g)
comme dans le lemme précédent.

LEMME 9. — s'= 1 eniraine r' =1.
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Supposons en effet r'#1. Alors r' = Q,Q: ... Qx; g s’écrit donc

P1 LY P]C.
Pi... D
1° Nous allons démontrer d’abord que h = c\/logp, et en déduire
que, si h=12j,j+ k<1l et, si h=2j+1,j+ k<L On doit avoir
h h
A=Y ben(Q) =, (5— o) log Qi

i=1 i=1
h

=Y (Q—0)z(QlogQ=c0 Y 0—Q,

i=1 i=1

r
§=Q1Q2-~-Qh

avec, comme dans le lemme 8, z(x) = a_:log—xx On obtient alors

1A

A Q Mei = Qi+ )=l Q.
=1
Cela entraine

ah?Qi=A—=4Q,logQ ~2Q,logp, dou  h—=c.\/logp.
Maintenant on doit avoir

P . ;
1<§N> —1N) =N —0) + X P—Y p A,

i—=1 i=1 i=1

? L — Q‘l___ Q_ ’ \ .
Et T'on a fog p <p = Tog 0 Or, d’aprés le lemme 1, soit y tel
p _V

_P_ —Y.
que fog p Togg On a

oy P &
r—i= z<l 10gp>
pour ¢;> loga et p assez grand. Comme Q > y, 0*— Q> g <1—- é)
On a donc
l

15 k
R ) N ~ hp c.p
i=1

i=1 i=1
Le deuxiéme membre est équivalent a (2 =+ k——l> p> et 'on doit avoir
g + k—1< o, ce qui entraine :

— si h=2j : J+k=1
—sih=2j+4+1: j+kZl—1.
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20 Remarquons maintenant que, si Q, et Q. sont des nombres positifs
supérieurs a 24, on a

Qiné Q%'—Ql +Q§_Q1.

2 —1/a

En effet, supposons Q,>. 0., on aura <~ Q >~ et

01+ Qi—20.0— 0 — 0.+ L&~ 00y + 20— 0 — 0.0

30 On suppose maintenant h = 2j. On pose, pour 11},

b= Q;i—l — Q'—’i—1 + Qil‘—‘ in-

C3
(= i)

1 Mhs .. ;P Py ... Py
= i ’
= <2__l>/ PiP2 -« PjckDjtkst o - Pi
a

On sait que l'on a

et

»l~

ou les 7; et les P; sont rangés par ordre croissant, les p; par ordre décrois-

sant. Parmi les E’ pour 1 i = j, certains sont inférieurs ou égaux a 1,
i

En réindexant au besoin, on l:s met & part avec indice de 1 & j':

I 7\1...};/7\,-/“...)A,-P1...Pk_
<2—1>’ Pi--PjiPjrt - Pjsk+ov D1
a

%‘I"!
IN

Nous appliquons maintenant le lemme 3 au nombre

B:)\/.,+1..')\ip1...qu

Pjr+1«« Pj+k

avec, pour S,

j+k l

S= 2 7+\‘P— Y p=a+ N pi—ZLTsz
i i=1

=j'+1 1=j"+1 i=j+k+1

l

~at+ S pf—j’p<1————>+Jp At $ pit+ —SP,
A -
l=j+k+1 logp i=j+k+1 \/logp
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Nous avons alors

BéeXPS/Pi+ké(eXPA/Pi+k)< l] eXp\ >> <\71?€ch>

i=j+k+1
1 p :
~ex A+tc el—7—*
- p<P+k< - ivlogp>>
et
r .+ _ B exp< (A “p >> [[
s~<2__;1>1p,~+k+1 N7 <?_1> Pk Viogp yoiadP
a

On sait que, pour Ae g(N) avec [(A) —I(N) <A, on a logA ~log N
et si p,;.x ne divise pas A, p;r~logA ~ logerp. Comme j > 1,

et que a — oo, on voit que, pour p assez grand, - < I.

4° Si maintenant h = 2;,,, on écrit de la méme fagon
54 I -X1...7\/P1...P1cQ/Z.
s*( 1>/ DievePjsk-.. Pt

2Q— —
a

On applique le méme lemme 3 au méme nombre B avec une nouvelle
somme S’ = S + (Q;— Q:). Nous avons alors

A4 GP 2
4(”_—)< ) (11 £) (259

i=j+k+2
a 7

LN

Qn

Pj+k+1
Finalement h =o et r' =1.

méme si j = o,

est petit et <1.

LemmeE 10. — r’ =1 entraine s’ =1.
Il faut montrer que r' =1 et s’ = q ne donnent pas de valeurs possibles

pour . Par une démonstration analogue a la précédente, mais plus facile,

on écrit
C:_lp""-& avec kI, sinon {;;:—Pi-
S qpi...py sT q
. P1 oo Pk
On applique le lemme 3 au nombre B = ————— et

Pi-.. Pk
k !
S=NP—p)=d+¢—q+ X ps

I=k-+1

-

i=
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d’olt
B — exp S/pr=expA/prexp((¢>— q)/px) exp ({— k)
et

I

< 5 P Alpiexp (¢ — DIp) I] ~ <1

Cnl"’

i= Ic+1

En conclusion des lemmes 7, 8, 9, 10, nous voyons que, pour assurerg >1
'
et [ < gN > — I(N) £ A, les seules valeurs possibles de ; sont g et 1.

Si g, = g- alors g < r—”él puisque l<QN>—l(N) = A.

r’ P1... ,
On a doncs = p *avec S —ZP—Z:p,Ao

"
D’aprés le lemme 4, on devrait avoir k =1 et cela entrainerait r” > 1.

rll
On a doncy =1,

NPT r’ r
Il reste a étudier les valeurs de 5 lorsque g =

LemMmeE 11. — Soit r =P, P, ... P; un produil de nombres premiers
supérieurs ou égaux a p; soit s = p,p. ... p, un produit de nombres premiers

compris entre Q et p. Si A = g Neg(N), si A > N et si [(A)—I(N) <A,

alors A < gN.

On applique le lemme 4 & g avec S~ A < p;,. On a donc k =1 On

applique ensuite le lemme 3 qui nous donne g = P—i—z\ Or
Q_@—0+qQ0 Q—0+490Q
¢ ¢—q+4qQ0 @—Q+q¢0—A

Mais quand deux fractions supérieures & 1 ont méme différence entre
le numérateur et le dénominateur, la plus grande est celle qui a le plus
petit numérateur. Or

P—0Q+q9Q0 <20°<P acause du lemme 1,

*—0Q P
r Tog0 ~ logP

théoréme 7.

- Le lemme 11 est ainsi démontré, et également le
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Ce raisonnement peut servir pour calculer une valeur effective de g(n).
SiTon fait Q =19, ¢ =17, on trouve p = 761, P = 769, N = ¢(47 856)

A =70 et ;—g N = g(47 926). Connaissant cela, on peut faire la table

de g(n) entre 47 856 et 47 926, car tous les A € g(N) de cet intervalle

sont de la forme P’—j‘ N
P1... Dk

CHAPITRE 4.

« Highly composite » et « highly abundant numbers ».

1. « Highly composite numbers ».

Rappelons d’abord la définition de RamMaNuJaN : On dit que N est
« highly composite » si, pour tout N’ <N, on a
d(N') <d(N),
avec
d(N) = nombre de diviseurs de N = lI W, (N) +1).

PIN

Ramanusan a fait une étude trés compleéte de ces nombres, et I'on
peut trouver d’autres renseignements dans les articles de Erdés ([1] et [2]).
Dans son article [2], ERDOs démontre que, si N et N* sont deux « highly
composite numbers » consécutifs et assez grands, on a

N~ 1
S _ — .
N =" + (log Ny

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant :

TutoreME 8. — Pour lout nombre c, il existe une infinité de « highly
composite numbers » N dont le suivant N* vérifie
N~ cloglogN __log3j2

NEI—I—EW’ avec o = 10g2 ——0,585

En regroupant ces deux résultats, si 'on pose
N~ 1
Yo
N = gy
log_N_

ce qui définit cy= T)gﬁlo_g_:NN’ on a

3 ..
3—2 é lim mché a.
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Pour démontrer le théoréme 8 nous allons utiliser des méthodes
analogues a celles du chapitre précédent en utilisant les « superior highly
composite numbers » introduits par Ramanusan, et dont nous allons
rappeler brievement les propriétés.

DErINITION. — On dit que N est « superior highly composite », s’il
existe ¢ > o tel que pour tout N’, on ait

On pose

logk—l—l

loga

E= ; k entier>1, 2 premiers.

Pour tout ¢ <1 et c& E, il existe un, et un seul, « superior highly compo-
site number » dont la décomposition en facteurs premiers est

' T e o . .\ IR
N .—ll A, avec a,= partie entiére de <7\E——1>

log 2
logp
il existe au moins deux « superior highly composite numbers » associés
4 e. Comme on ne sait pas démontrer que les éléments de E sont distincts,
il peut en exister au plus trois (voir [1], théor. 10).

Inversement, a tout N ainsi construit, on associe deux éléments
consécutifs de E: e~ et e+ (e— << ¢*), tels que N soit associé atout s € (¢, €*).
De méme, on définit h3 et hi(IN) par

.SizekE,

Le plus grand nombre premier p qui divise N vérifie ¢ <

log Z?‘ i f log a——)‘a_: !
b= “Togh et  hj= “Togi (pour 4 = p)
pour tout 4 premier avec a=wv,(N). On a alors
it
et on définit
g;=suph; et e;= inf A,
AN NN
Enfin, on pose pour k>1 :
logk_,_I et 97"‘=UF/‘
Fr= W; A premier I

On a E =97, et, pour tout N, ¢;€7, et ¢} € F,.
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ProrosiTionN 2. — Soit N = N, un « superior highly composite number »,

soit g une fraction irréductible ltelle que s divise N; on a alors

r..\ 3 - '
d <§N)/d(N) = <£> y )‘(a—hl;)v)\(r) [l H(/z:—-la)v‘*(s) !;[ Uy, [[ VEL

wls

avec

U, — a+1 <a~,\ + 2 >mp)
ottt a0 \at

et

V ap,+ I < ap, VP'(S)
YT apFr—ou(s) \auF1 )

De plus, on a Uy>1 et Vy>u1 avec égalité lorsque vy (r) =1 et vu(s) =1.

Démonstration. — Comme dans la proposition 1, on fait r=2a, s=1,
et I'on calcule U, en posant ay=a :

a+k+1_lkhkl
a+:1 " E T,

+ + + +2
U= (B2 n( E) (82,

a-+i+1 <a—i—2_
a+1 a1

d(**N)/d(N) =

d’ou

Pour k=1, on a Uy=1 et, pour i > 2,

On calcule de méme V.
Pour démontrer le théoréme 8, nous aurons besoin d’un lemme.

LemuMmE 12. — Pour toute constante c, il existe une infinité de « superior
highly composite numbers » N, pour lesquels

B c
*= pilogp’

ot p désigne le plus grand nombre premier divisant N. el a = log3/a,

log 2

L\)

On utilise le corollaire 4 du théoréme 2 (chap. 1). On prend

log3/2 , log3/z
logz ’ '@ =— zlog’x

fx) =

et I'on prend comme suite v, ’ensemble ;. On doit évaluer

V=Card{v,|f@)Lv,}=V;+ Vi4...+ Vpt...,
avec
Vi=Card { v, € Fy, f(x) < v,}.
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k+1
log
Comme “Togi est une fonction décroissante de k et de 4, on a
Vi Vo ..V .

D’autre part, soit m, tel que

my -1
log = m, _ log3[s
loga = logx
logx _
On a my~ mg—/; et, pour m > m,, Vau=o.
. log4/3  log3[a ., .
Enfin, V;= 7 (y), avec Togy — Togz ' d’ou y =18 avec
log4/3
5= l—o_g—-g-;; =0,71... et, finalement, V = 0(z?).
On doit ensuite évaluer, pour b= i’
. __2’log3/2 |
V' = Card \vnlf(x) zlog’c Z v, < f() i

Or, dans cet intervalle, il ne peut y avoir qu'un seul élément de Fy
pour k> 3. En effet, pour k=3,

log4/3  logh/3 Nzlog4/3>c x—B
logh ~ log(h-+2)  7log’h — xlog’z’

!
4
appliquer le corollaire 4 : Pour toute constante ¢> o, il existe une
infinité de n pour lesquels

car A~z8 et 1—f3> On a donc V'<Zm,= 0 (logz) et I'on peut

Up— Upyq é C(— fl (an)) IOg a,.

Or u, et u,., sont deux éléments consécutifs de F,. On choisit N,

avec 5=M—;u’i3- Alors ¢;(N) =u,+1 et i (N)=u, D’autre part,

log3/2

logz
Alors a, < < @y44 et @y~ ap.q (c’est une suite comprenant les nombres
log2 log 2
log P logp
suivant p), on a x ~ p% et l'on obtient

nous avons U,= f(a,); Un+1=f(Ar+1), et soit x tel que ¢ =f(x) =

premiers). Comme <e< (ot P est le nombre premier

e~ et _a .
&2 8'2“cxlog2x10gxép°‘logp

BULL. S0C. MATH, — T. 97, FASC. 2. 12
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Démonstration du théoréme 8. — Soit N = N. vérifiant le lemme 12
et soit N* le « highly composite number » suivant N. On pose
N’*=f s avec 1<E et I=1—|—t.
s s s

Soient p le plus grand nombre premier divisant N, P son suivant, Q le
=1. On a alors :

plus petit nombre premier pour lequel vy(N) =1
— Ou bien r n’est divisible par aucun nombre premier > P

— Ou bien s n’est divisible par aucun nombre premier . Q
Sinon il y aurait un « trou » dans la décomposition en facteurs premiers
de N* ce qui est impossible ([9], § 8). On en déduit :
— Ou bien, pour tout A divisant r,

— — ’ I .
hi< e et g 3G ) = 3
|r

— ou bien, pour tout p divisant s,

=& et [[ {J'(/z ’») VH(S s—r
s

Comme r> s et ¢ —¢;=¢}j—¢, la proposition 2 nous dit que

I

L < d(NYA(N) = (\§>s+~

_Sl_l =1+ 1, donc éét. En passant aux logarithmes,

s
e

wIl~

Ori1+it=
1
~elog(i +1) +(e5—¢) log s = gg;t T mlogn

c;;)gt > o pour toute constante c¢. Cela entraine

soit ¢ -+
1> Ek)ag—l—) pour toute constante c.

On obtient le théoréme en remarquant que c,logN_—=p_-<c;logN
(voir [9], § 27; on a d’ailleurs, pour tout « highly composite number »,

p~ IOgN).

2. Highly abundant numbers.

Rappel de définitions. — On pose ¢(n) =somme des diviseurs de n
pO(+1_I

On sait que ¢ est multiplicative et que o(p*) = =
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On dit que N est un « highly abundant number » si, pour tout N’ <N,

on a
a(N') < o(N).

On dit que N est un « superabundant number » si, pour tout N’ <N,
on a
V) (V)
N’ N

On dit que N est un « colossally abundant number » s’il existe ¢ tel que,
pour tout N’, on ait

a(N') N/\t+e
= (v)

Pour ces définitions, et les propriétés de ces nombres, voir [1]. Nous
allons faire quelques rappels : Un « colossally abundant number » est
« superabundant » et un « superabundant number » est « highly abundant ».

Pour les « colossally abundant numbers », on définit

, .
slog IIj k_;
E= (—Tgp—‘ k entier > 2, p premier (.
A tout ¢ < 1—%, cg¢ E, il existe un « colossally abundant number »,

et un seul, dont la décomposition en facteurs premiers est donnée par

Art+E
N :l] Aa, avec @, = [—l(—)—g—)\———l—:l —1.

Soit p le plus grand nombre premier divisant N, on a

w(irs)

e << < .
logp plogp

Inversement, & tout N ainsi construit, on associe, pour tout 2 premier,

)\a)\+2__1 )\a)\+1__l
_ IOg A+ ) . log i1y .
h)\z T et h)\= —T(Sg—)\— (Sl )\ép).
On pose
e~=_sup hy et e+= inf k3.
A premier )3 | N

On a = <e+ et, pour tout c€(c—, ), N est associé a e On définit

g;=suphy et ¢t = inf hY
by |N A |N
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et, pour k> o,

lOg?\"—I
A— .
Fi= —W,Apremler} et 3’k=\ ’F/.

ik
On a E=7, et, pour tout N, ¢;(N)eF; et 5 (N)e€ F,.
ProposiTiON 3. — Soit N =N, un « colossally abundant number »,

soit g une fraction irréductible telle que s divise N, on a alors

) /
(i) fagwy _ ry
_N //G'N <§> I] l(c—/l];)i)‘(l) [J.(h —\.)KP.(S) H U/ [] "—;;7

s

avec

U <)\a7‘+2—1>"7‘(7') )L”)‘+]'—‘—‘I
A= S

P A+ +1 g

el

V . {J.a.ﬁ—i vl‘(s) }J-“i*_'_]—l
p= IJ.“':VH-—I P-”'r""i_"'x“s)—l.
De plus, on a U1 el Vy>x1 avec égalité lorsque vy (r) =1 ef vu(s) =1.

Démonstration. — Comme dans la proposition 2, on calcule U; en faisant
r=2»M, s=1. On obtient, en posant ay=aq,

<A‘H‘2—- 1 )A
e p— X“(). —_— I) _ e a2 ) 1

A —1) At = e ﬁ)\’
d’ou .
)\a+2 " k )Ln—s—l —1 PG — }\u+‘2 —1
U= <)\a+|__1> P T ]_] <)\a+z+| > <7\"+1—I > '
Si I'on pose f(x) = ~—, f(x) est une fonction croissante, et

U)\=1‘I fQadIfGer)y>1  si k>

i=1

px

Et de méme pour V,, avec f,(z) = qu1 décroit :

K
Ve=[1fEf@)>1 i k>
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LemME 13. — Pour toute constante c, il existe une infi nité de « colossally

abundant numbers » N. pour lesquels ef—e¢=¢—e;>> p*‘/” o1 p désigne
le plus grand nombre premier divisant N.

La démonstration est la méme que celle du lemme 12. On prend

log Tz

C’est une fonction décroissante. On a

f@)~ xlog:c et '@~ xglogx

On prend, pour v, ’ensemble #,. On doit évaluer
V = Card { Un| f(x)fél)”} = Vk‘l“ V5+- .o + Vmo9

avec V;= Card { v, € F;| f(x) = v.}.

L Tk—1
log —
Comme —l(z)cg—{x—f est une fonction décroissante de k et de x, on a
Vi Vi, .. > V,. On définit m, par
2"1"—-—1 3 I
log — S __Ing*——x
logz — logx
soit m,~ »logz, Enfin V,= n(y), avec
log2
y r—1
L lo v—y lo R —. —%
y*logy logy =~ logx ~ 2 logz’
d’ol
Y~ e
et finalement V = O (z**).
On doit ensuite évaluer
2T
— Card! o, | f(2)— W4unéf(x)}.

Or, dans cet intervalle, il n’y a qu’un seul élément de F; pour k>4,
soit mo en tout. En effet, pour k=4, posons

Ing o

fi(x)= Tg:?_'
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Si fi (1) est dans l'intervalle, 1 ~ ¢, 2%*, et

6—e [
@A) =G +2) =5 log? = 7 logz’

avec b=, < %1 la propriété est démontrée, et 'on peut appliquer le

A
corollaire 4 du théoréme 2. Pour toute constante ¢, il y a une infinité
de n pour lesquels u,— tn1 > c(—f'(a,)) loga,. Or u, et u,., sont deux

. . _ .. u u
éléments consécutifs de F;. On choisit N, avec ¢ = -f——l_—ﬁi’ Alors

&5 (N) = tpq et e} (N) = u,. Maintenant

= f(a) ~ m et &~ Uy~

Poit au \/P et — () ~ Sroc

I
plogp’

» ce qui démontre le lemme 13.
logp

TuaEorEME 9. — Pour toufe constante c, il existe une infinité de « colossally
abundant numbers » N dont le « superabundant number » suivant A est
tel que

A | c(oglogNy
N VIogN
Démonstration. — On choisit N vérifiant le lemme 13. Comme pour le

théoreme 8, on pose 4 = gN et g =1t et alors

a(A)/a(N) _<S> s_;_

et, en logarithme,

t+ logt,

I
= plogp p‘/"

lg2

ce qui entraine > c- pour toute constante c¢. Comme p ~logN

([1], théor. 7), le théoréme est démontré.

TutoriEME 10. — II existe une infinité de « highly abundant numbers »
qui ne sont pas « superabundant » et méme le nombre de « highly abundant
numbers », compris entre deux « superabundant numbers » consécutifs,
n’est pas borné.

Démonstration. — On. sait que le quotient de deux « highly abundant
numbers » consécutifs N et N* est majoré par

Nk

N=1T

(T:_;m (voir [1], théor. 18).



ORDRE MAXIMAL. 183

Si 'on choisit N vérifiant le théoréme 9, on trouve quil y a plus de
c(loglogN)*\/lIogN « highly abundant numbers » compris entre N et A.

TrEorEME 11. — Soit Q(x) le nombre de « highly abundant numbers »
inférieurs a x qui ne sont pas « superabundant ». Il existe une constante ¢
pour laquelle on a Q(z) > c(logz)*”.

Démonstration. — Nous appliquons d’abord le lemme 5. On choisit
lo <I + l)
A
logp
¥
avec ;épéi, ¢ étant un nombre que I'on fera tendre vers linfini.

On a

pour & une partie de F,, c’est-a-dire les nombres

X~ zldgg p?logp

I
tog (1-+ ;)
logz
OnaY=Y;+Y,+...4+ Y,. Par un calcul déja fait au lemme 13,
on sait que Y ~ Y3, avec Y,= n(n), et

On choisit pour ¢y les nombres de &; supérieurs a

log%_— log(x -+ ;)
logv = logz ’

Vi

———» s0it 1~ \/2f, et finalement Y=o oz

SOit ——— ~
n*logn & log

.. [ 2 z
On choisit u= S logE de telle fagon que Y<—6~ + 1> = iTog:
<Il faut prendre ¢;< §cé> On a alors R~ lig

Considérons maintenant un nombre ¢ de & pour lequel d(s, Y)=u,
et associons a ¢ le « colossally abundant number » N tel que :=(IN) =-«.
On aura st—e > u et e=—:3> u. Soit T T'ensemble des « colossally
abundant numbers » ainsi construits. On a

R =CardI' >~

.
4 loge
Soit NeT, et soit A le « superabundant number » suivant N. On pose

A= CN, —£=1 -+t et, de méme que dans le théoréme 9,

S
<H0 (1)

S“’
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avec

—t et e & .
logp = clogt

» -~

En logarithme, on obtient

Cs C3
= -~
°=flogs | T T loge 18"

ce qui entraine
>~ c_l__o_gé et A, + ¢ logt
VE N
Or le quotient de deux « highly abundant numbers » consécutifs

*

N 1 1
SR =TT a—9leN = T G—=9lg,

le plus petit nombre de I'. On a, si p, est le plus grand nombre premier

*
Cs

N
Nél—l— i-EntreNetA,

en désignant par N,

-
divisant N,, log Ny~ po > 2’ et finalement

il y a donc au moins c; \/ logt « highly abundant numbers ». Comme
il y a R nombres dans I', on obtient finalement ¢; £*/? « highly abundant
numbers » qui ne sont pas « superabundant ».

Soit z un nombre assez grand. On pose £ =(1— ¢) logz. Alors tous
les nombres N €T, pour lesquels log N ~ p -~ % sont inférieurs a z, et tous
les « highly abundant numbers » construits plus haut, sont aussi infé-
rieurs & x. I1 v en a ¢,5%2 = ¢, (logz)*/2.

TutoreME 12. — Il existe une infinité de « colossally abundant
numbers » N tels que —?N soit « highly abundant », ot p désigne le plus
grand nombre premier divisant N et P son suivant.

Le théoréme résultera de deux lemmes.

LemMe 14. — Soit un « colossally abundant number » N vérifiant les
propriétés : :
I I
lOg(I—l‘p\ 10g<1+i)‘>
— / ot — » -7
10 e~ = ~TogP el ¢ “logp c’est-a-dire N|p et NP sont

« colossally abundant »;
20 P—p < 2logp;

5loglogp
p*logp

Alors n = gN est « highly abundant » pour N assez grand.

30 em— 7>
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LemME 15. — II existe une infinité de « colossally abundant numbers »
vérifiant les propriétés 1°, 20, 3¢ du lemme 14.

Démonstration du lemme 14. — Soit M < n = Lif N, il faut démontrer
P
que o (M) < a(n).

Si MZN, s(M) =s(N) = 5 ill 2(n) <o (n).

Si M > N, alors on écrit M = gN avec 1 < g < Ig La proposition 3°

donne, avec & = ¢,

et
P
TI\I) = ; ) Fh___‘:_ a cause de la proprlete 19
Supposons s > p + 1, alors :
r p
ao(M) a<§N> 4<B>1+s~ I - G<EN>
s(N)  o(N) —\p @+ a(N)

soit o (M) < a(n).
Reste le cas s < p. Mais comme r < Igs, on a alors r << P. Soit 2

un nombre premier divisant r, on a 2 < P, et donc 2| N et hi'=cj,
donc

S5

& (M) 4<5>1+s—_1_ 1

as(N) = S

. r P
Maintenant, commeg <—I;, on a

I'>S>P—‘_I_)_—I;

<sis_épip, alorsgés—;I:x—l—lu_l—[—P_p 1—3>,

2O (B (Bopye
a(N) —\p, '
Il reste donc & vérifier que les conditions 2° et 3° entrainent

<P_p\a+—s; 1
p prE

soit
(s+—¢3) log (P — p) < (:~—¢3) logp.
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log <I + - >
Soit y(x) = —_Fg—i_ y on a
Y@~ et e =y (p)—y(P)Zalogp 2 = 3.
z?logx — p*logp  p*
Maintenant
e et -8, Sloglogp 4
gr—ey=z¢ +¢ e +’—210—g‘p—_p
et
(" 55) og(P —p) = log(alogp) < 8P < (- &) logp,
d’aprés la condition 3.
Démonstration du lemme 15. — On applique le lemme 5 presque dans
les mémes conditions que pour le théoréme 11. On prend pour & une

1)

partie de F,, c’est-a-dire les 1
ogp

yavect Zp_a2tet P—p < 2logc.

3

On sait alors (voir lemme 6) que X > (1—¢) > TogE’

s+ )

- On prend pour <Y

les éléments de &, supérieurs a - On a vu (théor. 11)

log 2%
que Y =0 <l(\)/§g> et que 0 > 422 logg On prend
__5loglog(2£) —0 loglogt
= Girlogat | Elogt

On a alors '
V(3§ 1) =olvd et Rmagli:

Soit :e& pour lequel d(e, V) >~ u, on considére le « colossally
abundant number » pour lequel ¢ (N) =¢. Ce nombre vérifie les

propriétés 1°, 20, 30 et, puisque R >.c, lo%g'g’ on peut en construire une
infinité.
Remarque. — On pourrait démontrer un théoréeme analogue au théo-

réme 9 : Il existe une infinité de « colossally abundant numbers » N,
tel que le « highly abundant number » suivant, N*, vérifie

N* cloglogN

l

N = (logN)? *

Les « highly abundant numbers » se rapprochent assez des nombres
de g (N). II doit étre possible de leur appliquer les méthodes des théo-
rémes 6 et 7.
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TABLE NUMERIQUE.

Soit p; le kitme nombre premier. En utilisant une définition déja
donnée en téte de la démonstration de la propriété 8 (chap. 2), on pose :
gri () = sup j
(N=n
J €Hi
ou H; est I'ensemble des nombres qui n’ont pas d’autres diviseurs premiers
que D1, Py - - -5 Pie
Pour 22~ n = 22+'—1, on a ainsi ¢,(p) = 2%
On peut calculer de proche en proche g,, par la formule (en posant p; = ¢
et pis = p)

9,(n) =sup(g,(n), ¢9,(n—9q), ..., ¢" gp(n—q™)).

Les quantités dont on prend le « sup » sont en nombre fini, car on doit
avoir ¢"< n.

Enfin, on constate que ¢(n) = ¢g,(n), pour n=p, et méme pour
cy/nlogn = p (voir chap. 2, corollaire de la propriété 11), ou ¢ est une
constante que I'on peut encadrer.

La table numérique suivante, pour n =~ 3o1, a été calculée par I'ordi-
nateur CDC 3600 de I'Institut d’analyse numérique Blaise Pascal de la
Faculté des Sciences de Paris. En fait, la table a été construite
jusqu'a n = 8 ooo.

Si n n’est pas dans la table, si n,~~ n’ < n,, avec n, et n; consécutifs
dans la table, g(n) = g(n,).

Un astérisque signale les nombres de G (voir les propriétés en téte
du chapitre 3).

Facteurs de g(n). Facteurs de g(n).
n. g(n). —— e n. g(n). e cm———
1 1 25 1 260 4 9 5 7
2 2 2 27 1 540 4 5 7 11
*3 3 3 28 2310 2 3 5 7 11
4 4 4 29 2 520 8 9 5 7
5 6 2 3 *30 4 620 4 3 5 7 11
*g 12 4 3 32 5 460 4 3 5 7 13
8 15 3 5 34 9 240 8 3 5 7 11
9 20 4 5 36 13 860 4 9 5 7 11
10 30 2 3 5 38 16 380 4 9 5 7 13
*12 60 4 3 5 40 27 720 8 9 5 7 11
14 84 4 3 7 41 30030 2 3 5 7 11 13
15 105 3 5 7 42 32 760 8 9 5 7 13
16 140 4 5 7 *43 60 060 4 3 5 7 11 13
17 210 2 3 5 7 47 120 120 8 3 5 7 11 13
*19 420 4 3 5 9 *49 180 180 4 9 5 7 11 13
23 840 8 3 5 4 *53 360 360 8 9 5 7 11 13
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57

58

60
62
64
66
68
70
72

77
78
79
33
85
*89
93
95
97
101
102
106
108
112
118
120
126
128
130
131
132
133
135
137
139
*141
143
149
151
157
159
161

9(m).
471 260
510510
556 920
1021 020
1 I41 140
2 042 040
3 063 obo
3 423 420
6126 120
6 846 840
8953 560
9 699 690
12 252 240
19 399 380
38 798 760
58 198 140
116 396 280
140 900 760
157 477 320
232 792 560
281 801 520
446 185 740
892 371 480
1338 557220
2677 114 440
3375492 120
5354 228 880
6 750 984 240
7216 569 360
8 172 244 080
12 939 386 460
13 385 572 200
13 831 757 940
25878 772 920
38818159 380
41 495 273 820
77636 318 760
82 990 547 640
155272 637 520
165 981 095 280
209 280 511 440
232 908 956 280
388 181 593 8oo
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