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ANNEAUX MONADIQUES LIBRES.
HEMIMORPHISMES UNITAIRES LIBRES

PAR

Pierre F. JURIE.

Nous nous proposons ici de construire et de caractériser de maniére
intrinséque, les solutions de certains problémes universels définis dans
le contexte de 1’algébre monadique de Halmos.

Notre terminologie et nos notations seront celles de I'ouvrage de
Halmos [2]. La notion centrale de notre travail est celle d’hémimor-
phisme. Rappelons qu'un hémimorphisme est, selon [2], une appli-
cation f d’'un anneau booléien A dans un anneau booléien B telle que
fo=ocet f(pVqg =fpVfqg pour tous p et ¢ dans A. Nous quali-
fierons d’unitaire, tout hémimorphisme f tel que fr =1. Enfin 2 dési-
gnera I’anneau booléien réduit a deux éléments.

1. Superposition libre de deux hémimorphismes.

Nous considérerons dans cette partie deux hémimorphismes de méme
source g: A—>B et h:A— C.

DeériniTiIoN 1. — Nous disons qu'un couple d’homomorphismes
booléiens (u: B— S, v: C— §) superpose h & g, si, pour tout a dans A,
on a uga < vha; et que le couple (u, v) est une superposition libre de h
a ¢ s’il superpose h a ¢ et si, pour tout couple d’homomorphismes
@ :B— S, v':C—S') qui superpose h a g, il existe un unique homo-
morphisme w de S dans S’ tel que wu = u' et wy = v'. Remarquons que
si (u', v") est lui aussi une superposition libre de h & ¢, w est un iso-
morphisme.

Le résultat suivant nous donne une construction d’une superposition
libre de h a g.
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34 - P. F. JURIE

TukorkME 1. — Soit (B§B® C,CIB® C) la somme amalgamée
des anneaux booléiens B et C [4], et soit N Uidéal de B ® C engendré par

{Bga \(1+vha):acA}.

Le couple (u:B—->BQ CIN, v:C—B® C|N), déduit de (8,7) par
passage au quotient suivant N, est une superposition libre de h a g.

Démonstration. — Soit 9 la surjection canonique de B ® C sur B ® C/N.
Par hypothése, u = 63 et » = 0y. On a donc, pour tout a4,

uga A\ 1+vha=10(Bga A\ (1 + vha) =o,

d’olt uga < vha. Donc (u, v) superpose h a g.

Soit, maintenant, (u':B—S’, v':C— S’) un couple d’homomor-
phismes superposant k & g. Par définition de la somme amalgamée, il
existe un homomorphisme 0’ de B® C dans S’ tel que u' = 6’3 et
v' = 6’y. On a, pour tout a€A,

0" (Bga A (1+ vha)) =u'ga A (1 + v ha) = o.

Le noyau de 0’ contient donc l'idéal N; par suite, il existe un homo-
morphisme w de B® C/N dans S’ tel que 0'= wf. D’ou v’ = wu
et v = wo.

On sait [4] que BBuUYC engendre B® C. Donc uBuvC engendre
B® C/N. Si w et @ sont deux homomorphismes de B ® C/N dans S’
tels que wu = Wu = u’ et wv = wv =v', w et W coincident sur uBUVC.
Donc, d’aprés ce qui précéde, w = w. Le couple (u, v) est donc bien une
superposition libre de h a g.

Remarquons que si f est un homomorphisme d’un anneau booléien D
dans un anneau booléien D’, et k un hémimorphisme unitaire de D
dans D', tels que, pour tout aeD, ka<fa, on a k={f. En effet, pour
tout ae A, on a les inégalités

1+kaZk(1+a)<Lf(1+a) Z1+ fa,

et donc fa < ka.

Il résulte de cette remarque que, quand h est un homomorphisme
et gr=1, le couple (u, v) superpose h & ¢ si et seulement si ug = vh.
D’ou la proposition suivante :

ProrosiTioN 1. — Si h et g sont des homomorphismes, la superposition
libre de h a g, celle de g a h et la somme amalgamée du couple d’homo-
morphismes (g, h) sont identiques.

Comme pour la somme amalgamée d’'un couple d’homomorphismes
booléiens [4], on peut donner une caractérisation intrinséque de la super-
position libre de deux hémimorphismes.
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TaEOREME 2. — Un couple d’homomorphismes (u: B — S, v: C — S)

est une superposition libre de h a ¢ si, et seulement si, il vérifie les deux
conditions suivantes :

(1) S est engendré par uBuvC;

(2) Pour tout couple (b, c)e BxC, l'inégalité
(i) ub < wc
est équivalente & la condilion
(ii) Il existe un entier n et une suite (a,, ..., a,) d’éléments de A lels que

b /n\ ga; et /n\ha 1< C.
j=1 j=1

Remarque. — Lorsque g est un homomorphisme, la condition (ii) est
équivalente & la suivante :

(iii) Il existe a dans A fel que b = ga et ha < c.

En effet : Il est évident que (iii) implique (ii). D’autre part, pour tout
(b, c)e Bx C tel que (ii), on a

bé/i\!]a/‘é 9</j\ai>,
h</,-\aj>é/i\haié c

donc, dans ce cas, (ii) entraine (iii).

et,

Démonstration du théoréme 2. — Supposons d’abord que (u, v) soit une
superposition libre de h 4 g. Soit S’ le sous-anneau de S engendré par
uBuvC, soit w’ linjection canonique de S dans S, et soit
W:4—S8,v:B—S') le couple d’homomorphismes tel que w'u’ = u
et w'v'=v. 1l est clair que (u', v') superpose h a ¢, donc il existe un
homomorphisme w de S dans S’ tel que wu=1u' et wv =v'. On a
w'wu =u et wwy =vp. Donc w'w est I'identité sur S, ce qui montre
que w' est surjectif. Donc uBuvC engendre S.

Il est évident que, pour tout (b, c)e BXC, (ii) implique (i). Soit
(b, c)eBx C tel que (ii) soit fausse; alors I'idéal de C, engendré par

{1+ha:acAetbgaluic}
est un idéal propre. Cet idéal est donc contenu dans un idéal maximal Q

de C. Pour tout a dans A tel que ha€ Q, on a b & ga, donc ga \/ (1+ b) =1,
et par suite l'idéal de B engendré par

{ga:acAethacQ}u{1-+ b}
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est propre, il est donc contenu dans un idéal maximal P de B. Soit
p:B—2 et q:C— 2, les homomorphismes de noyaux respectifs P
et Q. Pour tout a de A, gha = o implique hae Q, donc gae P, et pga = o.
On a donc, pour tout a de A, pga =< qha. Par suite, il existe un homo-
morphisme w de S dans 2, tel que wub = pb =1 et wvc = qc = o.
Dot ub £ wve. On a ainsi montré que, pour tout (b, c)eBXxC,
(i) entraine (ii).

-Supposons maintenant que (u, v) vérifie les conditions (1) et (2) du
théoréme, et soit (#:B—S,v:C—S) une superposition libre de h
a g¢. Pour tout a€ A, on a trivialement ha =< ha et ga = ga, donc,
d’aprés (2), uga =< vha. 1l existe donc un homomorphisme w de S dans S,
tel que wu = u et wv =v. On va montrer que (u, v) est une super-
position libre de h & g, en prouvant que w est un isomorphisme. II est
clair que w est surjectif, car uBuv C engendre S. D’autre part, il résulte
de la premiére partie de la démonstration que ©“BuU 5C engendre S;
donc le noyau de w est engendré par

{ubNve: (b,c)eBxCetub)Avc=o].

D’aprés (2), si un élément ub A\ vc appartient a cet ensemble, il existe
une suite (a, ..., a,) d’éléments de A, telle que

iib — /\Ega,-é/\f)ha,-él + e,
; ;

et par suite ub /\ ¢ = o. On voit donc que w est injectif. Ce qui achéve
la démonstration.

CoroLLAIRE 1. — Si ¢ est un homomorphisme et si (u, v) est une super-
position libre de h a g, le noyau de u est engendré par

{ga:a€Aetha=o)

et celui de v par
{1+ha:acAetga=1}.

Si Uensemble h—' (o) des éléments a de A lels que ha = o, est réduit a o,
u est injectif. Si g est injectif ef si h1 =1, v est injectif.

Démonstration. — Supposons que ¢ soit un homomorphisme et que (u, v)
soit la superposition libre de h & ¢g. D’aprés la remarque annexe au théo-
réme précédent, pour tout b dans B tel que ub = o, il existe un a dans 4
tel que b ga et ha = o. Ce qui montre que {ga:ac A et ha =o)]
engendre le noyau de u. De méme, si ¢ est un élément de C tel que vc = o,
on a ur <Zv(r+c), et par suite, il existe a dans A tel que 1= ga
et ha<1-+c,doncc=1 + ha.D’ouilrésulte que { 1 + ha:acAetga=1|
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engendre le noyau de v. Les deux derniéres assertions du corollaire sont
des conséquences immédiates de ce qui précede.

DErFiNiTION 2. — Si h: A - C est un hémimorphisme tel que h1 =1,
nous appelons cenire de h le plus grand sous-anneau T de A tel que la
restriction de h 4 T soit un homomorphisme.

PropositioN 2. — Soit h: A — C un hémimorphisme tel que h1 =1.
Le centre de h est 'ensemble

T—={a€eA :h(1+a) Nha=o}.

Démonstration. — Vérifions d’abord que T est un sous-anneau de A :
11 est évident que si ae T, on aencore 1 + a€ T et que o€ T, car ho = o.
Enfin, si a et b sont dans T, on a

h(a A\ b) ANh(1+ (a A b)) < (ha \ kb A h(1+a)) \/ (ha A b A\ R(1+ b)) =0,
donc a )\ b est aussi dans T. Donc T est bien un sous-anneau de A.
Pour tout a de A, on a
ha\VVh(1+a) =hi=ru,

donc
h(1+a)>1+ ha,

et done, si aeT,
h(1+4+a) =1+ ha.

D’ou il résulte que la restriction de h & T est un homomorphisme. Donc T
est contenu dans le centre de h. Par ailleurs, il est évident que le centre
de h est contenu dans 7. Donc T est le centre de h.

ProrosiTION 3. — Le cenire d’un quantificateur coincide avec son image.

Démonstration. — Soit 3 : A —> A un quantificateur sur un anneau A4,
et soit C son centre. Puisque, pour tout # dans I'image 3 A de 3, on
a 3x ==z, C contient 3 A. Réciproquement, pour tout a dans C, I'éga-
lité suivante est vérifiée :

o=3daNF (1+a)=3F(FaN1+a)=TaA (1+a),

d’olt 3 a = a, et par suite a est dans 3 A. Donc C est contenu dans 3 A.
On a donc bien C = 3 A.

ProposiTioN 4. — Soit (u, v) une superposition libre de h a g. Si g est
un homomorphisme injectif et si hi=1, les applications ug et vh coin-
cident sur le centre T de h, et

uBnvC=ugT =vhT.
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Démonstration. — Soit T'= {a:a€ A et uga = vha).

Puisque ug est un homomorphisme, la restriction de vh & T’ est un
homomorphisme. Comme v est injectif (d’aprés le corollaire 1), il en est
de méme de la restriction de h 4 T’; donc 7" est contenu dans 7. Réci-
proquement, pour tout a€ T, on a h(1 + a) <1 + ha, donc,

1+ uga==ug(1+ a) Zvh(1+ a) =1+ vha,

d’ott vha < uga, par suite vha = uga, et ae T'. Donc T = T'.

De ce qui précéde, résulte immédiatement que
ugT =vhT =ugTnvhTcuBnvC.

Achevons la démonstration en montrant I’autre inclusion. Soitze uBnvC,
il existe b dans B et ¢ dans C tels que z = ub = vc. De I'inégalité
ub = vc, on déduit qu’il existe a dans A tel que b—<ga et ha ¢,
donc tel que

x-=ub < uga~=vha =vcZub;

ce qui montre que z est dans ugT NnvhT. D’ou l'inclusion

uBnvCcugTnvhT.

2. Anneaux monadiques libres sur un hémimorphisme.

DErINITION 3. — Soit h un hémimorphisme d’un anneau booléien A
dans un anneau booléien C. Si 3 est un quantificateur sur un anneau
booléien S, si u est un homomorphisme de A dans S et v un homo-
morphisme de C dans S tels que vCc3 S et 3 u = vh, nous dirons
que la suite (S, 3, u, v) est un anneau monadique libre sur h si la condi-
tion suivante est vérifiée :

Si 3’ est un quantificateur sur un anneau booléien S’, si u’ est un homo-
morphisme de A dans $' et v' un homomorphisme de C dans S’ tels que
v"Cc3’' S et A'u’ = v'h, il existe un unique homomorphisme f de S dans S’
tel que

If=r3, fu=u e fo=v.

Remarquons encore que si (S, 3, u, v) et (§', 3', u’, v') sont tous
deux libres, 'homomorphisme f de S dans S’ est un isomorphisme.

Nous allons construire, grace a la notion de superposition libre, un
anneau monadique libre sur I’hémimorphisme h: A — C.

Considérons une superposition libre (u: A — S, v: C — S) de I'hémi-
morphisme h & I'application identique de A. Remarquons que, dans ce
cas particulier, la condition (iii) du théoréme 2 précédent est équivalente,
pour tout a dans A et tout ¢ dans C, & 'inégalité ha =~ c. Donc, d’apres
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ce théoréme, pour tout (a, c)e A x C, I'inégalité ua = vc est équivalente,
ici, 4 ha = c.

Le sous-anneau vC de S est relativement complet, i. e. pour tout z
dans S, I'ensemble S(x) défini par

S(x) ={vc:ceCetxr=vc}

possede un plus petit élément. En effet, supposons tout d’abord que z
soit de la forme ua )\ vc, ol a est dans A et ¢ dans C; on a

ua A\ ve <-vha \ ve=vo (ha A\ c)
et, pour tout ¢’ dans C tel que ua A vc = vc,
ua=Zv((1+c¢)\Ve),

donc ha =(1 + c) V ¢’ et v(ha A\ ¢) = vc’. Donc v(ha A c) est le plus petit
élément de S(x). Si x est, maintenant, un élément quelconque de S,
puisque uA UvC engendre S, il existe une suite (ai, ..., a,) d’éléments
de A et une suite (¢;, ..., ¢,) d’éléments de C tels que

x = y (ua; A\ ve;) .

Alors

S(x) e m S(ual/\ DCZ‘),

i=1
donc, puisque pour tout i, v(ha; Ac;) est le plus petit élément de
S (ua; A\ vey), \/v(hal, A ¢) est le plus petit élément de S(z).
i=1

Comme »C est un sous-anneau de S relativement complet, il résulte
immédiatement des théorémes 4 et 5 de [2] qu’il existe un quantificateur
unique 3, sur S, d’'image vC, et que ce quantificateur associe a chaque x
dans S le plus petit élément de S(x). Donc, d’aprés le calcul précédent,
on a, pour tout a dans A,

3 ua = vha, i.e. Ju=—nvoh.

Vérifions maintenant que la suite (S, 3, u, v) ainsi définie, est un anneau
monadique libre sur h. Pour cela considérons un quantificateur 3’ sur
un anneau booléien S’ et des homomorphismes u” de A dans S et v’
de C dans S’ tels que »'Cc 3’S" et 3" v’ = v’ h. Nous avons, pour tout a
dans A,

ua<3ua=vha,
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ce qui montre que (u’, v') superpose h & I'application identique de A.
Par suite, il existe un unique homomorphisme f de S dans S’ tel que
fu=u"et fo="1'". Si a est dans A et ¢ dans C, nous avons

f3(uaNve) =fo(haN\c) =vhap\ve=T'daAVc
=3F' (WaAvec)=3f(ua)\vc),

car v'c est dans 3'S’; comme f3 et 3'f sont des hémimorphismes, et
que tout élément de S est une borne supérieure d’éléments de la forme
ua A\ ve, ol (a, c)e€ A X C, nous en déduisons que f3 =3'f. Nous avons
donc démontré le résultat suivant :

TueEoREME 3. — Si h est un hémimorphisme d’un anneau booléien A
dans un anneau booléien C, et si (u:A— S,v:C—S) est la super-
position libre de h a Uapplication identique de A, il existe un quantificateur
(unique) 3 sur S, d’image vC et tel que (S, 3, u, v) soit libre sur h.

Les deux propositions suivantes sont des corollaires immédiats du
théoréme précédent et du corollaire 1 ci-dessus.

ProrosiTiON 5. — Si (S, 3, u, v) est un anneau monadique libre sur
un hémimorphisme h de A dans C, les conditions suivantes sont vérifiées :
(i) uAuvC engendre S (ce qui implique que vC = 3 S);
(ii) le noyau de v est engendré par I'élément 1 + h1 (dont v est injectif
si et seulement si h1=r1);
(iii) le noyau de u est h—(o).

Réciproquement, on a la proposition suivante :

ProposiTiON 6. — Soient h un hémimorphisme d’un anneau booléien A
dans un anneau booléien C, 3 un quantificateur sur un anneau booléien
en S, et soient u et v des homomorphismes de A dans S et de C dans S,
respectivement, tels que vCc3 S ef 3u=vh. Si (S, 3, u, v) vérifie les
conditions (i) et (ii) de la proposition précédente, (S, 3, u, v) est un anneau
monadique libre sur h.

On en déduit immédiatement le résultat suivant :

PropositioN 7. — Si (4, 3) est un anneau monadique, si 1, désigne
Uapplication identique de A, et j Uinjection canonique de 3 A dans A,
(4, 3, 14 j) est libre sur Uhémimorphisme de A dans 3 A, de méme
graphe que 3.

Rappelons [2] qu'une constante d’un monadique (S, 3) est un endo-
morphisme p de S, tel que p3 =3 et 3 p = p.

THEOREME 4. — Soit h un hémimorphisme de A dans C tel que h1 =1,
et soit (S, 3, u, v) un anneau monadique libre sur h. Il existe une bijection
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canonique de U'ensemble des homomorphismes f de A dans C tel que, pour
tout a dans A, fa < ha, sur I'ensemble des constantes de (S, 3).

Démonstration. — D’aprés le théoréme 3, le couple (u, v) est une super-
position libre de h & lapplication identique de A. Si f est un homo-
morphisme de A dans C tel que, pour tout a dans A, fa = ha, (vf, v)
superpose h a lapplication identique de A, donc il existe un endo-
morphisme f+ de S, défini en fonction de f par f+u=vf et f+v=0.

Comme vC = 3 A, pour tout a dans A, il existe ¢ dans C tel que

=3 a, d’ou

fr3a=froc=vc=13aq,
donc
f+r3=13.

Puisque uA U C engendre S, f+S est engendré par
ffuduf+vC=vC=3A,
donc f+S = 3 A, et par suite, 3 f+ = f+.

Comme h1 =1, v est injectif. Donc si f et g sont deux homomorphismes
de A dans C tel que f+= g*, on a vf = vg, et par suite f = ¢g. Donc
Papplication + est injective. Montrons maintenant qu’elle est surjective.
Soit p une constante de (S, ), comme v est injective, et que
puAc3 S =v(, il existe un homomorphisme (unique) f de A dans C
tel que vf = pu. Pour tout z& S, on a

=p(xA(1+3z))=px A1+ 3x,
donc px < 3 z, donc, pour tout a€ 4,
vfa = pua < 3 ua = vha.
D’ou il résulte que, pour tout a dans A, fa < ha.
D’autre part, on a

fru=vf=pu et fro—=v—=pv,

donc f+ = p. Ce qui achéve la démonstration.

3. Hémimorphismes unitaires libres.

DErFiNITION 4. — Soit A un anneau booléien. Nous dirons qu’un
hémimorphisme unitaire A de A, dans un anneau booléien C, est libre
sur A si, pour tout hémimorphisme unitaire h’ de A dans un anneau C’,
il existe un unique homomorphisme f de C dans C’ tel que fh = k.
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Il résulte de cette définition que si h et h’ sont tous deux libres sur A,
f est un isomorphisme. Pour construire un hémimorphisme libre sur A,
nous considérons I'anneau booléien libre L sur I’ensemble A et l'injec-
tion canonique j de I’ensemble A dans L. Soit N I'idéal de L engendré par

{jlaVvb)+(jaVjb):acAetbeAjufo+jo, 1+j1}.

Il est clair que I'application h de A dans L/N, déduite de j par passage
au quotient suivant N, est un hémimorphisme unitaire. On vérifie faci-
lement, par une démonstration du méme type que celle du théoréme 1
ci-dessus, que h est bien un hémimorphisme unitaire libre sur A.

Le théoréme suivant nous donne une caractérisation intrinséque des
hémimorphismes libres sur un anneau booléien A.

THEOREME 5. — Pour qu’un hémimorphisme h d’'un anneau booléien A
dans un anneau booléien C soit libre sur A, il faut et il suffit qu’il vérifie
les conditions suivantes :

(1) C est engendré par hA;
(2) Pour {out entier n>1 et foute suite (ai, ..., a,, a) d’éléments de A,

telle que / ha;~ ha, il existe i, 1=1in, lel que a;= a.

Démonstration. — Supposons d’abord que h: A — C soit un hémi-
morphi#sme unitaire libre sur A. Soient C le sous-anneau de C engendré
par hA, et h 'hémimorphisme de A dans C induit par h; il est clair
que R est, lui aussi, libre sur A, donc I'injection canonique de C dans C
est nécessairement un isomorphisme, d’ot C = C. On a donc bien (1).
Considérons, maintenant une suite (a, ..., a,, a) d’éléments de A

telle que /\haié ha. Soit A’ ’hémimorphisme de A dans l’anneau
i=1

réduit a d‘eiux éléments 2, tel que, pour tout x dans A, hx = o si et
seulement si x - a, et soit f 'homomorphisme de C dans 2 tel que

fh = h'. L’inégalité /\halé ha implique

/\h’al f/\ha ~ fha=ha=o.

i=1

Par suite, il existe i, 1—=i-n, tel que h'a;=o,i.e. ;= a. Donc h
vérifie (2).

Réciproquement, si h est un hémimorphisme unitaire tel que (1)
et (2), soient h: A — C un hémimorphisme unitaire libre sur A, et f
I’homomorphisme unique de C dans C tel que fh = h. On vérifie faci-
lement que f est un isomorphisme; ce qui montre que h est libre sur A.
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Supposons maintenant que I'anneau A est atomique. Soient X I’en-
semble de ses atomes, et Y I’ensemble des parties finies non vides de X.
Pour tout a dans A, désignons par at (a) '’ensemble des atomes de A
dominés par a. Nous avons évidemment, at(o) = &, at (1) = X, et
pour toute famille (a;);c; d’éléments de A possédant une borne supé-

rieure dans A,
<\/ ) U at (a;).

el

D’ou il résulte que I'application h de A dans I’anneau des parties de Y,
définie pour tout a dans A, par

ha={J:JeYetJnat(a) Z0},

est un hémimorphisme unitaire complet.

Cet hémimorphisme vérifie la condition (2) du théoréme précédent.
En effet, si (a, ..., a,, a) est une suite d’éléments de A telle que, pour
tout i, iZi<Zn, a;< a, il existe, pour tout i, un atome z; dans at(a,)
n’appartenant pas a at(a). Soit J = {x;: 1=i~n/|. Par définition,
Jnat(a) est vide, i.e. Jegha, et, pour tout i, Jnat(a) Z 9, ie.

Je n ha;. D’ou n ha; § ha.

Soit C, le sous-anneau de ’anneau des parties de Y engendré par hA
(il est clair que ce sous-anneau est propre si et seulement si A est infini);
et désignons par h, I'hémimorphisme de A dans C, ayant méme graphe
que h. Nous déduisons de ce qui précéde et du théoréme 5, le résultat
suivant :

TuEOREME 6. — Si A est un anneau atomique, I'’hémimorphisme cano-
nique h,, défini ci-dessus, est un hémimorphisme unitaire libre sur A.
En outre, il est complet.

COROLLAIRE. — Soit h: A — C un hémimorphisme unitaire libre sur
un anneau booléien A afomique.

(i) C est atomique.
(ii) Si A est fini et posséde n atomes, C possede o"—1 atomes.

Démonstration. — 11 suffit de démontrer ce résultat pour 1’hémi-
morphisme canonique h,. Si J est une partie finie non vide de X, on a

clairement
(=M hxn +h \!

xed
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ce qui montre que { J}eC,. Donc C, est atomique, et Y est I’ensemble
des atomes de C,. Si A est fini et posséde n atomes, Y est ’ensemble
de parties finies non vides d’un ensemble de n éléments, il a donc 2»—1
éléments.

4. Anneaux monadiques libres sur un anneau booléien.

DEFINITION 5. — Soit A un anneau booléien. Si (S, 3) est un anneau
monadique et si u est un homomorphisme de A dans S, nous dirons
que la suite (S, 3, u) est un anneau monadique libre sur A si, pour tout
anneau monadique (S, 3') et tout homomorphisme u’ de A dans S,
il existe un unique homomorphisme f de S dans S’ tel que f3 =3'f
et fu=u'.

Il résulte de cette définition que si (S, 3, u) et (S, 3’, u’) sont tous
deux libres sur A, f est un isomorphisme.

Sih: A -> C est un hémimorphisme unitaire libre sur 4 et si (S, 3, u, v)
est un anneau monadique libre sur h, (S, 3, u) est libre sur A. En effet,
soient (S, 3") un anneau monadique et u’ un homomorphisme de A’
dans S’ (%).

Posons h" = 3’ u"; h' est un hémimorphisme unitaire de A dans §,
donc il existe un homomorphisme g de C dans S’ tel que gh = h'=3'u’.
Comme C est engendré par hA, gC est engendré par ghA =3J'u’"Ac3I' S,
donc gCc 'S, et par suite, il existe un homomorphisme f de S dans S’
tel que f3 = 3'f, fu = u’ et fv = ¢. Vérifions enfin I'unicité de f. Suppo-
sons que f et f soient deux homomorphismes de S dans S’ tel que

If=f3a, 3Ff=f3, fu=u=fu
Nous avons, pour tout a dans A,

foha = f 3 ua = 3'fua = 3'fua
=f3 ua = fvha,

donc fv et fv coincident sur hA. Comme hA engendre C, on a fv = fv,
dou f=f.

Le résultat précédent va nous permettre d’utiliser les théorémes 3
et 5 pour caractériser les anneaux monadiques libres sur un anneau
booléien A.

(*) Dans [3], Halmos a donné une construction de nature topologique de (S, 3, u).
H. Bass dans [1] a étudié (S, 3, u) dans le cas particulier oul ’anneau booléien A
est librement engendré par un nombre fini de générateurs; une partie des résultats
de [1] sont généralisés par le théoréme 8 ci-dessous.
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TuEOREME 7. — Soient A un anneau booléien, (S, 3) un anneau mona-
dique et u un homomorphisme de A dans S. Alors (S, 3, u) est libre sur A
si et seulement si les conditions suivanfes sont vérifiées :

(1) S est engendré par uAu 3 uA (ce qui implique que 3 S est engendré
par 3 ul);

(2) Pour tout entier n > 1 et toute suite (a, . . ., a,, a) d’éléments de S, tels
que
A 3 ua;= 3 ua,

il existe i, 1i-n, tel que a;,= a (ce qui implique évidemment que u
est injectif).

TuEOREME 8. — Soient A un anneau booléien atomique, X I’ensemble
des atomes de A, Y Uensemble des parties finies non vides de X, et Z I’en-
semble des couples (x, J)Ye X x Y tels que x€J. Si 3 est le quantificateur
sur B(Z), associé a la partition (Z,),cy de Z définie par

Z,={(x,K)eZ:K=1J)}

pour tout JeY. Si u est ’homomorphisme canonique de A dans B (Z)
tel que pour tout ac A,

ua—={(x,J)eZ:rx=al,

et si S est le sous-anneau de B (Z) engendré par uA v 3 uA, le sous-anneau
monadique (S, ) est libre sur A.

Démonstration. — Soit h,: A — C4, T’hémimorphisme libre sur A,
défini dans la section précédente, et v 'homomorphisme de C, dans B (Z),
défini pour tout PeC,, par

vP—={(x,J)€Z:JeP}.

On a, pour tout a dans A, ua = vha car, pour tout (z, J)€ua, on
ax=a,etxed, donc Je€ha, et par suite (z, J) € vha.

D’autre part, pour tout a dans A, et tout P dans C,, tel que ua =P,
on a ha = P. En effet, soit J € ha, il existe x dans X tel que zeJ et
x~a, donc (z, Jyeua, d’ou (x, J)eyF, et par suite JeP. D’autre
part, on vérifie facilement que vC,= 3 S, donc uA vvC, engendre S.
D’ou il résulte que le couple (u: A — S, v: C,— S) est la superposition
libre de h & l’application identique de A, donc, d’aprés le théoréme 3,
(S, 3, u, v) est ’'anneau monadique libre sur h,, et, par suite, (S, 3, u) est
libre sur A.
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