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SUR LE THEOREME DE FROBENIUS (*)

PAR

Jean-Pavr PENOT.

La premiére partie de ce texte contient I'essentiel de ce travail :
grosso modo, on y établit I'équivalence du théoréme de Frobenius et du
théoréme des fonctions implicites. Cette relation entre ces deux piliers
de la géométrie et de la topologie différentielles n’a rien pour surprendre :
tous deux se déduisent de la méthode des approximations successives.
Le théoréme de Frobenius, qui peut étre établi a partir de ce résultat
de maniére directe (cf. I’appendice, inspiré de N1kLIBORC [14]) est cepen-
dant généralement présenté comme une conséquence de I'équation aux
variations d’une équation différentielle ordinaire dépendant d’un para-
métre. Notre démarche provient aussi de cette voie : il suffit de remarquer
que le procédé exposé par J. RosBin [20] peut étre modifié pour obtenir
précisément 1’équation aux variations.

La seconde partie expose les diverses versions globales du théoreme.
Celle en termes de sous-fibré se trouve dans S. Lang [10], et celle en
termes d’équations différentielles est exposée dans M. Lazarp [11]. Outre
des compléments 4 ces présentations, on apporte, aux notions classiques
de formes différentielles et de systémes différentiels, le langage contem-
porain des fibrés. :

La derniére partie est consacrée a quelques applications. Celles qui
ont été choisies ici sont fort classiques en dimension finie. Bien que les
résultats soient similaires dans le cadre banachique les méthodes habi-
tuelles ont dit souvent étre réformées.

La terminologie et les notations sont conformes & celles de
N. Boursaki [2]. En particulier, immersions, submersions, etc. sont
directes. Les connaissances requises de théorie des connexions pourront
étre trouvées dans [7], [9], [12], [18] et [19].

(*) Travail dont 'auteur a été subventionné par le Conseil national de Recherches
du Canada, n° A-7204.
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1. Relations entre les théorémes de Frobenius et des fonctions
implicites.

(A) Théoréme de Frobenius local.

A Taide du théoréme des fonctions implicites nous allons prouver
I'énoncé suivant :

TrEOREME 1.1. — Soit O un ouvert du produit EXF de deux espaces
de BanachE et F, et soitf: 0 — L(E, F) un C"-morphisme(re N*u{o |U{w})
tel que, pour tous (x, y)€0, a, beE, on ait la relation
(Frob) Dif(x, y).a.b +D:f(x, y).f(x, y).a.b

=Dif(x,y).b.a +D:f(x,y).f(x, y).b.a.

Il existe, pour fout point (x., y,)€ 0. un voisinage U XV de ce point,

contenu dans O, el un C’-morphisme a: UXV — F tel que

{ D,a(z, y) = f(x, o (x, y)) pour tout (z,y)e UXV,
(T, Y)=1y pour tout yeV.

Nous pouvons évidemment supposer que (X, §,) est le point (o, o)
et que O est le produit de boules centrées en o et de rayon 2 a. Posons

I={o, 1), G=Ci(I,F)={v:I->F,vyeC,y(0)=o0l,
H=C(I,F);

ce sont des espaces de Banach pour les normes

Iyl =sup(lv@ 1 +17O0) et [fnl]=sup(ju@) )

respectivement. L’application de dérivation v — 7 est un isomorphisme
linéaire de G sur H. Désignons par B,(L) la boule ouverte de centre O
et de rayon a d’'un espace de Banach L. Définissons I’application

g: Bu(E) X Bu(F)X B.(G)—~H
par

9@ g NGO =1O—flz, y +v@®).=

11 est facile de voir que g est un C-morphisme, f étant un C™-mor-
phisme, et que

(D:9(, y, 1)-B) (O = BO —D:f (tz, y +1(1).B() ..

Comme D; ¢ (o, 0, 0).3 = (3, le théoréme des fonctions implicites assure
Pexistence de boules ouvertes U, V, centrées en O dans B.(E) et B.(F)
respectivement, et d’un Cr-morphisme ¢:UXV — B,(G) tel que
9(0, 0) =0 et g(z, y, ¢(x, y)) = o pour tout (z, y)€ UX V. Nous pou-
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vons supposer de plus que Dsg (x, y, ¢(x, y)) est inversible pour tout
(x, ;peUxV.

Si nous posons «(z, y) =y + ¢(z, y) (1), nous obtenons un C’-mor-
phisme o« de UXYV dans F, vérifiant o (o, y) =y, car ¢(o, y) (0) = o
et gt(cp (o, ) () = o, d’aprés les définitions. Il reste a voir que, pour

z€ E arbitraire,

D,a(z, y).z = f(x, 2(x, ).z
Si nous posons

h®) =9 9.9 O, )=ty +e@y@O).2 =1 y).2
avec .=y + o(x, y) (f), il nous suffit d’établir que h(f) = [(f) pour

tout {€l, ou encore que D;g(x, y, o(x, y)).(h— 1) = o.
Le théoréme des fonctions implicites nous assure que

D;g(, y, ¢ (2. y)).Dio (@, y).2=Dig(x, y, 2 (2, y)).2
soit
(Diig(x’ Y, CP(x’ y))'h) (t) = tle(tx’ yl)'z~x +f(tx’ yl)'z°

D’autre part,

Dsg(@, y, 9. y))-D () = 1) —D.f (tz, yo).1(t).x
=f(tx, y.).z + D, f(tx, y.).x.z +tD:f(tx, y.).f(tx, y.). 2.z
—tD,f(tzx, yo) f(tx, y.).z.x,

en notant que

Ty=30 +o@ 0O =)z

d’aprés la définition implicite de ¢. La relation (Frob) assure 1'égalité

T

Dyg (@, y, 2 (x, y)).(—h) =o,
ce qui termine la démonstration.

ReMARQUE 1. — La démonstration précédente vaut pour des espaces
de Banach réels ou complexes.

REMARQUE 2. — Si L est un espace de Banach, et si f était définie
sur un ouvert O du produit E X F X L, nous aurions prouvé, par une
simple modification des notations, qu’il existe, pour tout (xs, y,, 2,) €O,
un voisinage Ux VX W de ce point, contenu dans O, et un C"-mor-
phisme R: UXUXVXW — F tel que

(1) DiR( ', y, ) =f(x R( &, g, 1), )
pour tout (z, z', y, )e U2 X VX W,
(2) R(', 2, y, ) =y pour tout (z', y, )e UXVXW.

BULL. SOC. MATH. — T. 98, FASC. 1. 4
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REMARQUE 3. — L’unicité du morphisme o (resp. du morphisme R
de la remarque précédente) provient de I'assertion correspondante dans
le théoréme des fonctions implicites : si 3 est une autre solution sur U x V
(les données étant celles de la démonstration), on obtient une appli-
cation ¢ : UXV — G en posant U(z, y) () = B(lx, y) —y qui vérifie
I'équation implicite g(z, y, V(x, y)) = o. D’olt I'égalité ¢ = ¢, et § = a.

(B) Théoréme des fonctions inverses.

Le théoreme de Frobenius local nous permet d’établir le théoréme
des fonctions inverses sous la forme suivante (qui exclut le cas r =1).

TuEoreME 1.2, — Soit f: A—F un C-morphisme (2 <r < w),
A étant un ouvert d’un espace de Banach E. Si, pour a€ A, Df (a) est un
isomorphisme de E sur D, il existe des voisinages U et V de a et b = f (a)
dans A et F respectivement tel que fy soit un C'-isomorphisme de U sur V.

Preuve. — Nous pouvons évidemment supposer a = o, b = o, et Df (x)
inversible pour tout x€ A. Si nous posons u(x) = Df (x), v(z) = u(x)~',
I'équation

{ Dia(y, ) = v(2(y, 7)),

| a(o,2) =2
ayant un second membre de classe C"—' qui vérifie la condition (Frob), car

Dv(z).(v(@)£).n =—v(x)Du(®).(v(@)E).(v(2) 1)
=—v(@) D*f ()@ (@)E) (v(z) 1)

est symétrique en £ et v, posséde une solution « de classe C'', définie
sur un voisinage V,x U, de (o, o) dans F X E. Posons ¢g(y) = « (y, o)
pour y€ V,. Comme nous pouvons prendre V, connexe, et comme
D(f - 9) (y) = 1ds pour tout ye Vy, fo g(o) = o, nous avons fo g = Id,..
De plus, g est de classe C", Dg étant de classe C'—'.
De la méme facgon, ’équation
D, B(x.y) =Dg(E(, y))~'s
Bl =y
posséde une solution de classe C'—', définie sur un voisinage U, XV,
de (o, o) dans E X F. Nous en déduisons un C"-morphisme h: U,— V,

avec h(o) =o et goh = Idy,; nous prenons U,cU,. Pour reU,,
f@) =(fogoh)(x) = h(xr), de sorte que go fy,= Idy,. Alors

V=[(U.) =g (Us)

est ouvert dans V,, donc dans F, et f est une bijection de U = U, sur V,
d’inverse ¢ de classe C'.
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2. Globalisation.
(A) Formulations en termes de fibrés.

Donnons tout d’abord les versions traditionnelles du théoréme de
Frobenius, dans une formulation utilisant le langage des espaces fibrés
vectoriels. Dans ce paragraphe, X désigne une C’-variété (2 = r = o).

DeriNiTION 2.1. — Un C*-sous-fibré o =(E, a, X) (s<=r—1) de
wx=(TX, t5, X) pour un monomorphisme j: E — TX est dit intégrable
si, pour toul x,€X, il existe une carte feuilletante (v, U, E,x F,) de X
en x,, c’est-a-dire un C'-isomorphisme ¢ d’un ouvert U de X contenant x,
sur un ouvert d’un produit E, X I, d’espaces de Banach, avec @ (x,) = (o, o),
tel que (T o j, 9) soit un isomorphisme de (Ey, o, U) sur le fibré trivial
(@ (U)X Ey X {0}, pi, 9(U)).

Pour ye Fy, P = ¢—'(E, X { y}) est appelée une plaque du feuilletage
défini par E[i. e. par (a, j)]. C’est une sous-variété de X, dont l’espace
tangent est Ep. Si E est intégrable, les plaques forment une base d’une
topologie sur X, dont les composantes connexes sont appelées les feuilles
du feuillage défini par E.

La feuille d’'un point x,€ X est I’ensemble des points x, de X qui
peuvent étre joints a xz, par une courbe intégrale x, de E [c’est-a-dire
Z/.€ j(E,,) pour tout f]. Les feuilles sont munies, par les restrictions
aux plaques des cartes feuilletantes, d’une structure de C:*+!-variété
immergée injectivement dans .X.

Les deux propositions qui suivent s’avérent d’une fréquente utilité.
On comparera la seconde a la proposition 1, § 9, chap. III de [3].

ProrosiTioN 2.1. — Soit X une C-variété feuilletée par un C*-sous-
fibré intégrable E(1 s r—1), el soit Z une C’-variété (1=p s +1).
Sif:Z — X est un Cr-morphisme tel que Tf(TZ)C j(E), et si Z est connexe,
il existe une feuille W telle que f(Z)c W et que f soit un CP-morphisme
de Z dans W.

Preuve. — Soient a€ Z, et W 1a feuille de f(a); par raison de connexité,
f(Z)c W, il nous suffit donc d’établir que f est, au voisinage de a, un
Cr-morphisme a valeurs dans W. Choisissons une carte feuilletante
(¢, U, E,xF,) de X en f(a), et prenons un voisinage ouvert A de q,
connexe par arcs, et tel que f(A)c U. Pour tout ze A et pour tout
chemin de classe C', c: (o, 1) — A, vérifiant c(o) = a, ¢(1) = z, nous

avons & (fo ) (V€ j(Ey), donc

d . .
G@ofo0) OB ol.
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En désignant par p, la projection de E,xF, sur F,, nous obtenons
P:09°f(2) =p:o9of(a),
. d . .
puisque Et(pg ogofoc)() =o. Ainsi f(z) appartient a la plaque

WnU = ¢~ (EyX{ o {) et 'expression de f, dans la carte induite par o
sur Wn U est de classe C”.

ProrosiTioN 2.2. — Soient X, E, Z comme dans la proposition précé-
denle, et soit f: Z — X un Cr-morphisme tel que f(Z) soit confenu dans
une feuille W. Si X esi réguliére et de type dénombrable (i. e. ses compo-
santes connexes ont une base d’ouverts dénombrable), f est un C’-morphisme
de Z dans W.

Preuve. — Sous les hypothéses de la proposition 2.2, X est para-
compacte et, par suite, admet une structure de Finsler [16], donc est
métrisable. Il en est de méme de W, pour la structure de Finsler induite.
Puisque X est de type dénombrable, donc localement de type dénom-
brable, W est localement de type dénombrable (pour tout weW, la
plaque passant par w d’'une carte feuilletante est de type dénombrable).
Comme W est connexe et métrisable, W est de type dénombrable, d’aprés
un résultat de SiErPINSKI [9].

Pour établir que f est un C”-morphisme de Z dans W, choisissons un
point a€ Z, une carte feuilletante (¢, U, E, X F,) de X en f(a), et un
voisinage connexe A de a dans Z tel que f(A)c U. Soient f, et f, les
composantes de ¢ o f, sur E, et F, respectivement. Les plaques de la
carte ¢ qui sont dans W forment un ensemble au plus dénombrable,
car elles sont disjointes et ouvertes dans W. L’ensemble f,(A), qui est
connexe et dénombrable, est réduit & un point, comme l’assure le théo-
réme de Hahn-Banach. Ainsi f(A) est contenu dans la plaque de o
passant par f(a), et f est un C7-morphisme au voisinage de a.

DerFiNITION 2.2, — Un C*-fibré quotient n =(F, n, X) de tx par un
épimorphisme o :TX —~ F(s=r—1) est dit intégrable si, pour tout
point x,€ X, il existe une frivialisation 0 : Fy— U X F, de n au-dessus
d’un ouvert U de X contenant x,, et un C'-morphisme ¢ : U — F, tel que
la partie principale p, o 9 o o, de » dans cetfe carte vectorielle soit la diffé-
rentielle extérieure de ¢ :

p:o0owy=dg(= p.° Tg).

Ceci s’exprime encore par o (u) = 0—!(z, dg(u)) pour ue TU, x = ~x(u).
Remarquons que g est nécessairement une submersion. Lorsque F est
trivial et que 'on considére w comme une forme différentielle & valeurs
vectorielles, on dit aussi que » admet un facteur intégrant [si F = X X F,,
 est donné par un C*-morphisme a: U — GL(F,), et la partie prin-
cipale w, de w est de la forme adg].
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Nous avons commis I'’abus de confondre un sous-fibré et le mono-
morphisme associé, un fibré quotient et I’épimorphisme associé, et nous
le commettrons encore s’il ne préte pas a confusion. Il est facile de vérifier
a l'aide du théoréeme des fonctions inverses que si w:7y—7 est le
conoyau d’'un monomorphisme j:a — 7y, w est intégrable si et seule-
ment si j lest.

DEriniTION 2.3. — Un C’-projecteur P :ty— tx (C*-section de
L(zx, tx), vérifiant Po P = P), avec s=r—1, est dit intégrable si,
pour tout x,€X, il existe une C'-carte en x, dans laquelle Uexpression
de P soit constante.

Autrement dit, pour tout xz, € X, il existe une carte ¢ = (U, 9, E, X F,)
telle que T¢ o Po T ¢! = Ido) X p1, p:+ désignant la projection cano-
nique de E, X F, sur E,.

TuEOREME 2.1. — Chacune des conditions suivantes est nécessaire el
suffisante pour qu'un Cs-sous-fibré j:a — tx(1=s=r—ri1) soit inté-
grable :

(a) le crochet de U'image par j de deux C'-sections locales de « est 'image
d’une section de «;

(b) pour loute 1-forme différentielle locale de classe C' sur X s’annulant
sur j(E), la 2-forme différentielle dw s’annule sur j(E) X xj (E);

(c) (dans le cas ot X admet des C*—'-partitions de l'unité) il existe
une C*—'-connexion syméfrique sur X induisant une connexion sur o.

Pour r, s€ {0, w |, les conditions (a) et (b) peuvent s’exprimer agréa-
blement en termes de faisceaux. Ces assertions sont établies dans [10].
L’assertion (c) est due & WaLkER [21]. 1l est facile de voir qu’elle est
suffisante. Soit V. la dérivation covariante associée a4 la connexion symé-
trique donnée sur ty; désignons par le méme symbole la connexion
induite sur a. Si ¢ =jos, ¢’ =jos sont deux C'-sections locales
de j(E), nous avons

[0,0']=Vs0'—V50=j(Vss')—j(Vss),

et la condition (a) est vérifiée. Montrons que I’assertion (c) est nécessaire.
Soit ¢;=(U;, 9;, E; X F;), pour i€ I, une famille de cartes feuilletantes
dont les domaines U; recouvrent X; nous pouvons supposer que les o,
sont de classe C°. La connexion triviale sur ¢;(U;) se transporte en une
connexion sur U; qui induit sur o, une connexion. En recollant ces
connexions au moyen d’une C°—'-partition de 1’'unité subordonnée au
recouvrement de X par les U;, nous obtenons une C*~'-connexion symé-
trique sur X induisant sur « une connexion. Le critére (c¢) s’applique
notamment pour un C'-sous-fibré sur une variété banachique para-
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compacte de classe C?. La démonstration de WALKER aboutit au résultat
suivant, un peu moins général : Si X est une Cr-variété admettant
des Cc-partitions de l'unité (1==s—=r—i1=o00), un C*-sous-fibré =
de 7x est intégrable si, et seulement si, X peut étre munie d’une
Cs~'-connexion symétrique induisant sur « une connexion. La preuve
consiste a choisir un C*-projecteur P de TX sur j(E), une C*—'-connexion
symétrique arbitraire sur 7x (dont la dérivation covariante associée est
notée V), et a prendre sur vy la C*—'-connexion dont la dérivation cova-
riante V' est donnée par

ot =Vt —(I—P) (Vs PZ +V:Po) + é(I_P) (Voo P2 4 Vit Pa),

g et £ étant des C'-champs de vecteurs locaux sur X, et I 'application
identique sur TX. Pour vérifier qu’'on a bien 13 une C*—'-connexion il
suffit de trivialiser; c’est évidemment une connexion symétrique, et
VoP: = PV, Pt pour tout champ de vecteurs local £, ce qui prouve
que V' induit une connexion sur j(E), donc sur E.

Donnons maintenant un énoncé dual. Rappelons tout d’abord que
I’espace tangent T F a I'espace total F d’un fibré vectoriel 3 = (F, 3, B)
en un point {(b) de la section nulle se décompose canoniquement en
F,@® T, B a l'aide de la section nulle { et de I'isomorphisme entre un
espace vectoriel et son espace tangent en un point. Notons v le pro-
jecteur de TF |- 5 sur F qui apparait ainsi.

Lemme 2.1 (Porteous). — Soit f: (E, 2, B) —~(F, 3, B) un B-mor-
phisme de C'-fibrés vectoriels tel que E' = Ker f soit un sous-fibré vectoriel
de E. Il existe un C'—'-morphisme bilinéaire unique df: TBX yE'— F,
appelé dérivée inirinséque de f, tel que, pour ve T, B, et s une C"-section
locale de E avec s(b) = ¢’ €E’, on ait

of (v, &) =v(T(fs3) )

Pour établir ce lemme, il suffit de trivialiser : Si ¢ et } sont deux
cartes vectorielles de E et F respectivement, au-dessus d’une carte
v =(U, y, B)) de B, avec 9(Ep) = (U)X E,, VY(Fr)=y(U)xF,, et
si a:y(U)— L(E,, F,) est I'expression de f dans ces cartes, soit
Yofooi(x, &) =(x, a(x) e) pour (z, e)ey (U)X E, lexpression de df
est donnée par

@, y, ¢) > (x, Da(x).ye’) pour (z, y)€ Ty (U), (2, €)€o(E).

Nous pouvions établir directement I’existence de df en montrant I'inva-
riance de cette expression par changement de cartes vectorielles. Nous
pouvons maintenant énoncer le résultat suivant :
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THEOREME 2.2. — Chacune des conditions suivantes est nécessaire et
suffisante pour qu'un C*-épimorphisme o :7y—>n(1=s=r—1) soit
intégrable :

(a) le crochet de deux C'-champs de vecteurs locauxr annulés par o est
annulé par w;

(b) la différentielle extérieure de la partie principale de » dans une
trivialisation arbitraire de v s’annule sur tout couple de champs de vecteurs
locaux annulés par ;

(c) la dérivée intrinséque ow de o induit une application bilinéaire
symétrique du noyau « de » dans 1 ;

(d) (dans le cas ot X admet des C*—'-partitions de lunité) il existe
une C*—'-connexion symétrique sur tx induisant par « une connexion sur 7.

Cette derniére condition peut encore s’exprimer par Vo = o, V dési-
gnant la dérivation covariante dans L(ry, n) associée aux connexions
sur 7y et n ([7], [19]), ou encore par l'égalité :

d¥ w(s, s') = o pour s, s' sections locales du noyau « de o,

la Cs—'-forme diftérentielle vectorielle de degré 2, d“we Cs (Alt? (tx; 1)),
étant définie par

Ao, v) =V, wov—V.00ou—wo[u, v]

pour u, vC'-champs de vecteurs locaux sur X, V désignant cette fois
la dérivation covariante induite par la connexion sur .

On retrouve, avec la condition (b), une condition bien classique d’inté-
grabilité dans le cas ou F est un fibré trivial X X F,. Ces assertions
peuvent étre établies directement ou peuvent étre déduites du théo-
réme 2.1 en considérant le noyau « de w. On peut aussi voir leur
équivalence a priori. Optons pour la derniére méthode. Pour tout point
a€ X, nous pouvons trouver une carte o =(U, ¢, E, X F,) de X en aq,
et une trivialisation ¢ : F,— o (U) X F, au-dessus de ¢ pour lesquelles w
s’exprime par

@, y, u,v)>(x, y, v—f(x, y)u avec (2, y)eo(U), (u,v)eE,XF,.

Les conditions (a), (b), (¢) ou (d) s’expriment dans ces cartes par la
symétrie de I'application

(w, u')—~>Df(x, y).f(x, y) u.u'+Dsf (x, y).u.u" de E,xE, dans F,.

Le théoréme de Frobenius local assure alors 1’existence d’un C*-mor-
phisme « d’un voisinage de (o, o) dans ¢(U) & valeurs dans F, avec
D,a(x, y) = f (x, «(x, y)) et «(o, y) = y. L’inverse (z, z) - (z, ¢(, 2)) de
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Papplication (z, y) —(x, 2(x, y)) est définie sur un voisinage U,x V,
de (o, o) dans E,x F,, et nous avons

Dy (x, y) (u, v) = D2 g(, 2). [v—D,2(x, g(x, 2)).u]
=D,g(, 2).[v—f(x, 2).u],

D, g(x, z) étant un isomorphisme de F, sur F, pour (z,z)€ U,Xx V,,
nous avons établi les conditions suffisanfes. Les conditions nécessaires
sont immédiates.

Avant de donner des conditions d’intégrabilité pour un projecteur,
énoncons un lemme, di 4 NweNHUIS, dont la démonstration est immé-
diate par trivialisation.

Lemme 2.2. — Si A et B sont deuxr Cs-sections de L(ry, 7x)
(= Cs-morphismes de fibrés vectoriels de ~x dans ty), il existe une C*—'-sec-
tion unique de L?(tyx; 7x), notée N,p(1=s=r—1), telle que, pour
tous champs de vecteurs locaux &, o de classe C', on ait
2N, 5, 0)=[AE, Bo]+[BE, Aol + AB[E, o]

+ BA[;, o] —A[%, Be]— A[B%, o] — B[£, Ac]— B[A¢E, ).

En particulier, pour A = B, on a, en posant N,= N 4

NG, 0)=[AL, Ac]+ A*[E, o] — A[E, Ao] —A[AE, o).

THEOREME 2.3. — Chacune des conditions suivantes est nécessaire et
suffisante  pour qu'un Cs-projecteur P :tx—>Tx(1=8=r—1) Ssoit
intégrable

(a) pour tous C'-champs de vecteurs locaux £, o, on a
P[P¢, Ps]=[P;, Pa] et Q[Q%, Qo] =[Q%, Q7]

avec Q = I — P;

(b) Np'-: 0}

(¢c) 'image de P et le noyau de P sont des sous-fibrés intégrables de t;

(d) (lorsque X admet des C*—'-partitions de U'unité) il existe une C*—'-
connexion symeélrique sur tx pour laquelle P soit un morphisme de fibrés
a connexion.

La derniére condition s’exprime encore en disant que P est parallele
pour la connexion considérée, c’est-a-dire que VP = o, V désignant la
dérivation covariante dans le fibré L(tx, Tx) associée a la connexion
donnée ([7], [19]). Les conditions (a) et (c) sont a priori équivalentes,
d’aprés la condition (a) du théoréme 2.1. Comme

Np( o) =[P%, Po] + P[E, o] — P[E, Po]—P[PE, o],
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nous avons
PNy, 0)=P[(I—P)i, (I—P)o]= P[QE Q7]
ON»(, 9) = Q[ PE, Po],

de sorte que (a) équivaut aussi a (b). Remarquons que P est intégrable
si, et seulement si, le projecteur supplémentaire Q = I — P est inté-
grable. La condition (d) entraine la condition (a) en vertu de la relation

[£, o]=Veo — Vi,
de sorte que ¢ = Pg, {= P% assurent
|P:, Pol= P[P¢, Po]
et Po= Pf{= o assurent
P[5, 0]l=P(Vio—V5t) = Vi Po— VPt =o.

La condition (d) est nécessaire, comme on le voit en recollant au
moyen d’une partition de l'unité des connexions qui se transportent
par des cartes du type de celle de la définition 2.3 en des connexions
triviales. Il reste a4 voir que les conditions (a) ou (b) ou (c) sont
suffisantes.

Notons E I'image de P, et F le noyau de P. D’aprés le théoréme 2.1,
la condition (a), (b) ou (c) assure que, pour tout a€ X, il existe des cartes
feuilletantes ¢ =(4, 9, E, X F.), $=(4, ¢, E;xXF,) en a pour E et F
respectivement. Posons

9=(91,9), Y= P) et x=(91, o).

Puisque, pour b€ A, T 9 est un isomorphisme de E; sur { o (d) | X Eo X { o}
et Ty¢ un isomorphisme de F; sur { 4(b) | x{ o} X Fy, le morphisme y
est un isomorphisme local en a, et une carte feuilletante pour E et F
a la fois. L’expression de P dans cette carte est le projecteur constant

de E,x F, sur E,. C. Q. F. D.

Soit 7 : E — B une C’-submersion surjective, avec r = oo ou », pour
simplifier. Pour k€N, soit mn;: J;E — B la submersion des k-jets de
sections locales de w, avec J,E = E, m,=m=. Pour k=< m, notons
Ttm : JmE — JiE le morphisme fibré canonique au-dessus de B, et
identifions J, E a son image canonique dans J,,—:J:E.

Si R: est un sous-ensemble de J:E, notons J,R; le sous-ensemble
de J,J:E formé des 1-jets de sections locales de m; dont I'image soit
contenue dans R;. Le sous-ensemble R;. ., = J;RinJiE de Ji 1 E est
appelé le premier prolongement de R;.

Si n:F— E est une submersion, nous dirons qu’une sous-variété S
de F est strictement transverse a » si, pour tout s€ S, T, F est somme
directe (topologique) de TS et de (Ts7n)~'(o).
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DEFINITIONS 2.4, -—— Un systéme différentiel (non linéaire) d’ordre k
sur m est un sous-ensemble Ry de J,E. Un tel systéme est dit réqulier si R
est une C"-sous-variété de JiE; il est dit explicitable s’il est régulier et
si Ry est sirictement transverse i1t Une solution du systéme Ry est
une C'-section locale de m dont le k-jet, la ot il est défini, appartient & Ry.
Le systéme Ry est dit intégrable si tout point de R, est le k-jet d’'une solulion.
Le sysiéme Ry est dit 1-formellement-intégrable si w4 induit une surjec-
tion de Ry sur Ry.

Exemple. — Soit n: F — B une autre submersion, et soit D un opé-
rateur différentiel d’ordre k de & dans F (faisceaux des C’-sections
locales de 7 et m resp.) défini au moyen d’un morphisme fibré ¢ : J E — F
par légalité D(s) = ¢ o jzs pour s€é&. Pour toute section globale a
de n, Ry= 9~'(a(B)) est un systeme différentiel d’ordre k sur =, en
général non régulier, méme lorsque 7 et »n sont des fibrés vectoriels, D un
opérateur différentiel linéaire et a la section nulle de ». Dans ce cas,
il est régulier, et méme explicitable, si le symbole o(D) de D, considéré
comme un morphisme de Lf(z5; 7) dans 7, est un isomorphisme.

Exemple. — Soit mw: BXF — B une fibration triviale; notons 7 la
seconde projection 7 : BXF — F. Comme on a un isomorphisme cano-
nique entre

(J:(BXF), 7., BXF) et (L(z*TB, n*TF), L(%*ts, 7'ts), B X F),

toute section de ce dernier fibré définit un systéme différentiel explici-
table sur w. Ainsi une équation différentielle, telle qu’elle se trouve
définie dans le paragraphe suivant, apparait comme un cas particulier
de systéme différentiel.

Remarque. La définition donnée est plus restrictive que les défi-
nitions habituelles qui définissent un systéme différentiel d’ordre k
sur = comme un sous-faisceau R, de J(E; mais la définition donnée
sera plus commode pour notre propos. Il est immédiat de constater
quun systéme différentiel intégrable est 1-formellement-intégrable.
Une réciproque partielle peut ainsi étre formulée.

TukorEME 2.4. — Tout systéme différentiel d’ordre k explicitable ef
1-formellement-intégrable est intégrable.

Preuve. — Le probléeme étant local, nous pouvons supposer que B
est un ouvert U d’un espace de Banach B, que E = U Xx V, V étant un
ouvert d’un espace de Banach F, © étant la premiére projection. Puisque
le systéme différentiel R; est explicitable, nous pouvons supposer, quitte
a restreindre U et V, que R; est le graphe dans

U X VX L(Bo; F) X...x L{(Bo; F)
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d’'un  C-morphisme f de Ux VX L(Boy; F)X...x L' (By; F) dans
L*(B,; F). Cette observation termine la démonstration pour k = o,
cas que nous écarterons maintenant. Posons

Fy=F x L(By; F)X ... x L' (B; F).

Etant donnés z,€U, y,€V et z,=(yo, yis ..., yi')eFs, donc un
point (x, zo, f (%o, 20)) de R;, nous sommes ramenés a trouver une solu-
tion du systéme différentiel :

Dy (z) = y' (2), Y (@) = Yo,
Dy' (x) = y* (), y' (x0) = ¥is

Dy~ @)= @ y@. y' @, - g @)y @)=y

Considérons ce systéme comme une équation différentielle de la forme
Dz(x) = g(z, z(x)), z(x,) = z,, dont le second membre est défini sur
un ouvert de B, X Fi, et a valeurs dans L(B,; F;). La condition d’inté-
grabilité formulée dans le théoréme 1.1 s’exprime par la symétrie des
applications bilinéaires :

(a, b) >y*(x).a.b, ..., (a, b)—>y~'(x).a.b, (a, b)—f(z,2).a.b,

(a, b)) D, f(x, 2).a.b +D:f(x, 2).y' (x).a.b ...

+Dif(x, 2). 9" (). a. b+ Dys f (2, 2) . [ (x, 2).a. b

prenant leurs valeurs dans F, ..., L~ (B,; F), Ls*(B,; F) et L*~'(B,; F)
respectivement. Les premiéres sont symétriques par construction.
La derniére l'est, car, pour tout (z,z)eU XV X...x L' (By; F), il
existe un point

(@, z, f (@, 2), W)€ Ry c U X Fi X LY(By; F) x L (B,; F),
I'élément we L4+ (B,; F) étant de la forme
w=D,f(, 2) +D:f (x, 2).y" +... +Dif (%, 2). Y +Disf (, 2).f(x, 2).

L’existence d’une solution découle donc du théoréme 1.1.

(B) Théoréme de Frobenius et équations différentielles.

Soient X, Y et L des C'-variétés (reN*u{oco |U{w}|); désignons
par px, py, p. les projections canoniques de X X YX L sur X, Y et L
respectivement, et par @ le fibré L(pxtsx, pi7y), de base X X Y X L et
de fibre L(T.X, T,Y) en (z,y, )X X Y x L.

DErFiNITION 2.5. — Une équation différentielle (du premier ordre) de X
dans Y, dépendant d’un paramétre 2. € L et de classe C’(o=s <= r—1),
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est une C--section f du fibré m. Une solution pour un paramétre e L
est un C'-morphisme u : U — Y (U ouvert de X) tel que T,u = f (z, u(x), )
pour tout xe U.

Pour X =R, L(T.R, T,Y) s’identifiant a T,Y, nous retrouvons la
notion habituelle de champ de vecteurs sur Y, dépendant d’un para-
métre A€ L et du temps. Dans ce cas, les résultats généraux d’existence
et d’unicité des solutions peuvent étre condensés en 1’énoncé suivant [11].

ScroLIE 2.1. — Si f est une équation différentielle de classe C°
(1==s=r—i1) de X =R dans Y, dépendant d’'un paraméire dans L,
il existe une application unique, appelée résolvante, d’un ouvert D de
XXXXYXL dans Y, de classe C*, vérifiant les propriétés suivanies:

(a) pour tout (x, y, )€ X X Y X L, I'ensemble
Iz, y, ) ={teX, t, z, y, \)eD}

est un ouvert connexe (= intervalle) de X contenant x, et S(z, z, y, 2) = y;
(b) pour tout (x, y, 1)eX X Y X L, et pour tout z'€l(z, y, 1), on a
I, y', ) = I(x,y, ») pour y' = S(x', x, y, 1), ef, pour tout teI(x, y, 1),
onaS{t xz,y, ) =St 2, y, 1);
(c) pour tout (x, y, ))€X X Y x L, Uapplication t - S({, x, y, 1) de
I(z, y, 2) dans Y est élément marimum de Uensemble des solutions de
Uéquation f pour le paramétre i, prenant la valeur y en z.

Dans la derniére assertion, I’ordre sur I’ensemble des solutions définies
au voisinage de x est évidemment celui de la restriction, de sorte que
cette assertion est une propriété d’unicité.

Lorsque X est une variété arbitraire, un tel énoncé n’est pas possible.
Un premier obstacle a I'existence locale de solutions réside dans la condi-
tion d’intégrabilité déja vue, que nous allons traduire dans ce contexte
nouveau.

DEFINITION 2.6. — L’équation f de la définilion 2.5 est dite intégrable si,
pour tout (x,, Yo, 2o)€ X X Y X L, il existe des voisinages ouverts Uy, Vo, W,
de %o, Yy, by dans X, Y et L respectivement, et un C*-morphisme
R:U,x U, X Vo x Wy— Y tel que, pour tout (x,2',y,2) € Uy X Uy X Vo X W,

‘ T1R($, 112', Y )‘)= f(x9 R(x’ x” '8 )\)a )‘),
l Rz, z, y, H)=1y.

Dans cette définition et dans ce qui suit, nous prenons s>1. Si 2
est un champ de vecteurs de classe C*.sur un ouvert U de X, désignons
par © le champ de vecteurs sur U X Y, dépendant d’un parameétre A€ L,
défini par

By N =C@), f@y, DE@) pour (x, y, e UXYx L.
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Il est facile de voir qu’il existe une C*—'-section, notée Frob (f), du
fibré Alt*(px7x; py<y), de base X x Y x L, de fibre en (z, y, %), I'ensemble
des applications bilinéaires alternées de T.X dans T, Y, telle que, pour
deux champs de vecteurs £, », définis sur un ouvert U de X, on ait

~

Frob(f) (¢, y, 1)-£@).n@) =[5 7] @ y, ) —[5 0] @, y, ).

Par trivialisation dans des cartes, nous déduisons immédiatement du
théoréeme de Frobenius local I’énoncé suivant.

TuEOREME 2.5. — Pour que U'équation f de la définition 2.5, de classe
Cs(1=sr—1), soit intégrable, il faut et il suffit qu’'une des conditions
suivantes soil vérifiée :

(a) Frob (f) est la section nulle de Alt*(pxtx; piTy);

(b) (dans le cas s =00 ou s = o), Iapplication % est un homo-
morphisme de préfaisceaux de Lie;

(c) pour toul } € L, le monomorphisme j;, = j| X x Y X { | est intégrable,
Jjipity— pitxP pivy étant défini par j(u) =, f(x, y, ») u) pour
@ y, VEXXYXL, ueT.X;

(d) (dans le cas ot X et Y sont paracompactes et modelées sur des espaces
de Banach séparables possédant des C*—'-partitions de l'unité) il existe une
C*—'-connexion symélrique sur XX Y lelle que, V désignant la déri-
vation covariante associée dans le fibré L(pxtx@® pi<y, pXxTx pity)
et f la section de ce fibré définie parf(x, y, V) (u, v) =, f(z, y, ») w),
on ait Vf = o.

Remarquons que, dans les conditions d’application de l’assertion (d),
la variété X x Y posséde des C'—'-partitions de I'unité, car elle est para-
compacte puisque métrisable et modelée sur des espaces de Banach
séparables C*—'-complétement réguliers. Rappelons qu'un espace de
Banach est dit Cf-complétement régulier si, pour tout voisinage V de
I'origine, il existe une C*-fonction de E dans R+, & support dans V, non
nulle & Porigine.

Comme des exemples simples le montrent, les conditions précédentes
d’intégrabilité ne suffisent pas a établir I'existence d’une résolvante
globale, au sens de la scholie 2.1 [les intervalles I(z, y, 1) étant remplacés
par des ouverts connexes]. Pour énoncer un résultat global en ce sens,
il faut avoir recours a4 une application « multivoque ».

ScHOLIE 2. 2. — Si f est une équation différentielle de classe C* (1 << s =Zr— 1)
intégrable de X dans Y, dépendant d’'un paramétre dans L, il existe une
application S, unique, appelée résolvante multivoque, d’'un ouvert D de
XXXXYXL dans 2(Y), de classe C° au sens suivant :
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le graphe G = {(x, 2', y, 2, 2), (x, 2, y, })€D, zeS(x, ', y, 1)} de S
est une C'-variélé immergée dans XX XX Y X LxY, se projetant sur
XX XXYXL par un difféomorphisme local

el vérifiant les propriétés :

(a) pour tout (x, y, })€ XX Y x L, ensemble

Iz, y y={teX, (t,x,y, )eD)|

est un ouvert connexe de X contenant x, et ye S(z, x, y, »);

(b) pour fout (x, y, )eXXYXL, e pour lous z'e€l(z, y, 1),
yeS@,x,y, 1), onal@,y,2)=I,y,?) e, pour tout "€ I(z, y, 1),
onaS@E',x,y =S, x,y, 1);

(c) pour tout (x, y, )X XY XL, el pour toute solution u:U —Y
pour le paraméire 2, définie sur un ouvert connexe U de X confenanl x
avec u(x) =y, on a u(x')e S@', z, y, 1) pour tout x' € U.

Pour (z', 2, y, )€ X XXX Y XL, on prend pour S(z', z, y, 4) I'en-
semble des points z€ Y tels que (z', z) appartiennent a la feuille passant
par (z, y) du feuilletage défini par j;, sur XX Y. Les assertions précé-
dentes découlent facilement de la décomposition en feuilles de X X Y [3].

Si I'on écarte une telle résolvante multivoque, on ne dispose que de
résultats partiels :

TutorkME 2.6. — Elant donnée Uéquation différentielle f de classe
Cs(1Ls=r—r1) intégrable, il existe un voisinage ouvert V de
A={( 29 2),xeX,yeY, reL} dans Xx XX Y X L et un C’-mor-
phisme F :V — Y tel que, pour tout (z, y, )€ XX Y X L Uapplication
F(,z,y2): Iz, y, ) > Y[ou I, (x,y, ) =2 e€X, (2, 2,y 1)V ]]
soit une solution, et que I' (z, x, y, ) = y. De plus, deux tels morphismes F
et F' ont méme germe suivant A.

La derniére phrase peut étre ainsi précisée : si F: V> Y, F' : V' -Y
sont deux tels morphismes, F' et F' coincident sur un ouvert W conte-
nant A tel que, pour tout (z, y, )€ XX Y XL, I, (x, y, 2) soit la compo-
sante connexe de x dans I,(x, y, A)n I, (x, y, &). Cette assertion, ainsi
que la possibilité de choisir V de telle tacon que les I, (x, y, 4) soient
connexes, découle du lemme suivant, dont la démonstration est laissée
au lecteur (il faut utiliser la connexité par arcs).

LemMmE 2.3. — Soit 'V un voisinage ouvert de A dans XX X x Y x L.
L’ensemble V*, réunion pour (z, y, )€ X X Y X L des composantes connexes
', y, x{(, y, »)| de (x, x, y, ») dans I, (x, y, )X {(x, y, 2)}, est
ouvert dans V.

Le théoréme 2.6 est une conséquence de la proposition suivante, qui

est une simple adaptation d’un résultat classique de la théorie des fais-
ceaux ([8], théoréme 3.3.1).
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ProposiTiON 2.3. — Soient A et B des espaces lopologiques, A élant
paracompact, el soit C un fermé de A. Soit (f;);c: une famille de fonctions
d’un faisceau ¥ de fonctions de A dans B: f;€ F(0,), telle que :

10 CS U 0:;
iel
20 pour tout (i, j)e Ix I et pour tout ce CNnO;n0;, f; et f; ont méme
germe en c.
11 existe alors un ouvert O de A contenant C, et une application f € 5 (0)
telle que, pour tout i€ I et pour fout x€ 0;nC, on ait f(x) = f:(z).

En prenant A = XXXXYXL, B=Y, C = A et, si U est un ouvert
de A, pour #(U) I'ensemble des Cs-morphismes de U dans Y dont la
restriction & UnX x{x,y, 4| est solution de I’équation donnée pour
tout (z, y, )€ XX Y X L, nous obtenons la conclusion du théoréme 2.6
en choisissant pour fonctions f; une famille d’applications du type de
celle de la définition 2.6, dont les domaines de définition forment un
recouvrement de A,

Si X est munie d’une C*-gerbe, il est un autre moyen d’obtenir le
théoréeme 2.6. Il consiste a se fixer un C*-morphisme d’un voisinage de
la diagonale de X xX dans C'(I, X) avec I = (o, 1) [C'(I, X) étant
une C™—'-variété [17], ceci a un sens], y: U — C'({, X) avec Y..»(0) = z,
Ya2' (1) = «'. Ce morphisme permet de définir un C*-champ de vecteurs
sur Y dépendant du paramétre p=(z, ', )€ UX L et du temps
par (4, y, z, &'y 2) = [ (Yaw (©), Y, 1) Y (). Si nous choisissons v de telle
facon que ... soit le chemin constant en x pour tout re€X (ce qui est
le cas pour une gerbe), nous avons un champ de vecteurs trivial pour
x = «'. La résolvante S de ce champ de vecteurs est définie pour tous
les points (¢, o, y, x, &, 1), t parcourant (o, 1) tels que (z, 2', y, 1) soit
dans un voisinage V de A. Il suffit de poser F(2', x, y, #) = S(1,0, 4,2, 2', 1)
pour obtenir I'application désirée qui est de classe C* d’aprés les résultats
classiques de dépendance des conditions initiales et des parametres de
Iintégrale d’un champ de vecteurs, ou encore d’aprés l'intégrabilité
de f et I'unicité locale des solutions.

THEOREME 2.7. — Avec les données du théoréme 2.6, il est possible de
trouver un ouvert W de X x X X X X Y X L contenant I’ensemble des poinis
(x, x, z, y, ) pourxe X, ye Y, A€ L tel que, pour tout (x", ', x, y, ))e W,
I’éqalité

F@",z,y,))=F(@", 2', F(x', x, y, ), 1)

ait un sens et ait lieu.

Pour simplifier 'écriture, omettons le parametre 2 dans la démons-
tration. Pour (r, y)e XX Y fixé, le premier membre est défini pour
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z"elr(z,y). Si '€l (x, y) et si y =F (¥, 2, y), le second membre
est défini pour "€ I, (z', y'). Les deux membres sont donc définis, et
égaux a y', pour x"==2'€I,(x, y). Notons I'(2, z, y) la composante
connexe de z’ dans I,(x, y)n I,(z', y'), et W la réunion, pour (', z, y) €V,
des coupes I*(x', x, y) X { (¢', z, y) |. Un argument similaire a celui du
lemme 2.3 montre que W est ouvert [considérer les ouverts
W={@&", 2, z, p): (@, z, y)eV, ", 2, F@, z, y)eV]| et
Wi={@" 2, 2y : @, yeV, @, z,y)eV]].

Soit x; un C'-chemin joignant z’' & z” dans I*(z', z, y). Les chemins
t—>F(x, x, y) et t— F(x, 2', y') sont deux courbes intégrales issues
de y' du champ de vecteurs (¢, y) — f (x;, y) . sur Y, donc coincident
ce qui donne le résultat voulu pour { =1.

Il est important d’avoir des critéres d’existence de la résolvante au
sens de la scholie 2.1 pour une équation différentielle intégrable. Le plus
naturel est le suivant [11].

CriTERE 2.1. — Si X est connexe, et si, par tout point
(x,y, ) e XX YXL,

passe une solution de I'équation f définie sur X tout entiére, alors celte
solution est unique, et, si nous la notons x’' — S(x', x, y, 1), nous obtenons
une Cs-résolvante S.

Un critére plus élaboré peut étre donné en suivant les méthodes de [4].

CriTERE 2.2.— Si X est connexe, et simplement connexe, si X et Y sont
munies de structures de Finsler [16], une condition suffisante d’existence de
la résolvante d’une C*-équation différentielle intégrable f est la propriété
suivante :

(P) pour tout (x, y, 2)eXXYXL, il existe ¢=c¢(x, %) > o,
n=mn(,Yy, ) >o et C=C(x,2)> o tels que la boule fermée B;(y),
de cenlre y et de rayon v dans Y, soit compléte, et que || f(z', y', 1) || < Cn
pour tout (', y') dans B:(x) X B}, (y).

On sait [18] que tout point d’une variété munie d’une structure de
Finsler est centre d’une boule fermée compléte de rayon positif, de
sorte que la condition donnée est assez naturelle. On déduit immédia-
tement de ce critére les énoncés suivants (en faisant n =1).

CriTERE 2.3. — Si X et Y sont des variétés munies de structures de
Finsler, X étant connexe et simplement connexe, Y étant compléte, une
condition suffisante d’existence de la résolvante de Uéquation f est :

(P’) pour tout (x, 2))e XX L, il existe ¢ = c(x, 2) > oet C = C(z, }) > o
tels que || f(z', y, 2) || < C pour ftout (x', y)eB:(x)x Y.
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CriTERE 2.4. — Si X est connexe et simplement connexe, et si 'Y est
une variété compacte, toute C*-équation différentielle intégrable de X dans Y
admet une résolvante.

En effet, la condition (P’) est vérifiée pour toutes les structures de
Finsler sur X et Y, et Y est compléte pour les distances associées. Plus
généralement, le corollaire aurait lieu pour toute équation f telle que
y — f(x, y) soit & support compact pour tout reX.

Esquissons la démonstration du critére 2.2. Elle consiste 4 montrer
que tout chemin x,€ C'(I, X) peut étre « relevé » en un chemin y, de Y
tel que .= f(xs, yi, )., Le point terminal y, du chemin issu d’un
point y, ne dépend que de y,, x, et x;,, comme le montre I’équation aux
variations et le fait que deux chemins de X joignant x, a x, sont C'-homo-
topes. Soit donc (o, £+( I'intervalle de définition de la solution maximale
de §.= f(xs Yi, }).%, prenant en { = o la valeur y,, le chemin z, étant
donné. Montrons que {~=1 en trouvant une contradiction a I’hypo-
thése £~ < 1. Posons

M= max] [l &1, & = e(Ti+, 1), C = C@ 1)

te (o1

Nous pouvons trouver he (o, f+( tel que (f+—h)CM <1 et que
x; € B: (x,+) pour t€ (h, t7). Soit n = v (x,+, y», 1) donné par ’assertion (P).
Montrons que y.€ By (y:) pour f€ (h, {+(. S’il n’en était pas ainsi, il
existerait ke (h, t( avec d(y. y») = n et y.€B;(y,) pour te(h, k).
Mais alors

A 19) éf/ | F@s gy ). ]] de= (e— h) CnM <,

ce qui n’est pas possible. Puisque (z., y.) € B: (x,+) X B}, (y.) pour t € (h, t(,
une majoration analogue montre que y, converge dans B/ (y;) car I'image
par y. du filtre des voisinages de {+ dans (h, {+( est une base de filtre
de Cauchy : d., y,)=|t—1t | CnM pour &, Le(h (. I est
facile de voir que y, peut alors étre prolongé en un chemin de classe C!
de (o, ) dans Y. Le théoréme d’existence locale nous assure que y,
peut alors étre défini pour > {+, en partant des données initiales (+, y,+),
ce qui contredit I'’hypothése <1 et termine la démonstration du
critére 2.2 grice a ce que nous avons indiqué en commencant.

3. Applications.

(A) Deuxiéme théoréme de Lie.

Nous nous réferrons pour ce paragraphe a [15], dont nous gardons la
terminologie (sauf en ce qui concerne les groupes locaux de transfor-
mations locales, que nous nommons troncons de transformations) et les

BULL. S0C. MATH. — T. 98, FASC. 1. 5
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notations (a I'exception de l'algébre de Lie G des champs de vecteurs
invariants a4 droite d’un groupe différentiable G, identifiée 4 T.G en
tant qu’espace vectoriel banachisable).

TurtoreME 3.1. — Soient, pour r =« ou w, M une Cr-variété, G un
Cr-groupe, et (M) Ualgébre de Lie des C'-champs de vecteurs sur M.
Pour tout homomorphisme d’algébres de Lie O de G dans & (M), continu
pour la fopologie de la convergence simple sur & (M), il existe un trongon
de transformations ¢ dont le générateur infinitésimal est 0.

LemME 3.1. — Soient B, E et F des espaces de Banach, U un ouvert
de B, et f: U— L (E, F) une application telle que, pour tout ec E, U'appli-
cation x — f(x) e soit de classe C"(r =« ou w). Alors f est de classe C'.

Ce lemme utilise le théoréme des accroissements finis et une récurrence
pour r = «, le développement en série pour r = w ainsi que le théo-
reme de Banach-Steinhaus dans les deux cas. Une démonstration simi-
laire est donnée dans [18], proposition 6.16. Ce lemme permet de montrer
que 0 provient d’une C~-section de L (u, 7y), ¢ étant le fibré trivial
P : M x G — M. Nous obtenons ainsi une équation différentielle de G
dans M; il est facile de voir qu’elle est intégrable.

Soit F: V—> M, V ouvert de GX GXM, un C-morphisme vérifiant
les propriétés énoncées dans le théoréme 2.6. Soit B, un voisinage de O
dans G tel que « exp » réalise un difféomorphisme de B, sur son image.
Pour me M, soit B,, une boule ouverte centrée en O, contenue dans B,,
telle qu’il existe un voisinage U, de m dans M avec

(exp By..exp Bm) X { e} X UncC V.

Choisissons une boule ouverte A,, centrée en O dans G, telle que
exp A,..exp A, Cexp B, et posons

D= U expAnXUnc GXM.

mem

C’est un domaine de trongon de transformations. Posons, pour (g, m) € D,
¢(9, m) = F (g, e, m).

11 nous suffit de montrer que, pour (¢, m)eD, p=o(g, m), he G
tels que (h, p) € D et (hg, m) € D, nous avons ¢ (h, p) = ¢ (hg, m). Par cons-
truction, il existe m’, m”, p’ dans M et u, v, w dans A, A, et A,
respectivement, tels que g =expu, h =expv, hg =expw et me U,,,
me U, pe U,. Puisque

expy = h = (hg) g~' == expw.exp(—u)€expA,.».expA, CexpB,
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ou B désigrie la plus grande des deux boules B, et B,», et puisque exp
est injective sur B,, v€ B. Par suite, pour {€ (o, 1),

explv.g = expiv.expucexpB.expB
et
(exptv.g, e, mye(expB.expB)x{e} X (UnwnUy)cV.

Nous pouvons considérer les applications {-> F (exp tv.g, e, m) et
t— F (exp v, e, p), définies pour ot<1. Ce sont deux courbes
intégrales du méme champ de vecteurs 0 (») sur M, qui ont méme condi-
tion initiale p en f{ = o. Elles coincident donc, et, pour ¢ =1,

¢(hg, m) = F(expv.g, e, m) = F(expv, ¢, p) = ¢(h, p).

La condition de continuité, donnée dans 1’énoncé 3.1, est évidem-
ment nécessaire.

(B) Connexions plates.

Rappelons ([9], [19]) qu’une connexion sur un C’-fibré principal
v = (P, m, B, G), . désignant I'opération p:PXx G—P et m la pro-
jection w:P— B = P|G, est une C'—'-scission de la suite exacte de

G-fibrés vectoriels

LTRu orwt
O—>¢—>Tp—> T Tp—>0,

ou, si G est l'algébre de Lie de G, £ = (PXG, &, P), G opérant sur
PxG par (p, u).g = (pg, adg—'(u)) pour (p, u, g€ P X Gx G. Ainsi
une connexion sur p peut étre donnée par un G-morphisme v de 7'ty
dans tp, vérifiant Tn'oy = Id7n*t,; ou par un G-morphisme » :7p—£
vérifiant w o T, . = Id;, ou encore par un G-sous-fibré H de 7, dont
le supplémentaire est le fibré tangent vertical, ou encore par un G-pro-
jecteur de 7, sur ce sous-fibré « horizontal ». Une connexion sur p est
dite plate si tout point de B possede un voisinage U tel qu’il existe un
isomorphisme de py= (n~'(U), ny, U, G) sur le fibré trivial 0,=
(U G, pis U, G) qui soit un isomorphisme de la connexion induite
au-dessus de U sur la connexion triviale sur 0.

TurtoreME 3.2. — Une condition nécessaire el suffisante pour que la
connexion sur . = (P, m, B, G) soit plate est que sa forme de courbure
soit identiquement nulle.

La condition est évidemment nécessaire, il suffit donc de montrer la
condition suffisante. Dans I'ignorance d’une extension éventuelle du théo-
réme d’Ambrose-Singer [1] aux fibrés principaux banachiques, il nous
faut éviter I'emploi du théoréme d’holonomie. L’ambivalence de la
notion de connexion rappelée ci-dessus nous laisse le choix, et les diverses
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formes du théoréme de Frobenius, données au paragraphe précédent,
pourraient étre comparées dans cette application.

Utilisons l'équation de structure sous la forme du corollaire 5.3.
chapitre II de [9] qui nous assure que le sous-fibré horizontal est intégrable,
En nous placant dans une trivialisation (U X G, p;, U) de = au voisi-
nage d’'un point x,€B, nous pouvons trouver des voisinages ouverts
connexes U, et V, de x, et e dans U et G respectivement, et une co-carte
feuilletante ¢ de U, x V, dans U X G, de la forme o (z, g) = (z, «(z, 9)),
avec « (%, g) = ¢. Posons, pour g€V, fixé, et pour x variant dans U,,

h(@) =2(z9), k@) =a@0¢, g@)=k@) " h@).

L’invariance du fibré horizontal par I'action de G se traduit par la
relation
Toh = Tk Ry o Tk pour z€ U,,

Ry (resp. Lyo)) désignant la translation a droite (resp. a4 gauche)
par g(x) sur G. Par ailleurs, la relation h(xr) = k(x) g(xr) donne, par
dérivation,

T{rh = Tk(,r)Rg(m) o Tl-k + Tg(_»,-) L/;(J») o Tl-g pour xe Uo.

En comparant ces deux relations, nous obtenons T.¢g = o pour tout
xe U,, ce qui montre que g(x) = ¢ pour tout re U,. Nous pouvons
donc prolonger ¢ en un isomorphisme de fibrés principaux de
(Us X G, pi, Uy) sur (UyX G, p1, Uy) en posant

o(z, 9) = (x, k() 9) pour (z, 9)€ U, X G.

Cet isomorphisme est aussi un isomorphisme de fibrés principaux a
connexion, ce qui montre que la connexion sur j est plate.

(C) Réductibilité des variétés riemanniennes.

Nous entendrons par variété riemannienne la donnée d’un couple (X, g)
formé d’une C’-variété (r = ou w, pour simplifier) paracompacte
modelée sur un espace de Hilbert séparable E et d’'une métrique rieman-
nienne ¢ sur 7y. Nous omettrons d’écrire g, le plus souvent. Nous suppo-
serons X connexe dans ce qui suit. Soit @ un point fixé de X, et soit H(a)
le groupe d’holonomie (linéaire) en a de I'unique connexion riemannienne
associée 4 ¢g. Nous disons que X est réductible ou irréductible selon
que H (a) opére de facon réductible ou irréductible sur T,X, c’est-a-dire
selon qu’il existe ou qu’il n’existe pas de sous-espace fermé, propre
de T.X, stable par H(a).

Si X est réductible, et si T, est un sous-espace fermé propre, stable
par H(a), le transport par parallélisme de T, le long d’un chemin joi-
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gnant a 4 un point xr€ X fournit un sous-espace T’ de T.X qui est
indépendant du chemin. Il est facile de voir que I’ensemble 7' des T,
pour x€ X est un sous-fibré intégrable de TX. Le supplémentaire ortho-
gonal T” de T’ dans TX jouit des mémes propriétés. A I'aide du théo-
réme 2.3, de la nullité de la torsion de la connexion et de I'invariance
de g par parallélisme, on montre facilement :

ProposrtioN 3.1. — Pour fout point x€ M, il existe une carte feuille-
lante pour les sous-fibrés T' et T" de 7x, ¢ : U—> 0" X 0" qui soit une iso-
mélrie, U étant muni de la métrique induite par g, et 0’ X 0" de la métrique
produit de métriques g’ et g" sur O' et O" respectivement (0’ X O" ouvert de
E = E'XE").

TuforiME 3.3. — Soit (X, g) une variété riemannienne simplement
connexe, el soit ae X.

(a) Il existe une familie, unique a Uindexation pres, {T,, T', i€} de
sous-espaces fermés de T, X, orthogonaux deux a deux, stables par le groupe
d’holonomie H (a), les T¢, étant irréductibles, et T} étant le sous-espace des
vecteurs invariants par H(a), dont la somme hilbertienne soit T,X.

(b) Pour tout iel, il existe une décomposition de H(a) en un produit
direct de sous-groupes distingués H(a) = H,(a)x H:(a) x K:(a), H,(a)
étant le sous-groupe formé des éléments opérant trivialement sur T,X,
H;(a) opérant trivialement sur T/ pour j i, et de maniére irréductible
sur T, K;(a) opérant de maniére triviale sur T, Celte décomposition est
unique.

La preuve de la partie (a) utilise le théoréme de Zorn pour I’existence.
La partie (b) peut alors étre établie a I'aide du lemme de factori-
sation [12]. L’unicité affirmée dans la partie (a) peut enfin étre montrée
par une méthode analogue a celle utilisée pour la démonstration du
théoréme 5.4, chapitre IV de [9].

TuEOREME 3.4, — Soit (X, g) une variété riemannienne compléle et
simplement connexe, et soit I,= Iu{o| (réunion disjointe) I’ensemble
d’indices introduit dans le théoréme précédent. Il exisle un systéme pro-
jectif ((X,) (psx)) de variétés riemanniennes complétes et simplement
connexes relatif a U'ensemble des parties de I, et une famille de morphismes
ps: X — X, pour Je<Z(I,) tels que :

1° pour KcJcl,, on ait px = pxs° ps;

20 si Jy, ..., J, est une partition finie de I,, (ps, ..., ps,) Soil une
isométrie de X sur X, X ... xXX,,;

30 Xy soit irréductible pour iel et X, soit un espace de Hilbert.

Si I est fini, on retrouve la décomposition de pE Ruam.

La démonstration de ce résultat peut étre facilement calquée sur une
des démonstrations en dimension finie. Les observations suivantes
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s’avérent utiles. Dans une variété riemannienne compléte (en tant
qu’espace métrique), on peut toujours développer une courbe donnée
dans un espace tangent en un point arbitraire. En particulier, la connexion
riemannienne est pleine en ce sens que les géodésiques peuvent étre
définies sur tout R. Une isométrie (au sens des distances) de variétés
riemanniennes de classe C” est de classe C". Enfin, la derniére assertion
découle du lemme suivant.

LemME 3.2. — Une variété riemannienne connexe X,, dont le groupe
d’holonomie est trivial, est localement isométrique a un espace de Hilbert.

Pour établir ce lemme, on peut faire usage de l’expression de la
métrique « en coordonnées polaires ». Soient z,€X., ¢ = (U, o, E)
une carte normale en x,, S la sphére unité de E, = : Rx S — E I’appli-
cation (f, p) >1Ip et O = n'(¢(U)). Notons (|) le produit scalaire
de E, et soit (z, u) — (¢ (x) u| u) la métrique transportée par ¢ sur ¢ (U),
g:9(U)— L(E, E) étant un C"-morphisme (& valeurs dans le cdne
des opérateurs symétriques définis positifs). Pour (¢, p)€ O, nous pou-
vons écrire, comme il est bien connu,

(9@l p) T 7 (s, Q| T, (5 @) = 8*+ (h(E, p) gkt ) 9)

pour tout (s, 9)€ T, RXS, h:0— L(E, E) étant un C”-morphisme
vérifiant h(o, p) = o pour tout peS. D’autre part, pour E'= Rp,
E"= E'L, la proposition 3.1 assure qu’il existe des C’-morphismes
g:0 —L(E,E), g":0"—L(E", E"), O' et 0" étant des voisinages
ouverts de O dans E’ et E” respectivement, tels que
(9@) (sp +y") [ sp+y") = (9'(tp) sp [ sp)+ (9" (=") ¥" |¥")
pour x =z’ + x" avec z'=1Ipe0’, z"€0’, s, teR, y"€E". Prenons
t=ntp)=Ilp, sp+y'=Tup7(sq=sp+ig

et comparons les deux expressions obtenues. Nous trouvons g'(fp) = Id
pour tout{eRavecipe 0', et (h(t, p) q| h(t, p) q) = (9"(0) tq | tq) = £*|| q|*,
1a métrique en ¢ (z,) = o étant le produit scalaire de E. Ainsi, sur 0’ X 0’,
la métrique transportée par ¢ coincide avec le produit scalaire de E :

(gtp) sp+tp) | sp+1g) =s+ || q(*=sp + g

(D) Variétés presque complexes.

Une Cs-structure presque-complexe sur une C'+'-variété V (o <r = w,
oZs=r) est une Cs-section J de L(ty, 7;) lelle que JoJ =—1,
I désignant Uapplication identique de TV.

Si V est une variété analytique complexe (nous dirons de classe C”
et conviendrons de » << h), la multiplication par i sur chaque espace
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tangent définit une structure presque-complexe sur V. L’expression
de J dans une carte complexe est alors constante. Une structure presque-
complexe J sur une C"+'-variété V est dite intégrable s’il existe sur V
une structure de classe C* compatible avec la structure C+* de V telle
que J dérive de la structure complexe.

ProposrTioN 3.2, — Si f: V— V' est un C"-morphisme (o << r < h)
de C"-variétés et si f est un morphisme presque-complexe, i. e.J' o TF =TfoJ,
pour les structures presque-complexes sous-jacentes, J et J' sur Vet V',
alors f est un C"-morphisme.

Cette assertion résulte simplement du fait que l’expression g de f
dans des cartes complexes arbitraires ¢, ¢’ de V et V' respectivement
est un C'-morphisme au sens réel, et vérifie Dg(z) (iy) = i Dg(x) y,
donc est un C’'-morphisme.

Pour tout C’-fibré vectoriel banachique réel = = (E, w, V), il existe
un C-fibré == (E¢, =, V), dit complexifié de w, a fibres des espaces
banachisables complexes, et un V-morphisme v :m — n¢ de C’"-fibrés
vectoriels réels, caractérisés a un isomorphisme prés par la propriété
universelle suivante : pour tout V-morphisme f: ®—n dans un fibré
vectoriel n = (F, n, V) de fibres des espaces banachisables complexes,
il existe un morphisme f¢: ¢ — 7, G-linéaire sur les fibres, et un seul,
tel que f=fcor.

Si V est réduit 4 un point, on retrouve la notion de complexifié d’un
espace vectoriel banachisable réel. On peut prendre n°= 7w @, 7, la
multiplication par i dans E. @ E. étant définie par i(a, b) = (— b, a),
et le monomorphisme yYétant I'injection sur le premier facteur. L’espace
des C-sections de 7° est le complexifié de ’espace des C"-sections de 7.
C’est un module sur I’anneau C"(V) des C'-fonctions de V dans C.
Dans le cas particulier du fibré tangent 7, d’'une C+'-variété V, le
module % (V) des Cr-sections de 7§ fournit des dérivations de C'+'(V)
dans C"(V) : identifiant &7 (V), ensemble des C”-champs de vecteurs
(réels) de V a son image par v dans %"(V), nous pouvons écrire, pour
Zey(V), Z=X+1Y, avec X, Ye&'(V) et pour feC'(V),
Zf=Xf -+ iYf. Le crochet & (V)xZ (V) — & (V) se prolonge en
un crochet de %" (V)x 3 (V) - %—'(V) qui coincide avec le crochet
des dérivations associées. On dit que %" (V) est '’ensemble des C"-champs
de vecteurs complexes sur V.

Une forme différentielle complexe -de degré p sur V est une section
du fibré AltZ(z;; G,), ou Gy est le fibré trivial G, = (VXxGC, p;, V).
La propriété universelle de 7;- permet de considérer une p-forme diffé-
rentielle sur V a valeurs dans G comme une p-forme différentielle complexe
sur V, dite complexifiée de la forme donnée. Si F est un V-morphisme
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de 7j dans 77, et si w est une forme différentielle complexe, nous écri-
vons F*w au lieu de oo (FX...xF). L’accouplement

ALt (555 €)X ALt (53 Cr) — AILZ (<55 Cy)

induit naturellement un produit extérieur pour les formes différentielles
complexes. Enfin, si w est une p-forme différentielle complexe sur V,
de classe C", nous définissons une (p -+ 1)-forme différentielle complexe
sur V de classe C"!, et une seule, dw telle que, pour tous C’-champs de
vecteurs complexes locaux Z,, Zi, ..., Z, sur V, nous ayons

. P
do(Zos s Zp) = X, (— 1) Zil0 (Zoy ..o, Ziy o0y Z,))
i=0

¥ [Z Z5)s Zos s 2 oo s 2y s Zy)
i</

Ainsi, pour fee (V) et Ze€ %" (V), nous avons df (Z) = Zf. On vérifie
aisément les propriétés usuelles de la différentiation extérieure, en par-
ticulier I’égalité d o d = o.

Nous nous placerons dorénavant dans le cas r = .

Proposition 3.3. — Les données suivantes sur V sont équivalentes :

(a) une structure presque complexe J;

(b) un sous-fibré M de < tel que MAM = (0), M +M = TV";

(¢) un projecteur P : TV<— TV tel que P=1—P.

Nous avons indiqué dans cette proposition la conjugaison de facon
habituelle, en surlignant : pour ZeTV¢, Z =X +iY, Z=X—iY;
pour Mc TV, M = { Z, Ze M |; pour Pe L(s}, 7;) P(Z) = P(Z).

La preuve de la proposition 3.3 est immédiate. Etant donnée la struc-
ture presque complexe J, il existe un unique morphisme J: 1} — 7
tel que yoJ =Jov. Si I'on note I I'application identique de TV-,
on a JoJ =—T1. Considérons maintenant l'application identique I
de 7, dans t, comme un morphisme a valeurs dans un fibré vectoriel
complexe. Soit I¢ le morphisme C-linéaire de j. dans 7, tel que I°oy =1.
Le noyau M de I* est un sous-fibré complexe de T'V¢ vérifiant M n M= (o),
M +M = TV¢, car

M={(X,Y), X+JY=0|={ZeTV, JZ=iZ|.

La donnée d’un sous-fibré complexe M de T'V¢, vérifiant M -+ M=TV:,
Mn M = (o), équivaut a la donnée de deux projecteurs P et Q de TV«

sur M et M respectivement, avec Q = I— P, Q = P, comme on le
voit immédiatement.
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La donnée d’un projecteur P sur TV¢ vérifiant P = T — P permet de
définir un endomorphisme J de TV, en posant J=i(2P —7). Puisque
P:= P, nous avons J*=— I, et puisque P = T — P, nous avons J=1J,
de sorte que J est le complexifié d’un endomorphisme J de TV, qui
vérifie évidemment J>*=— I.

Un champ de vecteurs complexe Z sur (V, J) est dit de type (1, o)
s’il est inclus dans M, c’est-a-dire si PZ = Z ou encore JZ =iZ ou
encore QZ = o. Un champ de vecteurs complexes est dit de type (o, 1)
s’il est inclus dans M. Tout champ de vecteurs complexe Z se décompose
donc en la somme de champs de vecteurs PZ et QZ de type (1, o) et (o, 1)
respectivement. ‘

Une 1-forme différentielle complexe o sur (V, J) est dite de type (1, o)
si J*'o =1iw, ce qui équivaut encore a Q'w(= o Q) = o ou encore a
P'w(=woP)=w. En particulier, la complexifiéce d’une 1-forme
différentielle « sur V, a valeur dans G vérifiant a(JX)=ia(X) pour
tout XeTV est une i1-forme différentielle complexe de type (1, o).
Plus généralement, une n-forme différentielle complexe o sur V est
dite de type (p, q), avec p + q = n, si » s’annule sur tout n-uplet de
champs de vecteurs complexes formés de p’ champs de type (1,0) et
de ¢’ champs de type (o, 1) avec p'Z p, ¢';2 ¢q. 11 en est ainsi si, et
seulement si, wo P”XQ7=o0 pour p'#p, ¢#¢q p +¢=n, ou
encore, si, et seulement si, » = Alt (» o (P? X Q7)). Toute forme diffé-
rentielle complexe de degré n se décompose en la somme de formes
différentielles complexes de type (p, q), avec p +q=n, o=p<n,
o< q < n. Les notions précédentes pourraient étre définies pour des
formes différentielles complexes a valeurs dans un fibré vectoriel complexe
sur V.

Avant d’énoncer le résultat essentiel de ce paragraphe, introduisons,
pour un endomorphisme C-linéaire A de 7§, la section N, de L&(zy; 75)
définie, pour tous champs de vecteurs complexes locaux Z, W sur V, par

N.(Z, W) =[AZ, AW]+ A2[Z, W]—A[Z, AW]—A[AZ, W].

Si A est I’'endomorphisme complexifié d’un endomorphisme B de 7,, N4
est le morphisme bilinéaire complexifié du morphisme Ny défini dans
la deuxiéme partie.

THEOREME 3.5. — Pour une variété presque complexe (V, J) de classe C®,
les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) la structure presque complexe J est intégrable;
(2) N,=o;
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(3) pour foufe fonction f du faisceau des fonctions analytiques locales
de V dans R, dJ*df == J*dJ*df;

) Ny=o;

) N p=0;

(6) le faisceau des champs de vecteurs complexes locaux de fype (1, o)
est un faisceau en algébres de Lie;

(7) pour toute forme différentielle complexe locale » de type (p, q), d» est
somme de formes de type (p + 1, q) ef de formes de type (p, ¢ + 1);

(8) pour toute forme différentielle complexe locale » de type (1, o), d» est
somme d’une forme de type (2, o) et d’une forme de type (1, 1).

Nous avons omis d’écrire les assertions conjuguées :

(8) No=o;

(6) le faisceau des champs de vecteurs complexes locaux de type (o, 1)
est un faisceau en algébres de Lie;

(8) pour toute forme différentielle complexe » de type (o, 1), do est
somme d’une forme de type (1, 1) et d’une forme de type (o, 2).

Ces assertions sont encore équivalentes aux précédentes.

Preuve.

(1) = (2). Pour vérifier que N,= o, il suffit, si J dérive d’une struc-
ture complexe sur V, de vérifier que N,(X, Y) = o pour tous champs
de vecteurs locaux de classe C:. Or, pour de tels champs, on a
[JX, Y] =J[X, Y] =[X, JY].

(2) & (3). Il est facile de voir que, pour tous champs de vecteurs
locaux (de classe C”) X et Y sur V, on a

@dJdf) (X, Y)—(J"dJ"df) (X, Y) = (JN,(X, Y)) f.

L’équivalence résulte alors du théoreme de Hahn-Banach et de I'éga-
lit¢ J2P=—1.
(2) = (4). En effet Ny est le complexifié de N..

(4) = (5). En substituant a J sa valeur i (2P—1) dans la relation
de définition de Ny, nous trouvons, pour tous champs de vecteurs
complexes locaux Z et W,

Ny(z, W)
——4([PZ, PY]+ P[Z, W]—P[Z, PW]|— P[PZ, W])
—— 4N,z W,

(5) = (5). En eftet Ny(Z, W) = Nz(Z, W) =N,(Z, W).
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(5) = (6). Pour tous champs de vecteurs complexes locaux Z et W,
nous avons Q[PZ, PW]= QN‘,,(Z, W), car Qo P = o. Nous avons
aussi (5) = (6) en vertu de I'égalité

P[QZ, QW]
= P[PZ, PW]+ P[Z, W]— P[Z, PW]— P[PZ,W]
= PN,(Z, W),

obtenue en remplacant Q par I — P. Mais ceci résulte aussi de I'équi-
valence directe de (6) et de (6) par conjugaison.
(6) = (7). 11 suffit d’observer que le second membre de la formule
do(Zoy ..y Z0) = ¥ (— 1Y Zi9(Zoy .o, Ziy ..., Z4)

i=1

A

A X Ziy Z)) Zoy + s By s 2y s Z)
i<y
est nul dés que (Z;, ..., Z,) est un (n < 1)-uplet formé de p’ (resp. q')
champs de vecteurs complexes iocaux de type (1, 0) |resp. (o, 1)] avec
p'#Z poup'= p + 1. Ceci utilise le fait que [Z;, Z;] est du type commun
a Z; et Z; lorsque Z; et Z; sont du méme type, c’est-a-dire les asser-
tions (6) et (6) a la fois.
(7) = (8) et (7) = (8) étant des implications évidentes, il nous suffit
de montrer les implications (8) = (6) et (6)= (1) pour achever la
démonstration.

(8)ﬁ>(6). Soient Z et W des champs de vecteurs complexes locaux
de type (o, 1) : Z = QZ, W = QW. Pour montrer que P [QZ, QW] = o,
il suffit, d’aprés le théoréme de Hahn-Banach, de prouver que, pour
toute forme différentielle complexe locale w, on a w(P[QZ, QW]) = o.
11 suffit méme de le faire pour une forme de type (1, o). En vertu de
I’assertion (8), pour une telle forme, on a dw(QZ, QW) = o, donc

w(P[QZ, QW]) = o([QZ, QW]) = (QZ) (»(QW)) — (W) («(QZ)) = o
puisque o est de type (1, o). La preuve de (8) = (6) est similaire.

(6) = (1). En vertu de la proposition 3.2, il nous suffit de montrer
que, pour tout x,€ V, il existe une carte (¢, U, E,) en x,, E, étant un
espace de Banach complexe, qui soit un morphisme presque-complexe.
Nous pouvons donc nous ramener au cas o V est un ouvert d’un espace
de Banach réel E, et xy= o0, J étant donné par un C®-morphisme
J: V— L(E, E). Nous pouvons prolonger le complexifié J*: V— Lg(E*, E*)
de J en un C'-morphisme défini sur un voisinage ouvert connexe V, x V,
de (o, 0) dans E‘= E X E, morphisme que nous noterons F. Le prin-
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cipe du prolongement analytique nous assure que F(z, y) o F (z, y) =— I,
application identique de E° pour tout (z, y)€ V., x V., et que le projec-

teur é (I —iF) prolongeant P est intégrable sur V,x V,, les relations

P (QZ, QW) = o, Q[ PZ, PW] = o étant vérifiées pour tous les champs
de vecteurs complexes locaux Z et W sur V. En effet, il est facile de
vérifier que si A, B sont deux champs de vecteurs de classe C" sur V, X Vs,
et si les champs de vecteurs complexes A et B, définis par leur restric-
tion & V,x{ o, sont tels que [A, B] = q, alors [A, B] = o. Plus géné-
ralement, si G est un C’-morphisme de V,xV, dans Lg(E", E°), et
si G[A, Bl =o, sur V,x{o}, alors G[A, B] =o. C’est ce fait dont
nous usons ici. Le théoréme 2.3, dans le cas C' au sens complexe, assure
qu’il existe un voisinage U, X U. de (o, 0) et un C'-isomorphisme (au sens

complexe) (f, 9), de U, X U, dans E X E, appliquant ;(T — iF) sur le

projecteur constant 2(7—— iF (o, 0)) et dont la différentielle en (o, o)

soit . En particulier, pour tout xe€ U, nous avons

(2183 2EN( e 1)

~(Low 1) (b n biseo)

et 'égalité D, g =— D, entraine que D, f(x, o) o J(x) = J (0) oD f(z, o).
Puisque D, f(o, o) = I, l’application x — f (x, o) est un difféomorphisme
d’un voisinage U de o dans U, sur son image dans E, appliquant J
sur J (o).

C. Q. F.D.

On trouvera dans [5], [12] et [23] d’autres résultats liant structures
presque-complexes et connexions. En attendant un analogue du théo-
réme de Newlander-Nirenberg [13] dans le cas banachique, on pourra,
en suivant LicuNEROWICZ, appeler variétés quasi-complexes les variétés
munies d’une structure presque-complexe intégrable dans le cas C",
o< r<<om.

APPENDICE.

Cet appendice est consacré a une preuve directe d’un théoréme de
Frobenius, par la méthode des approximations successives d’une part,
et par la méthode des séries majorantes d’autre part, dans le cas analy-
tique. De facon précise, nous montrerons, sous les hypothéses du théo-
réme 1.1, 'existence et la continuité de la solution « et de sa dérivée
partielle D, o, ainsi que I'appartenance a la classe C” des applications
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partielles x — a(x, y). Les données initiales et les parameétres jouant
un role équivalent (les uns pouvant étre transformés dans les autres
par un changement d’équation), il revient au méme d’établir 1’énoncé
suivant.

Soient E, F, G des espaces de Banach, O un ouvert de FXx G,
f:0—~ L(E, F) un C™-morphisme (r>- 1) tel que, pour fous (y, z)€ O,
(a, ))e EXE, on ait

(Frob) D.f(y, 2).f(y, 2).a.b= D, f(y, 2).f(y, z). b.a.

Pour tous x,€ E, (Yo, 2)) €0, il existe des voisinages U et W de x, el z,
respectivement, et une application continue a : UX W — F, telle que, pour
tout ze W, Uapplication «. définie par o.(x) = «(x, z) soit de classe C"
et que

5 Da(x) = f(a-(x), z) pour tout (z, z2)e UxW,

| oz (o) = Yo pour tout zeW.

En fait, nous établirons que si f est de classe C™°, « est de classe C™°.
Si r < w, ceci signifie que D7 f existe et est continu sur O pour peN,
p=<r; si r = ceci signifie que, pour tout (y,, z))€o0, il existe des
nombres a > o, M > o et des applications continues

fn: B(z0, @) > L3 (F, L(E, F))
avec
Mifa@la=M  pour zeB(z, a),

f,2) =X f+@ @)  pour (y,2)€B(y:, Q)X Bz, a).

n>1
Traitons d’abord le cas analytique (nous prenons x,= o, YJ,= o,

Z,= o dans ce qui suit). S’il existe une solution «(z, z) =Z 9. (2) (x)"
n>1

de classe C®° sur un voisinage de (o, o) dans E X G, cette solution est

unique, car le développement (g.(2)), n > 1, est caractérisé par les rela-

tions ¢,(z) = pn(0, 2), ol p.(y, 2)€L"(E, F) est déterminé par

Pria (U, 2) . (Qoy W15 - .., &) =Dip.(y, 2) (f(y, 2). ). (as, ..., @)
pour a, a, ..., €E et P, 2) = f(y, 2),

Il importe de montrer que ¢.(z) ainsi définie est une application
n-linéaire symétrique, ce qui se fait par récurrence sur n, compte tenu
de la relation (Frob), par passage de n & n + 2. D’autre part, p.(o, z) est
une fonction polynomiale (cornbinaison linéaire & coefficients entiers
positifs de produits de composition) de (fo(2), ..., fn—i(2)). Par suite,
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1 92(2) || = [ pu(0s 2) || est majoré par la valeur en ([ fo(2) [l -, || fa—1(2)|])
du polynéme en n variables réelles correspondant. Cette valeur est elle-

A _ ‘ . M M .
méme majorée par la valeur prise en M’Ti’ o)) puisque

[ fr@) ] é%’ pour || z| << a. Cette derniére valeur est le coefficient
du terme de degré n dans le développement en série de la solution
Y =a(i—\1—2(MX]a))

de I'équation différentielle ordinaire DY (X) = M/(1 — (Y (X)/a)) dont

le second membre est une majorante de celui de I'équation donnée.

Ainsi, pour b < af/2M, nous avons ZH gn(2) || "< w0, ce qui permet de

nx>1
définir la solution «{y, z) =Z 9.{z) (y)". Cette méthode peut étre
n>1

aisément modifiée pour appréhender le cas C* au lieu du cas C*°.
Pour établir le résultat désiré dans le cas C, r < w, il suffit de le faire

pour r = 1, une récurrence complétant la démonstration, de fagcon clas-

sique, pour r > 1. Nous utiliserons le lemme de contraction suivant, qui

se réduit au lemme de contraction usuel lorsque M, = M, et que M’

est constitué d’un seul point.

Lemme. — Soient (M, d), (M', d’) des espaces mélriques complets,
T:M-—-M, S: M — M des applications lipschitziennes de rapport K
et L respectivement, avec o =~ K << 1. Soit D : M,— M' une application
définie sur une partie non vide M, de M telle que T (M,) € M,. Si:

(a) le graphe de D est fermé dans M xM';

(b) d'(DTy, Sy) = Kd' (Dy, Sy) pour tout yeM,,

il existe un point y_ €M, tel que Ty, =y, et Dy, = Sy..

Preuve. — Prenons yj,€ M, et posons y,., = Ty, pour n> o. Pour
N = d (Ty,, yo) nous obtenons, par récurrence, d (Yui1, Yn) = NK".
Ainsi (yn)n~0 converge vers un point y, € M, et (Sy.).~. vers Sy,,. Puisque
T (M,)cM,, y, est dans M, pour tout n > o. De la relation

d’(Dyn+1, Syn) é Kd,(Dyn, Syu) é Kd,(Dyn,, Sy/z—l) + KLd (yn—h yu)s
nous déduisons par récurrence sur n que
d'(DYn+1, Sy») < K*N'+ nK"LN, n>o

avec N'= d'(Dy,, Sy,). Ainsi (y., Sy..) est la limite de (y., Dy.), donc
appartient au graphe de D. Puisque Ty, =y,, nous avons la conclusion
cherchée.

Avant d’appliquer ce lemme, nous fixons des nombres a€)o, 1,
L>1, b=alL, tels que ||f(y,2)||<L et ||D:f(y, 2| <L pour
lyll<a, || z] < b, c’est-a-dire (y, z) € B, (F) X B}, (G). Prenons pour M
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I’espace des applications continues de B;(E)xB.(G) dans B, (F) qui
s’annulent en o, muni de la métrique uniforme. Prenons pour M’ I’espace
des. applications continues et bornées de B.(E)XB.(G) dans L(E, F),
muni de la métrique uniforme. Soit M, le sous-ensemble de M formé
des applications v ayant une dérivée partielle premiére continue et
bornée dans B;(E)XB.(G), et soit D Tapplication y— D,y de M,
dans M'. Un corollaire du théoréme de la moyenne assure que le graphe
de D est fermé. Posons, pour (z, z) € By(E) X B.(G), Y€ M,

Tv@ 2= [ e, 2), 2. di

Sv@ 2) =f(r(@ 2), 2).

Nous vérifions immédiatement que Tye€ M pour ye M, que TyeM,
pour y € M, et que T et S sont lipschitziennes de rapports K = bL=a <1
et L respectivement. Pour vérifier la condition (b) du lemme, prenons
vye€M,, (z,z)eB,(E)XB.(G), heE, et posons u,= (y(tz, z), z) pour
te (o, 1). Nous avons

DTy (z, z).h =f1f(u,).hdt—l—f1D1f(ut).Dp;(tx, z).th.zdt,

Sy(, 2).h =f(u1).h=f t%(f(ut).h) dt+f f(w). hdt,
de sorte que ’ ’
DTvy(x, 2).h— Sy(x, 2).h

=f1[D1f(ut)Dm(tx, 2).h.x— Dy f(u) D,y (ix, 7). 3. h] tdt

- f Dy f@).(Duy(t, 2)-h— f(u). ).
"D fw).(Diy(z, 2.1 —f (w).x). h] Ldt
en utilisant la relation (Frob). Par suite,
d'(DTvy, SyY)=Lbd'(Dy, S7) = Kd'(Dv, SY).
La conclusion du lemme assure I’existence de €M, avec

Dia(z, 2) = f(x(x, 2), 2),
ce qu’il fallait établir.
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