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COHOMOLOGIE DES ALGEBRES DE LIE NILPOTENTES.
APPLICATION A L'ETUDE
DE LA VARIETE DES ALGEBRES DE LIE NILPOTENTES

PAR

Micnire VERGNE.

Introduction.

A la suite de M. GERSTENHABER, plusieurs auteurs ont publié des
articles consacrés a 1’'étude de la variété des structures algébriques d’un
certain type (structure d’algébres associatives, d’algébres de Lie, etc.)
portées par un espace vectoriel fixe V. Il est apparu qu’il y avait un
rapport étroit entre ’espace tangent a cette variété en un de ses points g,
et espace de 2-cohomologie H*(g, g) associé a la représentation adjointe
de g. Citons les deux théorémes suivants, pour la variété des algébres
de Lie (démontrés par des méthodes élémentaires de géométrie algé-
brique) :

TutoriME 1. — Soif g une algébre de Lie sur V telle que H*(g, g) = o.
Alors Uorbite de g, relativement a Uaction de GL(V) dans la variété des
algebres de Lie sur V, est ouverte dans celte variété.

Le théoréme s’applique évidemment aux algébres de Lie g semi-
simples. Signalons qu'un exemple de RicHARDSON montre que la réci-
proque de ce théoréme est fausse.

TukorREME 2. — Soit g une algébre de Lie sur V, telle que H*(g, g) = o.
Alors g est un point simple de la variété des algébres de Lie, et I'espace
tangent en g a cette variété, modulo I’espace tangent en g a Uorbile de g,
est exactement Uespace H*(g; ).

Ceci suggére la question suivante : S étant une partie fermée de la
variété des algébres de Lie (par exemple, celle constituée par les struc-
tures d’algébres de Lie nilpotentes, résolubles, etc.), peut-on définir
une cohomologie restreinte pour laquelle l’espace de 2-cohomologie
restreinte de g & valeurs dans g, soit I’espace tangent & S en g?
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Ce travail répond d’une certaine facon a cette question lorsque S est
la variété des algébres de Lie nilpotentes. A I'aide de la notion d’algébre
de Lie filtrée, notion utilisable pour une algébre de Lie nilpotente, on
introduit une filtration dans I'espace de 2-cohomologie de g a valeurs
dans g. Cette filtration correspond intuitivement a celle de I’espace
tangent en g, a4 la variété des algébres de Lie, en espaces tangents aux
sous-variétés emboitées d’algebres de Lie nilpotentes, d’indice de nilpo-
tence inférieur ou égal 4 un entier donné. (En fait, on définira la filtra-
tion des espaces de cohomologie pour tout g-module M, et en toutes
dimensions et on montrera que cette filtration est associée a une suite
spectrale.)

D’autre part, 'étude des algébres de Lie filiformes (c’est-a-dire des
algébres de Lie nilpotentes qui sont les « moins-nilpotentes » parmi les
algébres de Lie nilpotentes) et de leurs espaces de 2-cohomologie nilpo-
tente permet d’obtenir des résultats sur les dimensions des composantes
irréductibles de la variété des algébres de Lie nilpotentes. On montrera
qu’il existe au moins deux telles composantes irréductibles distinctes
de dimensions relativement petites (< 5 n*/4 si n = dim V).

Compte tenu des résultats obtenus précédemment [6], ol la considé-
ration des algébres de Lie nilpotentes, « les plus » nilpotentes parmi les
algébres nilpotentes (two-step nilpotent Lie algebras), montrait 1'exis-
tence d’'une composante irréductible de grande dimension (> 2n?/27),
on voit que la variété des algébres de Lie nilpotentes admet au moins
trois composantes irréductibles, dés que n est assez grand.

Enfin, on construira de maniére purement homologique de nouveaux
espaces de cohomologie p-nilpotente, qui sont reliés aux sous-espaces
définis par la filtration des espaces de cohomologie ordinaire par une
suite exacte.

Résumons le contenu de chaque chapitre.

CHAPITRE O : Préliminaires. — On reprend les définitions des opéra-
tions algébriques : cup-produit et produif intérieur sur les applications
multilinéaires alternées d’un espace V dans un autre, introduites par
M. GERSTENHABER.

Ces opérations permettent d’écrire simplement les équations algé-
briques, définissant la variété des algébres de Lie, ou la variété des repré-
sentations d’une algebre de Lie dans un espace vectoriel, et 'opérateur
cobord du complexe de cohomologie d’une algébre de Lie.

CuapiTRE 1 : Algébres de Lie filtrées. — Si g est une algebre de Lie
filtrée, on peut alors filtrer I’algébre enveloppante de g, les représen-
tations de g, les résolutions cohomologiques de K dans la catégorie
des g-modules; on établit I'existence de sous-complexes acycliques de
la résolution de KoszuL et de la résolution normalisée standard.
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Ce résultat sera utilisé dans le chapitre 5. Enfin, on déterminera la
structure des algebres filiformes graduées : le résultat sera constam-
ment utilisé dans le chapitre 4.

CHAPITRE 2 : Algébres de Lie filtrées. Suife spectrale. — Le complexe
de cohomologie de Koszul d’une algebre de Lie filtrée, dans un module
filtré M, est naturellement filtré, et cette filtration donne naissance
a une suite spectrale.

On donnera une interprétation des deux premiers termes de cette
suite spectrale en fonction :

— des espaces de cohomologie de 1’algébre de Lie gr g associée a la
filtration de g, a valeurs dans le module gradué gr M, associé au module
filtré M;

— de la o-classe de cohomologie £e€ H"! (grg, grg), définie par la
filtration de g;

— et d’un autre objet e, défini par les filtrations de M et de g.

CuapiTRE 3 : Cohomologie des algébres de Lie nilpofentes. — Dans
le cas de la filtration canonique d’une algébre de Lie nilpotente, on
donne une interprétation de la filtration définie au chapitre 2 sur
Iespace H*(g, M), ot M est un g-module nilpotent.

On montre que H?*(g, M)_, coincide avec les classes de cohomologie
p-nilpotentes, c’est-a-dire avec les classes de cohomologie définissant
des extensions p-nilpotentes (c’est-a-dire d’indice de nilpotence infé-
rieur ou égal a p) de g/c’(g) par M¥ = { meM tel que g?.m=o).
Si B est un cocycle quelconque représentant h, on donne une condition
de p-nilpotence nécessaire et suffisante, que doit vérifier 3 pour que h
soit p-nilpotente.

CHAPITRE 4 : Applications géomélriques. — Les équations définissant
la variété des algebres de Lie nilpotentes montrent que I’espace tangent
en un point g a la variété des algebres de Lie nilpotentes, modulo I'espace
tangent a l'orbite de g, est un sous-espace de ’espace de cohomologie
des classes (n — 1)-nilpotentes de g dans g. On obtient alors le corol-
laire 3 qui est I’analogue du théoréme 1 cité dans 'introduction (on peut
donner des exemples d’algébres de Lie nilpotentes dont l'orbite est
ouverte dans la variété des algebres de Lie nilpotentes. Toutefois il ne
semble pas possible, si V est de dimension > 7, de trouver une algébre
de Lie dont l'orbite soit ouverte dans la variété des algébres de Lie
nilpotentes).

L’essentiel du chapitre est alors consacré a I'’étude du sous-espace
des classes de cohomologie (n — 1)-nilpotentes des algébres de Lie fili-
formes. On obtient ainsi des résultats assez précis sur les dimensions
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des composantes irréductibles de la variété des algébres de Lie nilpo-
tentes, rencontrant I'ouvert des filiformes.

CHAPITRE 5 : Cohomologie p-nilpotente. — En s’inspirant de la défi-
nition des espaces de cohomologie ordinaire d’une algébre de Lie g a
valeurs dans un g-module M, comme foncteurs dérivés du foncteur qui
a4 M associe I'espace Homgmodue (K, M), on définit, si M est un
g-module p-nilpotent (c’est-a-dire tel que g”.M = o), les espaces de
cohomologie N, (g, M). On obtient ainsi de nouveaux espaces de coho-
mologie p-nilpotente. Les cocycles pour ces espaces sont en gros les

cocycles B3: A"V ->M qui, étendus a I'espace (X I, se factorisent en

fait par @ I/I» (I désigne I'idéal engendré par g dans son algébre enve-
loppante). On montre que I'image canonique de I'espace N (g, M)
dans H?(g, M) n’est autre que le sous-espace des classes de cohomologie
p-nilpotentes.

0. Préliminaires et notations.

1. Cup-produit et produit intérieur.

Rappelons quelques définitions ([2]).
Soit K un corps commutatif, et soient V, M, N, P des espaces vec-
toriels sur K. Supposons donnée une application bilinéaire o« de M XN

dans P.
Notons C*(V, M) l'espace Homg(A*V, M) des applications n-multi-
linéaires alternées de V dans M. Alors on peut définir une application

bilinéaire de C (V, M) =Z C*(V, M)xC (V, N) dans C (V, P) appelée
cup-produit.

Rappelons sa définition :

Soient fe C*(V, M) et ge C"(V, N), alors le cup-produit de f et g,
noté f— g, appartient a C*+(V, P), et est défini de la maniere suivante :

Soit S[1,n +m] le groupe des permutations de I’ensemble des
n 4+ m éléments { 1,2, ..., n +m}.

Soit S[1, n] X S[n+ 1, n 4+ m] le sous-groupe de S[1, n + m] formé des
permutations laissant invariant chacun des sous-ensembles {1, ..., n} et
{n+1,...,n+m}, et soit o,(2€ A) un systéme de représentants des
classes a gauche de S [1, n 4- m] suivant le sous-groupe

S[1, n]xS[n 41, n+ m]:



COHOMOLOGIE DES ALGEBRES DE LIE NILPOTENTES. 85

alors on pose
f—9@@, s T35y ..., Tusm)

= Z E(O'@) CP(f(xg“(l), Ceey xau(m) ® g(xo-“(n—q-n, e xaa(n—f-m))),

aed

ou :(v) désigne ia signature de la permutation o.

En particulier, soit A une algébre sur K, alors, grace a I'application
produit de A ® A dans A, on peut munir C(V, A) d’'une structure
d’algébre graduée; si A est associative, le cup-produit est associatif,
et si M est un A-module, alors C(V, M) est muni d’une structure de
module gradué sur C(V, 4).

D’autre part, on peut définir une loi de composition sur I’espace C(V, V)
appelée produit intérieur. Si feC*(V, V) et geC"(V, V), alors
f.ge€ C+"—1(V, V), et est défini par la formule suivante : Si o, (2 € A) est
un systéme de représentants des classes & gauche de S[i, n 4+ m—i]
suivant le sous-groupe S[1, mjx S[m + 1, m 4+ n—i], alors

f.g(xl, Loy v vy xn+m—1)

= 2 8(01)f(g(x0'a(1)s sty xam (m))a xo‘,‘(m—;—l), ) xo‘q_(n+11z—1))-

xed

De méme, si W est un espace vectoriel sur K, on peut définir par la
formule précédente, si p.e C*(V, V) et f € C»(V, W), un produit a droite
de f par p, f.u, qui appartient & C*"—'(V, W). Le produit bilinéaire
ainsi défini n’est pas associatif. Toutefois, on a les relations suivantes
(voir [2]).

LemMme 1. — Si fe C(V, W), 1., €C?(V, V), p.€ C7(V, V),
(Fop) pa— [ (1o p2) = (=) TI((f o) pa— [ (12 1))

Les structures de cup-produit et de produit intérieur sont reliées par
la relation suivante ([2]).

Lemme 2. — Soient f € C*(V, M), ge C7(V, N) et peC7(V, V), alors
F—9)p=0Fpr)—g+)yf—g.p

2. Application a I'étude des algébres de Lie.

Soit pweC*(V, V), ¢ est donc une application bilinéaire alternée
de VXV dans V.

Calculons p..pn.€ C*(V, V),
P (@, Yy 2) = (@, Y)s 2) — (1@, 2),9) + p( @, 2), 2).
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Donc p. est une structure d’algébre de Lie sur V, si et seulement si
P = o.

On désignera alors par (V, () I’espace V muni de la structure d’algebre
de Lie o (on omettra, dans les notations, parfois V, parfois w).

Soit p une représentation de l’algébre de Lie (V, ) dans I'espace
vectoriel M; o est donc un élément de C'(V, End M). On a alors

p—re@ Y =[p@), p ] =r(z yD-

Donc la condition nécessaire et suffisante, pour qu’une application
p:V—End M fasse de M un p-module, est que

p—p=p.p-

Soit alors (V, 1) une algébre de Lie, et soit (M, p) une représentation
de cette algebre de Lie.

Considérons alors le complexe de cohomologie de Koszul de I'algébre
de Lie (V, 1), 4 valeurs dans le module (M, p); soit (v, o) 'opérateur
cobord de ce complexe

3w, p): Cr(V, M)—Cr1(V, M).

Cet opérateur cobord peut s’exprimer a 'aide des opérations de cup-
produit et de produit intérieur.

Par définition méme, (o, p) f=p~f—f.1»

[On peut vérifier alors aisément a I'aide des lemmes 1 et 2 et des rela-
tions p.p =0, p~—p=1p.1x, que 3(p, 1) 93(p, ) = 0.]

En particulier, si V est considéré comme un (V, x)-module par la
représentation adjointe, on a alors, si fe C*(V, V),

o) (f) = (—vy~" (-f—f.1»)

Si V est un espace vectoriel sur K, on notera L (V) le sous-ensemble
algébrique de Hom (A?V, V) des structures d’algébres de Lie pr sur
V:L(V) = {peHom (A?V, V) telles que . = o}. On dira que L (V)
est la variété des algébres de Lie sur V.

Soit GL (V) le groupe des automorphismes de V. Alors GL (V) a une
représentation canonique dans les espaces C*(V, V), en particulier si o
est une structure d’algébre de Lie sur V, alors

(g* o), y)=gd(g'x, g'Y)

est une algébre de Lie sur V isomorphe a d.

On notera 0(J) 'ensemble des algébres de Lie sur V isomorphes a o,
c’est-a-dire 0(d) = GL (V) % o.
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1. Algébres de Lie filtrées.
Classification des algébres filiformes.

1. Définitions.

Soit V un espace vectoriel sur K. Supposons donnée sur V une filtra-
tion décroissante V>...DV;DVi,,D...(i€Z).

On supposera ici que la filtration est finie, c’est-a-dire qu’il existe

nez tel que V,=V sii<n,
NeZ tel que V,=o0 siixN.
On dira que cette filtration de V est compatible avec la structure p

d’algébre de Lie sur V, si p(V; V;)c V. ;; alors on peut définir sur
I’espace vectoriel

une structure d’algébre de Lie graduée gr u telle que gr (W, W;)cW..;.

EXEMPLES :

(a) Si (V, 1) est une algébre de Lie nilpotente, alors on peut définir
sur V une filtration canonique par la série centrale descendante de
l’algeébre de Lie p. On pose V;(u) = ¢~ (u) [les €/(») sont définis par
récurrence de la fagon suivante : Cu =V, () = p(V, ¢l

On a alors
p(Vi()s Vi) € Ve (1)

(b) Soit (V, 1) une algébre de Lie sur V, et soit W un sous-espace
vectoriel de V qui est une sous-algébre de (V, ;). Considérons alors la
filtration de V définie par V_,=V, V=W, V,={o0}. Alors l'algébre
de Lie graduée gru sur (V/W) + W, associée a cette filtration, est
l’algébre produit semi-direct de I’algébre de Lie (W, p.| W) par I'idéal
abélien V/W muni de la représentation adjointe de (W, | W)
dans V/W.

2. Filtration de 'algébre enveloppante associée a une filtration
d’une algebre de Lie (V, ).

Soit (V):;e~ une filtration de l’algébre de Lie (V, p), et soit U (v)
I’algebre enveloppante de I'algébre de Lie . On considére alors la filtra-
tion suivante sur U (v) :

U= Y VaVe,...Va,.
Z“iér
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On a alors
Up (). Uy () € Upaq (1), Up ()2 Upia ().

On peut donc former I'algebre associative graduée

U =3, gk

ProposiTioN 1. — L’algébre gr U(u) est canoniquement isomorphe a
Ualgebre enveloppante de I'algébre de Lie gr p.

Démonstration. — Pour définir un homomorphisme « de l'algébre
U(grp) dans gr U(p), il suffit, d’aprés la propriété universelle des
algébres de Lie, de démontrer qu’il existe une application K-linéaire «
de grp dans gr U(p), telle que afx, y] = a(x) a(y)—a(y) afx). Si z

est un élément homogéne de degré i de gr V =2 Vi/Viis, et si X;€V;

est un représentant de x;, on définit a(z;) comme étant la classe de X;
dans U.(p)/ Ui ().
Démontrons que « est un isomorphisme :

Soit (x3', %, ..., %) une base homogéne de I’espace vectoriel gr V,
Iindice a; désigne le degré d’homogénéité que nous appellerons le poids.
Choisissons des représentants X de chacun des z¥ dans l’espace V..

Nous obtenons ainsi une base de V.

Soit M =1{i,, i, ..., i-] une suite d’indices compris entre 1 et n.

On notera M* la suite composée des mémes indices, mais réordonnée
dans lordre croissant. On dira que M est de longueur [ (M) =r et de
poids p(M) = «; 4 a;, ...+ a;; on pose

o

& o P
XM = Xi,” .){l';2 . e Xi:' s

o‘il ai2 cx,-r
Ty= Ty ' Xy "o Xy

r

Nous savons que, pour toutes les suites ordonnées M* d’indices, les
éléments { Xu.| et {xzy~] forment respectivement une base de U (u)
et de U (gr ). On démontre alors que « est un isomorphisme grace au
lemme suivant :

LemME 3. — Soit M une suite d’indices, alors
X=X+ ¥ CXp avec (A)<IM), pA)=pDM).

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur la longueur de la
uite M.

ReEMARQUE. — Si (V, 1) est une algébre de Lie nilpotente, et si la
filtration de V est la filtration V.(w) définie au paragraphe 1, alors
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U,(») = Ir() ou I7(p) désigne la p*™ puissance de I'idéal d’augmen-
tation de U(v).

3. Filtration des résolutions standards.

Considérons les deux résolutions suivantes de K dans la catégorie
des U (w)-modules ([1]) :

(a) Résolution de Koszul (E(y), d), ot E"(p) = U(u) Qx\*V.
Considérons alors la filtration suivante de ce complexe

Ep,n(H) =2 U“o® V“i /\ V“z /\ e /\ VOC,, (10 + %y +~ .. +an§p)’

Er.»(u) a alors comme base sur K les éléments

L<l<<...<ln

{ o % LT S
X Xl" ' Xi, 2 e Xi"" N avec "
(@ Rt A KA AR AV by Loyt a2,

On vérifie que E”(p) :EEP,”(;L) est un sous-complexe de E(u).

n

PropositioNn 2. — EP(y) est un sous-complexe acyclique du com-
plexe E ().
Démonstration. — On considére la filtration suivante de E(u) :

Ep () = > KXu® X, A - .- N Xy, [avec [(M) = q—n].
Posons alors Ej (w)nE"7 (1) = Ejp” ().
E}» 7 (1) a comme base sur K I'ensemble des éléments

A & ( M* i P ) >, s
{XM*® Xi, ! /\ e /\Xi""}, avec % f(su*))jnaz—;. _I_ Fi = p

Le sous-complexe E{,’(p):}:E{j’/’(p) est acyclique, car on remarque

que E?(uw)/Ef_, () est isomorphe au sous-complexe acyclique de

q—

E@=S(V)®AV, ou

S(V) désigne I'algébre symétrique de V,
AV désigne 'algébre extérieure de V,

formé des éléments de longueur q et de poids supérieur ou égal a p.

(b) Résolution normalisée standard (N (u), d') ([2]), ou

N = U (@),
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I(p) désigne I'idéal d’augmentation de U(u). — Filtrons N(u) par le
sous-complexe N7 () :=2Np»n(p),

o Nrn(p) = DPEKXyQX.Q...Q X4,
ou p(M)+p(A)+...+pAn)>=p et l(A)>1.

ProposiTIOoN 3. — N7 (1) est un sous-complexe acyclique du complexe N (i1).
Démonstration. — L’opérateur d’homotopie ([1]),

n—1

s U e(® 1)~ U@ (@ 1)

défini par
S"(X,1®X,41®. . .®X,4") = I®X§®X41®. . .®X‘4n,

laisse stable N7 ().

Les complexes N(x) et E(+) sont deux résolutions acycliques libres
de K dans la catégorie des U(w)-modules. On sait d’autre part ([1])
que P'application définie par

n

e U@Ur)—~U®(R1),
MA@ @ AT N AT)) =1 ®2(5(")xam®xa(2>®- @ Zs )
o€ S[1, n]

est un morphisme du complexe E () dans le complexe N ().
Par conséquent, il existe un morphisme ¥ du complexe N(u) dans
le complexe E(u), et des applications U ()-linéaires s et s’ de degré -+ 1,

s't N(u)—>N(p),
s E()—~E()

Yoh—Id=d os + sod,
loW—Id =d'os 4 s'od.

telles que

D’autre part, 2 applique le sous-complexe Er(p) dans le sous-
complexe N7(u). On déduit alors des propositions 2 et 3, la proposition
suivante :

ProposiTION 4. — Il existe W, morphisme du complexe N () dans E (i),
s et s', applications U (p)-linéaires de degré + 1, s’ de N(») dans N(u)
el s de E(u) dans E (), telles que

W(NPp) CEP (1),
s'(NPp) N7 (),
s(EPp) C EP (1)
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el telles que
Wod—Id=dos +s od,

AoW —Id=d'os"+s"od'.

Démonstration. — On construit ¥, s et s’ par récurrence, vérifiant
les propriétés cherchées, en utilisant les propositions 2 et 3.

4. Modules filtrés. Filtration des représentations d’'une algébre
de Lie filtrée.

DErFINITION. — Soit (M, p) un (V, p)-module. Si p est filtrée, M est
dit un p-module filtré, si I’espace vectoriel M est muni d’une filtration
M>...o0M;5M;,>...(jeZ), telle que p(V,).M;Cc M.

Si M est un (V, p)-module quelconque, on peut toujours introduire
les filtrations suivantes sur M.

1° M;=U;(r).M. — On a M,= M. On s’intéressera ici particulié-
rement aux filtrations finies, c’est-a-dire aux filtrations { M;};c, telles
qu’il existe n et NeZ avec

]V[,: M si ién,
M=o si i>N.

La filtration précédente ne sera donc intéressante que s’il existe un i
tel que U;(»).M =o.

ExemPLE. — Si nous reprenons les exemples (a) et (b) du paragraphe 1,
on trouve dans le cas (a) : M,=p(V)’.M.

La filtration s’annule pour p assez grand si M est un (V, y2)-module
nilpotent.

Dans le cas (b), on trouve comme filtration de M; M= M, M,={o|.

20 Dans la suite, on considére surtout la filtration suivante de M :
M;={m tel que U_;(+).m==0}.

ExempLE (a). — Si (V, 1) est une algébre de Lie nilpotente, on trouve
M=o si ié I,
M,={m tel que p(V).m:=o}="1espace des invariants de M,
M_,={m tel que p(V)*'.m=o].
ExempLE (b). — On retrouve M,= M, M,= o.
5. Algébres de Lie filiformes. Classification des algébres fili-
formes graduées.

Soit (V, ) une algébre de Lie nilpotente. (V, 1) est naturellement
filtrée par les V,(x)=¢—'(x). On peut donc associer & (V, ;1) une
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algébre de Lie graduée (grV, grp). On dit que (V, 1) est de type
{Po> Py - » P s dim Vi()] Vit (4) = .

Si (V, ) est de type {pi, ps, ..., p.}, I'algébre de Lie (grV, grp)
est de méme type.

On sait que dim V,(1)/V.(x) > 2 pour toute algébre de Lie nilpo-
tente. On dira qu’une algebre de Lie est filiforme, si . est de type
{2, 1,1, ..., 1} Sidonc p est une algebre filiforme, I’algébre de Lie grp
est une algébre filiforme graduée.

Nous allons déterminer la structure des algébres filiformes graduées
de dimension n 1.

Soit (V, ) une algebre de Lie filiforme graduée de dimension n + 1.
Ona V=W, +W,+...+W,, ot dimW,=2, dimW;=1, 2=in,
et [J»(Wi, Wj)CWi...j.

Supposons de plus que le corps de base K ait une infinité d’éléments.
Alors (V, ) vérifie la proposition suivante :

ProposiTION 5.

(a) Il existe une base homogéne yo, Y, Yo, ..., Yu de V, oit yo, y €W,
et y,e W, telle que
bW Y) =Y  (1=Zi=Zn—ri),
f‘L( 0y yn) =0,
P, y2) = o

On dit alors que si (y,, Y, Ya, - - ., Yu) Uérifient les conditions précédentes,
les vecteurs (Yo, Yis Yss - - -5 Yu) forment une base adaptée de (V, p.).

() Si o, Y15 -- -, Yu) est une base adaptée de (V, 1), on a alors néces-
sairement

p@sy;) =o si ietj>1 e i+j#n,
vy Yr—i) = (— 1)y, ot a=o sin est pair.

Démonstration.

(a) Soient z,, z, ..., z, des éléments quelconques non nuls dans
W, (1L1i<n), alors, si weW,,

}J.(w, Zz) = 7\i(w)zi+l,

les applications w— %;(w) sont des formes linéaires sur W,, non iden-
tiquement nulles, car p(W,, W)= W..

Le corps de base K, ayant une infinité d’éléments, il existe y, tel
que A;(yo) Zo pour 1Zi~Zn-—1, alors on voit qu’en choisissant
les y; multiples convenables des z;, on peut trouver une base adaptée
de (V, p).
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(b) Démontrons (b) par récurrence sur la dimension de V. Soit
Mo, Y, Yo, - .., Yu) une base adaptée de (V, ). Alors (o, Y, Yas « - -5 Yn—1)
est une base adaptée de (V/Ky,, ).

Supposons n impair. On a donc
ks y) =o0 sii+j<<n—r.

Posons alors p(yi, yu—;) = 2;y,.. L’équation

- [ (Yos Yis Yui) =0

montre que o; =— 4, on a donc o; = (—1)‘a, ce qu’il fallait démontrer.

Si n est pair, on a
B> Yn—1—i) = (—1)' %Y,
P-(yis yn—i) = %;Yn.
L’équation
P (Yos Yis Yamr—g) =0
montre que (—r1)o = a4 a;, c'est-a-dire a; = (—1)* (o, 4 (i —1)2),
mais a,,» = o, donc

Mais 1'équation p.pt(y,, Y.2—1, Yns) = o montre alors que o =o,
et par conséquent o; = o.

CoROLLAIRE 1. — Si n est impair, il existe deux structures p; et p,
non isomorphes, d’algébres de Lie filiformes graduées de dimensions n + 1,
sur un corps K, ayant une infinité d’éléments, ot | est définie par

oo, U)) = Yina (1=i=n—1),
6 o> Yn) = o, o
v (s y;) =o si i, j>1

et !, définie par
P (Yos ) = Yin (1Z£i<Zn—r),
»E Mo, Yo) =0, o o
Pis y) =o (i +j7#n ietj=),
I‘L’ll (yi7 y’l—i) = ('_' I)Iyu (l é I).

Si n est pair, il n’y a qu’une seule structure () d’algébre de Lie filiforme
graduée de dimension n 1.
Démonstration. — On vérifie aisément que les applications p) et p”,

pour n impair, définissent des structures d’algebres de Lie filiformes
graduées non isomorphes.
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2. Algébres de Lie filtrées.
Suite spectrale associée a une algébre de Lie filtrée
a valeurs dans un module filtré.

1. Conditions d’intégrabilité définies par une algébre de Lie filtrée.

Soit (V, w) une algébre de Lie filtrée (2 filtration finie).

Choisissons un isomorphisme «, K-linéaire de l’espace vectoriel V
filtré avec I'espace vectoriel grV, a étant tel que gra = identité de grV.
Transportons par l'isomorphisme « la structure d’algébre de Lie p sur
I’espace grV.

« % [~ est donc un élément de I'espace vectoriel gradué

Hom (A%grV, grV).
Décomposons « % = en somme de ses composantes homogenes.
o d = o e s ot (Wi, WHC W)

Ecrivons que « % p est une structure d’algébre de Lie, c’est-a-dire
que (% % (). (x % ) =o.
Ceci équivaut au systéme de relations

2 Pipbj=0, Vr>o.
i+j=r

En particulier, .0 =0, et y, est une structure d’algébre de Lie
sur V qui n’est autre que gry.. A I'ordre 1, la condition s’écrit :

Mo [t A 1o = O,

ce qui signifie que p, est un cocycle de l'algébre de Lie p, = grp pour
la représentation adjointe.
D’autre part, si on choisit un autre isomorphisme o’ de V sur grV et si

o Jo = o b s e A

en écrivant que «oa’~! est un isomorphisme de (grV, o'+ p) sur
(grV, a % 1) de la forme 1+ ¢, +¢:+4...+9, ol chacun des ¢; est
une application linéaire homogéne de degré i de grV dans grV, on
obtient les relations

Y mep= X 6@ y).

idjAk=r l4+m=r
En particulier, a I'ordre 1, on obtient simplement la relation
Po (@ 91Y) + o (912, )+ P (T, §) = ) (@, )+ 91 (20 (5 Y))s

ce qui signifie que p,— ) est un cobord.
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Donc, a toute structure d’algébre de Lie filtrée u, on peut associer
une classe de cohomologie bien définie 1, € H*(gry, grp) homogéne
de degré 1.

D’autre part, si L(V) désigne la variété des algebres de Lie sur I’espace
vectoriel V, et si p est une algeébre de Lie filtrée sur V, gru est une
algébre de Lie graduée sur grV, mais nous pouvons la considérer, en
la transportant par I'isomorphisme «—', comme une algébre de Lie sur V.

ProprosiTION 6. — a~' % gry. appartient a I'adhérence de Uorbite de
Ualgébre de Lie p dans L(V).

Démonstration. — 11 suffit de démontrer que grp appartient a I’adhé-
rence de l'orbite de o % p dans L(grV).

Or, si % p=p+pi+...4p et si on considére ¢(f)e GL(grV),
définie par ¢ (f) (x) = t'z; si x;€ W,

o) % (x % p) = potlp+. .. +1rp,,

d’ou le résultat.

2. Conditions d’intégrabilité pour un module filtré.

Soit (M, p) un module filtré sur I’algebre de Lie filtrée (V, p). Choisis-
sons un isomorphisme 3 de M avec grM tel que gr3=id. On peut
alors transporter la représentation p : V— EndM en une représentation
(@, B) % p: gr V—>EndgrM. Nous avons («, 3) % o= 0o+ p1+p2+. : . + prn

La relation ((z, B) % p) — ((¢, B) % )= ((«, B) % p).(= % =) est équi-
valente a la série de relations

2 pi~ = 2 Pi-ss
i+/=n i+j=n

en particulier, g, est la représentation canonique de (grV, gry) dans grM.

3. Suite spectrale associée 2 une algébre de Lie filtrée a valeurs
dans un module filtré.

Soit (V, 1) une algébre de Lie filtrée, et soit (M, p) un (V, p)-module
filtré. Le complexe de Koszul (C*(V, M), é(u, p)) est naturellement
filtré par les

Ci(V, M)= ‘gfe C*(V, M) telles que f(Va, A Vo, Av .o A Vocn)ch+ ).

i

A cette filtration du complexe de Koszul est associée une suite spec-

trale. Transportons, par les isomorphismes « et 3, le complexe de Koszul
{C"(V, M), d(, p) } sur le complexe

(C(grV, grM), o(x % 1), (% f5) k) I
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L’espace C"(grV, grM) est un espace vectoriel gradué. L’application
cobord se décompose donc en une somme d’applications linéaires homo-
génes de degrés positifs ou nuls :

8:d0+d1+...+dp.
On a

di.f=pi—f—f-p

La relation 000 == 0 montre que Z diod; = o, en particulier
i+j=n

dyody= o, et d, n’est autre que l'opérateur cobord du complexe de
Koszul de I’algébre de Lie (gr V, gri) 4 valeurs dans le module (gr M, grp).

A Yordre 1, on a diedy+ dyod, = o. d, applique donc un cocycle de
Ialgébre de Lie p, a valeurs dans (grM, p,) de degré n et homogéne
de degré d’homogénéité p, sur un cocycle de degré n 4+ 1 et de degré
d’homogénéité p 4 1. De méme, d, applique un cobord de degré n et
de degré d’homogénéité p, sur un cobord de degré n + 1, et de degré
d’homogénéité p + 1.

Donc d, induit une application d, de H?7 (i, po) dans H7*+H7 (i, 0o),
ou Hr7 désigne les classes de cohomologie de degré total p 4 g et de
degré d’homogénéité p.

ProrosiTioN 7. — L’espace E?7 de la suite spectrale, définie par la
filtration du complexe de Koszul, est isomorphe a Uespace H”7(gr, gro).
La différentielle sur Uespace E}7 est Uapplication 0., obtenue par passage
au quotient de d, = p,— f— f. 1.

Démonstration. — Elle résulte immédiatement des définitions des
espaces E7,

REMARQUE. — Si on considére I’exemple de la filtration d’une algébre
de Lie associée & une sous-algebre, la filtration obtenue sur le complexe
de cohomologie est la filtration définie par HocHscHILD-SERRE dans [3].

3. Cohomologie des algébres de Lie nilpotentes.

1. Extensions d’'une algébre de Lie p-nilpotente par un module
p-nilpotent.

Soit (V, ) une algebre de Lie nilpotente, on notera ¢'(v) les termes
de la série centrale descendante de l’algebre de Lie (V, ). On dira
que (V, 1) est p-nilpotente si €7(v) = o, c’est-a-dire si p est supérieur
ou égal a l'indice de nilpotence de (V, ).

De méme, soit (M, p) un p-module nilpotent : on dira que (M, p)
est p-nilpotent si p(V)?.M = o, c’est-a-dire si p est supérieur ou égal
a l'indice de nilpotence de M.
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Soit (V, ) une algebre de Lie d’indice de nilpotence r,, soit (M, p)
un p-module nilpotent d’indice de nilpotence r,, soit h une classe de
2-cohomologie de (V, (1) a valeurs dans (M, p) et soit (Q(h), 2(h)) un
représentant de la classe d’extension définie par h :

o>M->Qh)>V-—>o.

On identifiera M & i(M); soit r I'indice de nilpotence de (Q(h), 2 (h)).
On a alors r>r, et r>r,, d’aprés les relations

T(C (A (1)) = €' (1),
e () >p(VY. M,

et r=r,+ r, d’aprés la relation ¢:+"(A(h))cp(V)y:.M = o. On dira
que h est une classe de cohomologie p-nilpotente si I'extension Q (k)
est p-nilpotente.

Soit donc p>.r, et r, c’est-d-dire supposons que (V, 1) et (M, p)
soient p-nilpotents. Cherchons a quelle condition une classe de cohomo-
logie h est p-nilpotente :

Soit s une section de l’espace vectoriel V dans Q (h). Alors I'appli-
cation bilinéaire alternée de VAV dans M,

B (@ y) = A(B) (sz, sy) —s(+(x, )

est un représentant de la classe de cohomologie de h, et tout représen-
tant de h s’obtient par le choix d’une section appropriée.

Q(h) est somme directe de s(V) et de i(M), et la loi d’algébre (h)
sur Q(h) est définie par

A(h) (szy + my, ST, + ms) = s( (T, T2)) + B(x1, T2) + p(X1) . My— p(x2) ..
Définissons I’application aj : ® V-V par

ap (@i, Tay « ooy L) = (T, (T2 2C - 2@ty T)). L))

Soit de méme I'application a; 4 : Q) Q(h) — Q(h).
Pour qu’une classe h soit p-nilpotente, il faut et il suffit que I’appli-

cation aj; soit nulle. Exprimons cette condition en fonction de £.

LemMmE 4. — Si x4, X», ..., X sont des éléments de V, alors

as ) (ST1s STsy - - o, sx) — s(ap (@, Loy .+ .., T)) =", B) (T Ty ..., X))
ot
(Pr(f"" B) (331, Tay v xl‘)
=B, ap ' (@ ..., ) Fo(@) B (@ apT (T, ., )
+p@)e(@). .. p (@) BT, T).

BULL. SOC. MATH. — T. 98, FASC. 2. 7
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LemME 5. — Soient yi, ys, ..., y- des éléments de Q(h). Posons
y:= s(x) + my, alors

a{(,l)(yl, Yoy oo vs y,.)—a{(,l)(sx“ STy ..., sT)EP(V) 1. M.

Ces deux lemmes se démontrent sans difficultés par récurrence.
Par conséquent, pour qu’une classe h soit p-nilpotente, il faut et il
suffit, puisque (V, ) et (M, p) sont p-nilpotents, que, si 3 est un repré-
sentant quelconque de h, I’application ¢7+!(u, B) soit nulle. La condi-
tion ¢7*'(u, f) =o sera appelée condition de p-nilpotence pour le
cocycle 8.

Si (V, ) et (M, p) sont p-nilpotents, on notera E, (i, o) le sous-espace
de H*(p, p) formé des classes de cohomologie p-nilpotentes, en parti-
culier, si p>r,+ r, on a E, (v, p) = H*(1, p).

2. Filtration des espaces de cohomologie et classes de cohomo-
logie p-nilpotentes.

On rappelle que si (V, ) est une algébre de Lie nilpotente, on filtre V
par la filtration V;= ¢~'(x). Soit M un p-module nilpotent. Nous
filtrerons M par la filtration M;= { m tels que p(V)~*+'.m = o |.

La filtration de (V, |») et (M, p) donne naissance a une filtration du
complexe de cohomologie. Soit H"(y, p), le sous-espace de H"(u, p)
formé des images des cocycles 3 de degré n tels que

BV, AV, A...ANVa,)CM .
P2 %

On sait qu’il existe une suite spectrale dont le premier terme E7?
est isomorphe & H»7(grp., grp), et dont le terme E”7 est isomorphe
a Hra(p, 0)p[HP (g, 0)psae

Nous allons chercher une interprétation de l’espace H?*(u, p),. Soit
be H*(u, p),. b a donc un représentant 3, tel que B(V:, V;)C M)y
On a donc

BV, V)cM,,
et
B(V_p, Vi)cM,=o.

La structure d’algébre de Lie p. donne, par passage au quotient, une
structure d’algébre de Lie sur V/V_, qui est une algébre de Lie —(p + 1)-
nilpotente.

D’autre part, on a ¢(V_,).M,..cM,=o.

Donc on peut munir M,,, d’'une structure de (V/V_,)-module qui
est — (p + 1)-nilpotent, et 3 définit un cocycle 3 de I'algebre de Lie V/V_,,
a valeurs dans M,.,.V/V_, et M,., étant — (p 4+ 1)-nilpotents, on
peut considérer I'espace E_,(V/V_,, M,..) des classes de 2-cohomologie
définissant des extensions de V/V_, par M,.. qui sont p-nilpotentes.
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De méme, on peut considérer I'algébre V/V_ ,_,,= V/¢7(v), qui est
(— p)-nilpotente, et M,.,={m tels que (p(V))”.m=o0} qui est un
module (— p)-nilpotent, et on peut considérer’espace E_, (V/¢~7 (1), M ,..))
des extensions de V/¢—7(u) par M,,, qui sont — p-nilpotentes.

On a des applications

V>VIV_py—V/|V_,,
M, o—> M, ,— M.

Donc on a des applications

H2(VIV_py Myo)—> HX(VIV_ psyy M)

\\ %p—t /
N
H(V, M)

Les lignes précédentes montrent que si b€ H*(V, M),, alors b —=a,_, (b"),
b'eH*(V|V_,, M,.>).

Nous avons précisément la proposition suivante :

ProrposrTiOoN 8.

H(V, M), = oy s (B—y (V| V—py M,y.)) = o, (B (V] (), M)

Démonstration.

(@) B*(V, M), ca, (E_,(VIV_), Mp,2)).

Si be H*(V, M), nous avons vu que, si 3 est un représentant de b
tel que 3(V;, V,)c M, ;. ,, alors 3 définit un cocycle3de V/V_, dans M, ..

Montrons que § vérifie la condition de — p-nilpotence. Or ceci est
évident, car en considérant ’expression de la condition de — p-nilpo-

tence, on voit que ¢ (v, B8) (x, Z5, ..., T_,.,) appartient a I'espace M.
qui est nul.

() aps(E—p(V|V_py My.s)) Cop(E_,(VIC7(12)s Mpia)).
Ceci est évident d’apres I’expression de la condition de — p-nilpotence.
© (B, (VI (), M) H(V, M),

Soit he(E_,(V/c—7(s), M,.,), alors h définit une extension Q(h)
(— p)-nilpotente de V'= V/e—»(y), par M, :

0> M1~ Q) > V'—o.
Choisissons alors une section s telle que s(V;)c Q(h);, ou
Vi=¢e-1(V') = ¢ (V)[ei—»(V) et Q)= = Q(h).

Ceci est possible car #(Q(h);) = V.
Soit alors 3 le cocycle défini par une telle section.
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On a, siz,eV;et x,€V),

B, z)eQh);nM,
donc
p(V)y=tri=r+1B(z;, x;) € Q(h)—prs = €7Q(h) = o,
donc
B(x:, x,)eMiji) et a,(hye H*(V, M),.

COROLLAIRE 2. — Si p ~—r,, indice de nilpotence de (V, 1v), et p == —r,,
indice de nilpotence de (M, p), alors H*(y, p),= E_, (1, p) = ensemble
des classes d’extensions de (V, ) par (M, o) qui sont — p-nilpotentes et
si pZ—(r, +r12),

H2 (s 0)p=H*(p, p)-

4. Applications géomeétriques.
Etude de la variété des algébres de Lie nilpotentes.

1. Espace tangent a la variété des algébres de Lie nilpotentes.

On supposera dans ce chapitre que K est un corps algébriquement clos.

Soit V un espace vectoriel; on notera N (V) le sous-ensemble de L(V)
formé des structures d’algébres de Lie nilpotentes sur V. Supposons V
de dimension n, alors si p est nilpotente, on a ¢*—!(u)=o.

N (V) est donc un sous-ensemble algébrique de L(V), et on a

N({V)={peHom(A*V, V) tels que p.p =oeta’(u) =0/,

ou a*(p) est I'application de Q) V dans V, définie par
ar (1) (T, oy ooy Tn) = (X1, 21Xy - oo (T Tn)) - 0))e

Soit donc (V, 1) un point de N (V). Cherchons l'espace tangent au
point p, a la variété N (V) des algebres de Lie nilpotentes.

Si u,€eHom(A?V, V) appartient a l'espace tangent en p, a N(V),
on doit avoir, en particulier, py.p + .o =0, c’est-a-dire p, doit
étre un o-cocycle de l'algébre (V, ) a valeur dans V pour la repré-
sentation adjointe. D’autre part, I’application différentielle au point p,
de l'application a*(y) n’est autre que I'application qui, & p.,, fait corres-

pondre lapplication ¢ (o, p1): X) V— V définie en (3.1).

Donc si 12, appartient a 'espace tangent au point u, a la variété N(V),
p1 doit étre un cocycle (n—r)-nilpotent de I’algébre de Lie (V, w,)
a valeurs dans V.

L’algebre de Lie (V, p,) est filtrée par la suite centrale descendante
V= ¢i~'(u). La filtration de Il'espace de représentation considérée
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en (3.2) donne sur V, espace de représentation adjointe, la filtration
par la suite centrale ascendante

V,= centre de (V, p) = €, (),
V=6 (Ho),
V_i= Cira (o).

On rappelle que la suite centrale descendante ¢€;(i) d’une algébre
de Lie (V, p) est définie par récurrence par les formules suivantes :

Co(1) = o, Ci(r) =1{zxzeV tels que p(x, V)< (1) .

On notera V, lespace filtré par la série centrale descendante
Vi=C~'(), et V, Pespace V filtré par la série centrale ascendante
Vi=¢C€_iv1(v0). D’aprés la proposition 7, on obtient la proposition
suivante.

ProposiTioN 9. — Soient V un espace vectoriel de dimension n, 11, un
point de N(V), et soit p, un élément de Hom(A*V, V) tangent en .,
a la variété N (V). Alors p., est un cocycle de Ualgébre de Lie ., a valeurs
dans V, et il existe un cobord d(u,)¢ fel que p,—o(o)o =3, olt 3 est
un cocycle tel que

B(C pros €7 o) € Crpinefy ()

En particulier, si (V, ) est une algébre de Lie filiforme (1.5), on
sait que la série centrale ascendante coincide avec la série centrale
descendante. Précisément C!(u,) = Cu_i—i(i0).

Donc H*(V,, V,)—u—1) est formé de I'ensemble des classes de cocycles 3
tels que

B(C (), €771 (o)) CCHIT (110)

ou encore tels que
B(Vi(k)s V() € Virj ()

Soit (V, p) une algebre de Lie nilpotente, on sait [4] que I'espace
tangent a l'orbite O(w,) est I'espace des cobords de (V, p,) a valeurs
dans V muni de la représentation adjointe. On obtient donc le corol-
laire suivant :

CoroLLAIRE 3. — Soit (V, j,) une algébre de Lie nilpotente de dimen-
sion n telle que H*(Vy, V.)~(-1y=o0, alors Uorbite de p, est ouverle
dans N (V).

ExemPLEs. — On sait [5] que, si V est un espace vectoriel de dimen-
sion n inférieure ou égale a 6 sur un corps K algébriquement clos de
caractéristique o, la variété N(V) est irréductible, et qu’il existe p,
telle que N (V) = O(u).
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P est une algebre de Lie filiforme de dimension n. L’orbite O(w.)
est donc ouverte dans N (V). On peut calculer, sans hypothése sur le
corps K, que H?*(p,, pn)—n—1)= o.

Donnons ici simplement le calcul pour n =5 et n=6.

— (+* est définie sur la base y,y,y.y:y. par

¥ (Yo, Y1) = Yo,
2 (Yos Y2) = Uss
4 (Yo Ys) =Y,
¥ ¥2) =
(les valeurs p’(y;, y;) non exprimées sont nulles).

Cherchons les cocycles 3 tels que B3(V:(&%), V;(»*))c Vi (#’). En
ajoutant un cobord convenable, on peut supposer que

ﬁ(ylb yl) = 05
B y2) =o,
alors I'équation p*.3 + 3.1 (Yo, Y1, §2) = 0 prouve que (Y, ¥s) = o,
donc 3 = o.
— p* est définie sur la base y,y,y.y:y.ys; par
2o Y) = Yo (121 4),
P Yo ¥2) = Yoo

(Y15 Y5) = Ys»
# W Y) =Y
2 Yes Ys) =—Us.

Cherchons les cocycles (3 tels que 3(y; y,)€Kyir;+.... En ajou-
tant un cobord convernable, on peut supposer que

BYo y) = o,
B y2) = o,
B y) =o.

Alors I'équation pb.f + B. 15 (Yo, Y1 Y2) = 0 prouve que 3(yi, ¥s) = o,
et Déquation p°.3 + 3.0, Y1, Ys) =0 prouve que [3(Y, ¥:) = o,
donc (3 est nul.

2. Espace tangent a la variété N (V) en un point p, filiforme.

Soit V un espace vectoriel de dimension n + 1. Alors I’ensemble
des structures p d’algébres filiformes sur V est un ouvert de la
variété N (V) des structures d’algébres de Lie nilpotentes sur V.



COHOMOLOGIE DES ALGEBRES DE LIE NILPOTENTES. 103

Les résultats de (1.5) montrent que si (V, p,) est une algébre de Lie
filiforme, on peut toujours trouver une base {e, e, e, ...,e,] de V
telle que

Ho(eo, ei) = €1 (Iéién'—“l),
Lo (eo, en) =0,
Poler, &) € Ke,+ Ke;+...4 Ke,.

On appelle une telle base une base adaptée de (V, p). On a alors

Vi(po) =2 Ke, pour ix. a2,
Po(Vi(o)s Vi) € Vieja () - st T4j<n
et
ol i) = (—1)iae, ol a=o sin estpair.

D’autre part, il existe un ouvert U de L(V), entourant ,, tel que,
si pea, les éléments e, e, et x;(n) =adi'(e).e,, 2=1i<n, soient
tous linéairement indépendants. Donc, sur I'ouvert U NN (V), les x; (1),
i> k, forment une base de Vi(p) pour k> 2. On sait alors que sur
Pouvert des algébres filiformes

p(Vi(), V()€ Viijia () sl i4j<n,  ixs2, jo
et si n est pair, on a
p(Vi(@)s Vi) € Viejia (1), Vi, j>2.

Sur I'ouvert N(V), cette condition s’exprime par les équations poly-
nomiales

Qi () = @i (@), T () A Tijir () A - oo A @) =0

si i+ j< n, pour n impair et i, j> 2, et Vi 2, Vj> 2, si n est pair;
soit 3 un élément tangent & N(V) en p,, alors il existe ¢ : V-V tel
que B—3d(x0) 9 =2 avec zy(Vi()s V() € Visej (0)-

Mais d’autre part, on peut trouver ¢’ : V—V tel que

(zo+ 0(0)9) (e &) =0 et (zo4 0(20)9") (Vik)s Vi (20)) C Vi (20)-

En effet, les équations z,4 0(0)9 (s €:1) =0, 2 Zin, défi-
nissent ¢’(e;) en fonction de ¢'(e;), ¢'(e)) et des z,(e, &), k=1, et
on a ¢’'(e;)€ V(). Donc

(74 Opmeg) (e e) =0 et 2+ 3(0)9) (Vi) Vi (20)) € Vi (20)-

D’autre part, on peut choisir convenablement ¢’(e;) pour que
(Zo+ ()9 ) (e, ) €Ke,+...+ Ke,, soit alors z,=2z,+ d(0)9’.
Alors si 3 est tangent & N(V) en p,, z, est tangent & N(V) en p,, car
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Pespace des cobords est I’espace tangent a I'orbite O(u,), et est donc
contenu dans I'espace tangent en w, a N(V).

Donc les équations différentielles en 1, des applications polyno-
miales (; ;(») annulent z,. Or ceci s’exprime, puisque z, (e, €) = o, Vi,
par la condition

2 (Vi(o)s V;(0)) € Virja (120)
pour i>~o2, j>o et i4 j<<n si n est impair; si n est pair, ceci
s’exprime par
zZ(Vi(po)s Vi(po)) € Virjra (), Vi2 et j=o.
Posons z,(e;, e,—;)) = a;e,. Les équations po.z4 2o.1o(es, € €,;) = 0

montrent que
Zo(€s, €n—i) = (— 1) o ey

Appelons d’une maniére générale Z),(u,, ) 'espace des 2-cocycles

de p, tels que

z'(er, &) =0 et Z(eye)eKeyjp+...+Ke, pouri et j1
alors on a la proposition suivante :

Prorosition 10. — Soient p, une algébre de Lie filiforme de dimen-
sion (n+1) sur V de base adaptée e, e, e, ..., e, C une composanie
irréductible de N(V) contenant po, T (o, C) Uespace tangent au point 1,
a C. Alors :

1° Si n est pair,

T (os C) € B* (o, o) + Z'y (1205 o)y

20 Si n est impair et s'il existe z,€ T (., C) tel que z(eo, €) = o,
i +.j <n, ié 2, jé 2, «Zo(ei, ej)EKei+j+19

2o (ei,, en——i) = ("—I)ia €ns a }ﬁ o,
alors
T (1205 C) © B oy o) + Kzo -+ Z'y (1205 120)3
s’il n’existe pas de tel vecteur tangent, alors

T (o, €) B (o5 10) + Z'y (105 o)-

D’autre part, la proposition suivante permet de calculer la dimen-
sion de I’espace B2(i, tto) + Z) (o [0)-

D’aprés (1.5), on sait que I'algébre de Lie gru,, associée a p, est iso-
morphe soit a I’algébre p; soit & 1’algébre p.}.
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Proposition 11. — Si (V, 14,) est une algébre de Lie de dimension
(n +1) telle que gry, ~ 1}, alors

dim (B? (120, o) + Z\ (P05 p0)) = dim Z', (2o, o) + n*
el si gryp,~ p}, alors

dim (B* (1o, o) + 23 (o5 o)) = dim Z' (o, po) + 0+ 1.

Démonstration. — En effet, on a
dim (B (o, o) + Z', (140, 1))
= dim B (20, 1) + dim Z, (0, 1) — dim (B2 (0, p0) 1 Z4 (0, 20))-
Or B2(p, o) NZ' (o5 [20) = {do, 0: V>V, avec
dCP (e()a ei) =0,
do(e,e;) € Kepji+...+Ke,y, Vi, j1.

Les équations do(e), ;) = o définissent v (e;), i > 2, en fonction de ¢ (e,)
et o(e).

L’équation dg (e, e;) = o montre que ¢(e,)eKe, +...+ Ke,.

Si o(e)=aje+...4 aje,
o(e,)=a;e +...+ a}e,
alors
o) =(@{(—r1)(ay+ a})emodK e +...+ Ke,.

On doit simplement écrire que d¢(e;, e,—;) = o, or ceci, si
P-o(ei, en—i) == (_I)ia €n,s

vaut (—i1)a(aj—aj)e, d’ou le résultat.

3. Cohomologie d'une algébre de Lie filiforme.

Soit p, une algébre filiforme, et soit (e, e, e, ..., €,) une base
adaptée de p,.
Notons D la dérivation de p., définie par e,

D=ad €, D(e,) = Cit1, iél.
On utilisera la convention ¢;= o, si i > n.
Notons H l'idéal Ke, ...+ Ke, Soit
Z' (o, o) = | B : cocycles de i, tels que 3(e, &) =o}.
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Nous allons chercher 4 calculer cet espace.

Les équations p,.54-3.p0(e;, €/, &) =0, 1, j, k>~ 1, prouvent que
B(es e)eH.

Les équations p,.3 + B3.po(eo, €5 €;) = 0, I, j> 1, s’écrivent
D(B(es €))) = B(ews, €)) + B(ess €j+1)-
D’autre part, si on considére les espaces Hom(\"V, V) comme des
po-modules, on sait que la différentielle & (u,) :
Hom(A"V, V) >~Hom(A*+'V, V)
est un morphisme de 4,-modules.

En particulier, () (€.8) =€,.0(%)B3, quelle que soit l'appli-
cation B: A2V V.

Si donc 3 vérifie
D@ (e e/')) = B(eir1, €)) + B(es ei+1)’
ceci signifie que e,.3 == 0. On a alors e,.d ()3 = o, C’est-a-dire

D3 (3) (€5 €)s €)) — (3(120) B) (€5 €5 1)
— (3 (pa)B) (€5 €j115 €1) — (3(p10) B) (€55 €5 ) = O

Par conséquent, si opo(3) (es, €, €;) =0, Vi1, j > 1 alors
oo (B) (e €5 &) =0, VI, j, k1.

Nous obtenons donc la proposition suivante :

ProrositioN 12. — Soient 1, une algébre de Lie filiforme de dimension
n+1, (e, e, e, ...,e,) une base adaptée de 1, H=Ke,+...+ Ke,
et D la dérivation ad e,. Soit Z'*(u,, () Uensemble des 2-cocycles de (V, 11,)
avaleurs dans V, muni de la représentation adjointe, tels que 3(e,, &) = o, ¥ i.

Alors B(e;, e;)€ H, les valeurs B(e;, e;) (i, j > 1) sont entiérement déter-
minées par les valeurs 3(e;, e.1) (i>1) grdce a la relation de récurrence
DB(e;, ;) = B(ei15 €;) + B(es €;11), ef pour qu’'une application 3 a valeurs
dans H, vérifiant

Blene)=o0 et DB(e,e) =P(er)s ¢) + B(es €j11),
soit un 2-cocycle, il faut et il suffit que
@ )B) (s € &) =0, Vj, k=0,

Les relations D (3 (e, €,)) = B (€1, ;) + 3(es €,+4) permettent d’exprimer
B(e:» eirp+1) en fonction de 3(e;, e;14) par la formule

[p/2]
3 ]
5 (eis ei+/)+1) = 2‘ (_' I)r C;,_.Dr—r iB(eH—r’ ei+r+1)

n=0
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ou [p/2] désigne la partie entiére de pf2; si i+ p 4+ 1>n, B(es €irpi1)
doit étre nul. Ceci impose, sur les éléments ((e; 1), les relations
B (e €r1) = 0, C’est-a-dire
(n—i/2]
Z (—1)'Ci_i_, D=2 B(eirrs €11yr1) = O.

r=o0

En particulier, on voit que si 8 est de degré >—1, c’est-a-dire si
on choisit 3(e;, €1)€ KXy +. . . + K e, alors les équations 3(e;, €,11) = o
sont automatiquement vérifiées.

4. Applications a la majoration des composantes irréductibles
de N (V).

Soit V un espace vectoriel de dimension n + 1, et de base (e, ey, . . ., €.).

ExempLE 1. — Soit pf l'algébre de Lie de dimension n 4 1 définie
par pi(es &) =€y, 11 =n—1.

Alors, pour se donner un élément 3 € Z' (o, (), ¢’est-a-dire un cocycle
tel que B(es, €;)) = o et B(e;, e;)eKes 14, il suffit de se donner arbitrai-
rement des valeurs ((e;, e;.1) dans I'espace Ke,; o+ ...+ Ke,.

On a donc, si n = 2p,

dim Z', (5, 120) = (p —1)%,
et sin=o2ap+1,
dim Z, (45, 4) = p(p —1).
Donc, d’aprés les propositions 9 et 10, on a la proposition suivante :

ProrosiTioN 13. — Soit C une composante irréductible de N (V) conte-
nant 1}, alors, si n = ap,
dimC = (p—1)*+ n?,
et sin=2p—+1,
dimC = p(p—1) + n*+1.

Mais d’autre part, soit C une composante irréductible de N(V), ren-

contrant 'ouvert des algébres filiformes, alors pjeC. En effet, si ¢

est une algébre de Lie filiforme qui appartient 4 C, alors on sait (propo-
sition 6) que I'algébre groe€ 0(5), donc appartient 4 C. Or grd est iso-

morphe soit & p; soit & w}, mais pfe€O(p}), donc pieC.
On en déduit donc la proposition suivante :

ProposiTioN 14. — Si C est une composante irréductible de N(V),
rencontrant Uouvert des filiformes, alors p;eC et
dimC < (p—1)*+ (2p)? si dmV=2p+1,

dimC=p(p—1) + (2p)*+1 si dimV =2ap+ 2.
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ExempLE 2. — Soit 7 l'algébre de Lie sur V, définie par
0% (€o» €) = €i11s 1=Zi=n—1,
05(er, &) = €is, 201 =n—a2,

o7 est une algébre de Lie filiforme.
Cherchons & déterminer I'espace Z' (9%, 0%), si BeZ'(d%, d%), on doit

avoir
DB (e, €))) = B(eirrs €)) + B €j1)-
D’autre part, les équations dB3(e,, e, ;) = o, i, j > 2, s’écrivent
D23 (e;, €;) = B(eiras €;) + B(esr €j12)-

On voit donc que ceci entraine 23(ew., €j44) = 0, i > 2, j > 2. Done
en caractéristique =4 2, on a B(e;, ;) = o si i >3, j > 3, et pour déter-
miner un élément de Z| (d%, ¢7), on peut choisir arbitrairement les

valeurs
B(e, e)eKe,+. ..,

B(es e)eKe,+. ...
Si n>. 6, on voit qu’il ne peut y avoir de cocycles z, tel que

z(e, e)eKe, 4. . .,
z(es e5)eKe;+. ..

et z(e;, €,_)) = (—1)'ae, avec o F o.
Donc, d’aprés les propositions 9 et 10, on a le résultat suivant :

ProposiTioN 15. — Soil V un espace vectoriel de dimension n 4 1
(n>. 6) sur un corps K de caractéristique # 2; soit C une composante
irréductible de N (V) contenant o}, alors

dimC < (n +1)>—9.

ReMaRrRQUE. — (C’est la majoration obtenue dans [6], par une méthode
de récurrence, en utilisant le fait que dim H*(9}, K) = 3.

5. Composantes irréductibles de 'ouvert des algébres filiformes.

Soit V un espace vectoriel de dimension n + 1, de base ey, e, e,, ..., €.
On sait que toute algébre de Lie filiforme @ admet une base adaptée e, (1),
e (), ..., (). Toute algébre de Lie filiforme est donc isomorphe
4 une algebre de la forme pj + 3, oit 3 est une application bilinéaire
telle que

5(80, ei) = 0,
Bese)eKejri+...+ Ke, si i+j<n,
B(es en) = (—1)ae,, ot a=o0 sin est pair.
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L'équation (i + @).(ui + ) = o s'éerit B.p -+ pi.B + 5.5 = o.
Or pour les valeurs e, e, e;, ceci entraine 3.u? -+ 2.5 (e, €, €;) = o, et
par conséquent, on a

Bt +pi.B=0 e B.B=o0.
Appelons J () I'ensemble des deux cocycles 3 de p7 tels que

ﬁ(e()’ ei) =0,
B(es e)eKepjisr..+ Ke, si i4j<n,
B(e, eni) = (—1)ae,
et
B.B=o,

J (%) est un sous-ensemble algébrique de Z>(u.y, ). Alors si feJ (1))
% + B est une algébre de Lie filiforme.

PropositioN 16. — Soit C une composante irréductible de J(p.;) de
dimension a, alors GL(V) % (3 + C) est une composante irréductible
de N(V) de dimension n>+- a, et Uapplication ainsi définie est bijective
sur Uensemble des composantes irréductibles de N (V) rencontrant U'ouvert
des algébres filiformes.

Démonstration. — Soit C une composante irréductible de J(u}), et
soit C’ une composante irréductible de N(V) contenant I’ensemble
irréductible GL(V) % (i, + C). Alors C' contient p{.

Considérons I'ouvert U de N (V) contenant pp tel que, si peU, les
éléments | ey, e;, Ty () = adie,.e, ), 1 i n—1, soient linéaire-
ment indépendants.

On a alors

p(ens (1) = X, %)z (),

i3

ou les a;(p) sont des fonctions rationnelles de ¢ définies sur U. Posons
alors
€ (IJ-) = aa(IJ-)eo —e€,
e (1) = ad(eo). e (1)

Alors les éléments e, e, (), e:(), ..., e,() forment une base adaptée
de I'algeébre p, et I'application qui a ¢ fait correspondre (e, €; (1), ey €1 ()
est une application rationnelle.

On a done 1 = 9() % (24 5(») ot 9(u)€ GL(V) et B(x)eJ (),
et T'application qui a pe€ U fait correspondre 3(x) est une application
rationnelle.
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On voit donc que B(Un C’) est un ensemble irréductible contenant C.
On a donc

BUNCY=C et UnC'cGL(V) % (! + C),

donec

C'= GL(V) % (»5 + C).

Réciproquement, si C’ est une composante irréductible de N(V),
rencontrant 'ouvert des filiformes, alors C’ contient p?, et le méme
raisonnement montre que si C est une composante irréductible conte-

nant B(C'nU), alors GL(V)% (= + C) = C'.

Enfin, si C est une composante irréductible de J(u;) de dimension a,
on a

dim GL(V) * (4} + €) = dim GL(V) + dim C — inf d(9),
pEeC

ou, si BeC, d(B) est la dimension de I’ensemble des ge GL(V) tels que
g% (i + B)eC.

Calculons la dimension de I’ensemble H(3) des g€ GL(V) tels que
9 % (02 -+ B) € C. On voit alors que H (3) est le sous-ensemble de GL(V)
tel que g(e)) = aje,+...+ ate,

gle) =aje.+...+ ate,
g(e) = (45 + B) (90, gei).

Donc d(B) = 2n + 1 pour tout 3€C, ce qui démontre le résultat.

6. Applications a la réductibilité de l'ouvert des filiformes.
(@) Soit r>1, et soit Z, (u, »;) l'ensemble des [e&Z*(pg, pi
tels que
B(es, &) = o,
Blese)e D Ke,  k=i+j+r,

alors 3.3(es e, ek)GEKep, pxi+j+k+or

Par conséquent, si 2r + 6> n + 1, tous les éléments de l'espace
vectoriel Z. (w2, p4) vérifient I'équation (3.3 = o; soit r, le plus petit
des entiers r> 1 tels que ar 4+ 6>n 4 1.

Z, (2, pt) est alors un sous-ensemble irréductible de J(uy). Cal-
culons sa dimension. D’aprés (4.3), pour se donner un élément de
Z,.(»5, ), il suffit de se donner des valeurs arbitraires z(e;, e..,) dans
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ZKe,,, p>2i-+1 +rp Alors,

si n=4q, ry=-o2q—z2, dim Z,, = q(q + 1), g2,
si n=4q+ 1, ry=2q—2, dimZ, = (q+1)% q>2,
si n=/4q+ 2, ry=2¢—1, dimZ, = (q +1)% g1,

si n=4q+4 3, rn=o2q—1, dimZ,, = (¢4 1)(q + 2), g>1,
on obtient donc la proposition suivante :

ProposiTioN 17. — Si V est de dimension n + 1, il existe une compo-
sante irréductible de N(V) conlenant p et de dimension supérieure ou
égale a

fn+q(g+n st n=4q (@=72),
(n+ (q+1) st n=4g+1  (g=2),
(n*+ (q+1) st n=4q+2 (g=1),
ln+ (g+1)(@+2) si n=4q+3 (g=1).

(b) Considérons I'ensemble A, (1) de Z*(u.;, 1+;), défini par
B(es, €) = o,
B(e, e)eKe, ...+ Ke,,
B(e-z, 83)€Kelz—1 + Kem
B(es €i0q) =0 si i 3.
On a alors, si Be A, (1)),
B.g=o.
Il existe donc une composante irréductible C, contenant pj, et de
dimension > n*+ (n —1).
Mais, d’autre part, si on considére le cocycle 3, de A,(u}), défini par
Boler, &) =€)
Boler &) =0 |

et par conséquent on a aussi
dimC <= (n + 1)*—o.

alors p+ B, = 0%,

(c) De la proposition 17 et de la proposition 15, on déduit que, si
n>. 23, alors il existe une composante irréductible de N(V) conte-
nant pf et ne contenant pas ¢}. Donc I'ouvert des algébres filiformes
sur un espace vectoriel de dimension n + 1, n> 23, est réductible.

On sait, d’autre part [6], qu’il existe un ensemble irréductible de N (V)
dont la dimension est de I'ordre de 2n*/27 lorsque n est grand.

11 existe donc au moins trois composantes irréductibles dans la variété
des algébres de Lie nilpotentes pour n suffisamment grand, si K est
un corps algébriquement clos de caractéristique £ o.
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5. Cohomologie p-nilpotente.

1. Définition de la cohomologie p-nilpotente.

Soit g une algébre de Lie sur V espace vectoriel sur K(g n’est pas
supposée nilpotente). Considérons la catégorie C, des g-modules p-nil-
potents. C, est une catégorie abélienne. Si U désigne I’algébre envelop-
pante de g, et I I'idéal d’augmentation de I'algébre U, et I7 la pi*m puis-
sance de I'idéal I, il y a équivalence entre la catégorie C, et la catégorie
des (U/I7)-modules.

Le corps K, muni de la représentation triviale, est un g-module p-nil-
potent quel que soit p > 1. On peut donc chercher a résoudre le fonc-
teur qui a tout g-module M p-nilpotent fait correspondre 1l’espace
vectoriel sur K, Homyypmoa (K, M), espace vectoriel isomorphe a
Iespace des invariants de la représentation de g dans M. La résolution
de ce foncteur exact a gauche fournit des espaces N (g, M) qu’on
appellera les r'*me-espaces de cohomologie p-nilpotentes de g a valeurs
dans M. La catégorie C, des g-modules p-nilpotents étant une sous-
catégorie pleine de la catégorie C,., des g-modules (p + 1)-nilpotents,
elle-méme sous-catégorie pleine de la catégorie C des g-modules, on a
un diagramme commutatif de foncteurs exacts :

Cp~—> Cp+1
C

On en déduit si M est un g-module p-nilpotent des applications

canoniques
ips p1

N;(gs M) — N;-H (s, M)

N /
B e
H (g, M)

2. Description des espaces de cohomologie p-nilpotente.

Considérons les résolutions de K dans la catégorie des U-modules par
la résolution de Koszul E(g), ou E*(g) = U ® A"V, et la résolution

normalisée standard N(g) ou N*(g) = U® @ I.

On sait que l'application canonique 1® A7, avec k*: A"V — @) I,
définie par
M@ AT N ) = Z e(@)To1) Q@ To ) ® -+ - @ T s

cEeS[1,n]

est un morphisme de E(g) dans N(g).
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Par conséquent, I’application

Hom)*: Homy( & I, M) Homg (A" V, M)
réalise un isomorphisme des espaces de cohomologie HI"(g, M) et
H»(g, M) de ces deux complexes.

Si on note respectivement ZI(g, M) et BI*(g, M) les espaces de
cocycles et de cobords d’ordre n du complexe {Hom(@ 1, M)}, et
Z(g, M) et B*(g, M) respectivement les espaces de cocycles et de
cobords du complexe de cohomologie de Koszul (Hom (A”V, M)), alors
on sait ([1]) que tout cocycle SeZ"(g, M) admet un prolongement
BeZI*(g, M), et si deux cocycles B et B’ ont la restriction dans Z" (g, M),
ils ne différent que par un élément de BI*(g, M).

D’autre part, résolvons K dans la catégorie des (U/I7)-modules par
la résolution normalisée standard N (U/I”), ol

No(UITP) = U @ Q 117,

La différentielle d” est définie naturellement par
n—1

GuQuQ...Q u,) =Z(——1)fuo®u1®...® U Q.. .Q U,

i=0
Les espaces N} (g, M) seront donc les espaces de cohomologie du
complexe <HomK<® I/1r, M>> muni de la différentielle d?, ou

dnf(xl), xl, x'l; LIS ] xn)

n—1

=x0~f(x1’ Loy o v ny xn) +2('— I)if(.’l'1, Loy o ooy LiZitas ooy xn)-

i=1
Les applications de passage au quotient

U—s U/l

N S
NS
U7+

définissent des morphismes des résolutions normalisées
NU)—> N(U/IF)
AN e

N/
N(U/Ir+)

BULL, 800, MATH. — T. 98, FASC. 2. 8
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et par conséquent des diagrammes commutatifs
N; (g, M) —— Hr (g, M)
AN /!

Tpri N\ S
N7 (g, M)

D’autre part, si V,(g) désigne I'idéal ¢»—g, il y a équivalence entre
la catégorie des modules sur g, qui sont p-nilpotents, et la catégorie
des modules sur g/V,(g), qui sont p-nilpotents.

L’application canonique N} (g/V,(g), M) — N,(g, M) est donc un
isomorphisme.

ProrosiTioN 18. — Si g est une algébre de Lie nilpotente et si M est
un g-module nilpotent d’indice de nilpotence r,, alors H" (g, M) est limite
inductive des espaces N7, (g, M) définis pour p > r,.

Démonstration. — C’est une application de la proposition 4 du cha-
pitre 1. On considere V;(g) la filtration de g définie par V,(g) = ¢'g;
alors soit 3 un cocycle de g dans M; 3 définit une application U-linéaire
de U ® A”g — M. Cette application est nulle sur 'espace E™7:+mi(q)
(cf. 1.3), ou

Emret+nr (g) — 2 I“o® Va, Ao A Va".

[ T S e N S Tt Y

En effet, sige I*Q Vo, AVau Ao - A Voo -+ a4+, ..+ o> n,+ nry,
si ay> 1y, alors B(y) = o, car M est r,-nilpotent, et si «,<Cr,, alors I'un
des «; est supérieur a r, et I'espace V., étant nul puisque g est d’indice
de nilpotence r;, y est nul.

Mais alors le cocycle BoW,, ou W, est choisi vérifiant les condi-
tions de la proposition 4, est nul sur Plespace N™":+7ri(g), donc
BoW,1RXsR®...8X,,) est nul dés que I'un des X, appartient
a I7 avec ¢>r,+ n(r,—1) + 1; 3o W, définit donc un élément de
N7(g, M), et la classe de 3 dans H"(g, M) est I'image de la classe
de BoW, dans N7 (g, M).

L’application N (g, M) — H"(g, M) est donc surjective dés que
g>r;+ n(r;,—1) + 1. De méme, on déduit de la proposition 4 que
si he N} (g, M) est tel que i;(h) = o, alors il existe p’> p tel que
limage de h dans N7,(g, M) soit nulle.

2. Interprétations des premiers groupes de cohomologie p-nil-
potents.

Rappelons que nous avons défini, si g est une algébre de Lie nilpo-
tente, et si M est un g-module nilpotent, une filtration de g par la suite
Vi(g) = €—g, et une filtration de M par la suite M;={m tels que
p(g)~**'.m = o}. Ces filtrations déterminent une filtration des espaces
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H"(g, M). Nous allons voir que, en dimension 1 et 2, il y a un rapport
étroit entre les espaces de cohomologie p-nilpotente et la filtration sur

H"(g, M).

ProrposiTION 19. — Si M est un g-module p-nilpotent, la suite suivante
est exacte :

o> N (g, M) % Hi(g, M)—> Homy (I7/I7+, M,)
[ i
— N2 (g, M) > (H2(g, M)_,—o
et Uimage de i), est Uespace H' (g, M)_p—).

Démonstration. — Tout d’abord définissons les applications r et o
intervenant dans cette suite exacte.

L’application r est définie cde la facon suivante : si 3 est un cocycle
de g dans M, alors 3 se prolonge de maniére unique en un cocycle B de I
dans M, car B doit vérifier B(X, Y) = X.B(Y).B est nul sur
I'espace Ir*+1, car M est p-nilpotent, et la restriction de B & I’espace I»
définit une application r(8) de I7/I»+* dans M,. D’autre part, si 3 est un
cobord, alors B est un cobord, et est donc nul sur I~.

0 est défini de la facon suivante. Soit ¢ : I7/I»+t — M,. Prolongeons ¢
d’une maniére quelconque en ¢’: I/I7+t — M, et calculons do’: I Q I — M.

do’ est définie par do'(x, y) = ¢'(xy) —x.¢'(y), alors d¢’ est nul
si z ou y appartiennent & I7; do¢’ définit donc un élément de N; (g, M)
qui ne dépend que de ¢, car si ¢ et ¢, sont deux prolongements de ¢
alors I'application ¢,— o, est nulle sur lespace Ir, et d(9),—9),)
est un cobord pour la cohomologie p-nilpotente.

Démontrons maintenant I’exactitude de cette suite. La seule difficulté
est de montrer que I'application i, est surjective sur I'espace H*(g, M)_,.
Montrons d’abord que ~

i, (N} (g, M))c H*(g, M)—.

D’aprés la proposition 8, il suffit de prouver que si B est un cocycle
de I® I dans M tel que B(X, Y) = o, si X ou YeI», alors le cocycle
B:g A g—M, défini par B(z, y) =B Q@ y) — B [y ® x), vérifie la
condition de p-nilpotence. Ceci résulte du lemme suivant :

LeMME 5. — Soit 8 un élément de Z*(g, M) et soit B un élément de
ZI*(g, M) prolongeant (3, alors

o (B) (@15 Tos - - .» T) = B(W (T4, Toy ..., T,))

ou

W (15 Tay ooy Tr)

r—1

= x1x2 ) xr_zxr._.1® X, _2 x1.’L‘2 Y ﬁi[xi+1[. . .[CL‘,-_“ .'X?r]. . .]] ® xi.

i=:1
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Ce lemme se démontre par récurrence. On a

OIS
=BG [z [0 2] D) 4209 )@, ).

Or par hypothése de récurrence :
(@)@ ey ) =BW(@s, ..., ).
B est un cocycle, on a donc
u.B(v, w) = B(u, w) — B(u, vw).

Donc si on appelle 7: I'application de I ® I dans I, qui 4 u® v fait
correspondre uv, on a

. BW(@sy ..., ) =B((@x: @)W, ..., %) —B(®, tW(xs ..., )

et finalement
9" (B) (@1, T2y -5 Ty) = B(W (s, Xsy - . ., X))
—B(x, [v]; .. ] 2] ] — W (s ..., X))

et pour conclure la démonstration du lemme, il suffit de démontrer que

(W@, ..., x)) =[x[2s. . [2r—1, 2]]...],

ce qui se démontre sans difficulté par récurrence sur le nombre de
variables.

Il reste donc & montrer réciproquement que, si he H*(g, M)_,, alors
h = i;(b), ot beNj; (g, M). Or ceci est évident, car si 3 est un cocycle
représentant h tel que B(V; V,)cM;.;_,, alors 3 est un cocycle nul
sur l'espace E*7r+'(g), et W,o3 est nul sur Pespace N*7+!'(g), donc
W0 B(X ® Y) est nul dés que X ou Y appartiennent a I».
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