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ÉTUDE DE L'ASSASSIN DU COMPLÉTÉ
D'UN ANNEAU LOCAL NOETHÉRIEN

M"16 M A R G U E R I T E FLEXOR-MANGENEY.

Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, À son
complété pour la topologie m-adique. Nous nous intéresserons à la
comparaison de AssA et de AssA.

Par fidèle platitude, on a la relation

AssA === \j AssÂ/pÂ,
pGAss^

de sorte que le problème est ramené au cas où A est intégre. Rappelons
plusieurs résultats :

(1) Dire que A est équidimensionnel est équivalent à dire que A est
universellement caténaire (cf. [7], ou le théorème 3).

(2) Si A est universellement japonais, À est réduit, et il en est de
même pour toute A-algèbre locale de type fini réduite ([2], 7.6.4).

Nous nous intéresserons au problème suivant :
(P) À est-il sans idéaux associés immergés ?

Rappelons que, pour dimA =i, (i) est toujours vrai, À est réduit
si et seulement si la clôture intégrale de A est finie, et (P) est toujours
vrai. Nous supposerons par la suite dim A ̂  2.

Nous allons donner quelques rappels de cohomologie locale ([2], § 5.9,
ou [5]).

Soit X un schéma localement noethérien; nous dirons qu'une partie ^
de X est stable par spécialisation, si l'adhérence de toute partie finie
de ^ est encore dans g, ou encore, ce qui revient au même, que



Î18 M. FLEXOR-MANGENEY.

x — ̂  == f^ Ua, la famille (E/a)aeA étant une famille filtrante décrois-
açA

santé d'ouverts. On construit alors un foncteur :

^-^^^)=\m(i^\U.)
a~eTv

sur la catégorie des c^-modules, la étant l'injection canonique : î/a-^X.
On vérifie que ce foncteur ne dépend pas de la famille [/a définis-
sant X—^.

On a alors le théorème et le corollaire suivants :

THÉORÈME 1 ([2], 5.11. i). — Soient X un schéma localement noethérien,
^ une partie stable par spécialisation, ^ un Ox-module cohérent. Alors
les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(a) S€°^(^) est un ôx-module cohérent.
(b) Pour tout xçAssFr\(X—^) (nous désignerons encore par ~{x]

le sous-schéma réduit de X, ayant '[x~\ pour espace sous-jacent), le 0.—»
module ̂ ^^(<^) est cohérent.

Elles impliquent la condition suivante :
(c) Pour tout xçMsFr^(X—^),

codim(gn{ïj, {^7)^2

et lui sont équivalentes si X est localement immergeable dans un schéma
régulier.

Gardons les notations X=SpecA, X'=SpecÂ, f'.X-^X. Nous
noterons ̂  l'ensemble des x de X' tels que

dim 0x', ̂ k et A^ === ̂ ^w (<^).

On a alors le corollaire suivant

COROLLAIRE 1. — Supposons A universellement caténaire, les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) La Â-algèbre A1 est finie et contient À;
(ii) Pour tout entier k tel que dim A ̂  k ̂ 2, la A-algèbre A^ est

finie et contient À;
(iii) À est sans idéaux associés immergés.

En effet, dire que ÂcAk est équivalent à dire que Ass<^ ng^= 0,
et dire que Ak est fini est équivalent à dire, si X' est biéquidimensionnel,
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que Ass<9jç' n'a pas de cycle associé de codimension k—i. D'où le
corollaire ci-dessus :

COROLLAIRE 2. — Supposons que la clôture intégrale Ar de A soit
une A-algèbre finie, et soit Y==SpecA. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) Pour tout point fermé y de Y, dim0y^.^2;
(2) Pour tout zçA.ssOx'9 d im{z}^2 ;
(3) Pour tout point maximal z de X', dim { z } ̂  2 ;
(4) Si U = X — { m }, alors Uhomomorphisme

A-^T(U, ôx) == A(U) =P\Ap
p ^ m

est fini.
Montrons que (i)==»(2). Raisonnons par l'absurde. Nous avons le

diagramme commutatif suivant;

Y^YxxX1—^X'

[ ^
Y———>X

Y' s'identifiant au spectre du complété de A'. Soit z un élément de Ass(9,Y/
tel que dim{ z } == i. Soit K le corps des fractions de A. On a

Y'x.SpecK—X'x^SpecJC,
donc

Ass0j^~Ass0y,

et, par suite, si zf est Punique point de Y7 au-dessus de z, z'eAss^y/.
Comme le morphisme y'->X' est entier, il en est de même du mor-
phisme { z f } - ^ { z } , et par suite d i m S ^ / ( = = I . II existe donc un point
fermé y ' de Yf tel que z1 ç. Spec0y,^., et que

dim { z ' } = dimspec(0y^.,)i z ' \ == i.

Comme 2'eAss0r,^, on a p ro f^ j / , , /== i (cf. [l], chap. 0, 16.4.6.3).
Soit y la projection de y ' sur Y; y est un point fermé de Y. Comme

Y'-> Y est fidèlement plat, prof^x,y== i, et comme OY,y est intégra-
lement clos, dim0y^=i, d'après le critère de Serre.

(2)=> (3) est évident.
(3) =^ (i). Soient z/i, ..., yr les points fermés de Y, et soient y\, ..., y',.

leurs images réciproques dans Y'. On a Y' = l i Y; (somme disjointe),
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où Yi=Spec<^/. Supposons qu'il existe un i tel que dim0r,^==i.
Alors dim0^/==i. Soit z ' ç A s s O y ' . On a

dim^ ( j^n ) = dimfT^ = i

et ^' est nécessairement un point maximal de YJ, donc de Y'. Comme
Y XySpecjK'^X'x^SpecK, si z est la projection de z ' dans X', z est
encore un point maximal de X!, et dim •{ z } == i puisque •{ z ' } -> { z } est
un morphisme entier.

(2)<=>(4) découle du corollaire suivant :

COROLLAIRE 3 ([2], 7.2.2). — Soit U rouvert complémentaire du point
fermé de X. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) A->T(U,0x)==A(U) est fini;
(2) Pour tout xçAssôx', dim [ x ' \ ̂ 2.

Ces corollaires montrent, dans des cas particuliers, l'intérêt du fonc-
teur ^€^(ôx) pour des parties ^ convenablement choisies, dans l'étude
du problème (P) envisagé précédemment. Nous allons voir qu'en fait
le problème (P) est équivalent au problème suivant :

(P') Soit A un anneau local intègre noethérien unibranche, de dimen-
sion ̂  2. Soient X == SpecA et U l'ouvert complémentaire du point fermé.
Uhomomorphisme A-^A(U) est-il fini ?

Pour voir cette équivalence, nous aurons besoin du résultat préli-
minaire suivant. Nous reprenons les hypothèses et notations du début.

PROPOSITION 1. — Soit zçAss^x" I I existe un schéma affine local Y
et un élément z ' de Ass^y/, où Y' est le spectre du complété de r(Y, 0y),
tels que :

i° il existe un morphisme Y->X essentiellement de type fini et bira-
tionnel;

2° Soient x et y les points fermés respectifs de X et Y; Vhomomorphisme
^x—^-^y est local;

3° dim Ox',z = dim0î',z', et dimy/ ( ; z ' } ) == i.

Soit q l'idéal premier associé à z. L'anneau C == A/q est un anneau
local intègre, d'idéal maximal mC. Soit (u = Ui, u^ .... Ur) un système
de générateurs non nuls de m, et considérons la sous-C-algèbre
C''= C[u^u, ..., Uriu] de C(S)^K. Comme AcC, on voit que le mor-
phisme de A-modules À -> C' se factorise en

À -> À (g)^A [u^u, . . . , u^u] -> C',
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le dernier homomorphisme étant surjectif. Posons

Bo = A [u^/u, .. ., Urfu], B, = À (g)̂ o.

Soit po le noyau de Bo-^C', de sorte que Bo/po^C', donc po est un
idéal premier, et il est immédiat que p o n A ' = = q . De plus, on a
m C == u C. Soit r un idéal premier de C minimal contenant u C ' , donc
dimG=i. Soient n'o l'image réciproque de r dans B'o, et rio la trace
de Ho dans Bo. Comme uBo=mBo et que Â/m^A^A/m" on voit que

B^B^B'^B',.

Ainsi Ho est le seul idéal premier de B'o au-dessus de îîo, et rio =rtoBo.
De plus, î îonA = m.

Posons B=(Bo)^, B /=(B(g)^Â)no, ?'= po-B', n =îtoB, n'== nB.
Alors le couple d'anneaux locaux (B, B) possède les propriétés suivantes :

(a) II existe un idéal premier p' de B' tel que p'eAss^B',

dimBp/ = dimÂq et dimJ37p' = i ;

(b) U homomorphisme B->B' est fidèlement plat, B et B' ont même
corps résiduel et même complété.

En efîet, B'Ç^BK. est un localisé de 4(g)^X, ce qui montre que

p'eAss-B' et que dimB^= dimAq.

D'où (a), puisque BVp'^Q.

L'homomorphisme B —^ B ' , se déduisant de l'homomorphisme A -> À
par extension de la base, est donc fidèlement plat. Comme Bf^B^B'lu^,
on a

Bjx^^ B'^B'c^ B'In'11,
d'où (b).

Terminons la démonstration de la proposition 1. L'homomorphisme
jB-^B/n" se factorisant par B—B'—^B^, on voit que B->Ê se
factorise en B->B'-^Ê. Soit q' un idéal premier de Ê minimal conte-
nant p'B. Comme B ' — ^ Ê est fidèlement plat, dimJ§^= dimjBp. et
q'eAssB. De même, B'^-^Ê^Ê étant fidèlement plat et local,
diml)/p'J§ = i, donc dimÊ/p1'== i. D'où la proposition, en prenant
pour Y = SpecB et pour z ' le point de Y7 associé à l'idéal premier q'.

THÉORÈME 2. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Ox.' est sans cycles associés immergés;



122 M. FLEXOR-MANGENEY.

(ii) pour tout schéma local affine intègre essentiellement de type fini Y
au-dessus de X, tel que :

(a) si x et y sont les points fermés de X et de Y, Vhomomorphisme
^x->°y est local, ôy est unibranche, et dim<9y^2;

(b) Y-^X est birationnel.

Alors si U ==Y— { y } , Vhomomorphisme canonique r( Y, Oy) -> T(U, Ov)
est fini.

Avant de montrer ce théorème, nous aurons besoin du lemme préli-
minaire suivant :

LEMME 1. — Soit A un anneau local intègre noethérien unibranche de
dimension ̂  2. Soit U ' ' rouvert complémentaire du point fermé de SpecA.
Alors U1 est connexe.

Soient X = SpecA, U == X—jradA}, A' la clôture intégrale de A,
Y = SpecA', V = = Y — { radA^}, cp : Y—X. Comme cp-^U) = V, puisque
A est unibranche, et que o->^x—^^r. Panneau A(U) == T(U, ^x) est
contenu dans r(V, 0y) = A'(V). Comme A' est un anneau de Krull,
on sait que A ' f ^ ^ A ' , et par suite, A (17) est entier et local. On peut
donc décrire A(t7) comme une limite inductive de A-algèbres locales
finies A),. Par conséquent, A(U') == A(£/)0^A = limA),. Comme A),.
est local, Â(U') est local, et par suite V est connexe.

Revenons à la démonstration du théorème. Montrons que (i)=>(ii).
Posons

Y = SpecB, Y1 == Yx ̂ X, Y' == Spec^', Z == SpecA

Comme Y est essentiellement de type fini, Y ' est localement noethérien.
Comme Y'XySpecK^X'x^SpecK, où K est le corps des fractions
de A, on voit que Ass 0jc/^Ass(9r/ donc OY' est sans cycles associés
immergés. L'hypothèse « ô^—^ôy est un homomorphisme local » entraîne
que B et B' ont même complété, donc Z = SpecB'. D'autre part,
comme X est un sous-schéma fermé d'un schéma régulier, il en est de
même de Y'. On sait alors ([2], 6.3.8) que les fibres du morphisme
Y'->Z sont des schémas de Cohen-Macaulay. Il en résulte que Oz est
sans cycle associé immergé.

Comme Oy est unibranche, le lemme 1 montre que, pour tout point
maximal z de Z, on a ôimz\~z~} =; 2 (sinon z serait isolé dans Z— {radfi}).
On termine en appliquant le corollaire 3 du théorème 1.

Montrons que (ii)=>(i). A l'aide de ce même corollaire et de la propo-
sition 1, on aura montré l'assertion, si l'on peut supposer, de plus, 0y,y,
unibranche dans la proposition 1. En effet, (cf. loc. cit.) si dim^y,^^ i,
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on a dim^y^^a, y ' étant le point fermé de Y', et par conséquent
dim^y^a.

LEMME 2. — En gardant les notations et hypothèses de la proposition 1,
on peut supposer Oy unibranche.

En effet, si C est la clôture intégrale de l'anneau intègre local B
tel que Y = SpecB, on sait qu'il existe une B-algèbre finie Bi
telle que le morphisme SpecC—^SpecBi soit un homéomorphisme
([l], chap. 0, 23.2.5). Comme J§i s'identifie à B^BÊ et que
Bi Ç^BK ̂  Ê 05-K", on voit qu'il existe un idéal premier qi de AssÊi tel que

q,nB=q7 et B^-(À)^.

Comme -êi/qi est entier sur Jê/q', on a dim.êi/qi== i. Soit n\ un idéal
maximal de Êi tel que qiCn'r On sait que n\ est de la forme îîiBi,
où Tti est un idéal maximal de Bi. Alors l'anneau (Bi)^ est unibranche,
et vérifie la conclusion de la proposition 1.

Donnons, pour terminer, une démonstration du résultat précédem-
ment cité de Ratlifî, basée sur le lemme 1 du théorème 2.

THÉORÈME 3. — Soit A un anneau local intègre noethérien. Alors les
deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A est universellement caténaire;
(ii) A est équidimensionnel.
[Pour (ii)=>(i), voir [2], 7.1.11.] Nous ne montrerons que l'impli-

cation (i)=^(ii). Pour cela, nous allons procéder en plusieurs étapes.

(a) Réduction au cas où A est un anneau hensélien. — Soit C la clôture
intégrale de A, et soit A' une A-algèbre finie telle que Spec C-^SpecA'
soit un homéomorphisme ([l], chap. 0, 23.2.5). Comme A est univer-
sellement caténaire, il en est de même de A', et on a, pour tout idéal
maximal n de A',

dimA,==dimA ([2], 5.6.10).

Soient ni, ..., Ur les idéaux maximaux de A', Q==A^, donc
dimQ= dimA et 4'= n Ô. Posons n; ==n;A'. Soit peSpecA^. Comme
le morphisme À -^Â' est entier, il existe un élément p' de SpecA'
au-dessus de p et, si p est minimal, il en est de même de p'. D'autre
part, si nj Dp', on a

dimÂ/p == dimA'/p'= dimQ/p'C,,

la dernière égalité ayant lieu puisque A/p est universellement caténaire
et intègre, et que À' /?' est fini sur 4/p (cf. [2], 5.6.10).
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Pour démontrer que À est équidimensionnel, on est donc ramené à
démontrer que Q est équidimensionnel, c'est-à-dire au cas où l'anneau
de départ est unibranche. Mais alors si A est unibranche, le henselisé hA
de A est intègre et universellement caténaire ([3], 18.7.5). Comme hA
et A ont même complété, on peut supposer A hensélien.

(b) Supposons qu'il existe un idéal premier minimal qeSpecA tel
que dimA/q < dimA. Alors, on peut même supposer dimA/q = i < dimA.
— Supposons dimÂ/q ̂  2. Soient X.1 == SpecA, X = SpecA, f : X' ->• X.
Regardons la partie F de Z === V(q), constituée par les points de Z de
codimension i et n'appartenant pas à /^(o). Autrement dit, un idéal
premier p appartient à F, si p est minimal pour la propriété de contenir
un idéal de la forme q + UÂ, où u est un élément non nul de A. Comme
dimA/q ̂ 2, mA n'est pas dans F, et F est infini, sinon mÂ serait
contenu dans une réunion finie d'idéaux premiers différents de lui-
même.

Soient Zi les composantes irréductibles de X', différentes de Z. On a
Fr\ZiCZc\Zi. Comme codimZnZ^i, Fr\Zi est ou vide ou composé
de points génériques de composantes irréductibles de ZnZ;, et par
suite Fr\Zi est fini.

Par conséquent, il existe un point de F n'appartenant à aucun des
Fr\Zi. Soit q' l'idéal premier de A associé à ce point. On a dimA^ == i.
De plus, si q 'nA ==p, p est différent de (o), q' est minimal, conte-
nant pA, et dimAp==i. Comme A est intègre et caténaire,
dimA/p == dimA—i. D'autre part, pour des raisons identiques,

dimA/q'^ dimA/q—i et dimÂ/q'< dimA/p—i.

Posons B == A/p, alors dimB < dimA, B est encore hensélien, et Ê
n'est pas équidimensionnel. D'où, par récurrence, la réduction annoncée.

(c) Fin de la démonstration. — Comme dimA ̂ 2, et comme A est
unibranche, il suffit d'appliquer le lemme 1. En effet, sinon { q } serait
isolé dans X' — { rad4 }.
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