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OPERATEURS POTENTIELS DES CHAINES
ET DES PROCESSUS DE MARKOV IRREDUCTIBLES

PAR

Marie DUFLO (%).

Introduction.

On sait faire une théorie du potentiel dans le cas des chaines de Markov
dénombrables récurrentes, grice notamment aux travaux de KEMENY,
SneLL et Knarp [14] et, dans le cas des marches aléatoires, de SpiTzER [21]
et KesTeN [15]. Cet article étend une partie de ces résultats aux chaines
et aux processus de Markov récurrents au sens de Harris, définis sur
un espace mesurable de type dénombrable.

Dans une premiére étude, on montre qu'une chaine irréductible est,
soit transiente, soit récurrente au sens de HARRIs; ceci donne une carac-
térisation de la récurrence plus aisée a vérifier que 'hypothése de Harris.
Pour la théorie du potentiel, dans le cas récurrent, le role joué dans
le cas discret pour les ensembles finis est ici joué par une classe d’ensembles
bornés. On obtient 'existence d’un opérateur potentiel défini sur les
fonctions mesurables bornées, d’intégrale nulle, nulles hors d’un
ensemble borné; en outre, sous une hypothése de normalité, on peut

N

prendre pour opérateur potentiel l'opérateur 1‘}imZ:P,, (ou P, est
>wo
1
le nitme jtéré de la fonction de transition de la chaine).

Dans la 2¢ partie, on obtient des résultats semblables pour les résol-
vantes irréductibles(Uh)y~, en leur associant la chaine irréductible
de fonction de transition U,. Sans hypothése d’irréductibilité, lorsque
(Ur>o est la résolvante d’un processus de Hunt, on sait, sous I'hypo-

(*) Equipe de recherche n°1 « Processus stochastiques et applications » dépendant
de la section no 2 « Théories physiques et probabilités », associée au C.N.R.S.
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these (L) de MEvYER, décomposer I’espace en classes récurrentes sur
lesquelles le processus est récurrent au sens de Harris [1], donc sur
lesquelles s’applique la théorie du potentiel faite ici.

Dans la 3¢ partie, on étudie le cas particulier des processus & résol-
vante fortement fellerienne. Dans le cas transient, le temps de séjour
dans tout compact est alors intégrable; dans le cas récurrent, les compacts
sont bornés. On construit un compactifié de Martin E* de E, sur lequel
la résolvante est normale si, et seulement si, les mesures A Uy convergent
vaguement dans E*, si A tend vers zéro.

On a ainsi étendu aux chaines et aux processus irréductibles presque
tous les résultats de la théorie du potentiel des chaines discrétes récur-
rentes qui n’utilisent pas la chaine retournée. Pour achever I'extension
de la théorie discréte, il faudra, par la suite, introduire des hypothéses
assurant l’existance d'un processus retourné.

1. Etude des chaines de Markov irréductibles.

1.1. Hypothéses et notations.

Soient (E, 3) un espace mesurable, et B I’ensemble des variables
aléatoires bornées sur (E, @). Si feB, | f|| = sup [f(x)|; siv est une
xe

mesure, [|v|| désigne sa variation totale.

On considére une fonction de transition P sur (E, 3) telle que
P(.,E) 1.

Si 0 est un point n’appartenant pas a E, on pose Es= Eu{d}, et
on définit sur E; la tribu ®;, engendrée par @ et {d}. P est prolongé
sur E; en une fonction de transition markovienne par P(., {0 }) =1—P(., E)
sur E et P(d,{d}) =1.

Soit X =1{Q, 7, (Pz)rer (Xn)ren> (9n)ren} une chaine de Markov
de fonction de transition P. (2, 7) est I’espace des trajectoires; X, fonc-
tion mesurable de (R, ) dans (E;, ®3;) représente la position de la
chaine a linstant n; 0, est l'opérateur de translation défini par les
relations X, = X0, pour tous les entiers p; enfin P. est la loi de
la chaine lorsque I’état initial est . On désigne par P, la n'*me jtérée
de P; pour f€B, on pose

P.f= f Pu(., dy) f(9);

si p est une mesure positive sur (E, 63), on pose

wP, = f 1(dz) Pu(z; .).
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Enfin, si ze (o, 1(, on pose
Gz=22"Pn.
n=1

Suivant FocukeL [8], on dira que X est irréductible, s’il existe une
mesure v absolument continue par rapport aux mesures G.(z, .) pour
tout x de E. Dans ce paragraphe, on supposera X irréductible.

En outre, &3 est supposée séparable ou complétée universelle d’une
tribu séparable.

L’outil essentiel, dans la suite, sera I'utilisation de la « trace » de X
sur certains ensembles A de 3. A tout ensemble A de @3, on associera
les fonctions suivantes :

(infgn;n>o, X.@)eA} si wel| J(X.ed),

Ti(w) =
( - si &)¢U{XILGA};
Py, .)= Px(XTAe ')’
Ti})= TA’
T'_(él)= TE;—“—[— T, o OTy—t)-

{ T'P } est 1a suite des temps de passage successifs en A. Sion pose X =0
la chaine X4 = { Q, Fy (Px)reas (Xw.))n EN} est une chaine de Markov

de fonction de transition P4(z, .) (x€Au{d}). On dit que X~ est la
trace de X sur A. On notera Pi(z,.) = P,_«{Xwne } pour tout x
de E;.

1.2. Transience et récurrence.

1.2.1. TuEoREME. — Il n’y a que deux cas possibles:

10 Cas transient : le noyau potentiel est un noyau propre, c’est-a-dire
quil existe une suite croissante d’ensembles mesurables { E,} telle que

E=\JE et iPk(.,En)éM,.<oo.
k=1

20 Cas récurrent : Il existe une mesure p, o-finie invariante, telle que,
pour tout T de & chargé par p. et tout x de E, on ait

1
Pw<2 [X,er = oo) =1.

1
BULL. S0C. MATH, — T. 98, FASO. 2. 9
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1.2.2. La démonstration de ce théoréme reprend essentiellement
celle ot Harris montre, dans le cas récurrent, Pexistence d’une mesure
invariante [9]. Les deux résultats suivants de Harris restent valables
sous I'’hypothese d’irréductibilité :

(a) Si pour un A de & chargé par v, il existe une mesure p, bornée
T

4
invariante par P4, alors la mesure p.(.) = f y,,(dx)Ex< E(I(Xne.))>

1
est une mesure o-finie invariante par P.

(b) 11 existe un A de @, chargé par v, et un entier j, tels que, si
J

R = }ZP{, on ait pour tout entier n supérieur 2 un certain entier n,
k=1

et pour un nombre positif ¢ inférieur & 1, I'inégalité suivante :

sup |R,(x,T)—R,(y, )| < o
x,y‘[‘ee:E;ﬁXE

Ceci implique I'existence d’une mesure p., telle que I'on ait

Vnénm VxGE, VI‘EGB’, IRIL(x’ r)_V*A(I‘)l<8H'

L’alternative entre transience et récurrence, annoncée par le théoréme,
correspond alors & l’alternative entre || || = o et [|p4| > o.

1.2.3. Supposons || ».,|| = o. Dans ce cas, R,(., 4) = 0", sin > n,. Or

R, (., A) =

jl" 2 Pioirii(.r A),

i, n

ol (i1 +.., iy) décrit les j suites de n entiers inférieurs ou égaux a j.
Mais la fonction n-— P{(x, A) est décroissante pour tout re A. Par
suite P4,(., A) < d~, lorsque n>.n, et

3 PiC 4) = 21—»:( NPt <i(mt )
n—1 k=0 n=1 7

Posant M = j <no—|— 1—£—8>’ on obtient

©

ip,,(., A) =Y Pi(., A) =M.

n=1 n=1
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)

<ka<w dy){ZP(y,A)})

n=1

Soit alors Ey=

N
z;2€E, Y P,(x, A)EJN}.

n=1

Zm@m

n=1 n—1

ZP @, EN)4NV <fp,,(x, dy)

N

k=1

< N*M.,

La v-irréductibilité et le fait que v(A)> o entrainent alors que

E = U Ey, et la premiére alternative du théoréme est démontrée.

1.2.4. Supposons || ps || > o. La mesure 1., est alors invariante par P4;
en effet, R"P4= P4R~, donc pour tout I'c A mesurable,

pa(T) = lim Ru(.,T) = lim fP"(.,dy) R.(y, T)
n>w ny>ow
— lim [ Ru(., dy) P4@. 1) = [ pa(@) P4, D).

/7,
La mesure p(.) = f p-4(dx) Er( E (I(Xne,,)> est donc une mesure o-finie
\ 1

invariante par P. Reste a montrer la derniére phrase du théoréme.
Soit T' e & tel que .(I') > o. Supposons d’abord I' c A. Il existe un entier k
tel que

Ri(., T) > py(T) — 64> 0.

Donc, pour tout z, il y a un entier ne (k, kj) tel que

Pi(T)> 5 (D) — ) = a>o;
kj
par suite, 2 P4(,,T)> a. Soit ¢ =kj. Si g, est la tribu engendrée par

n=k

les variables X,¢. pour m<n, on a

EEx< 2 I(XTJ)EI‘)[9P7> <2P (XT(qp),r)>

p0 J=pq+1

=00 Pzp.-s.,
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(p+1)q )
Z Ix el =00 P.p.-s.,
0< ( Ta )>

J=pq+1

et

4

P

N

I(XTX.)EI‘) = 2 Iix,eD) =00 P.p.-s.

n>o0

n

14
=3

Si ¢ est une fonction mesurable, positive chargée par p,, on a de

méme Z ‘P(XTQ"’) = 0, P.p.-s.

nxo0

Si I'e @ est chargé par p, p4 charge la fonction

T,
E, Z Iix,el) ).
n=1 K

Donc pour un nombre ¢ > o, p4 charge

T4
-

P. << l(X,,eI‘]> > C>a
. n=1

- ’ TA ,
—
ZP-"TT( <2 I(Ykel‘)) > c>
n=1 \ \k=1 /
- Tl(ln—'-“
=2 Pl<< Z I(XkeI‘)> > Cl?m) =00, P:p-s.
n=1

k=7:4")+1 /

et

Tf{"-{—“

et 2 Ix,eT)>> ¢ pour une infinité de n, P,p.-s. Donc

Pr(z‘ (1x.eT) =°°> =1

\n=1

k:Ti;’-o—l

1.3. Opérateur potentiel dans le cas récurrent.

1.3.1. Rappels sur les chaines récurrenfes. — Dans le cas récurrent,
X est une chaine récurrente au sens de Harris. Rappelons les pro-
priétés d’une telle chaine qui nous seront utiles (cf. [9], [12], [13], [19]) :

(a) 1 est I'unique mesure excessive pour P, 4 un facteur de propor-
tionnalité constant preés.
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(b) Toute fonction f mesurable positive et invariante par P est
constante.

(¢) E est réunion de classes cycliques Ci, ..., C; disjointes et d’un
ensemble F de p-mesure nulle, tels que (en posant Cuy= C,) on
ait P(., Ci) =1¢;; d est la période de X. Si, pour chaque n, Pi(z, .)
désigne la partie absolument continue de P,(z, .) par rapport a y, on
désigne par p,(r, .) une version bimesurable de la densité de Pj(z, .)
par rapport & p. Il existe un ensemble I'e @ chargé par p., pour lequel
l’ensembleg k; ke N,x N én[ﬁx - pe(z, y) > o } = I(T') n’est pas vide. Pour tous

les ensembles I' ayant cette propriété, d est le p.g.c.d. des entiers
de I().

La chaine est dite apériodique, si d =1; dans le cas général, la
chaine de fonction de transition P, est apériodique sur chaque classe
cyclique.

(d) Si X est apériodique, quel que soit le couple de probabilités v,
et v, li;n || viPr—vo Pp || = o.

Par suite, si ||| =1, lim || v,\P,— || = o.
np o
Si[|p]| = oo, et si fe£ (2)NB, lim v, Pof = o.
n>w

En outre, pour tout événement asymptotique A, la fonction P, (A)
est identique & 1 ou identique & o.

(¢) On dit qu’une chaine de Markov de fonction de transition P satis-
fait la condition de Doeblin, s’il existe une probabilité ¢, deux nombres
e >o0 et n <1 et un entier n, tels que, pour tout I'e® pour lequel
o) >, on ait P, (.,T) >¢. Cette condition implique la récurrence
au sens de HARRis; si, en outre, la chaine est apériodique, il existe un ¢ < 1
et un entier n, tels que, pour n > n,, on ait
:lelg | Py(x, ) — ()] <on

(f) Soit Ae® un ensemble chargé par p. La chaine X~ trace de X
sur A est récurrente au sens de HARRIS; sa mesure invariante est la
trace de p sur A. Enfin E est limite croissante d’ensembles A, € @®,
tels que X<~ satisfasse la condition de Doeblin.

Dans la suite de la partie 1, X est récurrente et apériodique. Si || . || = oo,
la chaine sera dite nulle;si|| .|| < oo, elle sera dite positive, et on prendra
pour p. la mesure invariante de masse 1.

1.3.2. Position du probléme. — Jusqu’a la fin de cette section, on
étudie les solutions mesurables bornées de 1’équation :
(%) I—P)g=f

ot f est une fonction de B. Si (%) a une solution g€ B, on dit que f est
une « charge »; Soit 9t I’ensemble des charges. Si f est une charge, et
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si g€ B est une solution de (%), on dit que g est un potentiel de la charge f;
si g, et g, sont deux potentiels de f, leur différence est invariante par P,
donc constante. Soit g un potentiel de f; pour tout entier N :

N N

Y PilI—P)g=g—Py..g =) Puf.

n=0 n=0

. D’aprés le théoréme 1.3.1 (d), pour tout couple v, et v, de proba-
bilités sur E, lim (v;Pyg—v:Png) = o.
N>

Par conséquent, pour que f soit une charge, il est nécessaire que les
deux conditions suivantes soient réalisées :
N

3P

n=1

(i) Les expressions sont bornées uniformément par rapport

a N.
(ii) Pour tout couple de probabilités v, et v, sur E, les expressions
N

E(V1Pn— v, P,) f convergent si N tend vers - oco.
n=1

Ces conditions sont suffisantes; si en effet, on fixe une probabilité v
N

et si on pose G,f= lim Z(P" f—v P.f), alors Gyf est une solution
N>

n=1
de (%).
On peut s’intéresser également a la propriété suivante :
N
(iii) Les expressions ZP,, f convergent, si N tend vers - co.

n=1

Si (i) et (iii) sont satisfaites, alors la fonction

N
Gf = lim ¥ P.f
n=1

Ny>w

est un potentiel associé & la charge f.

Dans la suite, on va montrer 'existence de certaines classes de fonc-
tions qui sont des charges; il est clair que ces fonctions ne peuvent étre
positives, et chargées par ., que si, || || < oo, elles sont nécessairement
d’intégrale nulle.

1.3.3. Charges des chaines satisfaisant la condition de Doeblin et
apériodiques.
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LemME. — Si X est une chaine de Markov satisfaisant a la condition
de Doeblin et apériodique, il existe une constante L, telle que, pour toute
fonction fe B, on ait

o

NP f—p(N]<LIf].

n=1
En effet, il existe un § > 1, et un entier n, tels que, pour n > n,, on ait

Sup [[Pu(®, ) —p()[|=20m

Si f est mesurable bornée,

w©

B PO —u O1Za 1l 125

n=1

On obtient le résultat en posant L = 2<n1 4 I—i—8>

Par suite, f est une charge si, et seulement si, fe B et .(f) = o; dans
ce cas, la série 2 P, f converge absolument vers une fonction Kf, bornée

par |fIL.

1.3.4. Charges concentrées sur un ensemble A tel que X, salisfasse
la condition de Doeblin et soit apériodique. — Soit A€, tel que X
satisfasse la condition de Doeblin et soit apériodique; il existe une
constante L, telle que, si fe B est concentrée sur A,

®

Soit 9tA={f;feB, (f=0)D> A", p(f)=o}. Sifea’, la série ¥ Pif

converge absolument vers une fonction K<f bornée par L[| f]|.

ap_ H()
pi— 20 =Ll

TuaEoOREME. — L’ensemble des charges nulles hors de A coincide avec 9t4.

En outre, pour tout f € 9t4, et tout entier N, on a

N
> P.f

n=1

=2 L[/ f].

LemME. — Quelle que soit feot4, K4 f— P(K4f) = Pf.
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Démonstration. — Pour tout entier N, on a

by P:.’f—P< 2Pl f> = E( ) f(Xr:;’)>_E-< X1 (Xry’oew))

n=1

=E. (f(X)) —E-<I(X16A)f(XT&N)oet+1))

— Pf— [ P(.. dy) 1) P41@)-

Si N est assez grand, | P4 f| <20V|| f||. En faisant tendre N vers oo,
on obtient le résultat.

Démonstration du théoréme.

(a) D’aprés le lemme précédent, pour tout entier N,

b4 -

P, f= KA f— Py(KE*f).

B
!l

Donc

N Pof| <2 L]l

(b) Si v, et v, sont deux probabilités sur E,

N
S (1 Paf— 2 Paf) = (01— ) (Buf) —(1— v:) Px(E.af)-

n=1

Mais (vi—vs) Py (K.af) <[ i Py—v2 Py [| L[ f[]s
expression qui tend vers zéro, si N tend vers +4-co. Donc

Jim ¥ (o Pa f—v2Puf) = (1 va) ().

n=—1

(c) Si feB et si f est nulle hors de A, alors

100 4
e

Pour tout entier N,

N

3 Pt

1

<[ flI LA
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Donc si p.(f) > o (respectivement w(f) < o),

N
lim P,f =+
im 2 Pof =+

(respectivement, —o0), et f n’est pas une charge.

1.3.5. Charges concentrées sur les ensembles « bornés ». — On va
étendre le résultat précédent a une classe d’ensembles plus riche. Soit k
un entier; considérons la chaine de fonction de transition P,

X = { ‘Q, 5:7 (Px)xeb‘s (Xnk)nez\" }-
Elle est récurrente au sens de Harris. En effet, si I'e 6 est chargé par y,

alors{Z Ix,, e[«,:oo} =c est un événement asymptotique; comme

k—1
{Z I(Xnesl‘)=°0} = ,k;{ 0;c,

Py (c) > o, donc P,(c) = 1. En outre, un événement asymptotique de X*)
est asymptotique pour la chaine X, donc X* est apériodique. Si A € @,
on désigne par X'} la chaine trace de X% sur A, par T%; la suite des
temps de passage de X¥) dans A; si fe B, on pose

Ptrf(x) = E, (er;;g,()-
DEFINITION. — On dit qu'un ensemble A est borné, si Aead, et s’il

existe un entier k pour lequel X% soit une chaine satisfaisant la condi-
tion de Doeblin et apériodique. On dira que k est I'indice de A.

Remarque. — Si E est dénombrable, les ensembles finis sont bornés.
Les théorémes qui suivent sont donc des extensions de ceux de [14].

ProrosiTioN. — E est limite croissante d’ensembles E, bornés.

Démonstration. — D’aprés la propriété (c) de 1.3.1, il existe un T’
chargé par p. et un entier k tels que inf[ px(z, y) > o.
z,yel’

D’aprés la propriété (f) de 1.3. 1, E est limite croissante d’ensembles E,,
tels que X satisfasse la condition de Doeblin, Mais si Ae® et si
w(ANT) > o, alors X% est apériodique. En effet, P£*(., ¢)> Px(., ¢)
pour tout ce @ inclus dans A, et 'on peut choisir une densité p4*(z, .)
de P{-*(z, .) par rapport a ., plus grande que p:(z, .); donc

inf pPi(E, y)>o
x,yel'n4

et la période de X% vaut 1.
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A tout ensemble borné, on associe encore I’ensemble 9t des fonctions
de B, nulles hors de A et d’intégrale nulle.

TatorEME. — Si A est un ensemble borné, U'ensemble des charges
concentrées sur A coincide avec 9L“. En oulfre, il existe une constante C
telle que, pour foute fe 94 et tout entier N,

N
> e
1

Remarque. — La seconde partie de ce théoréme a été également

démontrée par METIviER [17] et par Orey (a paraitre) par d’autres
méthodes.

= C4[IfIl-

Démonstration.

(a) Soit A un ensemble borné d’indice k.
Il existe une constante L, telle que, pour f€9t4, on ait

DI PAEfl =Ll f]].

Si K, (f) est la somme de la série absolument convergente ZP,{"‘f,

1
on a la relation suivante, quel que soit ’entier N :

N
N Puf = Ki(f) — Pin K(f)-
n=:1
k—1
On intégre les deux termes par la mesure Z P,, et on pose
i=0
k—1
E(f) = D, PiEA()

i=0

Nr
N P f=Ki(f)— P Ku(f).
k=n
D’ou
N kﬁ—l (%)k N
N P.fl=| ) Puf |+ Pofl+| Y P
n=1 n:=1 n=k n:(%)/{q—i

<2 k|[fl|+ 2k La[f[| = Call 1l
avec Cy= (14 Ly) 2k.
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(b) Si v et v, sont deux probabilités sur E,

15151 |91 Pan (KA (f) — v2 Pan (B(F) | = o.

Nk
Donc les expressions Z (v1Puf — v, P f) convergent, si N tend vers o0
n=1

vers (vi—v,) K,(f). En outre, fe Bn 2 (»); donc

N

imP,f=0=1lm ¥ P.f.

nyw N> N
n:(T)k

N

Par suite, les expressions 2 (1 Pof—vo P, ) convergent, si N tend
n=I1

vers 00, Vers (v,;— v,) f{A(f).

(c) 11 n’existe pas d’autre charge concentrée sur A d’aprés le raison-
nement fait en 1.3.4.

1.3.6. Chaines normales. — On étudie maintenant la convergence
N

des sommes 2 P,f, si N tend vers 4-co, pour une fonction fe9It4,

1
A étant un ensemble borné.

THEOREME. — Si A est un ensemble borné les trois conditions suivantes

sont équivalentes :
N

(a) Pour toute fe€ 914, les expressions Z P,f convergent en fout point

1
si N tend vers - oo;

(b) Pour tout xeE et tout I'e®, la suite PyP,(x,T') converge si N
tend vers -c0;

(c) Pour tout ensemble Be @ inclus dans A, il existe une mesure A,
telle que, pour foute fonction g € B et tout x€ E, on ait}lvig PnyPrg(x) =25(9).

Démonstration. — Remarquons que si B est un ensemble mesurable
et si, pour tout x de E et tout I' de 3, la suite PyPs(x, I') converge vers
une limite Az(z, I'), alors, d’aprés le théoréme de Vitali, 25(x, .) est
une mesure et, pour toute fonction ge B,

lim PNPB g(x) — 7\3(:1:, g).
N>w
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En outre, ces mesures i5(z, .) ne dépendent pas de x car, pour chaque T
de @, la fonction 2z(.,T) est bornée et invariante par P. On pose
As(T) = A5(., T).
11 est clair que la condition (c) implique (b).
Montrons que () implique (a). Soit f€9t4; on a vu que
N

lim Y P.f@@)=o,

N>
n:(%) k
Nk
il suffit donc de montrer que la suite Z P, f(z) converge si N tend vers +-oo.
n=k
Si k est I'indice de A, il suffit de montrer que (b) implique la conver-
/ k—1
gence de la suite PkN( EP"> (K4(f)) si N tend vers 4 oo,
\ i=0

K(f) =Y, Ph+f = PM( Y P;{»kf).

n=1 n=>0

Soit ' un ensemble mesurable; on doit étudier

k—1 k—1
2 Pi(PA’k(x’ I‘» = Ex< Z I(XTA X a6;+iel‘)>>
i=0 ’

i=0
T4r=inf{N; N>o0, N =nk, Xu€Al,
T,Mcoei—]—i =lnf{N;N>i,N=nk—l—i, Xnk.,_[GA}.
D’ou
TA= inf TA,kO 6i+i.
0Li<<k—1

Posons T ;=inf {N; N>o, N =nk, Xucdl.

Fixons une trajectoire w, et désignons par j l'entier de (o, k—1)
équivalent modulo k & i— T 4(w),

Tr00i4i(w) = Ti(w) +inf {N; N> o, N=nk+j, Xotsjrr,(0)€A,
k—1 k—1

2 I(XTA,koe;.pieI‘): Z I<XTA+(Tj‘,]‘o[’i+}')noTAe[|),
i=0 J=0

k—1 k—1
Z P,P"”‘(x, I‘) =P,E, <E I (XTL koei-l—/EF) >'

i=0 J=0
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0

Donc si (b) est réalisée, la fonction u =Z P&k f étant bornée, la

n=o

k—1 k—1
P, < > Pi> K.(f) = P,P,E, < by u(x,ojykooi+i)>

i=0

suite

converge, et (a) est réalisé.

Reste & montrer que (a) implique (c). Soit B un sous-ensemble mesu-
rable de A. On pose

Ty=inf{n;n>o0, X,€B.

Soit ¢ une fonction mesurable bornée, on pose

9 = E, (9Xp).

Il est clair que Pllz= P;.

(IIz;— Ppg) ¢ est une fonction bornée, nulle hors de B. En outre :
| #@0) o= Pr) g@) = [ p(n) (98) — Pag(@)).
B

Mais la trace de . sur B est invariante pour Pg. Donc cette intégrale
est nulle, et (Il;— Pj) g est une fonction de 94,

N ’ N—1
N P.(l;—Py) g =¥ P.(I— P) Pyg = Pyg— PyPsg.
n=1 n=o

N
(a) implique la convergence des expressions Z P,(I;— Py) g, donc

n=1
de PyPjg, si N tend vers +oo. D’aprés le début de la démonstration
de ce théoréme, cela implique (c).

Ce théoréme conduit, comme pour les chaines définies sur un espace
dénombrable, a introduire la définition suivante :

DErFINITION. — La chaine X est dite normale, si, pour tout ensemble A
borné, les mesures P,P,(x, .) convergent si n tend vers -oco pour
tout e E.

Si ||| =1, la chaine est normale, car lim P,P,(z,.)=p P,(.).
n>w
On sait que, méme dans le cas dénombrable, il existe des chaines non

normales [14]; par contre, les marches aléatoires sur R ou sur les groupes
dénombrables sont normales ([20], [21] et [15]).
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N
CorOLLAIRE. — Si X est normale, les fonctionsz P, f convergent en

1
restant bornées, si N lend vers --oo, pour toute charge nulle hors d’un
ensemble borné.

1.3.7. Etude d’un noyau polentiel. — On construit ici un noyau
potentiel, qui permettra de montrer I’existence de charges qui ne sont
pas concentrées sur un ensemble borné.

DErFINITION. — Soit K(z, .) une famille de mesures, bornées sur les
ensembles bornés et telles que, pour tout Be ®, K(., B) soit mesurable.
On dira que K est un noyau potentiel, si, pour toute charge f nulle hors
d’un ensemble borné, Kf est un potentiel de f.

Soit A un ensemble borné d’indice k. Pour tout x€ E,

N [ Pt ) — el =2 L

n=1

Par suite, ’application

[, Pk, f)— palf)) = K@)

n=1

de B dans R définit une mesure concentrée sur A et dont la valeur
absolue est bornée par 2 L, Posons

k—1

K.f@ =, PAK.A()) @)

i=0

Soit A, une suite croissante d’ensembles bornés dont la réunion est E.
Soit o une fonction positive, concentrée sur A, et telle que p.(x) =1;
soit v une probabilité sur E. Pour tout x€E, les expressions

P Pu(f—a p () @ —» Pulf —a ()

convergent, si N tend vers +oo, vers G,(f— a i(f)) (x). Mais
Go(f—o () @) = K, (F—a p(f)) @) —v K, (F— 2 ()

Par suite, on définit sur chaque A,, une mesure bornée K,(z, .) en
posant K, f(x) = Gv(f— a (~(f)) (x) si feB et si f est nulle hors de A,.
Soient K} et K; les parties positives et négatives de la mesure K,. J1
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est clair que, si n>m, les restrictions 4 A,, de K,, K; et K; sont K,,,
K7, et K;,. Soient K+ et K— les mesures o-finies, définies sur E, dont
les restrictions & chaque A, sont K; et K;. On pose | K| = K+ 4 K—;
pour chaque f € B+, on pose Kf = K+f— K—f, si K+f ou K—f est fini,
et Kf = -}-o0 si ces deux valeurs sont infinies. Soit A un ensemble borné,
montrons que K+(z, .) et K-(x, .) sont des mesures bornées sur A,
uniformément en x; x étant un point de E, soit 4} € @, tel que K (z, .)
soit la restriction & A} de K, (x, .). Soit f€ B nulle hors de A,

K;;f(x) = Gv(fIA,T—-a V‘(fll,jr )
- — P (Fra) Lana, .
== Gv <(f1,4',ﬁ‘ Tan4, m) —I" GV(;T(Z%_E:)_Q> - (fIA")
< 2(La+ La) (| f]l-
Donc
[ B+ (@, )l < 2(La+ L)
et, de méme,
| K=(x, )| <2 (La+ Ly).
ProposiTiON. — Soit fe £1() telle que | K||f| soit bornée.
On a alors (I1—P) K(f) =[—«p(f). En outre, f est une charge, si
N

(=05 si p(f)> o [resp. pn(f) < o], lim ¥ Puf= 400 (resp. —co).

Démonstration. — Supposons f bornée,
Kf= lim K(uif) = lim Gy(ref—ap( o)),
(I—P)Kf = lim (I—P) G.(14,f—o p2(f1.4,)
= lim {rg,f—op(fre)} =—ap(f).

Si on ne suppose pas [ bornée, on considére f,, fonction valant f
sur (| f|£ n), et o sur (| f| > n). Pour chaque n, (I —P) Kf, = fo— ap2(fn)
et, faisant tendre n vers 400, (I —P) Kf = f— a p.(f). Il est facile de
justifier les opérations écrites ci-dessus sous les hypothéses de la
proposition.

De la relation (I — P) Kf = f—a p.(f), on déduit que f est une charge

N

si p.(f) = o. Sinonles sommesz (Pnf— p-(f)Pna) sontbornéespare || Kf||;

1
N

la derniére phrase de la proposition en résulte, car Z P, o tend vers + oo

si N tend vers --oco. '
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2. Etude des processus de Markov irréductibles.

2.1.1. Hypothéses et notations. — Comme dans la partie 1, (E, ®)
désigne un espace mesurable, 3 est supposée séparable ou complétée
universelle d’une tribu séparable. On considére une résolvante sous-
markovienne (U"h~, sur (E,®); si feB est positive, on pose
Uf =%1;r; U*f. On supposera la résolvante « irréductible », c’est-a-dire

qu’il existe une probabilité v sur (E, @) absolument continue par rapport
a U,(z, .) pour tout z€E.

Dans certains cas, on supposera en outre que (U*),~, est la résol-
vante associée a un semi-groupe (P;),~, de fonctions de transitions
telles que {— P,(x, I') soit mesurable pour tout x€E et tout Te®:

U= f e P,dt. On déduira parfois des propriétés de la résolvante
0

les conséquences probabilistes portant sur un processus de Markov

X = Q; '97, (Px xEES (Xl):1€R+},

de semi-groupe (P;).cr., supposé mesurable. On appliquera dans ce
cas au processus les mémes qualificatifs qu’a la résolvante corres-
pondante.

2.1.2. Chaine de Markov associée au processus. — Posons Q = U'.
Q est une fonction de transition sous-markovienne sur (E, 3). Soit Q,
sa n'*me jtérée. D’aprés I'équation résolvante U'= U*(1— (1—2) U")
et pour tout 2€)o, 1),

U= Q X (1—2)" Qu.

n=0

Si G.= ¥ 7'Q. (z€ (o, 1(), ceci implique U*= Ti_x G.-». Par suite,
Pétude de la résolvante (UM)re)s) dans le cas continu se réduit a
I'étude de (G:):e(os( dans le cas discret.

Si {Q,F, (Px)rers (Xi)ier,| €st un processus de Markov mesurable
de fonction de transition P,, on peut lui associer une chaine de Markov Y
de fonction de transition Q de la maniére suivante. Sur un espace de
probabilité (A, £, II) on considére une suite de variables aléatoires (T).ex
telles que les variables (Tn.1— T»).en soient indépendantes et expo-
nentielles de paramétre 1, et que Ty=o. La chaine Y est définie par

{Q XA, FQ 2, (PzQ M)rer (Xr,0 (@)nen bo(ef. 12D
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2.2. Récurrence et transience.
THEOREME 2.2.1. — Si (U")>, est une résolvante irréductible, il
n’y a que deux cas possibles :

1° Cas transient : Le noyau potentiel est un noyau propre, c’est-a-dire
qu’il existe une suife croissante d’ensembles mesurables { E,} telle que

E=UE,1 et U(.,E) =M, < .

20 Cas récurrent : Il existe une mesure ., o-finie invariante, telle que,
pour tout I' de & chargé par », U(.,T) = oo.
THEOREME 2.2.2. — Soit X un processus de Markov irréductible.

1° Dans le cas transient, E est limite d’une suite croissante d’ensembles
A,ed que les lrajectoires quittent presque siirement aprés un certain
temps.

29 Dans le cas récurrent, X est récurrent au sens de HARRIS, c’est-a-dire
que 4. est invariante par le semi-groupe (P;),~, et que, si I'e @ est chargé

par la mesure invariante, P(f 10 (X,) dt:oo) =1.
0

Démonstration. — Comme Yirréductibilité de la résolvante (U™ ~,
équivaut a lirréductibilité de Q, le premier théoréme résulte du
théoréme 1.2.1. Dans le cas transient, soit '€ ® un ensemble chargé
par v tel que supU(z,I)-ZM < oco. D’aprés lirréductibilité, si

l

est une surmartingale positive et bornée; elle converge p.-s. et dans

L'(P,). Sa limite ne peut étre que o, car E,(U(X,, I')) = f P,(X,T)ds
L

A=l U@ )~ %} E = \_J A,. Mais, pour toute loi P,, U(X,T)

tend vers o si ¢ tend vers 4 co; d’olt

Tl._n_l Iix,ed,) = O (P.L'p-‘s.).
(>

Dans le cas récurrent, . est invariante par U,, donc par le semi-
groupe (P;),~, d’aprés [2]. Soit I'e @ un ensemble chargé par ; d’apres
le théoreme 1.2.1, pour tout z€E,

1=r.o]] { 2 (Xp, pylwlely = oo§
n=1
t [l <)\;ZI(T::("\)GU;Xt(m)er))> = oo}.

n—=1

=P,

BULL. SOC. MATH, — T. 98, FASC. 2, 10
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Ceci implique que P””% w; [ I(x,weldl =00, =1, car T, récurre
\ 0

dans un ensemble de R+ si et seulement si sa mesure de Lebesgue est
infinie (d’aprés un résultat de BRETAGNOLLE et DACUHNA-CASTELLE [6]).

2.3. Propriétés des processus récurrents.

Dans cette partie, (U*),~, est une résolvante irréductible récurrente.

2.3.1. Théorémes limite. — Dans le cas récurrent, la chaine Q est
récurrente au sens de Harris. Elle est apériodique. En effet, si '€ ® est
chargé par p, pour tout xe E, U'(x,I') = Q(x,I) > o; on peut donc
choisir une version q(z, y) de la densité de la partie absolument continue
de Q(x, .) par rapport & p, strictement positive; d’aprés le critére 1.3. 1 (¢),
ceci implique l'apériodicité. Cette remarque permet de déduire des
théorémes limites sur les chaines apériodiques, un théoréme limite sur
les résolvantes. Comme pour les chaines, la résolvante sera dite nulle
si || i || = oo, et positive si|| 1 || < co; dans le cas positif, on prend || . ||= 1.

TutorEME. — Quelles que soient les probabilités v, et v, sur E, on a

lim [|Av, Ur— v, U)‘H = o.
A>0

En particulier, dans le cas positif, lim || av, U»—p. || = o.
A>0

Dans le cas nul, limiv, U*f = o pour toute fe Bn £'(11).
h>0

Démonstration. — Si 2 <1, I'équation résolvante permet d’écrire

U+ =2 (1 — 2" Q,

n=1
A “ Yy U)‘-—Vg U)\” é )\2 (I - )\)n—1 H Yy Qn'_ Vs Qll ”-
n=1
Comme
lim || v, Qu— v Qul| = 0 =1lim (1 — 2) ¥, 2] v1 Qu—: Qu,
np oo z A1 P
on obtient la premiére partie du théoréme.

Dans le cas nul, si feBn£'(y), alors limv, Q.(f) = o, et
n>w

EE(I_' Z)E 7', Qu(f) ={if§“1 UM = o

n=1
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COROLLAIRE. — Si (U")y~, est la résolvante d’un processus de Hunt
et si A est une fonctionnelle additive, dont le « potentiel U% est borné pour
un a > o, alors, pour tout couple de probabilités v,, v, sur E, on a

lima (| v, U%—v, U%]| = o.
x>0

Dans le cas nul, si U, est intégrable, alors lim av, U% = o.
x>0
Ceci améliore certains théorémes limite obtenus dans [2] et [3].

Démonstration. — Soit M une constante majorant U pour un 8 > o,

a[[vi U= Ul Za[|vi U= UG ||+ a|a — B[ v U* US— v, U* U .

Le premier terme du second membre est inférieur a 2 M, et le second
4 ala—PB3|.)|vs U*—v, U%|| M, ce qui entraine le résultat. Il en est de
méme, pour la derniere partie du corollaire.

2.3.2. Opérateur potentiel : position du probléme. — On dira que f
est une « charge » de la résolvante (U%);~,, si f est une fonction de B et
s’il existe une fonction ¢ de B telle que (I — U,) g = U,f. On dit alors
que g est un potentiel faible de f. Deux potentiels d’'une méme charge
différent d’une fonction, invariante par Q et bornée, donc d’une constante.

Soient f une charge et g un potentiel faible de f. Pour tout 2 > o,
on a

U(I—UYg=U¢g—2U0"U¢g=U"U'f=Uf—U'f+ 2U*U'f.
Comme dans la partie 1.3.2, on déduit du théoreme 2.3.1 que, pour
que f soit une charge, les deux conditions suivantes doivent étre réalisées :

(i) Les expressions | U, f| sont bornées uniformément par rapport a i.

(ii) Pour tout couple de probabilités v,, v, sur E, les expressions
(v; Uf—v, U*f) convergent si » tend vers -+ co.

En outre, ces conditions sont suffisantes; si en effet on fixe une proba-
bilité v, et si on pose Gvf:)lim(U"'f—v U*f), alors
>0

I—U) Guf=lm(I —U) U'f=U'f.

On étudiera également la propriété suivante :

(iii) Les expressions U™f convergent si % tend vers zéro.

Si (i) et (iii) sont satisfaites, la fonction Gf = lim U’f est un potentiel
h>0

associé a la charge f.
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Lorsque la résolvante est la résolvante d’un semi-groupe (P,),.,,
de fonctions de transition, on peut étudier les propriétés suivantes :

I
f P,fds
0

At
(jij) Les expressions } P,fds convergent si t tend vers - oo.
0

(G) Les expressions
a t.

sont bornées uniformément par rapport

ProposITION. — Soit fe Bn £'(w).
L

f P.fds
0

20 Si (i) est réalisée, alors (jjj) est réalisée si, et seulement si, (iii) est
réalisée et si P, Gf converge si t tend vers -+ oo (sa limite est alors nulle),

1° ~sup| U'f| < sup
IS L

~ a2 sup| U*f|, les propriétés (i) et (j)

sont donc équivalentes.

Démonstration

(a) Soient A >o0 et t>o,

L
f e P fds = UMf— e NP, UM,

L 13
f P.fds f e P, f ds
0 0

L
f P;fds|. Si M = oo, alors sup| U*f| = oo, et le 1° est
0 IS

démontré. Supposons M < oo,

L t \ 4 l [+ u
f P.fds—1 U < f Psfds) = f e~7\"du< f P,fds— f Psfds>
0 0 0 u
u l+u
3 f o du ( f P, fds— f Psfds>
\“0 ¢

= UM—P, U,
| UNf— P, UM| < 2 M.

< sup = asup| U*f].

Soit M = sup
L

Done, pour tout a > o, | Urf—a U*UAf| < 2 M. Mais
lima U* UM f = o;
>0

en effet, si || u.|| = oo, cela résulte de ce que U'fe Bn £' (). Silp| =1,

lima U U f = %H(f);
aA>0
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mais p(f) est nulle, car

L
u(f) = %p<[ Pst)é%M.
0
Par suite, | U*f| < 2 M.

(b) Pour montrer le 29, supposons (i) réalisée. Il est clair que, pour

que f P, fds convergesi t tend vers + oo, il faut quesi 4 tend vers zéro,

U"f converge vers la méme limite; soit Gf = hm U+f,

f P.fds = lim(U*f— P, U*f) + lim (1— e=) P, U*f
o h>0 L>0
= Gf—P, Gf.

De cette relation, résulte 1’assertion annoncée.

2.3.3. Charges concentrées sur les ensembles « faiblement bornés ». —
Par définition, f est une charge de la résolvante (U%);~,, si et seulement
si Qf est une charge de la fonction de tranmsition Q, ce qui équivaut a
dire que f est une charge de Q. Par suite, les théorémes de 1.3.5et 1.3.6
s’appliquent directement.

La théorie est méme plus simple ici, car si Ae® est chargé par p,
la chaine trace sur A de la chaine associée a Q est toujours apériodique.
Soit, en effet, 0, sa fonction de transition; pour tout I'e @ inclus dans 4,
et tout x€ E, Q4(x, I')> Q(z, I'); on peut donc choisir une version de
la densité de la partie absolument continue de Q,(z, .) par rapport a p,
plus grande que q(zx, .) sur A; ¢ étant strictement positive, cela implique
I’apériodicité.

DEriniTION. — Un ensemble A €@ est dit « faiblement borné » si la
trace sur A de la chaine de fonction de transition U' satisfait la condi-
tion de Doeblin.

E est limite croissante d’une suite d’ensembles faiblement bornés.

Si Ae®, 9t désigne I'ensemble des feBn £'(u), d’intégrale nulle
et concentrées sur A.

TutoreEME. — Si A est faiblement borné, I’ensemble des charges concen-
trées sur A coincide avec 9t4. En oulre, il existe une constante C, telle
que, pour loute fe€ 9t et tout . > o, | U f| = C,| f]l-

2.3.4. Résolvantes faiblemenl normales. — Soit A € ®, chargé par .
Interprétons Q. en fonction de la résolvante (U"),~,.

N 0
Qu=1im ¥ Qr)Qui= Y (U1 U' v

n=o n=o
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Si (U)o est la résolvante d’un processus mesurable X, posons,
pour ge€B,

, .
o — 1 4(Xg)ds
Uty =E | e< Sy >g(Xl)di.
0
On montrera plus loin (3.1) que
U—U“4=U'(1,—1)U",
(1—QuAU“ =,
N
U'4__ QLN U1, =2 Q1.7 Q.

n=20

Par suite, Q,= Ui, = V'; Q4 coincide ainsi avec V!, qui lorsque X
est un processus de Hunt, est un potentiel du processus trace sur A
de X (processus déduit de X par le changement de temps associé a la

t
fonctionnelle f 14(X,)ds). Soit (V% )~ la résolvante de ce processus
0

trace; on obtient, & I'aide de cette résolvante, une caractérisation des
ensembles faiblement bornés.

ProposiTION. — Un ensemble A est faiblement borné si et seulement si

p(A)<oo et Xlim sup|| A VA (@, .) — pal| = o.
> X

Démonstration. — Si A est faiblement borné, cette propriété est
réalisée, car

SUp(| 4 VY, (@, ) — ol < 3, (x— 2= supl] (Vi (@, ) — el
n=1
et ces expressions tendent vers zéro si A tend vers zéro, comme
sup([ (V2)" @, ) — prall,
si n tend vers 4 oo. Réciproquement, si cette propriété est réalisée,
soit A > o tel que sup|| 2V’ — 4| <1; I'endomorphisme de B défini

par 2V, est quasicompact, donc celui que définit V! est aussi quasi-
compact d’aprés un résultat de BasTERFIELD [5]. Mais ceci équivaut
a dire que V) satisfait la condition de Doeblin (cf. [18]).

THEOREME. — Si A est faiblement borné, les frois conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) Pour toute fe 9L, les expressions U*f convergent en tout point,
si A tend vers zéro;
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(b) Pour tout xe E et tout T'e®, la suite 2U* V' (x,T) converge si A
tend vers zéro;

(¢) Pour tout Be @ inclus dans A, il existe une mesure 1, telle que,
pour loule fonction geB et tout x€E, on ait im2 U* Vjg(x) = Az(g)-
>0

Démonstration. — D’aprés la démonstration du théoréme 1.3.4,

si feat”, et si KAf=2 (Q2)*f, on a la relation

K f—Q(K“f) = Qf.

Par suite, si ze(o,1(, on a

©

D= U= U= 2 (Quer (K1) — Qu(K*)

n=—1 n=1

= K[ — (1—2) ), 2 Qu(K"f)

n—i1

= K'f —(—2) (U(K)— U'&“).

La démonstration est alors une transcription de celle qui a été faite
en 1.3.6, en effectuant ici les passages a la limite lorsque z croit vers 1.

DErFiNITION. — La résolvante (U*)b0 est dite faiblement normale,
si, pour tout ensemble A faiblement borné, les mesures 2 U*V!(z, .)
convergent si 2 tend vers zéro pour tout reE.

CoroLLAIRE. — Si la résolvante est faiblement normale, les expres-
sions U™ f convergent en restant bornées si 1 tend vers zéro, quelle que soit f € B,
nulle hors d’un ensemble faiblement borné et d’intégrale nulle.

Exemples :
19 Si ||| =1, la résolvante est normale.

20 Si (U7‘)~,‘ <o est la résolvante d’un processus a accroissements indé-
pendants sur Z ou sur R, elle est faiblement normale. Soit

X = {( Q, F, (Px);relf, (Xz)/eR+}

ce processus a accroissements indépendants; par le procédé décriten2.1. 2,
on lui associe la chaine de Markov de fonction de transition Q,

Y= { Q X L, F ® £, (P1® H).reEa (X’l',, (7~)((')))1\'EN}9
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Y est une marche aléatoire. Soit, en effet, (u, ..., u,) une suite de n
nombres réels;

E, @ Mexp (iuX,r, + u (Xr,— Xr,) +. . . -+ ty(Xr, — Xr,_,))
= f dI1 E..(exp (iu, X7,)) Ex(exp (it (Xr,— X2))) .. .
E.(exp (i, (X7,— X7,_)))
=( f exp(— 1) dt E.,_«(exp(iule))> ( [ exp (—1) d1E (exp (iueXz»)- z

< f exp(—1) dt E.(exp(iu, X;)))

= (E.® M exp (iu, Xr)) (E. @ Mexp ({u, (Xy,— X71))). . .
(E-® Mexp (iu.(Xr,— Xr,_)))-

Y, marche aléatoire sur R ou Z, est normale d’apres [20] et [21]. Donc
X est faiblement normal.

30 Il existe des processus, méme a valeurs dans un espace dénom-
brable, qui ne sont pas normaux. Considérons en effet une chaine récur-
rente de fonction de ftransition P. Posons

soit (UY),~, sa résolvante
; < P ; o P
N — —ht = » " —(h+1)¢ fn = L
U fe/Pldt S [t at =3, o
n=0 n=0

Ainsi (UM)ys, est une résolvante récurrente; les charges de (U")~.
et de P sont les mémes. Mais OREY a construit un exemple de chaine

sur un espace dénombrable, récurrente, pour laquelle Zz"P,, f ne

n=1
converge pas pour toutes les charges a support fini si z tend vers
1 (cf. [14]). La résolvante (U™),~, associée & une telle chaine par I'opéra-
tion précédente n’est pas normale.

2.3.4. Opérateur potentiel dans le cas des processus réguliers. — Dans
cette section, on suppose la résolvante (U"),~, associée & un processus
de Markov mesurable X de semi-groupe (P;)~,. Pour chaque z€E,
soient P/ (x, .) et P/ (x, .) les parties absolument continue et singuliére
de P,(z, .) par rapport & P,. On sait [7], que P/(., E) =1 pour tout ¢
(+ p.-s.) ou tlimP}(.,E) = o en tout point. Dans le premier cas, on ne
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t
peut pas espérer obtenir la convergence d’intégrales du type [ P, ds
v
si ¢ tend vers + oo a cause de phénoménes de périodicité. Par contre,
dans le second cas, le semi-groupe a des propriétés semblables & celles
des chaines récurrentes apériodiques. Jusqu’a la fin de cette section,
on suppose que limP/ (., E) = o. On dit alors que le semi-groupe est
>

régulier. On utilisera essentiellement le fait montré dans [7] que, pour
tout a > o, la chaine de fonction de transition P,, est récurrente et
apériodique.

DErFiNITION. — Un ensemble Be @ est dit borné, s’il existe un a > o

pour lequel la trace sur B de la chaine de fonction de transition P,,
satisfasse la condition de Doeblin et soit apériodique.

D’apreés 1.3.5, E est limite croissante d’ensembles E, bornés.

THEOREME. — Soif B un ensemble borné.

1° Il existe une constante Cp pour laquelle, quels que soient fe 9t
et teR,, on ait
L
f P, fds
0

20 Siv, etv, sont deux probabilités sur E, les expressions

=Gl f15

f"l(y,p‘.f—ugpsf) ds

convergent si t tend vers -+ c0;
30 Si, pour tout x de E et tout I' de @, P,Pg(x,I') converge si t tend

t
vers -+ oo, alors, pour foute fe 92, f P, ds converge si t tend vers - co.
0

Démonstration.

1° Soit B un ensemble borné; a étant un nombre positif, on pose

Tp.=inf{na; X,,€B} et PP*(z, .) = E.{ Xy, € .|

.y

On suppose que la chaine de fonction de transition P5¢ satisfait la
condition de Doeblin et est apériodique. Alors, d’aprés 1.3.3, il existe
une constante Ly, telle que, pour toute fe9t?, on ait

D IPhaf|=Laf f|.

n=—1
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®

Sion pose K;f =Z P2af, on a, pour tout entier N, la relation suivante :

n=1 ~
Epnaf: KBf_PNaKBfo
n—1
Intégrons les deux membres par la mesure bornée f P,ds,
0

(N+1)a

Na a
f P,fds = f P, (Ksf)ds — P, (Ksf) ds.
a 0 Na
D’ou la partie (i) du théoréme en posant Cpz= 2 a(Ls-+ 1).

20 Soient v, et v, deux probabilités sur E,

é aLB” V1PN(¢_ V2PNa”’

(v Pxa—v2 Pa) f Py (Kaf) ds
0

ces expressions tendent vers zéro si N tend vers + oo, et les expressions

Na
f (viP;—v, P,)fds convergent si N tend vers + co. Mais, d’apreés [7],
0

L
limP,f = o; donc lim P,fds =o0. D’ou la partie 2° du théoréme.

(> 1>,/
®)-
a

30 Si pour un ensemble C mesurable, P,P.(z, I') converge lorsque ¢
tend vers -+ oo, pour tout x de E et tout I de 3, alors il existe une mesure 2
telle que lim P, P¢ g(x) = A¢c(g) pour tout x et toute fonction ¢ mesurable

> »

bornée; en effet, d’apreés le théoreme de Vitali, il existe une mesure ¢ (z, .)

telle que lim P, P¢ g(x) = Ac(x, g), et cette mesure ne dépend pas de z,
(>

car A¢(., g) est invariante par P,. Montrons que la convergence de P, P

L
implique l’existence de lim f P,fds. 11 suffit de montrer que
(>wJ,
(N+1)a

f P; Ks(f)ds converge si N tend vers - co.
.

a
o @

Ki(f) =X, Pif = P( > Pff’"f)'
n=1 \n=0
Donc il suffit de montrer que PN< j PsPBa(x, T) ds) converge, pour
tout x de E et tout I' de a3, ’
Tpaols-+s=inf{t;t =5+ na,t >s, Xsna€B}.
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w étant une trajectoire donnée, désignons par u(s) le nombre de (o, a)
égal modulo a a s— Ty(w).

Thao0,(®) + 5 = Ts(®) +inf{ 1312 0, t = na + (), Xnasurry (@) € B
= T”(O)) + [T?},ao Ou(é‘) + u(S)] ° OTB (OJ),

a a
1x, nel ds = Ix Pyo O (w) ds
/(: (Y7 o0 =sIET) fo (XTB,a““ru-v)*“("’)el) 7, ( )

a
::j I (‘\'TB’a .0 s _'_‘\-E[‘) [+] OTB ((JJ) dS.
D’on

f P, PP (z, T)ds = Py f E.(Xr, ..0,+c€T)ds.
0 0 ’

2.3.5. Théoréme ergodique pour les fonctionnelles additives des processus
réguliers. — Les hypothéses faites dans la partie 2.3.4 sont encore
réalisées. En outre, le processus X est ici un processus de Hunt. D’aprés [3],
on peut associer a toute fonctionnelle A = { A,} .., une mesure v , définie

1
par v,(I')=Ep f i1 (Xs) dAs. Siov, est une mesure bornée, A est
0

dite intégrable.
D’aprés[4],si] € @, deux cassontpossibles:oubien P. <FHTI(XLEF) = 1> =1
(>

et T' est alors dit récurrent, ou bien Py (3¢ X,€Tl') = o0 et T est dit
transient. Enfin, si A est une fonctionnelle additive intégrable et si
Ke® est chargé par (., alors {x; Ex(ATK) =00} est transient [4].

THEOREME. — Il existe une fonction t — (3, a valeurs réelles, continue
el croissant vers + oo (B, peut étre prise égale a t dans le cas || -] =1),
telle que, a toute fonctionnelle additive intégrable A, corresponde un ensemble
transient T, pour lequel

E.A,

Vgl lim =5 =,

Démonstration.

1° D’aprés un théoréme de Harris [10], si f est une fonction mesurable,
bornée, positive, telle que (+(f) > o et nulle hors d’un ensemble borné B
(supposons que la trace sur B de la chaine X,, satisfasse la condition
de Doeblin et soit apériodique),

VIL'EB, VyGB, Ah;fl <2Pnaf(x)>/<zpsz(y)>=I’

n=1 n=1
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f étant une telle fonction et x, un point arbitraire de B, posons

b= 05 f P, f(z.) ds.

20 Soit A une fonctionnelle additive intégrable. On sait [12] que

Na
lim E.(Anxa) / f P, fds =
N> 0

N " N
ETﬂ(gP,mE.(Aa)> / <Z P,m< f P, fds>> f;éc) l"/};’)’ ot

n=0

donc

lim -E—‘—éA%\"—) =||vy| pp.-s.sur B.

N>
Si (f) est la partie entiére de ¢:

P BAe B, B A(era Plene

Be 5() - B = 5(_>"+“ B
Mais
B/ B/
P L ) Lo
L>w t > o ﬁl
Donc
hmEA‘-l E A,
e B i3e Bun

ceci démontre en particulier que ces fonctions sont mesurables.

30 limE'—é’ =||v4|] @ p.-s. sur B.
t>w ﬁt

La fonction lim —Bé'—‘ est surmédiane; elle vaut donc 1 p.-s. la cons-
1> ¢

tante [[v,||, et est supérieure & || v,| partout. D’autre part, il existe,
d’apres le théoréeme d’Egoroff, un ensemble K chargé par . tel que

ErAt

VE’ BtE, vtét{’.’ VIITGK, 5 _—”v'\“ <€'
t
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11 existe un ensemble transient T, tel que E.. (Ar,) <co pour tout z
de T et tout ¢t ¢,

E, A, E*r(AHTI() _ Ex(Ar,) + Ex<EXTK (Al)) - E.(Ar,)
B, = B: = B, = G, + || vl +e.
Par suite, pour tout x&T,
[ v,,[[éhm E—‘A‘Ah E"‘"A‘é[[ valls
E Y tro Pt

ce qui démontre le théoréme.

4° Dans le cas ou ||| =1, la fonction 3, peut étre prise égale a ¢,

I3
car lim+ [ P,fds = px(f).
> t 0

3. Etude des processus de Markov
a résolvante fortement fellerienne irréductible.

3.1.1. Hypothéses. — On fera ici les hypothéses de la partie 2.1.1,
et on adopte les mémes notations. En outre, E est ici supposé locale-
ment compact & base dénombrable, @ est la tribu des ensembles univer-
sellement mesurables de E. On désigne par C I’ensemble des fonctions
continues bornées, par C; ’ensemble des fonctions continues a support
compact; C+, C;, B+ désignent respectivement 1’ensemble des fonctions
positives de C, C; et B. La résolvante (U), -, est fortement fellerienne,
c’est-a-dire que, pour tout 2 > o, U*B est contenu dans C; on lui associe
un processus de Hunt | Q, 7, (P.).cen (X)ier, |-

3.1.2. Préliminaires. — Soient a et b deux fonctions de B+, chargées
par j, on pose

t t
A= f a(X,)ds, B.—= f b(X,)ds
0 0
et pour fe B+,
Usf=E, f e4fX,dl, Uf—E. f e fX, dl.
0 0

L’utilisation de ces noyaux pour la théorie du potentiel des processus
de Markov a été proposée par Hunt [11] qui utilise la relation suivante.

LemME (). — Si a<b, on a

Ue— Ut = Us(b— a) Ut = U*(b— a) U-.
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Démonstration. — Soient fe B+ et x€ E; on suppose a—=>5b ou a>. b,
U (b— a) U f(x) = E. f e (b(X,)— a(X,)) df Ex, / e A f(X,) ds
0 4

—E, f T m (b (X)) — a(X) dt< f T e (X)) ds> e

~E, f e 080 d(B— A, < f ”e“AffXA.ds>
0 ¢
o Ll
—E, f fX,e"‘tdt< [ e‘*“s—A«‘d(Bs—As)>
0

—E, f X e dl(1— e A = U (@) — U f(@).

LemME (B). — Si beB et si ae B+, alors U°be C, lorsque o = b = a,
et lorsque b est nul hors d’un ensemble compact.

Démonstration. — On peut toujours supposer b positive. Soit % une
constante positive majorant a,

Usb— UMb = U*(a— 2) Usb.

Par suite, U¢be C dés que U+be B. Ceci est en particulier réalisé si
b a, car U%a = 1. Supposons a et b nulles hors d’un certain compact K;
on peut prendre b>a, quitte a remplacer b par a- b, car
Usa+ b =1+ Usb.

Uta— Uta = U*(b—a) Ula,
Ula est une fonction de C, elle est donc minorée sur K par une cons-
tante 0 > o, et on a 'inégalité (U4b—1)o 1.
U=b est majorée par % + 1, elle est donc dans C. Si a n’est pas supposée

nulle hors du compact K, U¢b est majorée par U“'kb qui est bornée;
donc U<¢b est dans B, donc dans C.

Si ae B+, on considére 7, le changement de temps associé a la fonction-
t
nelle additive f a(X;)ds et V2 la résolvante associée au processus

0
déduit de X par le changement de temps 7,

Vif=E, f e fX, ydl = E. f e f(X)) a(X)) di,
0 0

Vi=U»a.



OPERATEURS POTENTIELS. 159

CoroLLAIRE. — La résolvante V) est fortement fellerienne. En effet,
sifeBetsi A al|, alors fa || f]| A, et U*fa = V2 fest continue et bornée.
Puis c’est vrai pour tout 4 > o d’aprés I’équation résolvante.

3.2. Opérateur potentiel.

THEOREME. — Il n’y a que deux cas possibles :

1° Cas transient : La fonction U(., K) est bornée pour tout compact K
el le processus ne retourne pas dans K a partir d’un certain femps;

20 Cas récurrent : Le processus est récurrent au sens de HARRis ef ses
compacts sont faiblement bornés.

Démonstration.

1° Supposons E compact. On sait que E est limite croissante d’une
suite d’ensembles E, tels que

lim sup || 2 Vi, @, .) — pg, || = o,
A>0 X

ou pp, est une mesure nulle dans le cas transient, de masse 1 dans le
cas récurrent. Mais les fonctions U!(1—1p,) tendent vers zéro si n
tend vers - oo, uniformément. Soient ¢ > o, et n tels que

supU'(1—1g,) () < ¢;
pour tout A1, on a, d’aprés I’équation résolvante
sup A U* (1—15,) (%) <=,

et pour tout 2 22, <1

sup || A Vi, (@, ) — s, || Ze.
Alors, si A =2,
AU, ) —pa, | £ 2 U (1—18,) @) + [ AU, 15,) — A VE, (@, )| + =

D’aprés la relation U'— U"'Fn=3U*(1—15) U"'F», on obtient

sup [| A UMz, .) —pg, || < 3e.

Par suite, dans le cas transient,

limsup [ A UMz, .) || = o3
A>0 x

dans le cas récurrent, la mesure invariante p. est bornée, et si ||| =1,

limsup (| AUz, .) —p || =o.
A>0
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Dans le cas transient, choisissons 4 tel que sup||2U*(z, .)|| =3 <1;
alors ’

U= % Youy et UG E)= A(I;—a)
n=0
Dans le cas récurrent, E est faiblement borné d’aprés la caractérisation
des ensembles faiblement bornés de la partie 2.3.4.
20 Dans le cas général, si K est un compact chargé par v, on applique
la premiére partie a la résolvante fortement fellierienne (V%),~,. Dans
le cas transient, U(., K) =]i§r; Vi (., K) est borné; en outre, si L est

un compact de E, U(., K) est une fonction semi-continue inférieure-
ment, donc minorée sur L par un nombre strictement positif, d’ou il
résulte que les trajectoires quittent presque-siirement L aprés un temps
fini, d’aprés la démonstration du théoréme 2.2.2. Dans le cas récurrent,
Vi satisfait la condition de Doeblin et K est faiblement borné.

CorOLLAIRE. — Soit un processus fortement fellerien et récurrent. La
mesure invariante est une mesure de Radon; les charges nulles, hors d’un
compact K, sont les fonctions de B nulles hors de K et d’intégrale nulle.

Remarque. — Sans hypothese d’irréductibilité, la notion de récurrence
fine permet d’obtenir un résultat semblable [1]. Pour chaque point z,
deux cas sont possibles : ou bien pour tout compact K, U(x, K) est
fini; ou bien le support de la mesure U(x, .) est une classe récurrente
du processus, c’est-a-dire un ensemble absorbant sur lequel le processus
est récurrent au sens de HARRIs.

3.3. Frontiére de Martin.

3.3.1. Compactification. — Soient aeC; et U*(Ciy) = S. D’aprés
la partie 3.1.2, S est contenue dans C, et indépendante de la fonction a
de Ci; en effet, si a et b sont dans Cj,

Ua__ U(z+b — Ua+b b Utz — Ua b Ua+b et U(I (Cl) — U{H—b (CI\) — Ub (Ck)-

Soit C; un ensemble dénombrable dense dans C; pour la convergence
uniforme sur tout compact. Alors S, = U<+(C,) est un ensemble dénom-
brable dense dans S pour la norme uniforme. Soit, en effet, fe C;; il
existe un compact L contenant (f> o), et une suite f,, de fonctions de C,,
nulles hors de L, qui convergent uniformément vers f si n tend vers -+ oo;

N f=Ufull = Ul [f =Tl et Im [ Uf—Tful| =o.

Soit E* le complété de E pour la structure uniforme engendrée par S
(ou S;) pour la norme uniforme.
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Indiquons quelques propriétés de E*, générales dans des situations
de ce type (cf. [16]).

(a) E* est compact, puisque les fonctions de S sont bornées.
(b) E* est métrisable, puisque S, est dénombrable.

(¢) Soient S et S, I'ensemble des fonctions de S et S, respectivement
prolongées a E*. S, sépare les points de E*. Par construction, S, sépare
en effet les points de E™\ E. S, sépare également les points de E car,
si z et y sont deux points de E et si ae C7, I'identité de U+f(z) et U+f(y)
pour toute fe C; implique I'identité des mesures U2(x, .) et U4(y, .),
d’olt I'identité des mesures U'(x, .) et U'(y, .); pour tout A> o, les
mesures AU*(z, .) et AU(y, .) coincident alors, ce qui est impossible
car Xll;rﬂlc)\ U'f = f lorsque feC;.

(d) Les fonctions de S étant continues, I'injection de E dans E* est

continue : la topologie induite par E* sur E est donc moins fine que celle
de E.

(e) Soit C* I’ensemble des fonctions continues sur E*. Soit A I’algébre
contenue dans B, fermée pour la norme uniforme, et engendrée par S
et 1. A est I’ensemble des fonctions qui ont un prolongement continu
sur E*. En effet, cet ensemble est une algébre fermée contenant S et 1,
donc A. Mais I’ensemble des extensions a E* de fonctions de A est une
algeébre fermée contenant 1 et S,, donc séparant les points de E*; elle
est donc dense dans C* et contient C*. Si f€ A, on notera f son prolon-
gement. En particulier, soit a€ C;, pour A>o0 et feC, Vif= Uraf
est une fonction prolongeable & E* en une fonction V2f. Cela définit un
prolongement 4 E* du noyau V’ en un noyau V2, qui, sur E, est la mesure

qui donne & toute fonction fe C la valeur V2fet tel que V2(., E\E) = o.
L’équation résolvante se prolonge a E*; la famille (V?%);~, est une résol-
vante.
3.3.2. Normalité. — Si le processus est positif, ;imk Uk, .) =ps
L >0

en particulier, le processus est normal car, pour chaque a€ B, on a
limAU*Vi(x, .) = V.L(.). La proposition suivante donne sur E+ une
>0

interprétation semblable de la normalité dans le cas nul.

TurtorEME. — Soit un processus récurrent nul. Ce processus est normal
si, et seulement si, pour tout x € E, les mesures A U*(z, .) convergent vague-
ment dans E* vers une certaine mesure (3, lorsque ) tend vers zéro.

Démonstration.

(a) Supposons le processus normal. Si aeC}, soit L son support;
on prend a=1. Soit feB,

Vif=Uaf = U'L(1,— a) U"af.

BULL. SOC. MATH., — T. 98, FASC. 2. 11
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Par suite,

lm 2 U2V, f = lim 3 U Vi(1,— ) Vif = 12— @) V2).
A >0 >

La mesure 2 U* V) (z, .) converge vers la mesure A, = 2,(1,—a) V.(.).
Les mesures AU’(z,.) peuvent étre étendues a E* en posant
AU (z, E'\E) = o; la famille de mesures { 1 U*(z, .) }»~, est une famille
de mesures de masse 1, elle est donc faiblement relativement compacte
sur E*. Soit 3, une valeur d’adhérence de cette famille; pour aeC;

et feCy, Bi(VLf) = 1o(f). Mais si ae Cj et feCs,

Uef = U [+ Urer @ Unf = Vi (+ U )

Donc si 3, et 3, sont deux valeurs d’adhérence faible de la famille

AUz, .) dans E*, ces deux mesures coincident sur S et sur 1, donc
sur C(E*) [d’aprés 3.3.1 (¢)]. En outre, les valeurs d’adhérences, obtenues

pour deux points x et y distincts de E, coincident également sur S,
donc sur C(E*). Il existe donc une mesure 3 sur E* telle que 2 U*(x, .)
converge vaguement vers 3 (quel que soit x€ E) si A tend vers zéro.

(b) Réciproquement, supposons cette propriété réalisée. Alors quels
que soient ae C; et feCj, limi UMVif@@) =B(VLif).
L >0
Soit feB; Vi— Vi= (n—1) V. Vif,
|BmA U Vif— (e —0) B(VE V)| < S 11

Ihm)\U'V f—B(Vif ’4~Hﬂ]

Faisant tendre p. vers 4 oo, on obtient

limA UV, = V..

>0
Si maintenant L est un compact, on prend a € C; majorant 1,. Soit f € B,

Uef—U'Lf=U(1,—a)U'Lf
et
limA U Vi, f =] hm?\ UrUs(1— (1. —a) Ur)f1y)

- =@<V;<x—(u—a> us) ).

D’ou la normalité du processus.
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