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COUPLES SPECTRAUX ET FAISCEAUX ASSOCIES.
APPLICATIONS AUX ANNEAUX DE FONCTIONS (%)

PAR

Rupvorene BKOUCHE.

Introduction. — Un espace topologique X est complétement régulier

si I'application canonique X 8 max ¢(X) (spectre maximal de I’anneau
de fonctions continues sur X muni de la topologie de Zariski) est un
plongement topologique, et, dans ce cas, si j. désigne la localisation
(au sens algébrique) par rapport a I'idéal maximal p.(z), j. est une sur-
jection et coincide avec la localisation au sens topologique [de facon
précise j.(f) = o si, et seulement si, f est nulle dans un voisinage de x].
De plus, on démontre que la propriété précédente est vraie pour tous
les idéaux maximaux de ¢(X). L’objet de ce travail est d’étudier les
anneaux pour lesquels la localisation en chaque idéal maximal est sur-
jective, ce qui est équivalent au fait que le spectre maximal est séparé.

Le paragraphe 1 introduit la notion de couple spectral (4, X), ou 4
est un anneau commutatif avec unité, et X une partie de SpecA, et
énonce des critéres de séparation de X pour la topologie de Zariski,
on en déduit la notion d’idéal mou et d’anneau mou, ainsi que des critéres
de mollesse (liés dans le cas des anneaux de fonctions, & la compacti-

fication de Stone-Cech).

Le paragraphe 2 étudie la relation entre couples spectraux et espaces
annelés; a tout couple spectral (A, X) on associe I'espace annelé induit

par A (schéma affine de A) sur X; de méme, a tout espace annelé (X, ©)

on associe le couple spectral (T' (0, X), X), ot X est 'image de X dans
SpecT' (9, X); on définit ainsi un couple de foncteurs contravariants,

(*) These Sc. math. Paris, 1969; article principal.
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adjoints I'un de I’autre, et un procédé standard de foncteurs adjoints

définit les couples schématiques ('anneau des sections de A | X est A)
et les espaces schématiques (partie de schémas). On introduit alors les
notions de point mou d’un espace annelé [plus généralement, soit (X, F)
un faisceau d’ensemble, on dit que x est un point mou si tout élément
de la fibre 7, est le germe d’une section globale] et d’espace ponctuelle-
ment mou, ainsi que les relations avec les idéaux mous définis au para-
graphe 1; en particulier, on montre que, si A est un anneau sans radical
de Jacobson, A est mou (c’est-d-dire max A est un espace séparé) si,
et seulement si, le faisceau A | maxA est mou au sens de GODEMENT.

Au paragraphe 3, on applique les résultats ci-dessus aux anneaux
de fonctions sur un espace complétement régulier X, et on définit les
sous-algébres de Gel'fand de I’anneau €(X) (qui généralise la notion
d’algébre de Banach commutative réguliére) et les faisceaux associés.

En particulier, si X est une variété différentiable de classe C", modelée
sur un espace de Banach satisfaisant 4 une condition de EeLLs, on montre
que le faisceau de fonction de classe C” est induit par le schéma affine
de ¢ (X, R), et lorsque I'espace de Banach est séparable, X s’identifie
a I'ensemble des points réels de max ¢ (X, R).

1. Couples spectraux.

1. Couples spectraux.

Tous les anneaux sont commutatifs avec élément unité, tous les homo-
morphismes d’anneaux conservent I'élément unité.

Soit A un anneau, pour tout idéal premier z, on note d,: A — A/,
et j.: A — A, les homomorphismes canoniques; pour tout élément f
de A, on note f(x) = o(f).

Soit a un idéal de A, on note V(a) [resp. : D(a) le fermé (resp. I’'ouvert)
correspondant dans Spec A pour la topologie de Zariski ([3], chap. II).

Soit X une partie de SpecA, on note k(X) l'intersection des éléments
de X.

Un couple spectral (A, X) est défini par un anneau A et une partie X
de SpecA, on note ®(X) [resp. : ®,(X)] I'ensemble des idéaux (resp. :
des idéaux propres) qui sont intersections [d’éléments de X (A e®(X
comme intersection de la partie vide de X].

Pour tout idéal a de A, on note
Vx(a) =V(a)nX, Dx(a) =D(a)nX,
ex(a) = k(Vx(a)).
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Pour toute partie U de X, on note 7x(U) = Vx(k(U)), alors tx(U)
est I'adhérence de U pour la topologie induite sur X par la topologie
de Zariski : fopologie specirale; on notera Intx(U) lintérieur de U.
Lorsque X = SpecA, on notera U et U.

Soit fe A, Pouvert Dx(f) [resp. : le fermé Vy(f)] est appelé un ouvert
spécial (resp. : un fermé spécial). On rappelle que ’ensemble des ouverts
spéciaux est une base de la topologie spectrale.

Enfin, on notera Sx= {feA|XcD(f)} la partie multiplicative
associée a X.

Soient (A, X) et (B, Y) deux couples spectraux, un morphisme
9:(A, X) > (B, Y) est un homomorphisme d’anneau ¢ :A — B, tel
que “9(Y)cX (% :SpecB— SpecA étant I'application canonique);
il est clair que “¢ : Y — X est une application continue pour les topo-
logies spectrales.

Nous dirons qu'un couple spectral (A, X) est réduit si k(X) = {o};
autrement dit, si A est un anneau réduit, et X une partie dense
de SpecA.

Nous dirons qu’un couple spectral (4, X) est f-réduit si tout élément
de Sx est inversible; on montre aisément que si A est sans radical de
Jacobson, f-réduit implique réduit.

Pour tout couple spectral (A4, X), il existe un couple spectral réduit
et f-réduit « universel », a savoir : le couple spectral (C(4, X), X), olt
C,X)=Sx"AQRQ4A/k(X), et ou on identifie X a son image cano-
nique dans SpecC(4, X).

2. La topologie constructible.

Soit A un anneau, on appelle fopologie constructible sur SpecA la
topologie la moins fine admettant les ouverts spéciaux et les fermés
spéciaux comme ouverts; cette définition est équivalente & celles de
de GroTHENDIECK ([9], chap. IV, §9). Soit T (A) ’anneau absolument
plat universel associé a A [14], alors SpecT (A) s’identifie canoniquement
a SpecA muni de la topologie constructible; ceci implique que SpecA,
muni de la topologie constructible, est un espace compact totalement
discontinu.

Pour toute partie X de Spec A, nous noterons y(X) ’adhérence construc-
tible; nous dirons pour abréger y-fermé (y-ouvert, y-dense) au lieu de
fermé (ouvert, dense) pour la topologie constructible.

ProposiTioN 1.2.1. — Soient X et Y deux parties de SpecA, les propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

(@ 7(X) =1(¥);
(b) Pour tout idéal de type fini a de A, on a la relation px(a) = py(a).



256 R. BKOUCHE.

Notons d’abord le lemme suivant qui résulte des définitions.

LemMmE 1.2.2. — Soient X une partie de SpecA, ef y un idéal premier,
les propositions suivantes sont équivalentes :

(@) ye1(X);
(b) Pour toute famille finie (fi, fas «+ ., fn, 9) d’éléments de A, telle que

fig)=...=f@ =05 g@ Ao,
on a
Vf)n...nV({»)nD(@nX 3.

Démonstration de la proposition 1.2.1.
(a) = (b) : Soit X une partie de Spec A, pour tout idéal de type fini a
de A, on a
px(a) 2 py(x ().

Soit g€ py(x)(a), alors il existe un idéal premier y € y(X) contenant a et
ne contenant pas ¢, d’aprés le lemme 1.2.2,

V(a)nD(g)nX # 0,

donc il existe un idéal premier z€ X, contenant a et ne contenant pas g,
ce qui implique ge&px(a), d’olt 'assertion.

(b) = (a) : Soient X et Y deux parties de SpecA satisfaisant a la
condition (). Soient y€Y, fi, ..., fr, g des éléments de A tels que

f1(@) =...=f.(y) = o, g(y) # o, par conséquent px(fi, ..., f»)Cy, donc
g&ox(fi, ..., fn), et il existe un idéal premier

zeV({f)n...nV({f)nD(gnX,

c’est-a-dire yey(X). On a ainsi montré Y cy(X), de méme Xcy(y),
d’out l'assertion.
C. Q. F. D.

CoroLLAIRE 1.2.1.1. — Soit X une partie de Spec A, pour tout idéal
de type fini a, on a la relation

Ty 0 (Vx(a)) = Vyx(a).

Enfin, nous rappelons les propositions suivantes plus ou moins évi-
dentes ([9], chap. IV, §9).

ProposiTiON 1.2.3. — Soit ¢ : A — B un homomorphisme d’anneau,
lapplication ¢ : Spec B — SpecA est continue pour la topologie construc-
tible.
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ProposiTioN 1.2.4 (Stabilité de la fopologie constructible). — Soit A
un anneau.

(i) Soit S une partie multiplicative de A, la topologie constructible
de SpecS—tA est induite par la topologie constructible de SpecA.

(ii) Soit a un idéal de A, la topologie constructible de Spec Aja = V(a)
est induite par la topologie constructible de SpecA.

3. Ouverts réguliers et annulateurs.

Soit X un espace topologique, on dit qu'un ouvert est régulier s’il
est égal a l'intérieur de son adhérence. On démontre qu'un ouvert est
régulier si, et seulement si, c’est un intérieur, et que I’ensemble des
ouverts réguliers ordonné par inclusion est une algébre de Boole, la

complémentarité étant définie par U — GU [10].

Dans la suite de ce numéro, (4, X) est un couple spectral réduit,
on se propose de caractériser les éléments de @ (X) correspondants aux
ouverts réguliers.

Soit a un idéal de A, alors
Anna = k(Dx(a)).
En effet,
fekDx()) < wx(Dx(a))< Vx(f)
& Dx(@)nDx(f)=9 < feAnna.

En particulier, Anna = {o} si, et seulement si, Dx(a) est un ouvert
dense dans X.

PropostTioN 1.3.1. — Tout annulateur est un élément de ® (X), et Dx
induit un isomorphisme (d’ensembles ordonnés) de 'ensemble des annu-
lateurs de A sur 'ensemble des ouverts réguliers.

Démonstration. — La premiére assertion est évidente, et la relation
Vx(Anna) = tx(Dx(a))
implique que Dx(Anna) est un ouvert régulier.
Réciproquement, supposons que Dx(a) soit un ouvert régulier, alors
Dx(a) = Intytx(Dx(a)) = Intx Vx(Anna) = Dx(Ann Anna),
ce qui implique px(a) = Ann Anna, et achéve la démonstration.

C. Q. F. D.

BULL, S00. MATH, — T. 98, FASC. 3. 17
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CoroLLAIRE 1.3.1.1. — Pour lout idéal a de A, on a

Anna = Annpx(a).

En effet, acpx(a)cAnn Anna.

4. Séparation normale.

Soient A un anneau, X et Y deux parties de SpecA; nous dirons
que X et Y sont normalement séparés si k(X) + k(Y) = A.

Soient (A, X) un couple spectral, Y et Z deux parties de X; il est
clair que Y et Z sont normalement séparées si, et seulement si, 7x(Y) et
7x(Z) le sont. Dans ce cas, 7x(Y) et 7x(Z) sont disjoints, la réciproque
est fausse.

Nous dirons qu’un couple spectral (A, X) est normal s’il est réduit,
et s’il satisfait & 1'une des propriétés suivantes (équivalentes) :

(N.) Deux fermés disjoints de X sont normalement séparés.

(N.) Pour tout couple d’idéauxr a, b, appartenant a ®(X), tels que
px(@ +b)=A, on a a +b =A.

Soit A un anneau réduit (resp. : sans radical de Jacobson), le couple
spectral (A, SpecA) [resp. : (A, maxA)] est normal.

Soient (A, X) un couple spectral, Y et Z deux parties de X; en iden-
tifiant X a son image dans Spec A/k(X), on voit que Y et Z sont norma-
lement séparées par rapport a A si, et seulement si, ils le sont par rapport
a4 A[k(X), on en déduit la propriété de relativisation :

Prorosition 1.4.1. — Soient (A, X) un couple spectral normal, et Y
une partie fermée de X; alors le couple (A/k(Y), Y) est normal.

Soient (4, X) un couple spectral réduit, Sy la partie multiplicative
associée & X (cf. n° 1), Y et Z deux parties de X, en identifiant X a
son image dans SpecSy'A, on voit que si Y et Z sont normalement
séparées par rapport & A, ils le sont encore par rapport a Sx' A, la réci-
proque étant fausse; on a alors 1’énoncé suivant :

ProposiTioN 1.4.2. — Soit (A, X) un couple spectral normal, alors
le couple spectral (Sx* A, X) est normal.

5. Séparation topologique.

Dans ce numéro, A est un anneau réduit; certains résultats s’étendent
au cas non réduit, mais seul le cas réduit intervient dans les applica-
tions ultérieures.
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Pour tout idéal premier x de A, on note G.(resp. : 2,) I'ensemble

des idéaux premiers (resp. : des idéaux premiers minimaux) contenus
dans .

PropositioN 1.5.1. — Soient (A, X) un couple spectral réduit, x el y
deur idéauxr premiers distincts, les propositions suivantes sont équi-

valentes :
(a) Kerj.qy;
(b) Kerj, ¢z;
©) 2.Nn%, = ;
(d) x et y sont séparés dans X;
() Ax®4Ay=o.

Avant de démontrer la proposition 1.5.1, nous énoncons quelques
propriétés élémentaires de localisation.

LemME 1.5.2. — Soient S une partie multiplicative de A, js: A —~ S A
Ihomomorphisme canonique, alors S—'A est un anneau réduit, et Kerjg
est Uintersection des idéauxr premiers minimaux de A disjoints de S (]3],
chap. II, §2, propos. 7).

CoroOLLAIRE 1.5.2.1. — Soit x un idéal premier de A, alors Kerj,
est Uintersection des idéauxr premiers minimaux confenus dans x, et les
propositions suivantes sont équivalentes :

(a)  est un idéal premier minimal;

(b) Kerj,=z;

(c) Tout élément f de x est diviseur de zéro, ef Annf n’est pas contenu
dans z,

(d) A, est un corps.

CoroLLAIRE 1.5.2.2. — Soient f un élément de A, jr: A — Ay 'homo-
morphisme canonique, alors Kerj,= Annf. Pour que f soit diviseur
de zéro, il faut et il suffit que f soit conienu dans un idéal premier minimal.

LemuME 1.5.3. — Soient S une partie multiplicative de A, js: A — S A
Uhomomorphisme canonique, p un idéal premier de A; les propositions
suivantes sont équivalentes :

(a) p est un idéal premier minimal disjoint de S;
(b) p est un idéal premier minimal confenant Kerjg;
(¢) p est minimal parmi les idéaux premiers contenant Kerjs.
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Démonstration. — 1l est clair que (a) = (b) et (b) = (c).

(¢) = (@) : Soit p un idéal premier de A, minimal parmi ceux conte-
nant Kerjs, alors p/Kerjs est un idéal premier minimal de A/Kerjs,
donc tout élément de p/Kerjs divise o dans A/Kerjs; autrement dit,
pour tout élément f de p, il existe un élément g de A n’appartenant
pas a Kerjs, tel que gf € Kerjs, donc un élément s€ S tel que gfs = o,
ce qui implique que f n’appartient pas & S.

C. Q. F. D.

LemMeE 1.5.4. — Soient x ef y deux idéaux premiers distincts de A,
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Kerj.Cy;

(b) Kerj,cx;

©) Z2.n%2y~ 3.

Démonstration. — (a) = (¢) : Supposons Kerj,cy, alors il existe

un idéal premier p, minimal parmi les idéaux premiers contenus dans y,
et contenant Kerj,, d’aprés le lemme 1.5.3, pe2.n2Z,.

(¢) = (a) : C’est évident d’apres le corollaire 1.5.2.1.
C. Q. F. D.

LemMmE 1.5.5. — Soient (A, X) un couple spectral réduit, x un élément
de X, f un élément de A, les propositions suivantes sont équivalentes :

(@) j=(f) # o3

(b) ze=x(Dx(f))-

En effet, j.(f) =o si, et seulement si, Annfcx, et on sait que
Vx(Annf) = tx(Dx(f) (f. n° 3).

CoroLLAIRE 1.5.5.1. — Avec les notations du lemme 1.5.5, f € Kerj,

si, et seulement si, Vx(f) est un voisinage de z.

D’autre part, le corollaire suivant sera utile dans la suite :

CoroLLAIRE 1.5.5.2. — Soit (A, X) un couple spectral réduit.

(i) Pour tout ouvert U de X, m Kerj,.= k(U).

x€U
(ii) On suppose que (A, X) est un couple normal, pour tout fermé F

de X, Kerjs, = n Kerj. (Sr est la partie multiplicative associée a F).
. xEF
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Démonstration.
() : Clest trivial.
(i) : On sait que Kerjs,c mKerjx; soit fe mKer j alors

xE€EF xE€F
FclIntx Vx(f); autrement dit, Fn Vx(Annf) = @, et I'hypothése de
normalité implique k(F) 4+ Annf = A, donc il existe gek(F) tel que
f(1— g) = o, il est clair que 1— g€ Sy, donc feKerjsF.

C. Q. F.D.

Démonstration de la proposition 1.5.1. — L’équivalence de (a), (b),
(c) n’est autre que le lemme 1.5.4.

(a) = (d) : On suppose que Kerj.qy, et soit feKerj,, f¢y, alors
Vx(f) est un voisinage de x, Dx(f) est un voisinage de y, d’ou1 I’assertion.

(d) => (¢) : On suppose que x et y sont séparés dans X, alors il existe
f.ge A tels que féx, g&y, et fg = o, ce qui implique A, ®,Ay= o.

(e) = (¢) : Supposons G.NG, # o, et soit peg.ng,; on a le dia-
gramme commutatif

ou les fleches sont des homomorphismes d’anneaux, ce qui implique
A.®4A, # o, d’ou Iassertion.
C. Q. F. D.

Notons que si (4, X) est un couple spectral réduit, = et y deux éléments
de X, alors z et y sont séparés dans X si, et seulement si, ils sont séparés
dans SpecA.

ProposiTioN 1.5.6. — Soient (A, X) un couple spectral réduit, x un
élément de X, alors Vx(Kerj,) 'est Uintersection des voisinages fermés
de x.

En effet, soit F' I'intersection des voisinages fermés de x, alors ye F
si, et seulement si, et y ne sont pas séparés, c’est-a-dire Kerj,cy.

ProposiTioN 1.5.7. — Le spectre minimal d’un anneau est séparé [11].
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6. Idéaux mous.

Soit A un anneau; pour alléger les notations, nous noterons V,, Dy,
P, Ty, Inty au lieu de VmaxA’ Dmax_f!’ oo

ProposriTioN 1.6.1. — Soient A un anneau sans radical de Jacobson,
x un idéal maximal, les propositions suivantes sont équivalentes :

(@) j»: A— A, est une surjection;

(b) A/Kerj, est un anneau local;

(¢) Pour tout idéal premier ycx, Aly est un anneau local;

(d) Pour tout idéal premier y¢z, x et y sont séparés;

(e) Pour tout idéal maximal y # x, x et y sont séparés;

(f) Pour tout fermé F de max A, ne contenant pas x, x et F sont séparés
dans maxA;

(9) Pour tout élément f de A tel que f(x) 7 o, Vu(f) et x sont séparés
dans maxA;

(h) (Vu(f))rexkers. est une base de voisinage de x dans maxA,

L’ensemble des idéaux maximaux satisfaisant aux propriétés (a), (b),
©), @, (), (), (), (h) est un espace régulier.

Démonstration. — 11 est clair que (a)= (b)= (c), (d) = (e),
(h) = ()= (9) = (¢)-
On démontre (c) = (e) = (a) = (h).

(c) = (e) : Par hypothése, si y est un idéal maximal différent de =z,
ynx ne contient pas d’idéaux premiers, donc y et x sont séparés
(cf. propos. 1.5.1).

(¢) = (a) : Par hypothése, Vy(Kerj.) = {z! (cf. propos. 1.5.6),
alors si fe A —ua, j.(f) n’appartient a4 aucun idéal de A/Kerj, donc
est inversible dans A/Kerj., ce qui prouve que A/Kerj.= A,.

(a) => (h) : Par hypothése, pour tout fed —=x, il existe ge A fel
que j.(gf —1) = o et, par conséquent, V,(9f —1)cDy(f), d’olr I'asser-
tion (cf. cor. 1.5.5.1).

Enfin, la derniére assertion est une conséquence de (h).
C. Q. F.D.

Soit A un anneau sans radical de Jacobson, nous dirons qu’'un idéal
maximal x est mou s’il vérifie les propriétés équivalentes de la propo-
sition 1.6.1. Nous dirons qu'un sous-ensemble X de maxA est mou
[ou que (4, X) est un couple mou] si tous les éléments de X sont des
idéaux mous. On peut définir aussi la mollesse lorsque A a un radical
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non nul, en « remontant » les définitions correspondantes sur
lanneau A/R(A). 11 est clair que la mollesse est stable par passage au
quotient et par localisation.

Nous dirons qu’un anneau A est mou s’il est sans radical de Jacobson,
et si tout idéal maximal est mou (c’est-d-dire maxA est un espace
séparé). Si A est un anneau mou et a un idéal intersection d’idéaux
maximaux, alors A/a est un anneau mou.

Un anneau absolument plat est évidemment mou; nous montrerons
au paragraphe 3 que si X est un espace topologique, ’anneau €(X)
des fonctions continues réelles sur X et ’anneau ¢*(X) des fonctions
continues réelles bornées sur X sont des anneaux mous. Une algébre
de Banach réguliére sans radical est un anneau mou [13].

Soit (4, X) un couple spectral mou, on note §(X) le générisé de X
(c’est-a-dire I’ensemble des idéaux premiers de A contenus dans un
élément de X), et @ : §(X) — X 'application qui associe & tout ye g (X)
Punique idéal maximal 7 (y) contenant y, alors on a le résultat suivant :

ProposiTioN 1.6.2. — Avec les notations ci-dessus, © est une appli-
cation fermée. Si, de plus, le couple (A, X) est réduit, = est une application
continue.

Démonstration. — La premiére assertion est triviale; en effet, pour
tout idéal a de A, on a

(V@) nG(X)) = V(a)n X.

Supposons que le couple (4, X) soit réduit, et soit Y une partie fermée
de X, on va montrer que 7' (Y) = 7 (¥) n G (X) [on rappelle que 7 (Y)
désigne I'adhérence de 7—(Y) dans SpecA]. Il est clair que

m1(Y)c n=(Y) nG(X).

Soit ye 7' (Y) nG(X), alors n(y)e =—'(Y) nX, et il suffit de montrer
que T (Y)nX =Y.

On sait que X est un espace régulier (propos. 1.6.1), soit zre X — Y,
alors x et Y sont séparés dans X, et par conséquent, il existe fe A —x
tel que 7x(Dx(f))nY = ¢, ce qui implique

fe () Kerj,= k@ (Y)),

soit —1(Y) c V(f) et, par conséquent, m—1(Y)nX =Y.
C. Q. F. D.
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CoroLLARE 1.6.2.1. — Soif A un anneau mou, [application
w:SpecA —maxA est propre.

Soit ¢ : A — B un homomorphisme d’anneau, A étant un anneau
mou, on définit alors ¢ : maxB —> max A par le diagramme commutatif

my
maxB—>maxA4

LT

SpecBﬁ—>SpecA
et ¢ est une application continue.

ProposrTioN 1.6.3. — Soit 9 : A — B un homomorphisme d’anneau,
A élant un anneau mou, B un anneau sans radical de Jacobson, pour que

™9 : maxB — max A soit une surjection, il faut et il suffif que ¢ soit une
injection.

Démonstration. — Supposons ¢ injective, alors “¢(SpecB) est dense
dans SpecA ([9], chap. I, §1, cor. 1.2.7), et comme par hypothése
max B est dense dans SpecB, "¢ (maxB) est dense dans maxA, donc ™¢
est surjective.

Supposons ™¢ surjective, alors tout idéal maximal de A contient
I'image réciproque d’un idéal premier de B, et par conséquent Kero = o.

C. Q. F. D.
7. Propriétés de compacité.

Dans les numéros 7 et 8, A est un anneau sans radical de Jacobson.

Lemue 1.7.1. — Soit (A, X) un couple mou, pour que X soit un espace
compact, il faut et il suffit que X soit fermé dans maxA.

11 est clair que si X est fermé dans maxA, X est compact. Récipro-
quement, supposons X compact, un argument standard de compacité
montre que, pour tout idéal maximal y n’appartenant pas 4 X, y et X
sont séparés, ce qui implique que X est fermé dans maxA.

LemMmE 1.7.2. — Soient (A, X) un couple mou, et Y une partie de X,
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Y est une partie relativement compacte dans X;

) wuw(Y)cX.

Démonstration. — 11 est clair que (b) = (a).

(@)= () : On a 7x(Y) = (Y)nX, et 7x(Y) étant compact est
fermé dans maxA (lemme 1.7.1), ce qui implique 7x(Y) = wu(Y).

C. Q. Fe D.
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LemmE 1.7.3. — Soient (A, X) un couple mou réduif, Y un ouvert
de maxA, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(@) YcX et Y est relativement compact dans X;
(b) YNX est relativement compact dans X.

Démonstration. — 11 est clair que (a) = (b).

(b)=(a) : On suppose YNX relativement compact dans X, alors
(lemme 1.7.2) 74 (Y nX)cX, et puisque X est dense dans maxA et Y
ouvert, on a 74(YNnX) = ty(Y), d’ot I'assertion.

C. Q. F. D.
ProrosiTion 1.7.4. — Soit (A, X) un couple mou réduit, on notera

X' =maxA — X, ef ®(X) l'ensemble des éléments fe A tels que Dx(f)
soit relativement compact dans X (éléments a support compact), alors :

B oX) = [")Kerjy;
yex

(ii) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) X est localement compact;

(b) Pour tout xe X, il existe f e ®(X) avec f(x) # o,

(¢) X est ouvert dans maxA.

Si les propositions (a), (b), (c) sont vérifiées, alors ®(X) = Kerjsx,
(Sx étant la partie multiplicative associée a X').

Démonstration.

(i) D’apres le lemme 1.7.2, f € ®(X) si, et seulement si, 74(Dx(f) c X,
et on sait que tn(Dx(f)) = Tn(Du(f)) (cf. n° 3), I'assertion résulte alors
du lemme 1.5.5.

(i) (@) = (b) : Soit xe X et soit U un voisinage compact de = de X,
il existe fe A — x tel que Dx(f)c U, soit fe®(X).

(0) = (c¢) : C’est évident, on a X' = Vy(@(X)).

(¢) = (a) : Par hypothése, X' est fermé dans maxA, donc, pour
tout z€X, = et X’ sont séparés, autrement dit, il existe un voisinage
fermé U de x dans maxA tel que UcX, d’ou l'assertion.

Supposons (a), (b), (c) vérifiées, la derniére assertion résulte de la
normalité du couple (4, maxA) (cf. cor. 1.5.5.2).
C. Q. F. D,

8. Critéres de mollesse.

LemMe 1.8.1. — Soit A un anneau mou; deux fermés disjoints de .
max A sont séparés par des ouverts spéciaux de maxA.
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Démonstration. — Soient F et G deux fermés disjoints de maxA;
pour tout z€F, il existe f.eKerj. tel que Vy(f.)cmaxA — G; un
argument standard de compacité montre qu’il existe une famille
finie (fi)i_;.. d’éléments de A telle que

Fc U IntM VM(fi)C U Vzu(fl')CInaXA —_ G;

i=1 i=1

sOit f=f4, f2 ..., [n> alors (cf. no 3)

U Inty Vau(fi U Dy(Annf) =Dy < > Ann fl-> c Dy(Annf)
i=1 i=1 =1

= IntM VM(f),
d’ou les inclusions

FcDy(Annf)c Vy(f)cmaxA — G.

De méme, on montre qu’il existe un élément ge A tel que
Vu(Annf)c Dy (Anng)c Vy(9)cmaxA —F,

et, par conséquent,
FcDy(9)c Vu(f)cmaxA — G,

ce qui démontre le lemme.
C. Q. F.D.

ProrositioNn 1.8.2. — Soit (A, X) un couple spectral réduit, X étant
une partie y-dense de maxA.

(i) Les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) (A, X) est un couple mou;

(b) Pour tout x€X, (Vx(f))rexe/, est une base de voisinage de x.
(ii) Les propositions suivantes sont équivalen-es :

(c) A est un anneau mou;

(d) Deux fermés spéciaux disjoints de X sont séparés par des ouverts
spéciaur de X.

Démonstration.

(i) 11 est clair que (a)=>(b) propos. 1.6.1).
(b)=(a) : Soient xreX et fe A — x; par hypothese, il existe g€ Kerjx
tel que Vx(g9) c Dx(f), et I'hypothése de y-densité implique V,,(¢9) c Dx(f)
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(cf. propos. 1.2.1); autrement dit, x et Vy(f) sont séparés dans max A4,
d’ou l'assertion.

(i) (c)= (d) : Soient f et g deux éléments de A tels que
Vx(f)nVx(9) =9,

alors la propriété de y-densité implique V., (f)n Vi(g) = 9, et I'asser-
tion résulte du lemme 1.8.1.

(d)=>(c) : Soient x et y deux éléments de maxA, f un élément de A
tel que f(x) = o, f(y) = 1, alors il existe f', g'€ A tels que

Vx(f)<Dx(f)c Vx(9)cDx(x—f),
et I’hypothése de v-densité implique
Vu(f)cDu(f) < Vu(g) €Dy (1—f),

donc x et y sont séparés dans maxA, d’ou 'assertion.
C.Q.F.D.

ProrosiTioN 1.8.3. — Soit (A, X) un couple spectral normal, X étant
une partie y-dense de maxA.
(i) Les propositions suivantes sont équivalentes :
(a) (A, X) est un couple mou;
(b) X est un espace topologique régulier.

ii) Les propositions suivantes sont équivalentes :
prop q
(¢c) A est un anneau mou;
(d) X est un espace topologique normal.

Démonstration.

(i) On sait que (a)=>(d).

(b)=>(a) : Soient xe X et fe A—=, alors x et Vx'(f) sont séparés;
par conséquent, il existe geA—zx tel que Tx(Dx(9))cDx(f), soit
ox(Anng + Af)=A, la normalité implique Anng -+ px(f) =4, et
la propriété de vy-densité implique p,(f) =pu(f), par conséquent.
u(Dy(9) < Vu(f), donc = et Vy(f) sont séparés dans max A, d’ou
I’assertion,

(ii) ()= (d) : Soient F et G deux fermés disjoints de X, alors
Tu(F)Nn7y(G) = O (hypothése de normalité), et I’assertion résulte du
lemme 1.8.1.

Notons que la vy-densité n’intervient pas dans la démonstration de

(©= (.
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(d) = (c) : Soient f et ¢ tels que Vu(f)n Vu(g) = 9, alors Vx(f) et
Vx(g) sont séparés dans X, et il existe un idéal a € ®(X) tel que

Vx(f) € Dx (a) c 7x(Dx)(a)) < Dx(9),
ce qui implique
px(a + Af) =A, ox(Anna + Ag)= A4,
et par conséquent (hypothése de normalité et de vy-densité),
a+ou(f)=A, Anna-+pu(g)=A4,
Vu(f) €Du(a) € *u(Du(a)) < Du(9),

ce qui achéve la démonstration.

soit

C. Q. F.D.

9. Localisation des anneaux mous.

LemMmE 1.9.1. — Soient A un anneau réduit, X une partie de SpecA,
Sx la partie multiplicative associée a X, on nole js_: A—Sx' A U'homo-
morphisme canonique, et on identifie Spec Sy' A a son image dans Spec A.

(i) Pour qu’un idéal maximal de A contienne un élément de SpecSy' A,
il faut et il suffit qu’il appartienne a Vy(Kerjs ).

(i) Soit R(Sx') le radical de Jacobson de S3'A, alors

JSL(R(ST A)) = k(X),

et tout idéal maximal de A contenant un élément de SpecSy'A appar-
tient a 7,(X).

Démonstration.

(i) : Cest une conséquence triviale du lemme 1.5.3.

@ii) : I1 est clair que jg;i(d((S}‘A))ck(X). Réciproquement, soit p
un élément maximal de SpecS;'A, on va montrer que p>Dk(X); soit
feA—p, alors il existe s€ Sy, gep, ac A tel que s=af-+ g et, par
conséquent, Vx(f)nVx(g9) = J; comme Vx(g) n’est pas vide, il s’ensuit
que Vx(f) est strictement contenu dans X, c’est-d-dire f n’appartient
pas a k(X).

La derniére assertion est évidemment triviale.

CorOLLAIRE 1.9.1.1. — Soienf A un anneau mou, X une partie
de max A, alors

w(X) = VM< () Ker jx> = Vu(Ketjs).

reX
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En particulier, pour qu'un idéal maximal de A contienne un élément
mazimal de SpecSx' A, il faut et il suffit qu’il appartienne a 7y (X).

En effet, la mollesse de A implique que tout idéal maximal de A,
contenant un élément de SpecS3;'A4, contient un élément maxima

de SpecSy' A et, par conséquent, Vy (Kerjs )7y (X), d’ou le corollaire.
ProrosiTiON 1.9.2. — Soient A un anneau mou, F une partie fermée
de max A, on a les propositions suivantes :

(i) Soit a un idéal de A; pour que Vy(a) = F, il faut et il suffit que
lUon ait les relations d’inclusion

() Ketjxcack(F).

x€F
(ii) La suite
J
o () Kerju>A ¥ St Ao
xeF

est exacte, et I’homomorphisme canonique A[k(F)— S7'@.4Alk(F) est
un isomorphisme.

Démonstration,
(i) L’assertion « il suffif » est conséquence du corollaire 1.9.1.1. Pour
montrer « il faut », on vérifie que Vy(a) =F implique m Kerj.ca;

xeF

en effet, soit fe () Kerj., alors F c Inty Vu(f) (cf. cor. 1.5.5.1), cest-

xEF
a-dire FnVy(Annf)=¢ et, par conséquent, a4 Annf= A4, donc
il existe un élément ge€a tel que f= gf, et fea.

(ii) On veut montrer que la suite

Js
o () Kerjo—>A £ S Ao

x€F

est exacte; on sait que ﬂ Kerj.= Kerjs, (cor. 1.5.5.2); d’autre part,
xE€F
VM(KerjsF) = F (cor. 1.9.1.1), donc si f € Sr, js(f) n’appartient & aucun
idéal de A/Kerjs , donc est inversible dans A/Kerjs , ce qui implique
que A[Kerjs, — Si'[A est un isomorphisme.
Enfin, la derniére assertion est triviale.
C. Q. F. D.
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Remarque. — L’assertion 1 de la proposition précédente est bien connue
lorsque A est une algébre de Banach réguliére ([6], § 36).

ProposiTioN 1.9.3. — Soient A un anneau mou, X une partie demax A,
v-dense dans max A, et F une partie fermée de X, et soient les propositions :

(@ y(F)nmaxA = 7y (F);

(b) js,: A— S7' est une surjection, et Uhomomorphisme canonique
Alk(F) - Si* A ®.Alk(F) est un isomorphisme.

Alors (a) = (b).

Si F = Vx(a), oit a est un idéal de type fini, les assertions (a) et (b)
sont vérifiées.

Si (A, X) est un couple normal, les assertions (a) et (b) sont vérifiées
et la suite

Js.
o) Kerj.—>A-% S5t 4o

xEFl

est exacte.

Démonstration. (a) = (b) : — On suppose que A est vérifiée; soit
fe A tel que F c D y(f), alors 7, (F) € D u(f) et, par conséquent, Sy= Sz, (F);
P’assertion résulte alors de la proposition 1.9.2.

A étant un anneau mou, pour tout xemaxA, (Vu(f))reker/n
est une base de voisinage de x pour la topologie spectrale de maxA, ce
qui implique que l’ensemble { Vy(a)|a est un idéal de type fini conte-
nant = } est une base de voisinage de x pour la topologie induite sur max A
par la topologie constructible.

Supposons que F = Vx(a), ot a est un idéal de type fini, alors pour
tout idéal de type fini b, tel que Vx(a)n Vx(b) =0, la propriété de
v-densité implique Vy(a)n Vy(b) = @ (cf. cor. 1.2.1.1) et, par consé-
quent,

tw(F)= Vy(a)cy(F)nmaxA4, dou 7y4(F)=7(F)nmaxA.

Supposons que (A, X) soit un couple normal, et soit b un idéal de
type fini tel que Fn Vx(b) = &; 'hypothése de normalité et la propriété
de vy-densité impliquent 74(F)NnVy(b) =0 et, par conséquent,

wu(F)cy(F)nmaxA, d’out u(F) = v(F)nmaxA.

Enfin, la derniére assertion résulte du corollaire 1.5.5.2.

C. Q. F. D.



COUPLES SPECTRAUX ET FAISCEAUX ASSOCIES. 271

2. Faisceaux associés aux couples spectraux.

1. Espaces spectrologiques.

Soit (X, ©) un espace annelé local; pour toute partie Y de X, on
notera (Y, ©|Y) l'espace annelé local induit sur Y, I'(0, Y) I’anneau
des sections au-dessus de Y, 6%:T'(0, X) —T(®, Y) ’homomorphisme
canonique. Pour tout x€ X, on notera O, la fibre au point z, k, le corps
résiduel; pour tout ouvert U contenant x, on notera

0%: T(0, U)—> 0Oy, 00: T(6, U)—ks
les homomorphismes canoniques; pour tout élément feI'(®, U), on
notera f(x) = 04(f).

Soit U un ouvert de X, on notera py(xr) = Kerd?, c’est un idéal
premier de I'(9, U), ce qui définit une application p.y : U— SpecI' (0, U).

ProposiTioNn 2.1.1. — py: U—Specl'(0, U) est une application
continue, et le couple spectral (I'(®, U), py(U)) est tréduit (cf. § 1,
ne 1).

En effet, pour tout feI'(o, U),
Ur=p7 D) ={zeU|flx) =0}

est un ouvert de U, ce qui implique la continuité de py, etd’autre part,
f est inversible dans I'(®, U) si, et seulement si, U,= U, ce qui implique
la derniére assertion ([4], propos. 42).

Nous dirons qu’'un ouvert U de X est un ouvert spectrologiquejsi
pr: U—Specl' (0, U) est un plongement, dans ce cas, on identifie U
et py(U), ce qui définit le couple spectral (I'(o, U), U).

LemMe 2.1.1. — Soient U un ouvert spectrologique de X, Y une partie
de X, alors UNnY est un ouvert spectrologique du faisceau (Y, 0] Y).
En effet, il suffit de regarder le diagramme commutatif
UnY U

“Yuny l‘*t/
SpecT'(®, UnY) — SpecI' (0, U)

il est clair que si p; est un plongement, pyn v est un plongement.

CoroLLAIRE 2.1.2.1. — Tout ouvert de X, confenu dans un ouvert
spectrologique, est un ouvert spectrologique.
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Nous dirons qu'un espace annelé local (X, ©) est un espace spectro-
logique si X est un ouvert spectrologique. Nous dirons qu’un espace
annelé local (X, ©) est un espace localement spectrologique si tout point
de X a un voisinage ouvert spectrologique; dans ce cas, I’ensemble
des ouverts spectrologiques est une base de la topologie de X, et X est
un espace de Kolmogorov; pour toute partie Y de X, le faisceau (Y, ©|Y)
est un espace localement spectrologique.

Nous dirons qu’un espace localement spectrologique (X, ©) est un
espace fonctionnel si, pour tout ouvert spectrologique U, le couple spectral
T'(e, U), U) est réduit. Pour qu'un espace localement spectrologique
soit fonctionnel, il faut et il suffit que tout point de la base admette
un systéme de voisinages ouverts spectrologiques, tels que les couples
spectraux correspondants soient réduits.

2. Espaces schématiques.

Nous noterons EAL la catégorie des espaces annelés locaux, on définit
les foncteurs contravariants ® : EAL — CS, W: CS— EAL, et les mor-
phismes fonctoriels « : Idcs—> ® o ¥, 3: Idgar,— W o @ de la fagon suivante :

Le foncteur ®. — Soit (X, ©) un espace annelé local, on notera
(X, 0) = (I'(®, X), px(X)),

Soit ¢ : (X, ©) > (Y, 2) un morphisme d’espaces annelés locaux, on
notera @ (V) :T'(2, Y)—>TI(®, X) I'homomorphisme canonique, et il
est clair que @ () est un morphisme de couples spectraux @ (})

T Y), gy (Y)) = (T (0, X), px(X)).
Le foncteur W. — Soit (A, X) un couple spectral, on notera
w4, X)=A4|X

la restriction du schéma affine A au sous-ensemble X de Spec A.

Soit ¢ : (A, X)—> (B, Y) un morphisme de couples spectraux, on
définit de fagon évidente le morphisme W(9): W(B, Y)—>W(4, X), a
partir du morphisme %:B—A.

Le morphisme a. — Soit (4, X) un couple spectral, on note I'(4, X)

Panneau des sections de A |X, et «(4, X) : A—T(4, X) 'homomor-
phisme canonique, on a le diagramme commutatif d’espaces topologiques

X
N
vy
'
SpecI'(A, X) —— Spce A
29, (X, 4)
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ce qui montre que W(A, X) est un espace spectrologique et
(4, X): (4, X)>TA4, X), X) =0.F(4, X)

est un morphisme de couples spectraux. On vérifie aisément que « est
un morphisme fonctoriel o : Id¢s— ®o W,

Le morphisme 3. — Soit (X, ©) un espace annelé local, et soit

X, c’)»lf@(/) le morphisme canonique ([9], chap. I, § 22), on en
déduit un morphisme d’espaces annelés locaux,

B(X, 0): (X, 0) > TTE, X) | px(X) = Wo & (X, 0),
et on vérifie aisément que 3 est un morphisme fonctoriel 8: Idg,,— W o @,

ProrositioN 2.2.1. — Soient (X, ©) un espace annelé local, (A, Y)
un couple spectral, il existe une bijection naturelle

EAL((X, ©), W(4, Y)) > CS((4, Y), ®(X, 0)),

aulrement dit les foncteurs conitravariants ® et W sont adjoints 'un de
Uautre.

Démonstration. — On définit

u: EAL((X, ©), W(A, Y))—->CS((4, V), ®(X, 09)).

Soit ¢ : (X, 0) - W(A, Y) un morphisme d’espaces annelés locaux,

on notera
() = 9(%).2(4, Y): (4, Y) > 0 (X, o).
On définit »:CS((4, Y), ®(X, 9)) ~EAL((X, 0), ¥ (4, Y)).

Soit ¢: (A, Y)—®(X, ©) un morphisme de couples spectraux, on
notera
() ="(9).5(X, 0): (X, 0)>W(A, Y).

Pour montrer que u et v sont des bijections réciproques I'une de
I’autre, on remarque que I'on a les diagrammes commutatifs

EAL((X, 0), (4, Y))—> CS((4, Y), (X, 09))
fl ‘ g
Y
EAL((X, 0),A) = Anmn(4, I'(o, X))
EAL((X, 0), W (4, Y))«<—CS((4, Y), ®(X, 0))
fl lé’
EAL((X, 0), A) = Anmn(4, I'(®, X))

DULL. SOC. MATH., — T. 98, FASC. 3. 18
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ou = désigne I'isomorphisme canonique ([9], chap. I, § 2.2), g l'injec-
tion canonique, et f l'injection provenant du monomorphisme cano-
nique 4 | Y - A.

Enfin la naturalité des applications u et v est évidente.

C.Q.F.D.
On a les relations

Yyxoa.fx¥ =Idy, Dk B.akx®=Idyp,

ol 'opération % est celle définie par GopemenT ([8], App.).

Nous dirons qu’un couple spectral (A, X) est un couple schématique
si «(A, X) est un isomorphisme, et nous noterons C Sch la sous-catégorie
pleine de CS dont les objets sont les couples schématiques.

De méme, nous dirons qu’'un espace annelé local (X, ©) est un espace
schématique si 3(X, ©) est un isomorphisme, et nous noterons E Sch
la sous-catégorie pleine de EAL dont les objets sont les espaces
schématiques.

Les propriétés des foncteurs adjoints montrent que si (4, X) [resp. :
(X, 0)] est un couple schématique (resp. : un espace schématique),
alors W (4, X) [resp. : ®(X, 0)] est un espace schématique (resp. : un
couple schématique), et les foncteurs ® et W définissent une anti-
équivalence entre les catégories E Sch et C Sch.

On notera 7 : CS — C Sch le foncteur défini par

F(4, X) = Do W(4, X)

3. Propriétés du foncteur 7.

Soit (A, X) un couple spectral; pour toute partie multiplicative S
de A, on identifie SpecS—'A a son image dans SpecA, et on note
Xs=XnSpecS—'A; on a le diagramme commutatif :

AX

et(A, X) (57, Xg) ot (A, Xs)

(A) Xs)

w(3'A, Xs)
F @K X) F (A, X)

. 6,2

F(S7'A, Xs)
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Bs étant défini de facon évidente; la propriété universelle du foncteur &
montre alors qu’il existe un morphisme 0 : 7(S—4, X;)— 7 (4, Xj),
et un seul, tel que B5= 0.a(S— A, Xj), et on vérifie aisément les relations

©(js). 0= ldg s—4x) 0.7(s) = 1d<ax
d’olt I’énoncé suivant :
ProrosiTioN 2.3.1. — Le morphisme canonique
F(s: A, X)—>F(S14, Xy)
est un isomorphisme.

Lemme 2.3.2. — Soit (A, X) un couple spectral réduit, alors, pour
tout fe Ay, le couple spectral (A s, Dx(f)) est réduit.

En effet, soit g€ A tel que, pour tout y€ Dx(f), on ait ¢(y) = o, alors
Dx(f)c Vx(g), c’est-a-dire gf = o, puisque (A, X) est un couple réduit,
donc geKerj,, ce qui démontre le lemme.

CoroLLAIRE 2.3.2.1. — Soif A un anneau sans radical de Jacobson,
alors, pour tout f€ A, 'anneau Ay est sans radical de Jacobson.

LemuMmE 2.3.3 — Soit (A, X) un couple spectral réduit, alors le couple
spectral 7 (A, X) est réduit.

Démonstration. — Soit feI'(A, X) tel que f(x) = o pour tout zeX;
par définition de I' (4, X), pour tout x€ X, il existe un voisinage ouvert U
de x dans SpecA, et un élément geI'(4, U) tel que, pour tout ye Xn U,
on ait 07(f) =0Y(g), ceci implique g(y) =o pour tout ye XnU; on
peut supposer U = D (h), out h est un élément convenable de A ; d’aprés
le lemme 2.3.2, le couple spectral (A;, Dx(h)) est réduit, donc g = o,
ce qui implique 0¥(f) = o, donc f=o.

C. Q. F. D,

ProrosiTioN 2.3.4. — Soit (4, X) un couple spectral, et soient les
propositions :

(@) (A, X) est un couple spectral réduit;

(b) W(A, X) = A | X est un espace fonctionnel.
alors (a) = (b). Si (A, X) est un couple schématique, (a) < (b).

Démonstration. — (a)=>(b) : On suppose que (A, X) est un couple
spectral réduit, et on veut montrer que A | X est un espace fonctionnel;
il suffit de montrer que, pour tout élément fe A, le couple spectral
(I'(4, Dx(f)), Dx(f)) est réduit, ou ce qui revient au méme (propos. 2.3.1)
que le couple spectral (I'(A s, Dx(f)), Da(f)) est réduit. Pour cela, il suffit
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de montrer (lemme 2.3.3) que, pour tout feA, le couple spectral
(A, Dx(f)) est réduit, ce qui résulte du lemme 2.3.2.

La seconde assertion est évidente.
C. Q. F. D.

CoRrOLLAIRE 2.3.4.1. — Soit (A, X) un couple spectral réduil; pour
tout ouvert U de X, le couple spectral ¥ (A, U) = (T'(A, U), U) est réduit.

COROLLAIRE 2.3.4.2. — Soient A un anneau sans radical de Jacobson,
X une partie de maxA, dense dans maxA; pour tout ouvert U de X,
Uanneau T (A, U) est sans radical de Jacobson.

4. Espaces spectrologiques fonctionnels.

Soit (X, ©) un espace spectrologique fonctionnel, on identifie X & son
image dans Specl'(®, X); pour tout x€ X, on a le diagramme commu-
tatif

T, X)

N
iz NS
¥ N

(T (0, X)), EE2

> Oy

ProrosiTioN 2.4.1. — Soit (X, ©) un espace spectrologique fonctionnel,
alors :

(i) Pour fout xeX, 'homomorphisme (3(X, 0)). est injectif;

(ii) Le couple spectral (I'(®, X), X) est schématique.

Démonstration.

(i) SoitfeT(0,X)telque 03(f) =o,etnotons W,={yeX|0}(f) =0},
alors W, est un voisinage ouvert de x, et il existe un élément geI'(0, X)
tel que ¢(z) # o et Dx(g) c W, (propriété spectrologique), ce qui implique
(@) g(y) = o pour tout y € X; par hypothese, le couple spectral (I' (9, X), X)
est réduit, donc gf = o, ce qui implique j.(f) = o, d’ou I’assertion.

(ii) Notons u = ®% 3(X, 0), v = akx ® (X, ©), onsaitque uov = Idr(e,x)
(cf. n° 2), et il suffit de montrer que u est une injection; on a le diagramme
commutatif

I, X)«~—TI e, X)X, X)

0, 0

Y o
0, <8 (10, X))
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Soit feKeru, alors, pour tout ze€X, (B(X, 9)).¢0.(f)=o0, donc
0.(f) = o, ce qui implique f = o.
C. Q. F. D.

ProposiTioN 2.4.2. — Soit (A, X) un couple spectral réduit, alors
(A, X) est un espace schématique.

En effet $(4, X) est un espace fonctionnel spectrologique, d’aprés la
proposition 2.3.4.

Les propositions 2.4.1 et 2.4.2 impliquent que la catégorie des
espaces fonctionnels schématiques (resp. : des couples spectraux réduits
schématiques) est une sous catégorie réflexive de la catégorie des espaces
spectrologiques fonctionnels (resp. : des couples spectraux réduits).

5. Propriétés de mollesse.

Soit (X, ©) un espace annelé local, nous dirons qu'un point x de X
est mou (resp. : localement mou) si I’homomorphisme canonique
0X:T0, X) > 0, est surjectif (resp. : s’il existe un voisinage ouvert U
de z tel que I'homomorphisme 0Y:T' (0, U) - O, soit surjectif). Nous
dirons qu’un espace annelé local (X, ©) est ponctuellement mou (resp. :
localement ponctuellement mou) si tout point de X est mou (resp. :
localement mou).

ProposiTiON 2.5.1. — Soit (X, ©) un espace spectrologique fonctionnel,
les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) x est un point mou;
(b) px(x) est un idéal mou de T (0, X).

Démonstration. — On identifie X a son image dans Specl'(0, X),
et on utilise les notations du no 4.

(a)=(b) : Si 0F est une surjection, alors (3(X, ©)).. est une surjec-
tion, donc un isomorphisme, et par conséquent j¥ est une surjection.

(b)=> (a) : Soient fe©, et feT(®, U) un représentant de f, U étant
un ouvert convenable de x dans X; pour montrer 'assertion, il suffit
de trouver deux voisinages fermés de = dans X : W, et W, tels que
W.cIntyW.cW,c U, et un élément gel'(0,X) tel que g(y) =1
pour ye W,, et g(y) = o pour ye X — W,; en effet, si on note f, = ¢'f,
out ¢' = 0}(g) est la restriction de g a I'ouvert U, et f,eT'(®, X) I'élément
défini par f, €' (0, U) et I'élément nul de I'(0, X —W,), on a f = 0Y(f.).

Construction de W,, W,, ¢g. — Par hypotheése, il existe un élément

h,el'(o, X) tel que h,(xr);2 o0 et Dy(h)cU, la propriété de mollesse
implique l'existence d’un élément k €T (0, X) tel que j.(hk,—1) = o,
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et W= Vx(hk — 1) est un ‘voisinage fermé de z contenu dans U
(cf. §1, cor. 1.5.5.1); de méme, il existe un élément h,eTl'(O, X) tel
que h,(z) = o et Dx(h.)cIntyW,, et un élément k,el'(0, X) tel que
Ja(hsks—1) = 0, alors W,= Vx(h,k,—1) est un voisinage fermé
de x contenu dans IntxW,. Enfin, on notera g = h, k..

C. Q. F. D.

ProposrTioN 2.5.2. — Soit (X, ©) un espace localement spectrologique
fonctionnel, on suppose que X est un espace topologique régulier, alors
(X, ©) est un espace spectrologique; si (X, ©) est localement ponctuellement
mou, alors il est ponctuellement mou.

Démonstration. — Montrons d’abord la premiére assertion.

Soit xe€ X, et soit U un voisinage spectrologique de z dans X, alors
il existe un voisinage ouvert V de x tel que Vc U (V adhérence de V
dans X) et, par conséquent, il existe un élément f,eI'(0, U) tel que
fi@ =1 et fi(y) =o pour yeU—V, alors f, se prolonge en une
section feI'(0, X) telle que 05(f) = fi et 0% _(f) = o. Soit F un fermé
de X ne contenant pas x, par hypothése, il existe un voisinage ouvert
spectrologique U de x tel que FnU = ¢, donc un élément feT'(0, X)
tel que f(x) =1 et f(y) = o pour ye F, d’ou l'assertion.

Supposons que (X, ©) soit localement ponctuellement mou.

Soient ze X, feo, et fel(®, U) un représentant de f, U étant un
voisinage ouvert convenable de x; on peut supposer que x est un point
mou de (U, @ | U). Par hypothése, il existe un voisinage ouvert V de x

dans X tel que Vc U (V, adhérence de V dans X) et, puisque p.y(x) est
un idéal mou de I'(®, U), il existe un voisinage ouvert W de x contenu
dans V et un élément geT' (O, U) tel que g(y) =1 pour ye W, g(y) = o
pour ye U —V; si on note f, = gfel'(©, U) et f, el (@, X) I'élément
défini par f,el'(O, U) et I'élément nul de T (0, X —V), on a f=0%(f),
ce qui achéve la démonstration.

C. Q. F. D.

ProrosiTioN 2.5.3. — Soif (X, ©) un espace spectrologique fonctionnel,
les propositions suivantes sont équivalentes :

(@) (X, O9) est ponctuellement mou;
(b) Le couple spectral ® (X, ©) est mou.

Si les propositions (a) et (b) sont vérifices, X est un espace topologique
réqulier, et (X, ©) est un espace schématique.
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Démonstration. — L’équivalence de (a) et (b) résulte de la proposi-
tion 2.5.1. 11 est clair que X est un espace topologique régulier. Enfin,
pour tout reX, (3(X, 9)), est un isomorphisme, et par conséquent
B(X, ©) est un isomorphisme.

C. Q. F.D.

Prorosition 2.5.4. — Soit (A, X) un couple spectral mou et réduit,
alors W (A, X) est un espace schématique ponctuellement mou et (A, X) est
un couple mou.

Démonstration. — On sait que W' (A4, X) est un espace schématique
fonctionnel (propos. 2.3.4); soit x€X, le diagramme commutatif
A—>T(A,X)
Az

montre que x est un point mou de A | X, ce qui achéve la démonstration.
C. Q. F.D.

Les propositions 2.5.3 et 2.5.4 permettent d’énoncer le théoréme
de dualité :

THEOREME 2.5.5. — Les foncteurs ® et W définissent une anti-équi-
valence entre la catégorie des espaces spectrologiques fonctionnels ponctuel-
lement mous et la catégorie des couples spectrauxr schématiques mous et
réduils.

Nous rappelons le lemme suivant ([8], II, théor. 3.7.2].

LemME 2.5.6. — Soient X un espace paracompact, et (X, ©) un espace
annelé. Pour que (X, ©) soit un faisceau mou, il faut et il suffit que, pour
tout couple F, G de fermés disjoints de X, il existe une section feI'(0, X)
telle que OXf) =1 el OF(f) = o.

ProposiTiON 2.5.7. — Soient X un espace paracompact et (X, ©) un
espace spectrologique fonctionnel, les propositions suivantes sont équi-
valentes :

(a) (X, ) est un faisceau mou;
(b) Le couple spectral ®(X, ©) est normal.

Si les propositions (a) et (b) sont vérifiées, (X, ©) est un espace schéma-
tique; pour tout fermé F, I’homomorphisme canonique

Cr: S;i (@, X) —-Toe F)

est un isomorphisme.
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Démonstration. — L’équivalence de (a) et (b) résulte du lemme 2.5.6.
Supposons (a) et (b) vérifiées, on sait que (X, ©®) est schématique
(propos. 2.5.3); soit F un fermé de X, le diagramme commutatif

p r'(©, X) N
fSIv’/ \\(%
¥ Y

v

ST (0, X)<L-T(o, F)

montre que { est une surjection; d’autre part,

KerfX = ﬂ Kerj,.=Kerj, ~ (cf. § 1, cor. 1.5.5.2),
xelr
ce qui montre que 7, est une injection.

C. Q. F. D.

CoroLLAIRE 2.5.7.1. — Soit (A, X) un couple spectral normal, si X est
un espace paracompact, le faisceau W (A, X) est mou, et le couple spectral
F(A, X) est un couple mou et normal.

6. Garactérisation des anneaux mous.

LemME 2.6.1. — Soient (A, X) un couple spectral, §(X) le générisé
de X, alors 'homomorphisme 0$™ est une injection. Si (A, X) est un
couple mou et réduit, 0 est un isomorphisme.

Démonstration. — Montrons d’abord que 0§V est injectif. Soit
fel'(4, g(X)), alors, pour tout reX et yex, on a

099 (F) =, (0§ (),

par conséquent, si 0 (f) = o, on a
9§V (f) =0 pour tout yeg(X),

d’ou l’assertion.

On suppose que (4, X) est un couple spectral mou et réduit, et soit
7 : §(X) - X 'application continue définie au § 1, n° 6. Soit fe T (A, X);
pour tout z€ X, il existe un voisinage ouvert W. de x dans SpecA,
et un élément ¢g.€I'(4, W,) tel que, pour tout ye XnW,, on ait
0X(f) = 0=(g9.); on notera U,= m'(XnW,); la famille (U.).ev est
un recouvrement ouvert de g (X); soit ze U.n U,, alors

1) eXnW.nW, et  02(g.) = 972 (9y) = 03 (),
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ce qui implique 07=(g.) = 0%(g,), par conséquent la famille
(07,7(92) €L(A, Un))wex

définit un élément f’eT(A, G(X)), et 0¢9(f)={, ce qui achéve la
démonstration.
C. Q. F.D.

ProrosiTioN 2.6.2. — Soif A un anneau sans radical de Jacobson,
les propositions suivantes sont équivalentes :

(@) A est un anneau mou;

(b) A|maxA est un faisceau mou;

(c) ZImaxA est un faisceau ponctuellement mou.

Si les propositions (a), (b), (c) sont vérifiées, le couple spectral (A, maxA)
est schématique.

Démonstration.

(a) = (b) : C’est une conséquence du corollaire 2.5.7.1.

(b) =»(c) : Cest évident.

(¢c) = (a) : En effet, si A|max A est un faisceau ponctuellement mou,
maxA est un espace séparé.

Enfin la derniére assertion résulte du lemme 2.6.1.
C. Q. F. D.

COROLLAIRE 2.6.2.1. — Soient X un espace compact, (X, ©) un espace
spectrologique fonctionnel, les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) T'(X, 0) est un anneau mou;

(b) (X, 0) est un faisceau mou;

(¢) (X, O) est un faisceau ponctuellement mou.

St les propositions (a), (b), (c) sont vérifiées, alors (X, ©) est isomorphe
au faisceau I'(®, X) |max A.

3. Anneaux de fonctions continues.

1. Anneaux préordonnés ([7], chap. V, [12]).

Soit A un anneau; un préordre de A est une partie P de A contenant o
et 1, stable pour I'addition et la multiplication; onnote | P| = Pn(—P),
on sait que |P| est un idéal de A [12]; on dit que P est un ordre si
|P|={o}; les éléments,de P (resp. : P—{ o} lorsque P est un ordre)
sont appelés les éléments positifs (resp. : sirictement positifs) de A, et
on note &y (resp. : x < y) larelation y —x P (resp. : y — x€ P — {o)).
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On dit qu’un idéal a de A est P-convexe si on a la propriété suivante :

oZg=f et fea = gea.

On démontre que si P est un préordre, et a un idéal P-convexe, I'image
canonique de P dans A/a définit un préordre de A/a : préordre quotient
'(I7], chap. V).

Nous noterons ¢(P) I’ensemble des idéaux premiers P-convexes de A4,
alors on a le résultat suivant :

Proposition 3.1.1. — c¢(P) est une partie y-fermée de SpecA.

Démonstration. — On remarque que la relation o g f implique
V({{)nD(g)nc(P) = J; par conséquent, un idéal premier non convexe
n’est pas y-adhérent a c(P), d’ou la proposition.

C. Q. F.D.

Nous dirons qu’un préordre P est réel si —i1¢ P, et si tout carré est
positif.

LemME 3.1.2. — Soient P un préordre réel, X une partie de c(P), alors,
pour tout couple f.q d’éléments de A, on a Vx(f, 9) = Vx(f*+ ¢*.

Démonstration. — 11 est clair que Vx(f, )< Vi(f*+ ¢*).

D’autre part, les relations o <> f*+ ¢?; 0 =< ¢>-~f*+ ¢* impliquent

Va(f*+ ) € Vx(f)n Va(g?) = Vx(f, 9).

C. Q. F.D.

CoroLLAIRE 3.1.2.1. — Soient P un préordre réel, X une partie de c(P),
alors, pour tout idéal de type fini a de A, il existe un élément f€ A fel que
Vi(a) = Vx(f).

COROLLAIRE 3.1.2.2. — Soient P un préordre réel, X une partie de c(P),
Pensemble { Vx(f)nDx(g)|f, g€ A} est une base de la topologie induite
sur X par la topologie constructible.

On peut énoncer alors la proposition suivante :

ProrositioN 3.1.3. — Soient A un anneau sans radical de Jacobson,
P un préordre réel, et X un ensemble d’idéauxr maxrimaux P-convexes fel
que le couple spectral (A, X) soit t-réduit (cf. § 1, n° 1) alors :

(i) Tout idéal maximal est convexe;

(ii) X est y-dense dans maxA.
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Démonstration. — On démontre d’abord le lemme suivant :

LemmEe 3.1.4. — Les hypothéses et notations étant celles de la propo-
sition 3.1.3, pour tout élément f de A,

u(Va(f)) = Vu(f)-

On peut supposer fe P — { o |, il est clair que =4 (Vx(f))c Vu(f); soit y
un idéal maximal, si y& 7y (V.(f)), il existe un élément ge A tel que
g(y) = o ef g(x) = 1 pour tout x€ Vx(f); notons h = f + ¢, alors h(x) =1
pour tout xe Vx(f), f(xr) > o pour tout x€Dx(f) (A |x étant muni de
T’ordre quotient), par conséquent, h(x) 7 o pour tout xe€ X; la propriété
de fréduction implique que h est inversible dans A; puisque g(y) = o,
il s’ensuit que f(y) # o, ce qui achéve la démonstration du lemme.

(i) Soient f et g deux éléments de A tels que o-gf, alors
Vx(f)c Vx(g), et d’aprés le lemme 3.1.4, V(f) < Vu(g), d’ou P'assertion.

(ii) D’apreslecorollaire3.1.2. 2,ilsuffit demontrer que Vx(f) n Dx(9) =9
implique V3 (f) nDy(g) = 9, ce qui est une conséquence du lemme 3.1.4.

C. Q. F.D.

2. Espaces complétement réguliers.

Soit X un espace topologique !complétement régulier, on note €(X)
T’anneau des fonctions continues réelles, ¢*(X) le sous-anneau des fonctions
continues réelles bornées. Par définition, les applications canoniques
X — Spece(X) et X — Specc*(X) sont des plongements, ceci permet
de définir, par abus de notations, les couples spectraux (¢(X), X) et
(¢*(X), X). Le couple spectral (0(X), X) [resp. : (¢"(X), X)] est réduit
et l-réduit (resp. : réduit), et il est normal si, et seulement si, X est un
espace normal.

Soit Sy la partie multiplicative associée a X dans ¢*(X), c’est I'en~-
semble des fonctions continues réelles bornées qui ne s’annulent pas,
on a le diagramme commutatif

e (X) —> &(X)

N
ISy
Sx'e'(X)

alors on obtient le résultat suivant :

ProrosiTiON 3.2.1. — u est un isomorphisme.

Démonstration. — 11 est clair que u est injective; pour montrer que u
est surjective, on procéde de la facon suivante : soit » : R— R la fonction
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définie par
n(A) =1/A si Axi,
n(h) =1 si |A|<L1,
n(d) =—1/h si h=Z1;

il est clair que » est une fonction continue; soit f € ¢ (X), alors nof et
f.-nof sont des éléments de ¢(X), ce qui achéve la démonstration.

C. Q. F.D.

Dans la suite, on identifie Spec¢(X) a son image dans Specc'(X),
il est clair que si x€X, les images canoniques de x dans Specc(X) et
Specc*(X) coincident, ce qui permet d’identifier X a son image dans
Spece(X) [resp. : Spece*(X)].

¢(X) étant muni du préordre évident [f> o si, et seulement si, pour
tout xe€ X, f(r)> 0], on a la proposition ci-dessous.

ProrposiTioN 3.2.2. — Tout idéal maximal de ¢(X) est convexe, et X
est v-dense dans max¢€(X).

En effet, tout point de X est un idéal maximal convexe de ¢&(X),
et le couple (¢(X), X) est réduit et {-réduit (cf. propos. 3.1.3).

ProposiTiON 3.2.3. — ¢(X) est un anneau mou.

Puisque X est v-dense dans maxA, il suffit de vérifier que deux
fermés spéciaux disjoints de X sont séparés par deux ouverts spéciaux
(cf- §1, propos. 1.8.2); soient f, g deux éléments de ¢(X) tels que
V.(f)nV.(9) = &, on note

f’:sup<f2—ig-2—§a o) g’=sup($_qz—§yo>;

alors f' et g’ sont des fonctions continues, et on vérifie aisément les
relations

V()< D=(f), Vi@ cDx(g),  Dx(f)nDi(9) =0,

ce qui achéve la démonstration.

CoroLLAIRE 3.2.3.1. — X est un espace compact (resp. : localement
compact) si, et seulement si, X = max¢c(X) [resp. : X est ouvert dans
max €(X)].

Remarque. — max¢(X) est évidemment le compactifié de Stone-

Cech de X; la démonstration de la compacité de maxc(X) qui utilise
les critéres de mollesse du paragraphe 1, n° 8, est essentiellement celle
de GiLLMANN et JErisoN ([7], chap. 6.5).



COUPLES SPECTRAUX ET FAISCEAUX ASSOCIES. 285

Soit Oy le faisceau des fonctions continues sur X, c’est évidemment
un espace spectrologique fonctionnel, alors on a le résultat suivant:

THEOREME 3.2.4. — Oy est un espace schématique ponctuellement mou.

En effet, la proposition 3.2.3 et le lemme 2.4.1 du paragraphe 2
impliquent que Ox est ponctuellement mou et le théoréme résulte de
la proposition 2.4.3 du paragraphe 2.

CoroLLAIRE 3.2.4.1. — Le couple spectral (¢(X), X) est schématique.

3. Compactification et réplétion ([7], chap. 6.7.8) (.

Notons CR la catégorie des espaces topologiques completement régu-
liers, Comp la sous-catégorie pleine des espaces compacts, on définit
le foncteur 3 : CR — Comp de la fagon suivante :

Soit X un espace complétement régulier, alors X = max¢(X) est
le compactifié de Stone-Cech.

Soit 9 : X — Y une application continue (X et Y étant complétement
réguliers), on note €(¢):¢€(Y)-> ¢(X) I’homomorphisme canonique,
alors Bo = "€(¢): 3Y —3X est définie par le diagramme commutatif
(cf. §1, n°6)

max C(Y) "% maxe X)

T

v 7
Spece (V)% Spece(X)

11 est bien connu que $ est adjoint a gauche du foncteur d’inclusion
Comp S CR.

Soit X un espace complétement régulier, il est clair que 'application
canonique ¢(BX)—¢*(X) est un isomorphisme, ce qui prouve que
¢"(X) est un anneau mou. En identifiant 3X a4 son image canonique
dans Spece*(X) (c¢f. n° 2), on définit 'application 7y :(3X— maxc'(X)
qui associe a4 tout élément xe P X l'unique idéal maximal de ¢*(X) le
contenant, et il est clair que 7x est un homéomorphisme, alors n(r) =
si, et seulement si, le corps ¢(X)/x est isomorphe a R.

On dit qu'un point x€ X est réel si le corps €(X)/x est isomorphe
a R, et on note v X I'ensemble des points réels de 3X muni de la topologie
spectrale [spectre réel de ¢(X)], on dit que X est un espace replef (*)
si X =vX, et on a la proposition suivante :

(?) Ce numéro ne sera pas utilisé dans la suite.
(®) C’est la terminologie de BourBaki1 ([2], chap. 10, § 4, ex. 17), on dit aussi real
compact [7].
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ProrposiTion 3.3.1. — Soit X un espace topologique compléfement
régulier, alors vX est un espace replet.

C’est une conséquence de la proposition ci-dessous.

ProposiTioN 3.3.2. — L’homomorphisme canonique €(vX) — ¢(X)
est un isomorphisme.

Démonstration. — On a le diagramme commutatif

CBX)—> e v(X) — e(X)
\\ | |
vy

e (X) —r e4(X)

et on vérifie aisément que £ est un isomorphisme; d’autre part,
le diagramme
2 A Specc(X)
/ a
/ v
vX %5 Spece(vX)

ou 2 est I'injection canonique, et 1 le plongement canonique, est commu-
tatif; si I'on identifie ¢*(» X) et ¢*(X) par I'isomorphisme £’, les images
canoniques de vX dans Specc*(X) coincident, et il suffit de vérifier
que Sy= S,x. Il est clair que Sx> S,x; d’autre part, soit fe Sy, alors
tout idéal maximal m de €*(X), contenant f, contient strictement
lidéal n3'(m), donc mevX, et par conséquent feSyx, ce qui acheve
la démonstration.
C. Q. F.D.

Notons RC la catégorie des espaces replets, on définit le foncteur
v:CR —RC : Soit X un espace completement régulier, alors vX est
le spectre réel de ¢(X). Soit v: X— Y une application:continue (X et
Y étant complétement réguliers), il est clair que “C(v)(» Y)cvX, ce
qui définit vo:vY —>vX.

Enfin, il est bien connu que v est adjoint a gauche du foncteur d’inclu-
sion RC — CR.

4. Sous-algébres de Gel'fand.

Dans la suite sous-algébre signifie sous-R-algébre contenant 1’élément
unité.

Soit X un espace topologique complétement régulier, nous dirons
qu'une sous-algébre A de ¢(X) sépare les points de X [resp. : est une
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sous-algébre de Gel’'fand) de ¢(X)] si l'application canonique X — Spec A
est une injection, évidemment continue (resp. : un plongement). On
définit alors, par abus de notation, le couple spectral (4, X), c’est un
couple réduit, et il est £-réduit si, et seulement si, A est une sous-algébre
pleine de ¢(X) [c’est-a-dire tout élément de A inversible dans ¢(X) est
inversible dans A].

Soit A une sous-algebre de ¢(X), on définit sur A le préordre évident
(f> o si, et seulement si, f(x)> o pour tout xe X), c’est évidemment
un préordre réel, et on a la proposition ci-apres.

ProrposiTiOoN 3.4.1. — Soit A une sous-algébre pleine de ¢(X) séparant
les points de X, alors :

(i) Tout idéal maximal de A est convere, et X est une partie y-dense
de max A;

(if) Si on note i : A — ¢(X) linjection canonique, alors;

“i(3X)>maxA.

Démonstration.

(i) C’est une conséquence de la proposition 3.1.3.

(i) II suffit de vérifier que si a est un idéal de type fini de A tel que
¢(X)a=¢e(X), alors a=A. Soit alors a =(fi, ..., f,) un tel idéal,
par hypotheése, il existe une famille (¢:);;.. d’éléments de ¢(X) telle

< , .
que Z‘figi: 1, et par conséquent Vx(fy, ..., [f.) = O, et la propriété
i=1

de v-densité de i implique V4 (fi, ....f,) =@, donc a = A.

C. Q. F. D.

En particulier, on a le résultat suivant :

ProrositioN 3.4.2. — Soit A une sous-algébre de Gel’'fand de ¢(X),
on suppose que A est une sous-algébre pleine ef que (A, X) est un couple
normal, alors A est un anneau mou, el Uapplication continue
Spece(X) — SpecA induit un homéomorphisme de 3X sur maxA.

Démonstration. — Par hypothése, X est un espace normal, et puisque X
est y-dense dans maxA, la proposition 1.8.3 du paragraphe 1 implique
que A est un anneau mou.

Soit i: A —¢&(X) linjection canonique; pour montrer la derniére
assertion, il suffit de vérifier que ’application continue i : 3X — max A
(cf. § 1, n° 6) est injective, donc un homéomorphisme; la proposition 3.4.1
montre alors que ™i coincide avec la restriction de 4 a 3X.
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Soient % et » deux éléments distincts de 3X, il existe deux éléments
frgec(X) tels que fek, gen, Vox(f, 99 = J; on note F = Vg(f),
G = Vx(g), alors Fn G =@, et puisque (4, X) est un couple normal,
4 (F)Nnt4(G) = G (4, désigne I'adhérence dans maxA), et il suffit de
montrer que ()€t (F), "i(n)etf(G), ce qui résulte de ce que

2e Vex(f) = msx(F), ne€ Vix(g) = 73x(G).
C. Q. F. D.

5. Sous-algébres de Geliand (suife).

ProrosITION 3.5.1. — Soit A une sous-algébre de Gel’fand de ¢(X), alors :

(i) Tout élément de A diviseur de zéro dans C(X) est diviseur de zéro
dans A;

(ii) Pour tout élément x € X, ’homomorphisme canonique i,. : A — (€(X)).
est une injection.

Démonstration. — L’assertion (i) est évidente (cf. § 1, no 3).

Soit xe X, on a le diagramme commutatif

A >e(X)

i l ’1,;
Y

A2 (@(X))e

11 suffit de montrer que si f € A, la relation i, o jZ(f) = o implique j4(f) = o.
Supposons i.ojZ(f) = o, alors j.(f) = o et, par conséquent, il existe
un voisinage U de x dans X tel que f(y) = o pour tout ye U, ce qui
implique j4(f)=o (cf. §1, cor. 1.5.5.1).
C. Q. F.D.

Dans la suite, lorsque A est une sous-algébre de Gel’fand, on identifie A,
4 son image canonique dans (€(X)). et on note j, au lieu de j4.

Soit A une sous-algébre de ¢(X), on définit la propriété (S):

(S) Pour tout x€ X et tout fermé F ne contenant pas z, il existe un voisi-
nage U de x dans X, ef un élément f € A, tel que f(y) =1 pour tout ye U,
el f(y)=o pour tout yeF.

La propriété (S) implique trivialement que A est une sous-algébre
de Gel'fand.

ProrposiTioN 3.4.2. — Soit A une sous-algébre de C(X), ef soient les
propositions suivantes :

(a) A est une sous-algébre de Gel’fand, et tout point de X est un idéal
mou de A,

(b) A vérifie la propriété (S).

Alors (a) = (b); si A est une sous-algébre pleine de ¢(X), (a) < (b).



COUPLES SPECTRAUX ET FAISCEAUX ASSOCIES. 289

Démonsiration. — (a) = (b) : Soient z€X, et F un fermé de X ne
contenant pas z, il existe un élément fe A —x tel que Dx(f)nF =0
et un élément ge A tel que j.(9f— 1) = o, d’ou lassertion.

On suppose que A est une sous-algébre pleine de ¢(X), alors (b) => (a).

La condition (S) implique que A est une sous-algébre de Gel’fand;
d’autre part, soit reX et fe A —x, on va montrer qu’il existe ge A
tel que j.(g9f —1) = o. On peut supposer f(z) > o, et soit b un nombre
réel tel que o << b < f(x), on notera F = f~*()—o0, b)), d’aprés la condi-
tion (8), il existe un voisinage U de x dans X, et un élément 9 € A tel
que ¢(y) =1 pour ye U, ¢(y) = o pour y€F; de méme, il existe un
voisinage W de z, et un élément L€ A tel que Y(y) =0 pour yeW,
Y(@) =1 pour ye X— U; soit h—=¢*f + {2, alors h(y) > o pour tout
y€ X, donc h est inversible dans ¢(X), donc dans A; si on note ¢ = 1/h,
il est clair que j.(f)j.(9) = 1.

C. Q. F. D.

Soit A une sous-algébre de ¢(X) séparant les points de X [resp. :
une sous-algébre de Gel'fand de ¢(X)], il est clair que S3'A est une
sous-algébre de ¢(X) séparant les points de X [resp.: une sous-algébre
de Gel'fand de ¢(X)]. D’autre part, puisque le couple spectral (¢(X), X)
est schématique et réduit, la propriété universelle du foncteur 7
(cf. § 2, no 4) définit le diagramme commutatif

A

/\\
, AN

¥ N
I'(A, X)—— e(X)

On sait que le couple spectral (I' (4, X), X) est réduit (§ 2, lemme 2.3.3),
ce qui montre que u est une injection, et par conséquent I'(4, X) est
une sous-algébre de ¢(X) séparant les points de X [resp. : une sous-
algébre de Gel'fand de ¢(X)].

Nous dirons qu'une sous-algébre de ¢(X) séparant les points de X
est schématique si A =T (A, X). Lorsque X est un espace compact, les
sous-algébres de Gel’fand schématiques sont caractérisées par la propo-
sition suivante :

ProrosiTioN 3.5.3. — Soieni X un espace compact, A une sous-algébre
de Gel'fand de ¢(X), les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) A est schématique;

(b) A est pleine;

(¢) X =maxA4;

(d) Tout point de X est un idéal mou de A.

BULL. S0C. MATH. — T. 98, FASC. 3. 19



290 R. BKOUCHE.

Démonstration. — (a) = (b) : cf. §2, propos. 2.1.1,

(b) = (¢) : On montre, de facon plus générale, que si A est une sous-
algébre pleine de ¢(X) séparant les points de X, alors X = maxA.
On raisonne comme dans [13], § 19.C; soit a un idéal de A non contenu
dans z, pour tout x€X; par hypothése, pour tout z€ X, il existe fea
tel que f(x) = o, un argument standard de compacité permet de construire

une famille finie (fi),.... telle que Xc UD_,.,(fi), alors f =2 fi est
i=1 i—=1
un élément de a inversible dans ¢(X), donc dans A, d’ou l’assertion.
©)=(a) : ¢f. § 2, propos. 2.6.2.
(=) : cf. § 1, propos. 1.7.1.
C. Q. F. D.

6. Faisceaux de Gel’fand.

Soient X un espace topologique complétement régulier, Ox le faisceau
des fonctions continues réelles, nous dirons qu'un sous-espace R-algébré
local (X, ©) de Oy est un faisceau de Gel’fand sur X si, pour tout ouvert U
de X, linjection canonique I'(®, U) - ¢(U) définit T'(®, U) comme
sous-algébre de Gel'fand de ¢(U). Ox est évidemment un faisceau de
Gel’fand.

Soit (X, ©) un faisceau de Gel'fand, c’est un espace spectrologique
fonctionnel, et pour tout ouvert U de X, le faisceau induit (U, ©| U)
est un faisceau de Gel’fand sur U; réciproquement on a le résultat
suivant :

ProrosiTioN 3.6.1. — Soit (X, ©) un sous-espace R-algébré local
du faisceau Oy tel que, pour tout x € X, il existe un voisinage U de x dans X
tel que le faisceau (U, ©| U) soit un faisceau de Gel’fand, alors (X, ©)
est un faisceau de Gel’fand.

En effet, la proposition 2.5.2 du paragraphe 2 implique que le fais-
ceau (X, 0) est spectrologique.

Nous noterons G(X) I’ensemble des sous-algébres de Gel’fand de ¢(X),
G(X) I'ensemble des faisceaux de Gel'fand sur X, on définit alors les
applications :

9: GX) > GX): (X, 0) > T (0, X);

U: GX) > GX): A A|X; le fait que A|X soit un faisceau de
Gel’fand résulte de la proposition 2.3.4 du paragraphe 2.

Soit A une sous-algebre de Gel’fand de ¢(X), alors ¢ (A) est un faisceau
de Gel'fand schématique (cf. § 2, propos. 2.4.2); de méme, soit (X, O)
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un faisceau de Gelfand, alors ¢ (X, ©) est une sous-algébre de Gel'fand
schématique (cf. § 2, propos. 2.4.1). Pour qu’une sous-algébre de Gel’fand
A soit schématique, il faut et il suffit que 9ol (4) = A; de méme,
pour qu'un faisceau de Gel'fand (X, ©) soit schématique, il faut et il
suffit que 9o Y (X, 0) = (X, 0). On définit ainsi une bijection de I’en-
semble des sous-algébres de Gel’fand schématique sur l’ensemble des
faisceaux de Gel'fand schématiques.

PropositioN 3.6.2. — Soient X un espace topologique complélement

réqulier, et (X, ©) un faisceau de Gel’fand, les propositions suivantes
sont équivalentes :

(a) (X, ©) est un faisceau ponctuellement mou;
(b)) T'(0, X) satisfait a la condition (S).

Si les propositions (a) et (b) sont vérifiées, (X, O) est un espace schéma-
tique.

Démonstration. — L’équivalence de (a) et (b) résulte de la proposi-
tion 2.5.3 du paragraphe 2, et de 'la proposition 3.5.2; la dernicre
assertion résulte de la proposition 2.5.3 du paragraphe 2.

C. Q. F. D.

La question se pose de savoir s’il existe des faisceaux de Gel’fand
schématiques qui ne soient pas ponctuellement mous; je ne sais pas
répondre a cette question.

ProposiTioN 3.6.3. — Soient X un espace paracompact, et (X, ©)
un faisceau de Gel’fand, pour que (X, ©) soit un faisceau mou, il faut
el il suffit que le couple spectral ® (X, @) soit normal. Si (X, ©) est un
faisceau mou, il est schématique, I'anneau I'(0, X) est mou, et Uappli-
cation canonique SpecC(X) — SpecI'(¢, X) induit un homéomorphisme
de BX [resp. : du spectre réel de ¢(X)] sur maxI'(0, X) [resp. : sur le
spectre réel de T'(0, X)].

Démonstration. — La premiére assertion résulte de la proposition 2.5.7
du paragraphe 2.

Supposons que (X, ©) soit un faisceau mou, alors (X, ©) est un espace
schématique, l'anneau I'(0, X) est mou, et I'application canonique
Spece(X) — SpecI'(0, X) induit un homéomorphisme 3 X — maxI'(0, X)
(cf. propos. 3.4.2). Soit m un idéal maximal de ¢(X), alors mnT (0, X)
est un idéal maximal de I'(9, X), donc convexe (cf. propos. 3.4.1),
et lordre défini sur I'(0, X)/mnT'(9, X), par passage au quotient,
coincide avec I'ordre induit par I'injection canonique

T, X)/mnT (0O, X)—> c(X)/m;
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pour montrer I'assertion relative aux spectres réels, il suffit de montrer
que si m est un idéal maximal non réel de ¢(X), alors mn A est un idéal
maximal non réel de I'(0, X), ce qui résulte du lemme ci-apres.

LeMME 2.6.4 — Auvec les notations de la proposition 2.6.3, on suppose
que (X, 0) est un faisceau mou; soit f un élément de ¢ (X), pour tout nombre
réel :>o, il existe un élément gel (0, X) tel que, pour tout reX,
[f@)—9@|<e

Montrons d’abord comment le lemme 2.6.4 implique la proposi-
tion 2.6.3; en effet, soit fec(X) tel que f(m) soit un élément infini-
ment grand de ¢(X)/m [c’est-a-dire que, pour tout entier n > o, on
a f(m) >n dans ¢(X)/m], alors il existe un élément geI'(®, X) tel
que g(m) soit infiniment grand, d’ou I’assertion

Démonstration du lemme [1] — Pour tout nombre réel 2, on note
U, = f~1( ])\ — Z, A+ ;[> alors (Uy))eg est un recouvrement ouvert

de X; par hypothese, il existe une partition de I'unité (9;);e; du fais-
ceau (X, ©) subordonnée, un recouvrement (U,).er; soit, pour tout

iel, x;eDx(v;); on vérifie aisément que si I'on note g:E @) o,

alors geTI'(0, X) et, pour tout ze X, |g(®) —f(®)| < ¢

C. Q. F.D.

ProrposiTiON 3.6.5. — Soient X un espace paracompact, et (X, ©)
un faisceau de Gel’fand, on suppose que, pour tout fermé F de X, il existe
un élément feTl (0, X) tel que Vx(f) =F, alors (X, 0) est un faisceau
schématique et mou.

En effet, il est clair que le couple spectral ® (X, ©) est normal (pro-
priété de vy-densité.)

ProrositioN 3.6.6. — Soient X un espace localement compact dénom-
brable a Uinfini, alors tout faisceau de Gel’fand ponctuellement mou est
schématique et mou.

Démonstration. — Soient F et G deux fermés disjoints de X, on suppose
que F est compact, alors F est fermé dans maxI'(o, X) (cf. §1,
propos. 1.7.2) et par conséquent, F' et G sont normalement séparés
par rapport a 'anneau I'(¢, X). Ceci implique que, pour tout recouvre-
ment U de X par des ouverts relativement compacts, il existe une
partition de I'unité du faisceau (X, ©) subordonnée 4 U, d’olt la proposition.

C. Q. F.D.
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ProrosiTiON 3.6.7. — Soit X un espace compact, tout faisceau de
Gel’fand sur X est schématique et mou.

En effet, soit (X, ©) un faisceau de Gel’fand, la proposition 3.5.3
montre que le couple spectral ®(X, ©) est un couple mou et normal.

C. Q. F.D.

COROLLAIRE 3.6.7.1. — Soit X un espace compact; les applications v
et Y définissent une bijection de ’ensemble des faisceaux de Gel’fand sur X,
sur Uensemble des sous-algébres de Gel’fand, et pleines de ¢ (X).

7. Application aux variétés différentiables ([1], [15]).

Soit E un espace de Banach réel, on définit, pour tout r = 1, 2, ..., oo,
la propriété suivante :

(8") L’algébre de ¢ (E) des fonctions différentiables réelles de classe C”
vérifie la propriété (S) du n° 5 (il est équivalent de dire qu’il existe un voisi-
nage V de o conlenu dans la boule unité de E, et une fonction f différen-
tiable réelle de classe C telle que f(x) =1 si x€V, f(x)=o si |z |=1).

Soit X une variété différentiable de classe C”, on note ¢ (X) l'algébre
des fonctions différentiables réelles de classe C”, (X, ©,) le faisceau des
fonctions différentiables réelles de classe C'.

PropositioN 3.7.1. — Soient E un espace de Banach réel vérifiant
la propriété (S"), et X une variété différentiable de classe C", modelée sur E,
le faisceau (X, ©,) est un faisceau de Gel’fand ponctuellement mou et
schématique.

En effet, la condition (S") implique que le faisceau (E, @,) est un
faisceau de Gel’fand ponctuellement mou (propos. 3.6.2), et I’assertion
résulte de la proposition 3.6.1.

ProrposiTioN 3.7.2. — Soient E un espace de Banach réel séparable
vérifiant la propriété (S7), et X une variété différentiable de classe C’,
modelée sur E et paracompacte, le faisceau (X, ©,) est un faisceau de
Gel’fand mou ef schématique, I'anneau €7 (X) est mou, et Uapplication
canonique SpecC(X) — Spec¢(X) induit un homéomorphisme de 3X
sur max € (X); si X est un espace a base dénombrable, tout idéal maximal
réel de ¢ (X) est un point de X.

Démonstration. — Lorsque E est un espace de Banach réel séparable,
la condition (S”) implique que, pour tout ouvert U de E, il existe f € ¢"(X)
tel que U = Dx(f) [15]; ceci implique que le faisceau (E, ©) est un faisceau
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mou (propos. 3.6.5). Soit X une variété paracompacte, alors tout point
de X a un voisinage U tel que le faisceau (U, ©,) soit mou, ce qui explique
que le faisceau (X, ©,) est mou, et par conséquent les assertions rela-
tivesalamollesse del’anneau ¢ (X) et a’homomorphisme 3 X — max ¢ (X).
Si X est un espace a base dénombrable, on sait que X est replet ([7],
chap. 8), ce qui implique la derniére assertion.

C. Q. F. D.

Soit ), la catégorie dont les objets sont les variétés différentiables
de classe C”, modelée sur un espace de Banach séparable vérifiant la
propriété (S7), et & base dénombrable, et les morphismes, les appli-
cations différentiables de classe C, on note ¢ le foncteur qui associe
a toute variété I'algebre des fonctions réelles différentiables de classe C”,
alors on a I'énoncé suivant :

THEOREME 3.7.3. — Le foncteur ¢ est pleinement fidéle.
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