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Bull. Soc. math. France,
98, iQ7o, p. 3o5 à 3i8.

(CO)-HOMOLOGrIES GÉNÉRALISÉES
DES ESPACES K ( H , i ) ET DES FORMES SPHÉRIQUES

PAR

DANIEL LEHMANN.
(Lille).

1. Introduction.

Soient 11 un groupe fini d'ordre k, et h* (resp. h^) une théorie réduite de
cohomologie (resp. d'homologie) généralisée définie pour les CW-complexes
à squelettes finis.

Appelons A-torsion d'un groupe abélien A, l'ensemble des éléments
^ € A annulés par une puissance de k (i. e. tels qu'il existe n ç N véri-
fiant kn.l==o). C'est aussi le noyau de l'homomorphisme À - ^ À ( g ) i
de A dans A(g)Z[i/Â:] (où Z[i/A:] désigne le sous-anneau de Q formé

z
des nombres rationnels de la forme mfk\ avec m ç. Z et n e N).

LEMME (A). — Soit X un CW-complexe fini sur lequel II opère libre-
ment, et soit p : X -> X/II la projection canonique.

L'application naturelle

p- : h* (X/II) (g) Z[ilk] -> h'(X) (g) Z[i//c]
(resp. p, : A,(X) (g) Z[ilk] -> ̂ (X/II) (g) Z[i/7c])

est alors injectiue (resp. surjectiue), et identifie

^(X/n)(g)Z[i/A] à (h\X)®Z[î|k])[l

(resp. ^(X/tI)(g)Z[i/7c] à (7^(X) (g)Z[i/7c])n),

7i(X)(g)Z[i/À:] etoîf muni de Za structure naturelle de Jl-module, associée
à l'action de II sur X.
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306 D. LEHMANN.

Rappelons en efîet [10] qu'il existe une suite spectrale « des revê-
tements »

E^ (x, n, ^) = H? (n, ̂  (X)) =» /^ (x/n)
fresp. E^(X, n, 7Q = JÏ^Iï, ^(X))^>A^(X/II)],

où 7^ (resp. 7^) désigne la théorie libre associée à h* (resp. h^), et où /C(X)
[resp. /C(X)] est muni de la structure naturelle de II-module associée
à l'action de II sur X.

Puisque Z[i/A:] est sans torsion, h == A(g)Z[i//c] est encore une théorie
généralisée. Par ailleurs, H^{ïl, h^(X)) est un Z[i /^-module, annulé par k
pour p > o; on en déduit

^'^(x,n,A*) =o, v p > o
et, par conséquent,

/̂ (X/11) ̂  E°^{X, H, ^) == (A£(X))11.

On vérifie, d'autre part, que l'identification de /^(X/II) au sous-groupe
des éléments de /^(X), invariants par II, n'est rien d'autre que l'appli-
cation naturelle induite par p*.

La démonstration en homologie est analogue.

COROLLAIRE (Ai).
(i) Ker(/i*(X/IÏ)-^(X))

[resp. Coker (/î,(X) -> ̂ (X/II))]
ne contient que de la k-torsion;

(ii) si ̂ (X) == o [resp. hi(X) = o],
Ti^X/II) [resp. A,(X/II)] ne contient que de la k-torsion;

(iii) si II opère trivialement sur ^(X) (resp. hi(X)),

p- : ̂ (X/n) (g) Z[i/Jc] -^ /î X) (g) Z[i/A]
(mp. p, : /i,(X) (g)Z[i//c]-.A,(X/n)(g)Z[i/Â:])

est un isomorphisme.
Soit, en effet, N* le noyau de /4 (X/II) -^ ̂  (X) [qui est le même que

celui de A* (X/II) ^/i*(X)]. Puisque Z[i/A] est sans torsion, on déduit
du lemme (A) que

N^Z[ilk]==o.

C'est dire que N* ne contient que de la ^-torsion, d'où la partie (i)
(la démonstration en homologie est analogue). Les parties (ii) et (iii)
sont des trivialités.
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COROLLAIRE (Aa). — Soit Bn==K(tl, i) un CW-complexe à squelettes
finis, classifiant pour le groupe II.

Supposons que la théorie h vérifie Uaxiome d'additiuité infinie de
MILNOR [8] (ce qui est, par exemple, le cas de toutes les théories repré-
sentables).

Alors,
— en homologie :
h^(Bn) ne contient que de la k-torsion;
— en cohomologie :
s'il existe une suite <D : N — ^ N strictement croissante telle que

lim^-^Bn^-o,
r

la torsion de /^(Bn) est alors de type k.
D'après MILNOR [8], on a en effet, pour toute suite

XzCX^c.. .cX==limX.
r

de cofibrations entre CW-complexes, une suite exacte

o —lim^-^X^—T^X) ->lim7^(X^) -> o
r r

[resp. un isomorphisme \ïmh^(Xr)::>hq(X) .
r J

Notant alors (En)^-^ ?1)̂  et En-^Bn les revêtements universels
de (Bn)^ et Bn, on obtient

limhy (ETI)^ ^ = o f resp. Inn hq (E\i)^ ̂  = 0},
r L r J .

. puisque /i(£n) == o (En est contractile, et la théorie h est réduite). On en
déduit, puisque le foncteur lim est exact à gauche, que les suites exactes

/'
o->Ker{p^^Y^h-(Bn^^h-(E^,,

donnent lieu à un isomorphisme par passage à la limite projective :

limKer(p^^)*^limh*(Bn)^^.
r r

[En homologie, on obtient de même, puisque le foncteur lim est exact?
-'•, r

un isomorphisme ' ^
lim^(Bn)^(,^lim.û^(p^^) 1.

. • • ^ t̂sr J
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On en déduit une suite exacte :
o-^liml7^y-l(B^)^^->^(5^)-^limKer(p^^)^-^o

r r

[ ^= 1resp. un isomorphisme limCoker(p^ ) ^^(^n) •
r J

Le corollaire (As) en découle, puisque la limite projective [resp. induc-
tive] d'une suite . . .— A^-^A,+i—^. . . de groupes abéliens est un sous-
groupe [resp. un quotient] du produit direct TTT A/- ["resp. de la somme

r
directe ® A,.1, et que chacun des groupes A/.==Ker(p^ y [resp.
Coker (P^)J ne contient que de la î-torsion, en vertu du corollaire (Ai).

LEMME (B). — Soit X27î+i(Il) un CW-complexe fini, de dimension in + i,
H-classi fiant pour les CW-complexes de dimension ^sn.

La suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch (cf. [4])
H(X^W, h(S°))^h(X^W)

est triviale (i. e. a toutes ses différentielles nulles) sous les hypothèses
suivantes :

(i) H21^ (II, h* (5°)) == o, V i = o, ..., n — i
[resp. H^(n, h,(S°)) = o, V i = i, ..., n];

(ii) JÏ^II, /^^(S0)) =o, V i == i, ..., n
[resp. jH^+i(n, Aimpair(S0)) =o, V i = o, ..., n—i];

(iii) .^^(CBI^/M-I, .̂ ^"'(S0)) n'admet éventuellement des éléments de
torsion que d'ordre premier avec k

[resp. H^n+i((Bîi)în+i, impair (S0)) n'a que des éléments de torsion,
et tous d'ordre premier avec k}.

Faisons d'abord la démonstration en cohomologie. Supposons avoir
déjà démontré que

E^==E^, Vp.ç.

Montrons que la différentielle dr : E^-^E^^-^1 est toujours nulle.
Rappelons d'abord que

( o Si D^-O OU D^ 2H + 2,
(̂X,̂ (II), A) = j ̂  ̂ - pj-^^ ̂

On déduit des hypothèses (i) et (ii) du lemme que E^ ne peut être ^zf o
que sous l'une des deux hypothèses

2 ̂  p pair ̂ 2n et q pair
ou

P == 2H + I.
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Supposons que E^ satisfasse à la première hypothèse et que
p + r < 2 n + i . On a alors EÇ+r^~r+l==o car, de deux choses l'une,
ou bien r est pair, auquel cas q — r + i est impair, ou bien r est impair,
auquel cas p 4- r est impair. Si, maintenant, p + r == 2n + i» -E7?'^ satis-
faisant toujours à la première hypothèse, r est nécessairement impair,
donc q—r 4-1 est pair; en vertu de l'hypothèse (iii) du théorème,

/7 _ Impair, pair _, ÏT'^+lîpai1'^ impair—• [-Â î —> Hi^

est encore nulle, car E^ ne contient que de la A-torsion, alors que JE1"4-1'pair

ne contient, comme torsion, que des éléments d'ordre premier avec k.
Ainsi, on a toujours dr = o, donc Er+i == Er = E^. D'où E^ = £'2.

En homologie, on démontrerait de même, grâce aux hypothèses (i)
et (ii), que l'on a toujours

E^ç =0 OU E^^q+r-l == 0,

sauf pour p = in +1, q impair et r pair. Mais alors
J __ Tfî _ 172
t^pair — -" 2 n+ï, i m p a i r - •L-' impair, pair

est encore nulle, car JSfmpair, pair ne contient que de la Â-torsion, tandis
que Ein+i, impair ne contient que de la torsion, et d'ordre premier avec k
[hypothèse (iii)]. D'où le lemme.

Remarque. — Si II opère librement sur une sphère homotopique .S2^1,
et si X^n+i (II) = S'̂ 4-1/!!, la cohomologie de II est alors périodique.
En particulier, les groupes IP^^n, Z) [resp. -^(II, Z), i > o] sont nuls.

COROLLAIRE (Bi). — Sous les hypothèses du lemme (B), et pour une
filtration convenable de /i*(X2/i+i(II)) [resp. ^(X2^+i(II)], on a alors

G^(X2.-M(II))= ê^'W ^^(S^QH^^X^W, h^^-^S0)),
i=ï

h2^ (X^ (H)) = H^ (X2.-M (II), h2 ̂  (S0))

resp.

G,h,^ (X2.4-i (n)) = 'QH^ (n, h2 (,-.) (s0)) ® ̂ 2^1 (X2,^i (n), 712 (.-.) s0)),
;==0

^2.(X2^l(n)) = 2f 2.4-1 (X2.+l(n), 7î2 (,-.)-! (S0))!

G^ signifiant « gradué associé )).

Ce corollaire résulte immédiatement de l'égalité

£, = E^ [resp. £2 == E00].
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COROLLAIRE (Ba). — Si, en plus des hypothèses du lemme (B)
H^^X^W; h^^-^S0)) = o

[resp. H^+i (X2^i (H) ; hz ̂ -n} (S0)) = o],
le groupe 7^(X^(II)) [resp. h^(X^(H))]

7l

(i) est d'ordre ^J ordre TP^n; /i^-^S0))
;==!

71—1

[resp. PI ordre ^m(n; ̂ (.-z)(S'°))];

(ii) es/ annulé par (k',)^, où k, désigne le plus petit diviseur de k annu-
lant chacun des groupes JP^II, A^-^S0)) pour i == i, . . . , n [resp.
^+i(II, A.2^-;)(510)) pour 1=0, . . . , n—i ] , et où n', désigne le nombre
de ceux de ces groupes qui ne sont pas nuls.

Ce corollaire est une conséquence immédiate de (Bi) et du fait que
chacun des groupes ?(11, A) [resp. Jï,(n, A)] (i > o, A groupe abélien)
est annulé par k.

Remarque. — Le corollaire (82) implique en particulier que A2 ç (X.^/.+i (II))
[resp. 7L2,-+-i(X^+i(II))] ne contient que de la K torsion; il exprime en fait
un résultat plus précis.

La suite de cet article est consacrée à quelques applications des résul-
tats ci-dessus, dont l'essentiel a été résumé dans deux Notes aux Comptes
rendus de l'Académie des Sciences de Paris [6].

2. Classes (co)-caractéristiques généralisées.

Soient G un groupe topologique, et P -> X un fibre de groupe struc-
tural G, d'application classifiante Ç : X ->• Ba.

Les éléments de Im (^ : ̂ (B^-^KÇK)) [resp. Coimfë, : A,(X)-^(Br;)).
s'appellent les classes caractéristiques [resp. (co)-caractéristiques] de P
en théorie A.

Le fibre P est dit 11-plat s'il existe un revêtement principal X -^ X
de groupe structural n, et un morphisme p : II -> G tel que G x X -^ X

P
soit isomorphe au G-fibré principal associé à P. Il revient au même de
dire que ^ est homotope à Bp. 6, où 6 :X—^£?n est une application
classifiante de ̂ , et où jBp : BTI->BG est l'application (définie à homo-
topie près) induite par p.

PROPOSITION. — Si G le fibre principal associé à P est Gx^ (notations
ci-dessus), l'image réciproque TT-^P) de P par l'application r. : X->X
est triviale.



HOMOLOGIES ET COHOMOLOGIES GÉNÉRALISÉES. 311

En efîet, l'application classifiante de T:-'(P) est ^07; ; puisque ^071
est homotope à Bpop ,6 et que £'n est contractile, ^07: est homotope
à o, d'où la proposition.

ïB
G

On dira, plus généralement, que P est pseudo-ïï-plat s'il existe un revê-
tement principal X -^> X de groupe structural II, tel que n-1 (P) soit
trivial [il suffit pour cela que l'application classifiante ^ de P se facto-
rise à travers Bn sous la forme ^ = = u . O , où U:BT[—^BG n'est plus
nécessairement de la forme Bp|.

THÉORÈME 1. — Soit P un fibre pseudo-H-plat. Les classes caractéris-
tiques (resp. co-caractéristiques) de P en théorie h* (resp. h^) :

(i) sont annulées par une puissance de k, si X a le type d'homotopie
d'un polyèdre fini (et même par k en cohomologie ou homologie ordinaire);

(ii) sont annulées par (k,)'^ en degré 2 s (resp. 2S+ i), et sont nulles
en degré 2 5 + 1 (resp. 2 s), sous les hypothèses et avec les notations du
corollaire (Ba), si X a le type d'homotopie d'un polyèdre fini, et si, de plus,
l'application classifiante Ç se factorise à travers Bn [ou plus généralement
un espace de la forme X2/i+i(n)];

(iii) sont annulées par une puissance de k, en homologie uniquement,
si X a le type d'homotopie d'un CW-complexe à squelettes finis, si \ se
factorise à travers jE?n» et si h^ vérifie l'axiome d'additivité infinie de Milnor.

Soit, en efîet, X-^X un revêtement principal de groupe II tel
que 7T-'(P) soit trivial : ^07: est alors homotope à o. On en déduit que
Im^* est inclus dans KerTr* (resp. CoimE^ est un quotient de Coker TT^).
Compte tenu du corollaire (Ai), la partie (i) du théorème en résulte.

Les parties (ii) et (iii) résultent respectivement de ce que ^ se factorise
à travers X^-+-i(II) (resp. Bn), et du corollaire (82) [resp. (As)].

3. K-théorie des espaces .S2^1/!!.

THÉORÈME 2. — Supposons avoir muni Bu d'une structure de
CW-complexe, n'ayant qu'un nombre fini de cellules en chaque dimension.
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5l?+l(^,Z)=o,Vl(l^^),M/o((B^)2.4-l) ne contient alors que de
la k-torsion.

Sous l'hypothèse du théorème, KAMBER et TONDEUR ont en effet
démontré que tout fibre vectoriel complexe de base (-611)2^+1 est stable-
ment isomorphe à un fibre II-plat ([5], p. 27). Remarquant que la classe
stable d'un fibre vectoriel complexe est une classe caractéristique de
ce fibre en KU-théorie, il suffit d'appliquer le théorème 1 [partie (i)]
pour en déduire le théorème 2.

THÉORÈME 3 (cf. [5], p. 29). — Les hypothèses du lemme (B) sont vérifiées
en KU-théorie pourvu que H^^fïi, Z) == o (ce qui est en particulier le
cas pour tous les groupes U à cohomologie périodique, i. e. opérant libre-
ment sur une sphère homotopique), et que H^^ (X._n+i (II), Z) ne contienne
pas de torsion, sauf éventuellement d'ordre premier avec k.

On a alors, en particulier :

(k^.KU°(X^W)=o

(où k'Q divise k, et n'o^n),

M/1 (X,n^ (II)) = H2^ (X^ (II), Z),
H

et^KU^X^+iW) est d'ordre JJ ordre iP^II, Z).
i=l

II est immédiat de vérifier que l'on peut appliquer le lemme (B).
J'ignore s'il existe des groupes finis II vérifiant ^"^"•(n, Z) == o, qui
ne soient pas à cohomologie périodique (*).

THÉORÈME 4. — Soit a : II-> SO^n + 2) un U-module tel que, par o-,
II opère librement sur S2714-1. Les hypothèses du lemme (B) sont alors toujours
vérifiées pour X^+i(H) = S'^^la- en théorie ^Ô(g)Z[i/2], et même en
théorie KO si l'ordre k de II est impair. En particulier :

G.KÔ^^/Œt^Zti/^ © ^(n,Z[i/2]),
1 ̂  i^ n
s — i pair

KÔ^(S^I.) ® Z[ 1/2] = j ,. , , si (s-72} est lm?alrî
v ' / - L ' J ( Z[i/2] si (s—n) est pair.

Si II est d'ordre impair, on a aussi

G.KÔ2^2^) = 9 ^•(n,Z)®À,,,
ï^i^n
s — i pair
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OÙ

A^== o n—s^o(mod4),
2:2 n—s^o(mod4),

( o n—s^3(mod4),
-KO254-1 (S^la) == Z, n — s == i (mod 4),

( Z n — s pair.

Remarque. — Si la représentation o- est spinorielle [i. e. se factorise à
travers Spin (272 + 2)], et si n ^â o (mod 4), tout fibre vectoriel réel de
base 52714-1/0' est stablement plat (cf. [7]).

Le théorème 4 se démontre aisément, compte tenu du groupe des
coefficients donné par le tableau suivant :

— i == mod 8 . . . . . . . . . . . . 0 i 2 3 4 5 6 7 8
KO^S 0 ) . . . . . . . . . . . . . Z Z, Z, o Z o o o Z

KO^S^^Z^I^..... Z[i/2] o o o Z[i/2] o o o Z[i/2]

Le soin d'appliquer le corollaire (82) à cette situation est laissé au lecteur.

THÉORÈME 5. — Soit a- : II -> 80(272 + 2) un U-module faisant opérer II
librement sur S2714-1. La classe stable du fibre tangent r^^/o-) est annulée
dans KÔ° (S^/o-),

1^1— par k1-2-1 si k est impair,
[ n ]

— par ^L2j ^^r si k est pair, où k est le plus grand diviseur impair
de k, et r un entier ̂  o.

On a en effet :
T (S^-M/cr) ̂ QI^^

où ^^Rx^^l^-^S2^1^ est le fibre trivial de dimension i, et
où Ey-^S2^1!^ désigne le fibre vectoriel réel de dimension 271+2
associé par o" au revêtement universel S2^1 —> -S2^4'1/^. [La démonstration
est une généralisation immédiate de celle, classique, relative à l'espace
projectif réel.] En particulier, T^2'14'1/^) est stablement plat, donc sa
classe stable appartient à la î-torsion de JCO0^2"4"1/0')» d'après le
théorème 1.

D'après le théorème 4, la /c-torsion de KO0 (S27^1 /o-) est annulée

par À-L^-I si k est impair (et même : A-L^-l. ̂ 0° (^^'/o-) = o si n ̂  3 mod4),
tandis que

pq _
^J . KO^S^IŒ) (g) Z[l/2] = 0.

Le théorème 5 en résulte.
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4. Applications au bordisme équivariant.

^ THÉORÈME 6. — Pour tout groupe fini II, d'ordre k, les groupes ^(ïl),
-QS"(II), ^pin(n), ^(ïi) ne contiennent que de la k-torsion.

C'est un cas particulier du corollaire (A,,) [partie (ii)]. Pour ̂ , on le
savait déjà, car : ̂ (11)^^0^(11, ZQ (cf. CONNER et FLOYD [3]).

COROLLAIRE 6'. — Pour toute variété bord compacte Vr sur laquelle II
opère librement, et telle que V^/II soit une variété bord, il existe un entier
n-^o, tel que Faction de II sur k^Vr (H opérant de la même façon sur
chacun des ^ exemplaires de Vr) se prolonge en une action libre de II sur
une variété Wr+i de bord k\ Vr (ceci, quelle que soit la théorie de bordisme
considérée).

Puisque chacune des théories de bordisme explicitées ci-dessus vérifie
l'axiome de Milnor, et

^y === o pour q < o,

il existe (cf. § 5) une suite spectrale d'Atiyah-Hirzeburch

J^(II,^),=>^(II)

(laquelle est toujours triviale pour ^ = ffi, d'après [3]).

THÉORÈME 7. — La suite spectrale

J^(II,^)=>^(I1)

est triviale (i. e. a toutes ses différentielles nulles),
(i) en théorie Q^, si Âpan (II, Z) = o;

(ii) en théories p,so ^ ̂  si H^(U, Z) = o et si Uordre k de H
est impair;

(iii) en théories ^° ̂  Z[i f 2] et ^y^Z^I^], si Jïp^(II, Z[i/2])==o

Ce théorème s'obtient par exemple en appliquant le lemme (B) pour
X^n+i (II) == (BTi)-2n+i avec n assez grand (ou se vérifie directement). -
On utilise les renseignements connus sur ^ (cf. [3], [9], [12], [13], [14]).

Remarques.

i° Jïpair(II, Z) == o pour les groupes à cohomologie périodique (Le.
opérant librement sur une sphère homotopique).

2° La trivialité de la suite spectrale ci-dessus équivaut à la surjec-
tivité de l'homomorphisme ^ : ̂ (II)->J^(II, A) de THOM-STEENROD,
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où A == Z dans les cas (i) et (ii), Z[i/2] dans le cas (iii) (cf. [3]). Pour 91,
^ : ̂ (-X) -> H,(X, ZQ est toujours surjectif (c/*. THOM [13]).

3° Le théorème 7 avait été démontré pour II = Zç (q impair) et t2 = ^so

par CONNER et FLOYD, en vérifiant directement la surjectivité de .̂ (cf. [3]).

COROLLAIRE 7'. — Si .&pair(II, Z) == o, sans autre hypothèse en théorie ̂ ,
avec k impair en théories ^so et ^m, rentier n, défini au corollaire Q\
peut être pris :

— égal à o si r est pair;

— égal à ^ + i (resp. r + i ) si r est impair, en théorie ̂  (resp. ̂ so

ou^y-). ^ L J /

II suffit en efîet d'appliquer le corollaire (82).
Indépendamment des résultats ci-dessus, signalons aussi le théorème

suivant :

THÉORÈME 8. — Pour tout U-module complexe a : II -> U(ï) tel que
Faction de II sur S21-1 soit libre,

(i) S'^-^o- est toujours une variété bord (sans aucune hypothèse supplé-
mentaire en théorie ^u, si k est impair en théorie ^so).

(ii) I I n'existe pourtant aucune variété à bord W^i (stablement presque
complexe; resp. orientée) de bord S^~\ telle que Von puisse prolonger
l'action o- de II sur 5'2/~' en une action libre de II sur W-n (respectant la
structure stablement presque complexe; resp. l'orientation).

L'image réciproque du fibre tangent T^-1/^) par la projection
S^-^S^-^a- est en efîet égale au fibre stablement trivial T(S^-1).
Il s'ensuit que les nombres caractéristiques de ^-^/o- sont tous nuls
en cohomologie entière, et aussi en cohomologie modulo 2 si k est impair.
La partie (i) en résulte.

Puisque no- opère librement sur S-2^-1 pour tout entier n^i, la
suite d'injections canoniques C^—^C^^ induit une suite de plonge-
ments de variétés S^-'/no--^ 5t2(/^+l)/-l/(^ + 1)0-, dont la limite indue-
tive peut être prise pour Bn. Il s'ensuit que la classe fondamentale
de 52/-l/(7 a pour image, par le morphisme canonique

H^ (S^la, Z) ^ H^ (Bn, Z) ̂  H21(H, Z),

un générateur maximal de JP^II, Z), lequel n'est pas nul. Puisque

^([S^.^^o,

c'est que [S21-^ cr] n'est pas nul dans ^i-i(Bn), d'où la partie (ii).
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5. Remarques sur la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch de Bn.

Pour tout CW-complexe et toute théorie réduite h, définie sur les
CW-complexes, on considère la suite spectrale de (X, h) associée au
couple exact

h\X,) —> h\X^) / ^(X^O —> h,(X,)

\ / ^ \ /
EP^(X, h) = K(X^X^) \ E^(X, h) = h^X^J

Si X n'a qu'un nombre fini de cellules en chaque dimension, ou si h
vérifie l'axiome d'additivité de Milnor, on a

E^(X, h) = HP(X, h^S0)) [resp. E^(X, h) == H,(X, h,(S°))}.

Voici deux critères permettant d'affirmer que la suite spectrale
de (X, 7i) converge vers h(X) :

CRITÈRE 1 (J. MOORE [11]). — Supposons que 7i*(resp. h^) vérifie U axiome
de Milnor. S'il existe un entier r^i tel que, pour tout neZ, il n'y ait
qu'un nombre fini de couples (p,g)eZxZ tels que p + < y = n et
EP^(X, h) ̂  o[resp. E^(X, h) ̂  o], la suite spectrale de (X, h) converge
alors vers h(X).

Ainsi que me l'a fait remarquer M. ZISMAN, il se peut que 7i* vérifie
l'axiome de Milnor sans qu'il en soit de même pour h*(g)Z[i/2]. On a^
toutefois, le deuxième critère.

CRITÈRE 2. — Si la suite spectrale de (X, h) converge vers h(X), et
si A est un groupe sans torsion, la suite spectrale de (X, h (g) A\ converge
vers 7i(X)(g)A. z

z

Remarque. — Pour tout CW-complexe, et pour toute théorie de
bordisme, les hypothèses du critère de Moore sont satisfaites; il n'en
est pas de même en cobordisme ou en K-théorie.

Puisque En est contractile et que la théorie h est réduite, on a

h\Bn) = Ker(/i*(Bn) ->h\En))
(resp. 7ij:Bn) = Coker(/i,(£n)-^(Bn))).

Par ailleurs, on sait déjà que H(B]î) ne contient que de la À-torsion
(cohomologie ou homologie ordinaire à coefficients dans un groupe arbi-
traire), et que h^(Bn) ne contient que de la ^-torsion pourvu que h^
vérifie l'axiome de Milnor [corollaire (Aa)].
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Je ne sais pas généraliser aux CW-complexes infinis la suite spectrale
des revêtements utilisée au lemme (A). Toutefois, pour X == X, (II),
on peut démontrer la conclusion du lemme (A) en ne se servant que de
la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch. On démontre ainsi le lemme
ci-dessous :

LEMME (A'). — Si la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch de (Bn, h)
converge vers 7i(J3n), h(Bîi) ne contient que de la K-torsion en général,
que de la k-torsion en cohomologie ou homologie ordinaire, et est nul si h(S°)
est un Z[ilk]-module.

En effet, si A*(S°) est un Z[i/Â:]-module, le groupe

E^ ^ (^IL h) = HP (n, ̂  (S0))
est nul (c'est un Z[i/Â-]-module, annulé par k). On en déduit que h(Bn) == o.

Dans le cas général, on obtient une nouvelle théorie de cohomologie
généralisée en posant A*(X) == A*(X)(g)Z[i/Jc] (Z[i/Â:] est Z-plat, car

z
sans torsion); il est clair que F(S°) est un Z[i/A:]-module. Par conséquent,

^(Bn)(g)Z[i//c]=o.

C'est dire que h*(Bn) ne contient que de la ^-torsion.
En homologie, la démonstration est analogue.

LEMME (B'). — Supposons que la suite spectrale de (Bn, h) converge
vers h(Bïi). Si, en outre,

(i) ff-P^n, h\S°)) == o [resp. Âpa,r(n, h,(S°)) == o];
(ii) H^^n, h^^S0)) == o [resp. H^^ h^^(S0)) = o],

alors :
(G^(Bn) -.== ©? '̂(11, h2 (M) (S0)),
^impair ̂ ) =0

( G,h^ (Bn) = ® H^ (H, Ti, (,_,) (S0)),
[resp. { i

(^pair(Bn)-o].

La vérification de ce lemme est immédiate. Notons que l'hypothèse
de convergence implique que la somme directe égale à G^h^ÇBn)
[resp. G^hîs+i(Bn)] ne contient qu'un nombre fini de facteurs non nuls.

Le théorème 7 (§ 4) est en fait un cas particulier du lemme (B^.
Les lemmes (A^) et (B^) permettent aussi de généraliser les conclusions

du théorème 1 au cas d'un fibre P-^X dont la base est un CW-complexe
infini, pourvu que la suite spectrale de (J5n, h) converge.

P. LANDWEBER m'a signalé que R. SWAN a démontré le résultat
suivant : les seuls groupes finis n vérifiant H^P^^n, Z) = o sont les
groupes à cohomologie périodique (*).



318 D. LEHMANN.

BIBLIOGRAPHIE.

[I] ANDERSON (D. W.), BROWN (E. H.) and PETERSON (F. P.). — Thé structure
of thé spin cobordism ring, Annals of Math., t. 86, 1967, p. 271-298.

[2] ATIYAH (M. F.). — Characters and cohomology of finite groups. — Paris, Presses
Universitaires de France, 1961 (Institut des Hautes Études Scientifiques, Publi-
cations mathématiques, 9, p. 23-64).

[3] CONNER (P. E.) and FLOYD (E. E.). — Differentiable periodic mnps. — Berlin^
Springer-Verlag, 1964 (Ergebnisse der Mathematik, 33).

[4] ECKMANN (Beno). — Homotopie et cohomologie. — Montréal, Presses de l'Uni-
versité de Montréal, 1965 (Séminaire de Mathématiques supérieures. Été 1964,11).

[5] KAMBER (F.) and TONDEUR (P.). — Fiât manifolds. — Berlin, Springer-Verlag >
1968 (Lecture Notes in Mathematics, 67).

[6] LEHMANN (Daniel). — Classes caractéristiques généralisées des fibres plats;
Sur le cobordisme équivariant, C. R. Acad. Se. Paris, t. 268, 1969, série A,
p. 543-545 et 693-695.

[7] LEHMANN (Daniel). — Connexions à courbure nulle et ^-théorie, Anais Acad.
Se. Bras., t. 40, 1968, p. 1-6.

[8] MILNOR (J.). — On axiomatic homology theory, Pacifie J . of Math., t. 12, 1962,
p. 337-34i.

[9] MILNOR (J.). — On thé cobordism ring î2* and a complexe analogue, I., Amer.
J . of Math., t. 82, 1960, p. 5o5-52i.

[10] MISLIN (G.). — Ràume mit Operatorengruppen und Cohomologie, Comment.
Math. Heluet., t. 43, 1968, p. 33i-34o.

[II] MOORE (J.). — Données spectrales bicomplètes (à paraître).
[12] NOVIKOV (S. P.). — Some problems in thé topology of manifolds connected

with thé theory of Thom spaces, Soviet Math. Dokl., t. 1, 1960, p. 717-720;
[en russe] Dokl. Akad. Nauk S. S. S. R., t. 132, 1960, p. io3i-io34.

[13] THOM (René). — Quelques propriétés globales des variétés différentiables,.
Comment. Math. Heluet., t. 28, 1954, p. 1-86.

[14] WALL (C. T. C.). — Détermination of thé cobordism ring, Annals of Math., t. 72,.
1960, p. 292-311.

(Texte remis le 26 avril 1969,
remanié en septembre 1969.)

Daniel LEHMANN,
M. Conf. Fac. Se. Lille,

Département de Mathématiques,
Boîte postale 36,

59-Lille-Distribution.


