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(CO)-HOMOLOGIES GENERALISEES
DES ESPACES K (II, ) ET DES FORMES SPHERIQUES

PAR

Danier LEHMANN.
(Lille).

1. Introduction.

Soient I un groupe fini d’ordre k, et h* (resp. h,) une théorie réduite de
cohomologie (resp. d’homologie) généralisée définie pour les CW-complexes
a squelettes finis.

Appelons k-torsion d’un groupe abélien A, I’ensemble des éléments
A€ A annulés par une puissance de k (i. e. tels qu’il existe ne N véri-
fiant k*.2 = o). C’est aussi le noyau de I’homomorphisme A—+2®1
de A dans Ag@Z[:/k] (ou Z[1/k] désigne le sous-anneau de Q formé

des nombres rationnels de la forme m/k", avec meZ et ne N).

LemmE (A). — Soit X un CW-complexe fini sur lequel II opére libre-
ment, el soit p: X— X/Il la projection canonique.

L’application naturelle
P KM Z[/k " (X) & Z[1/k]
(resp. p, : h(X) @ Z[1/k] > h (X/I) @ Z[1/k])

est alors injective (resp. surjective), et identifie
B(X[) @ Z[1/k] @ (0" (X) @ Z[1/kY"
(resp. h (X[ Q@ Z[1/k] a (h,(X) ® Z[1/k]m),

h(X) ® Z[1/k] étant muni de la structure naturelle de I-module, associée
a laction de II sur X.
BULL, SOC. MATH. — T. 98, FASC. 4. 20
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Rappelons en effet [10] qu’il existe une suite spectrale « des revé-
tements »
Ep1(X, I, k") = Hr (I, h1(X)) = h?~7 (X/IT)
[resp. E} (X, 1L, h) = H,(II, k(X)) = h},, (X/I)],

ou k7 (resp. ht) désigne la théorie libre associée a h* (resp. h,), et ou h7(X)
[resp. h(X)] est muni de la structure naturelle de II-module associée
a laction de II sur X.

Puisque Z[1/k] est sans torsion, h = h ® Z[1/k] est encore une théorie
généralisée. Par ailleurs, H7 (11, h7 (X)) est un Z[1/k]-module, annulé par k
pour p > o; on en déduit

E{Z’ﬂ/ (X: Hs ﬁ*) = 0, v p>o
et, par conséquent,

Ry (X[ =~ B2 (X, 10, i) = (Re (X))

On vérifie, d’autre part, que I'identification de h7(X/II) au sous-groupe
des éléments de h”(X), invariants par II, n’est rien d’autre que I'appli-
cation naturelle induite par p*.

La démonstration en homologie est analogue.

COROLLAIRE (A;).
(@) Ker(* (X/M) - b (X))
[resp. Coker (h, (X) — h,(X/II))]
ne contient que de la k-torsion;
(if) si h*(X) = o [resp. hi(X) = o},
h!(X/I) [resp. h;(X/II)] ne contient que de la I-torsion;
(iii) si II opére trivialement sur hi(X) (resp. h.(X)),

p': KX Q Z[1/k] > K (X) & Z[1/k]
(resp. p, + h(X) @ Z[1/k] - h(X/UT) @ Z[1/k])

est un isomorphisme.

Soit, en effet, N* le noyau de k] (X/II) > h}(X) [qui est le méme que
celui de h*(X/Il) — h*(X)]. Puisque Z[1/k] est sans torsion, on déduit
du lemme (A) que .

N*Q Z[1/k] = o.

C’est dire que N* ne contient que de la k-torsion, d’ou la partie (i)
(la démonstration en homologie est analogue). Les parties (ii) et (iii)
sont des trivialités.
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CorOLLAIRE (A,). — Soit Biy= K(Il, 1) un CW-complexe a squeleties
finis, classifiant pour le groupe II.

Supposons que la théorie h vérifie U'axiome d’additivité infinie de
MiLNoOR [8] (ce qui est, par exemple, le cas de toutes les théories repré- .
sentables).

Alors,

— en homologie :
h,(Br1) ne contient que de la k-torsion;

— en cohomologie :
s’il existe une suite ® : N— N strictement croissante felle que

lim' A7~ (Br)g ) = o;

la torsion de h7(Bri) est alors de type k.
D’aprés MiLNoR [8], on a en effet, pour toute suite

XicXimC...cX=limX,
r

de cofibrations entre CW-complexes, une suite exacte
o — lim' k"= (X;) = h7(X) - lim h? (X;) - o
<~— <—
[resp. un isomorphisme limh, (X,) > h, (X)] .
—>

Notant alors (En)q,mﬂi (Bmg,, €t En-% By les revétements universels
de (BH)¢(,.) et By, on obtient

lim b7 (E1) qwf)"'_—_ o [resp. limh, (Em)g ,,= o],
< i -

_puisque h(Em) = o (Eq est contractile, et la théorie h est réduite). On en

déduit, puisque le foncteur lim est exact & gauche, que les suites exactes
(___

o—>Ker(pg )" > (Bmg .~ (En)g,
donnent. lieu 4 un isomorphisme par passage a la limite projective :

EEKer ( Py m) =~ E_IE K (Bm)g o

r

[ En homologie, on obtient de méme, puisque le foncteur lim est exact,

un isomorphisme

lim By, >
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On en déduit une suite exacte :
o— Lim1 h7='(Bm)g ,,— b7 (Br)— limKer (pg, )0
. <~
[resp. un isomorphisme lim Coker (py, ) = h, (BH)].
— *

r

Le corollaire (A.) en découle, puisque la limite projective [resp. induc-
tive] d’une suite ...— A;— A, —... de groupes abéliens est un sous-

groupe [resp. un quotient] du produit direct HA, [resp. de la somme

directe EBA,], et que chacun des groupesr A,=Ker(py )7 [resp.

Coker (pg, u-))r,] ne contient que de la k-torsion, en vertu du corollaire A)).

LeMME (B). — Soit Xsn1(Il) un CW-complexe fini, de dimension 2n 41,
I-classifiant pour les CW-complexes de dimension = 2n.

La suite spectrale d’Atiyah-Hirzebruch (cf. [4])
H(X2n+1 (H), h(SO)) = h(X27L+1 (H))

est triviale (i.e. a foutes ses différentielles nulles) sous les hypothéses
suivantes :
(i) >+ (I, " (S)) =0, Vi=o0,...,n—1
[resp. Hy(IL, h,(S°)) =0, Vi=1,...,n];
(i) H*(I, himrair(S%) =o, Vi=1,..., 1
[resp. Hopri(IL, himpair (S°)) =0, Vi=o0, ..., n—1];
(iii) H?>"'((B1)2n+1, h™Pr(S°)) n’admet éventuellement des éléments de
torsion que d’ordre premier avec k
[resp. Hanii (B1)2nt15 Rimpair (S°)) N'a que des éléments de torsion,
et tous d’ordre premier avec k).
Faisons d’abord la démonstration en cohomologie. Supposons avoir
déja démontré que
E/;’q == E//U-’{I’ v Ds q.
Montrons que la différentielle d.: E}>7— E£*"7-"*' est toujours nulle.
Rappelons d’abord que
o sipZooup>an-+a2,

B Konee My D) =1 por, o) pour 1= pr on.

On déduit des hypothéses (i) et (i) du lemme que E%'7 ne peut étre 2 o
que sous l'une des deux hypotheses
2 p pair <£2n et ¢ pair

ou
p=2n-1.
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Supposons que E77 satisfasse a4 la premiére hypothése et que
p+r<a2n-+1. On a alors E{"7~"*' =0 car, de deux choses l'une,
ou bien r est pair, auquel cas ¢—r + 1 est impair, ou bien r est impair,
auquel cas p 4 r est impair. Si, maintenant, p +r =an 4 1, E}'7 satis-
faisant toujours a la premiere hypothése, r est nécessairement impair,
donc ¢—r -+ 1 est pair; en vertu de I’hypothése (iii) du théoréme,

i air, pair 2 n+1, pair
dimpair"‘Eg 2 _>E2 1, palt

est encore nulle, car E%'7 ne contient que de la k-torsion, alors que E3"+" v
ne contient, comme torsion, que des éléments d’ordre premier avec k.
Ainsi, on a toujours d, = o, donc E, ., = E,=E,. D'ou E_=E..

En homologie, on démontrerait de méme, grice aux hypothéses (i)
et (ii), que 'on a toujours

E, ;=0 ou E; i gir-1=0,
sauf pour p =2n +1, ¢ impair et r pair. Mais alors

T2 2
dpair - Ez n—+1, impair*> Eimpair, pair

est encore nulle, car E} ., air Ne contient que de la k-torsion, tandis
que EZ.. 1 impair D€ contient que de la torsion, et d’ordre premier avec k
[hypothese (iii)]. D’ou le lemme.

Remarque. — Si II opére librement sur une sphére homotopique S$***1,
et si Xonii () = S*»+/II, la cohomologie de II est alors périodique.
En particulier, les groupes H*™+!(Il, Z) [resp. H» (1, Z), i > o] sont nuls.

CorOLLAIRE (B,). — Sous les hypothéses du lemme (B), el pour une
filtration convenable de h*(Xan+i(I)) [resp. h,(Xon+i(ID)], on a alors

G 1 (Xanoa(I) = B HH (1L, 15-0(80) @ Ho" (K (ID), B0 (SY),
i=1
h-zs—H (X-zn+1 (“)) —_— H2n+1 (X‘zn+1 (II)’ h2 (s—n) (SO))
[resp.
n—1
G¥h2s+l (X-zn+1 (H)) = G—?O H‘zi+1 (ns h'l(s—-i) (SO)) @ H211+1(X-2n+1(n), hz(s—n) So)),

hzs (X2n+1 (H)) - H2n+1 (X2n+1 (H), h~2 (s—n)—1 (SO»] s

G, signifiant « gradué associé ».

Ce corollaire résulte immédiatement de 1’égalité

E.=E, [resp. E* = E~].
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CoroLLAIRE (B.). — Si, en plus des hypothéses du lemme (B)
H?2n+1 (X2n+1 (1'[) ; h?(s—n)—1 ( So)) =0
[l‘esp- Hspiy (X2n+1 (]I); h, (s—n) (So)) = 0]’

le groupe h*s(Xonii(IL)) [resp. hysi1 (Xanta(ID)]
() est d’ordre | | ordre H(I; h*—0(SY))

=1
n—1

[resp. II ordre Hypi (I3 by (55 (S))]5

i=0

(ii) est annulé par (k,)*, ou k, désigne le plus pelit diviseur de k annu-
lant chacun des groupes H*(II, i*~9(8) pouri=1, ..., n [resp.
Hi (M, hy sy (SY)) pour i =o, ..., n—1), ef ott n, désigne le nombre
de ceux de ces groupes qui ne sont pas nuls.

Ce corollaire est une conséquence immédiate de (B,) et du fait que
chacun des groupes H!(Il, A) [resp. H;(Il, A)] (i > o, A groupe abélien)
est annulé par k.

Remarque. — Le corollaire (B,) implique en particulier que h** (X, (I))
[resp. hagrt (Xonri (JI))] ne contient que de la k torsion; il exprime en fait
un résultat plus précis.

La suite de cet article est consacrée a quelques applications des résul-
tats ci-dessus, dont Iessentiel a été résumé dans deux Notes aux Comptes
rendus de I’Académie des Sciences de Paris [6].

2. Classes (co)-caractéristiques généralisées.

Soient G un groupe topologique, et P — X un fibré de groupe struc-
tural G, d’application classifiante £ : X — Bq.

Les éléments de Im (%" : h*(Bg) — h*(X)) [resp. Coim (%, : h, (X)— h,(Bc)).
s’appellent les classes caractéristiques [resp. (co)-caractéristiques] de P
en théorie h.

Le fibré P est dit H-plat s’il existe un revétement principal X > X
de groupe structural II, et un morphisme p: Il G tel que GxX—>X
14

soit isomorphe au G-fibré principal associé a P. Il revient au méme de

dire que ¢ est homotope & B,. 9, o 6: X — By est une application

classifiante de X, et ol B, : Bii— B est I'application (définie 4 homo-
topie prés) induite par p.

ProposiTioN. — Si G le fibré principal associé a P est Gx X (notations
p oS
ci-dessus), I'image réciproque n—'(P) de P par lapplication 7 : X X
est triviale.
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En effet, I'application classifiante de =—'(P) est £om; puisque £om
est homotope a B,op.0 et que Ey; est contractile, Lo est homotope
a o, d’ou la proposition.

)’5\(;‘l
l £
P
X \ lg/?ﬁe
e ) B,o

On dira, plus généralement, que P est pseudo-lI-plat s’il existe un reveé-

tement principal X5 X de groupe structural 1, tel que =—'(P) soit
trivial [il suffit pour cela que I'application classifiante ¢ de P se facto-
rise a travers Byr sous la forme 7 =u.0, ou u:Bp— B; n'est plus
nécessairement de la forme B,].

TutoreME 1. — Soit P un fibré pseudo-1l-plat. Les classes caractéris-
tiques (resp. co-caractéristiques) de P en théorie h* (resp. h,) :

(i) sont annulées par une puissance de k, si X a le type d’homotopie
d’un polyédre fini (et méme par k en cohomologie ou homologie ordinaire);

(ii) sont annulées par (k,)** en degré 2s (resp. 2s - 1), el sont nulles
en degré 2s + 1 (resp. 2s), sous les hypothéses et avec les notations du
corollaire (B,), si X a le type d’homolopie d’un polyédre fini, et si, de plus,
Uapplication classifiante £ se factorise a travers Byy [ou plus généralement
un espace de la forme X, (II)];

(iii) sont annulées par une puissance de k, en homologie uniquement,
si X a le type d’homotopie d’'un CW-complexe a squelettes finis, si £ se

>

factorise a travers By, et si h, vérifie Uaxiome d’additivité infinie de Milnor.

Soit, en effet, X->X un revétement principal de groupe II tel
que n—'(P) soit trivial : Zo 7 est alors homotope a o. On en déduit que
Im¢* est inclus dans Kern* (resp. Coim¥#, est un quotient de Coker =,).
Compte tenu du corollaire (A,), la partie (i) du théoréme en résulte.

Les parties (ii) et (iii) résultent respectivement de ce que £ se factorise
a travers X,,..(II) (resp. Br), et du corollaire (B.) [resp. (A:)].

3. K-théorie des espaces S>+'[IL

THEOREME 2. — Supposons avoir muni Br d’une structure de
CW-complexe, n’ayant qu’un nombre fini de cellules en chaque dimension.
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Si H**(II, Z) = o, V i(i>n), RTF((BH)MH) ne contient alors que de
la le-torsion.

Sous T'hypothése du théoréme, KamBer et TONDEUR ont en effet
démontré que tout fibré vectoriel complexe de base (Bir)u+1 est stable-

ment isomorphe & un fibré Il-plat ([5], p. 27). Remarquant que la classe
stable d’un fibré vectoriel complexe est une classe caractéristique de

ce fibré en KU-théorie, il suffit d’appliquer le théoréme 1 [partie (i)]
pour en déduire le théoreme 2.

TrEOREME 3 (cf. [5], p. 29). — Les hypothéses du lemme (B) sont vérifiées

en KU-théorie pourvu que Himrir(Il, Z) = o (ce qui est en particulier le
cas pour tous les groupes Il a cohomologie périodique, i.e. opérant libre-
ment sur une sphére homotopique), et que H**+'(X,,.. (), Z) ne contienne
pas de torsion, sauf éventuellement d’ordre premier avec k.

On a alors, en particulier :
Ky . KU (Xnr (D) = o
(ot k; divise k, et n\,=_n),

KU (Xoni () = H+ (X (1), Z),

et KU (Xu,i (D)) est dordre | | ordre H¥(II, Z).

i=1

Il est immédiat de vérifier que I'on peut appliquer le lemme (B).
Jignore s’il existe des groupes finis II vérifiant H™rair(Il, Z) = o, qui
ne soient pas 4 cohomologie périodique (*).

TutoriME 4. — Soil ¢ : I - SO(2n + 2) un Wl-module tel que, par o,
II opére librement sur S*+'. Les hypothéses du lemme (B) sont alors toujours
vérifiées pour Xonii(II) = S***+i/c en théorie KO R Z[1]2], e méme en
théorie KO si Uordre k de 1L est impair. En particulier :

G, KO0 (S o) @ Z[1)2] = € H(U, Z[1/2]),
3 e
si (s—n) est impair,

—_— o
KO+ (8§ o) @ Z[ 1/2] = | Z[1/2] si(s—n) est pair.

Si II est d’ordre impair, on a aussi

G¥K02s(S2n+1/q-) = @ H?i(l‘[’ Z) @ As,n
1<i<n
s — ipair
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ou
o n—szo (mody),
Z, n—s=o (mod4),

o n—s=3(mod4),
Z, n—s=1 (mody),
Z n—s pair.

As,n == g

\K'azs+1 (S2n+1/o-) —

Remarque. — Si la représentation o est spinorielle [i. e. se factorise a
travers Spin (2n 4 2)], et si n = o (mod 4), tout fibré vectoriel réel de
base S***![z est stablement plat (cf. [7]).

Le théoréme 4 se démontre aisément, compte tenu du groupe des
coefficients donné par le tableau suivant :

—i=modS8............ o 1 2 3 4 5 6 7 8
KOS ... Z Z, Z, o Z o 0o o Z
K0(S) ® Z[1)2] .. . .. Z1/2] o o o Z[1f2] o o o Z[1]2]

Le soin d’appliquer le corollaire (B,) & cette situation est laissé au lecteur.

THEOREME 5. — Soit ¢ : Il > So(2n 4 2) un ll-module faisant opérer 11
librement sur S**+'. La classe stable du fibré tangent T (S***+!|c) est annulée

dans K0° (S*+o),

— par k[?] si k est impair,
— par k'[g] X o si k est pair, ot k' est le plus grand diviseur impair
de k, et r un entier > o.

On a en effet :
T (S*+|o) P 0t = E,,

ou 0'= Rx(S*+o) — S**+i[c est le fibré trivial de dimension 1, et
ou E;— S*+'|c désigne le fibré vectoriel réel de dimension 2n + 2
associé par ¢ au revétement universel S**+!— S**+!/g, [La démonstration
est une généralisation immédiate de celle, classique, relative a l’espace
projectif réel.] En particulier, T(S**+!/s) est stablement plat, donc sa
classe stable appartient a4 la k-torsion de K0° (S*+1fg), d’aprés le
‘théoréme 1.

D’aprés le théoréme 4, la k-torsion de FO%S““ [e) est annulée

par k[ﬁ] si k est impair (et méme : k[g] . KO (S*+'|g) = osin = 3 mod 4),
tandis que

kUi ' (50110) @ 213 =

Le théoréeme 5 en résulte.
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4. Applications au bordisme équivariant.

TuEoREME 6. — Pour fout groupe fini I, d’ordre k, les groupes 9t (II),
Qso(m), v (1m), BV () ne contiennent que de la k-torsion.

C’est un cas particulier du corollaire (A,) [partie (ii)]. Pour 9t,, on le
savait déja, car : I, (Il) ~ 91, ® H,(II, Z,) (cf. CoNNER et FLoYD [3D.

CoroLLAIRE 6'. — Pour toute variété bord compacte V, sur laquelle 11
opére librement, et telle que V,[I1 soit une variété bord, il existe un entier
n> o, tel que laction de 1l sur k*.V, (Il opérant de la méme fagon sur
chacun des k* exemplaires de V,) se prolonge en une action libre de 1l sur

une variété W,.., de bord k*.V, (ceci, quelle que soit la théorie de bordisme
considérée).

Puisque chacune des théories de bordisme explicitées ci-dessus vérifie
T’'axiome de Milnor, et

Q,=o0 pour ¢ <o,
il existe (cf. § 5) une suite spectrale d’Atiyah-Hirzeburch
ﬁp (I, £), = QP+’7 (11

(laquelle est toujours triviale pour & = 9t, d’aprés [3]).

TutorEME 7. — La suite spectrale
ﬁf' a1, Q)= QPH (I

est triviale (i.e. a toutes ses différentielles nulles),
(i) en théorie Qv si I~{|,=,i,.(II, Z) = o;

x?

(i) en théories (330 of QSvin, si F .. (I, Z) = o et si Pordre k de I
est impair;

(iii) en théories $3°® Z[1)2] et BSv® Z[1/2), si Hu (I, Z[1/2]) =0
Ce théoréme s’obtient par exemple en appliquant le lemme (B) pour

Xons1 () = (Bn):nsn avec n assez grand (ou se vérifie directement). .
On utilise les renseignements connus sur &, (cf. [3], [9], [12], [13], [14]).

Remarques.
10 H,..(II, Z) = o pour les groupes 4 cohomologie périodique (i. e.
opérant librement sur une sphére homotopique).

20 La trivialité de la suite spectrale ci-dessus équivaut & la surjec-
tivité de I’homomorphisme p: @ (1) > A (I, A) de THOM-STEENROD,
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ou \ = Z dans les cas (i) et (ii), Z[1/2] dans le cas (iii) (cf. [3]). Pour 9z,
p (X))~ H, (X, Z,) est toujours surjectif (cf. Tuom [13]).

30 Le théoréme 7 avait été démontré pour Il = Z, (¢ impair) et Q = QS°
par ConNER et FLovp, en vérifiant directement la surjectivité de . (cf. [3]).

COROLLAIRE 7'. — Si .. (I, Z) = o, sans autre hypothése en théorie Q",
avec k impair en théories Q5 et QSein, Pentier n, défini au corollaire 6',
peut étre pris :

— égal @ o si r est pair;

— égal a [g] +1 <resp. [;—;] + 1> si r est impair, en théorie Q" (resp. Q25°
ou Qgpiu).

I1 suffit en effet d’appliquer le corollaire (B.).
Indépendamment des résultats ci-dessus, signalons aussi le théoréme
suivant :

THEOREME 8. — Pour tout II-module complexe o : 1L - U(l) tel que
Uaction de I sur S*—' soit libre,

(i) S*—/o est toujours une variété bord (sans aucune hypothése supplé-
mentaire en théorie QY, si k est impair en théorie Q25°).

(i) Il n’existe pourtant aucune variété a bord W, (stablement presque
complexe; resp. orientée) de bord S*—', ftelle que 'on puisse prolonger
Uaction ¢ de II sur S*—' en une action libre de II sur W, (respectant la
structure stablement presque complexe; resp. Uorientation).

L’image réciproque du fibré tangent T(S*-'/s) par la projection
S—1— §*-1/o est en effet égale au fibré stablement trivial T (S*—').
Il s’ensuit que les nombres caractéristiques de S*~'/o sont tous nuls
en cohomologie entiére, et aussi en cohomologie modulo 2 si k est impair.
La partie (i) en résulte.

Puisque no opére librement sur S—*%~! pour tout entier n>1, la
suite d’injections canoniques C*—> Gi»+!)! induit une suite de plonge-
ments de variétés S**~'[ng — S*(*+1)—1/(n 4 1), dont la limite induc-
tive peut étre prise pour Byj. Il s’ensuit que la classe fondamentale
de S*~'/c a pour image, par le morphisme canonique

H, . (S$*|s, Z) - Hy(Bm, Z) >~ H*(1I, Z),
un générateur maximal de H*(Il, Z), lequel n’est pas nul. Puisque
(S, a]) A o,

c’est que [S*!, o] n’est pas nul dans @, (Byr), d’oi la partie (ii).
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5. Remarques sur la suite spectrale d’Atiyah-Hirzebruch de Bjj.

Pour tout CW-complexe et toute théorie réduite h, définie sur les
CW-complexes, on considére la suite spectrale de (X, h) associée au
couple exact

B (X)) — (X, ) Ry h(X,)
N / resp. /
K0 . N ¥
E!l),*(X’ h) =h (Xp/Xp—1) E;,*(X, h) = h¥ (X,,/X,,_i,

Si X n’a qu'un nombre fini de cellules en chaque dimension, ou si h
vérifie ’axiome d’additivité de Milnor, on a

Epe(X, )= Hr(X, h1(S?)  [resp. E3 ,(X, h) = H,(X, h,(S"))].

Voici deux critéres permettant d’affirmer que la suite spectrale
de (X, h) converge vers h(X) :

CriTERE 1 (J. Moore [11]). — Supposons que h*(resp. h,) vérifie I’axiome
de Milnor. S’il existe un entier r>1 tel que, pour tout n€2, il n’y ait
qu'un nombre fini de couples (p,q)€ZXZ ftels que p+q=n ef
Ez7(X, h) # o[resp. E}, ,(X, h) # o], la suite spectrale de (X, h) converge
alors vers h(X).

Ainsi que me I'a fait remarquer M. ZismaN, il se peut que h* vérifie
I’'axiome de Milnor sans qu’il en soit de méme pour A*® Z[1/2]. On a,
toutefois, le deuxiéme critére.

CriTERE 2. — Si la suife spectrale de (X, h) converge vers h(X), et
si A est un groupe sans lorsion, la suite spectrale de (X, hAQ A) converge
z

vers h(X) (§z§) Al

Remarque. — Pour tout CW-complexe, et pour toute théorie de
bordisme, les hypothéses du critére de Moore sont satisfaites; il n’en
est pas de méme en cobordisme ou en K-théorie.

Puisque Eyr est contractile et que la théorie h est réduite, on a

h*(Bn) = Ker(h*(Bm) -+ h*(Em))
(resp. h,(Brr) = Coker (h, (Em) — h,(Br)))-

Par ailleurs, on sait déja que H(Bi) ne contient que de la k-torsion
(cohomologie ou homologie ordinaire & coefficients dans un groupe arbi-
traire), et que h,(Br) ne contient que de la k-torsion pourvu que h,
vérifie ’'axiome de Milnor [corollaire (A.)].
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Je ne sais pas généraliser aux CW-complexes infinis la suite spectrale
des revétements utilisée au lemme (A). Toutefois, pour X = X, (Il),
on peut démontrer la conclusion du lemme (A) en ne se servant que de
la suite spectrale d’Atiyah-Hirzebruch. On démontre ainsi le lemme
ci-dessous :

LemMme (A'). — Si la suite spectrale d’Atiyah-Hirzebruch de (B, h)
converge vers h(Bm), h(Br) ne contient que de la k-torsion en général,
que de la k-torsion en cohomologie ou homologie ordinaire, et est nul si h(S°)
est un Z[1/k]-module.

En effet, si h*(S°) est un Z[1/k]-module, le groupe
Ey7 (B, h) = Hr (I, h7(S")
est nul (c’est un Z[1/k]-module, annulé par k). On en déduit que h(Byr) = o.
Dans le cas général, on obtient une nouvelle théorie de cohomologie
généralisée en posant h'(X) =h"(X) ® Z[1/k] (Z[1/k] est Z-plat, car
sans torsion); il est clair que h*(S") est :n Z[1/k]-module. Par conséquent,
h*(Bm) (%) Z[1/k] = o.

C’est dire que h*(Bm) ne contient que de la fe-torsion.
En homologie, la démonstration est analogue.

Lemme (B'). — Supposons que la suite spectrale de (Bi1, h) converge
vers h(Br1). Si, en outre,

(i) Hmr (1L B*(S?) = o [resp. Hyur (11, B,(S") = o];

(ii) ﬁpuir(ﬂ’ himlmir(So)) =0 [resp. Hippar (11, Rimpair (S°)) = o],
alors :

G*h%' (BH) — @ H?i([l’ hz(s*i)(so))’
{himpair(BH) =0

G, hasa (B1) = @ Hoivea (IL, ha5— (S°))

hyaie (B11) == 0].

La vérification de ce lemme est immédiate. Notons que I'hypothése
de convergence implique que la somme directe égale a G,h* (B)
[resp. G,hss. 1 (Br)] ne contient qu'un nombre fini de facteurs non nuls.

Le théoréme 7 (§ 4) est en fait un cas particulier du lemme (B’).

Les lemmes (A’) et (B") permettent aussi de généraliser les conclusions
du théoréme 1 au cas d’un fibré P— X dont la base est un CW-complexe
infini, pourvu que la suite spectrale de (By, h) converge.

[resp. {

P. LANDWEBER m’a signalé que R. Swan a démontré le résultat
suivant : les seuls groupes finis II vérifiant Himvair(II, Z) = o sont les
groupes a cohomologie périodique (¥).
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