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LA CONDITION « INTEGRALEMENT CLOS »
DANS QUELQUES STRUCTURES ALGEBRIQUES II

PAR

Guy MAURY.
(Lyon).

Cet article se compose de cinq parties. Il fait suite au Mémoire [15].
La condition « intégralement clos » dans quelques structures algébriques,
dont les résultats du chapitre III sont utilisés dans les parties III, IV et V
du présent travail. Nous faisons agir en méme temps que la théorie, déja
ancienne, des ordres maximaux réguliers au sens d’Asano ([1], [2]), des
méthodes récentes de théorie des anneaux : C’est ainsi que nous consi-
dérons, dans les parties I et II de cet article, des localisations au sens de
GABRIEL, en particulier des localisations plates, d’'un anneau noethérien o,
sans diviseurs de zéro. ordre maximal régulier de son corps des fractions K;
de méme, dans la partie IV, nous utilisons la puissance symbolique
n-iéme d’un idéal premier, introduite récemment par GoLpIE [8].

La premiére partie définit et caractérise les localisations bilateres de ©.
Signalons le résultat suivant, obtenu grace a un résultat récent de
HacqQuEe [9] : Si © est un ordre maximal régulier, noethérien, sans diviseurs
de zéro, ordre maximal de son corps des fractions K, dont tous les idéaux
premiers non nuls sont maximaux, tout sous-anneau B de K contenant O
est plat en tant que ©-module 4 gauche et en tant que ©-module a droite.

La deuxiéme partie, assez maigre, étudie les suranneaux plats d’un
ordre maximal © contenus dans K.

La troisiéeme partie caractérise, parmi les anneaux, noethériens, sans
diviseurs de zéro, ordres maximaux réguliers de leurs corps de fractions,
ceux qui sont 4 idéaux (4 gauche, a droite) tous bilatéres. Il existe de tels
anneaux qui ne sont pas commutatifs.

La quatrieéme partie constitue un essai pour étendre au cas non commu-
tatif la caractérisation de Mori-Yosipa ([21], [26]), appelée caracté-
risation (C) en [15], des domaines d’intégrité, noethériens, intégralement
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370 G. MAURY.

clos. En réalité, nous ne parvenons a généraliser la caractérisation (C)
que pour les seuls ordres maximaux, noethériens, sans diviseurs de zéro,
dont tous les idéaux (a gauche, & droite) sont bilatéres. Cependant quelques
résultats sont obtenus sous des hypothéses plus générales.

La cinquieéme partie établit principalement que la localisation 0,
associée & un idéal premier < minimal non nul d’un ordre maximal régu-
lier, noethérien, sans diviseurs de zéro, est un anneau de fraction classique
selon un sous-demi-groupe ¢’ défini 4 partir de €, sous une certaine
condition (H).

Si on applique au cas commutatif les résultats obtenus dans les cinq
parties, on retrouve des résultats connus.

I

I.1. LeMME. — Soit ' une famille non vide d’idéaux bilatéres non nuls
d’un anneau unitaire, noethérien a gauche © ftelle que (ues', u’ €g’)
entraine (' € F'). La famille 5 de tous les idéauxr a gauche de 0O, qui
contiennent un idéal bilatére appartenant a F', est ltopologisante et idem-
potente ([4], exercices, p. 157 et suiv.).

Démonstration. — (Fe &, FC G) entraine (Ge¥); et (FeF, F'e€d)
entraine (FnF'€ ). On peut écrire par ailleurs :

(FeF,Vaeo, Juesd’ tel que uCF)= uaCucF et F-.ae7).
Soit enfin un idéal & gauche I de O, soit FF€ #, démontrons :

(VaeF, I'.ae5) = (I€¥).
n
On a F=2(9a,f; il existe u;€ 7’ tel que w;a;=u;0a;,C1, i =1, ..., n.
i=1
Posons 1 =1;. .... Uy, on a U€EF' et uFCI. Soit u’' €’ tel que u' CF,
on peut écrire uu’ C I, ce qui prouve I€ 7.

1.2. Définition.— Une famille & qui satisfait aux conditions du
lemme 1.1 est dite bilatére. La famille 5’ correspondante est dite une
base de 7.

1.3. LEMME. — Soif & une famille bilatére. Soit 5' une base de 7.
Soit O le localisé de O selon & ([4], exercices, p. 157 et suiv.), © désignant
un anneau unitaire, noethérien, sans diviseurs de zéro, dont K désigne le
corps des fractions [7]. On a

O;={z€K|3FeF, FxCo}={zeK|Jued' ,uzCol.

Démonstration. — En effet, comme © n’a pas de diviseurs de zéro,
FOo={x€0|0,x€F|=0. On sait qu’alors Oz est I'enveloppe
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F-injective [24] de ©. Comme K est une enveloppe injective de O, consi-
dérée comme O-module a gauche (appliquer I’exercice 22 de [4], p. 162,
au cas ol la famille & considérée dans cet exercice est la famille des idéaux
a gauche essentiels 7, de ©. Le corps des fractions K de © est alors iso-
morphe 4 O qui est I’enveloppe injective du @-module a gauche ©).
On montre alors que l’enveloppe F-injective de O, comprise dans K,
est alors définie par

O;={x€eK|JFeF tel que FxCoO .

I.4. Définition. — Une localisation @, associée & une famille bilatére &
de O, sera dite une localisation bilatére. Si F' désigne une base de 7,
on notera aussi 0. au lieu de o,

I.4 bis. Exemples de localisations bilatéres.

19 Soit, dans cet exemple, comme dans le suivant, © un anneau noethé-
rien, sans diviseurs de zéro, unitaire, de corps des fractions K. Soit < un
idéal premier de ©. Soit #, la famille des idéaux bilatéres 050, s¢ <.
Soit ¥, la famille des idéaux a gauche de © contenant un idéal bila-
tére O0sO, s¢<; (9% sera noté aussi O, (la famille &, est une famille
bilateére). D’aprés (I1.3), on a

Op={z€K|As¢<T, s0xC0O].

20 Soit p une famille d’idéaux premiers %;, i€l, de O. Soit 7, la
famille des idéaux bilatéres de © qui contiennent, pour tout i, i€, un
élément s;, s;¢<;. Le produit de deux idéaux de Fp, u et u’, est un
idéal de Fp. Soit 7 la famille des idéaux a gauche de O, qui contiennent
un idéal de Fp, O , sera notée Op et, d’aprés le lemme 1.3, on peut écrire

2

Op = {xEKIBuGg/p, uxSO}.

1.5. TuEOREME. — Si lensemble 7, F désignant une famille bilatére,
posséde un sous-ensemble cofinal constitué d’idéauxr a gauche projectifs
de Uanneau © unitaire, sans diviseurs de zéro, noethérien, I’inclusion cano-
nique © — O4 est un épimorphisme d’anneaux plats (a gauche). En parti-
culier, si O est un ordre maximal réqulier de son corps des fractions K [1],
dont tous les idéaux premiers non nuls sont maximaux, toute localisation
bilatére de O, est plate (a gauche).

Démonstration. — La premiére partie résulte d’un résultat de
M. HacQue ([9], corollaire 3.7, p. 111). La seconde partie résulte du fait
que, dans un ordre maximal régulier, noethérien, sans diviseurs de zéro,
de son corps des fractions K, dont tous les idéaux premiers non nuls sont
maximaux, tout idéal bilatére de O est projectif de type fini en tant
qu’idéal a gauche (et d’ailleurs aussi en tant qu’idéal & droite) : en effet,
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tout idéal bilatére de © est maximal dans sa classe modulo 'équivalence ®
de ArTIN [1], donc inversible, et on utilise alors le lemme 1.2 de
Rosson [23].

1.5 bis. Exemples de localisation bilatére plate.

19 Soit © un anneau unitaire, noethérien, sans diviseurs de zéro,
< désignant un idéal premier de O. Supposons, de plus, que tous les
1déaux (a gauche, a droite) de O sont bilatéres. Les idéaux Os, s¢ <, sont
libres en tant que ©@-module a gauche, et forment un systéme cofinal
de 7, : le théoreme I.5 prouve que l'inclusion canonique O >0z est
un épimorphisme plat d’anneau (a4 gauche). )

20 Simaintenant © n’est pas a idéaux (a gauche, a droite) tous bilatéres,
mais si S = O0-—2 vérifie la condition suivante : ¥V s€ S, 3s'€ S tel que
0s2s'0, un systeme cofinal d’idéaux a gauche de 7, est constitué par
les idéaux a gauche libres Os, s€ S, et O, est plat (en tant que ©-module
a droite).

I.6. — Dans toute la suite de cette premiére partie, nous allons supposer
que © est un anneau noethérien, sans diviseurs de zéro, ordre maximal
régulier de son corps des fractions K [1]. Nous nous proposons d’étudier
les localisations bilatéres de ©. Pour cela, nous nous inspirons direc-
tement d’une méthode mise en ceuvre par Asano [2] pour P'étude de
O, ¢ désignant une famille d’idéaux premiers minimaux non nuls du
demi-groupe ©’, ordre maximal régulier d’un demi-groupe S.

Soit donc le treillis multiplicatif % des ©-idéaux (bilateres) de © [2].
Considérons I’application qui, & a€ %, fait correspondre

a'=0- ((9 . a) =0, (@ .. (,l),

le plus grand ©-idéal (bilatére) de la classe de a modulo I'équivalence
d’Artin R. Les ©-idéaux a’ seront appelés les c-idéaux (©-idéaux clos).
Si l'on définit, dans I’ensemble des c-idéaux, une multiplication
a’.b’= (a’b’)', il est bien connu que les c-idéaux forment un groupe [2].
Rappelons que, pour un O-idéal a, on pose a'=0-.a=0.aqa, et que
I'on a O@'=0 et

a’.at=da"t.a =0, avec a'—!'=(a"t).
I.6 bis. LEMME. — On a la condition de chaine ascendante pour les

c-idéaux contenus dans un c-idéal fizé c.

Démonstration. — Soit N un ensemble de c-idéaux contenus dans c.
Soit a€N, on a alors ¢1.aC0O. Il existe donc un c-idéal maximal b
dans I’ensemble {c—'.a, a€ N}. On a alors

c.b=c.ct.ap=nq,

en posant b = ¢~'.a,, a,€N, et q, est visiblement maximal dans N.
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I.7. LEMME. — Si a est un 0O-idéal, il existe des élémenis c,, ..., C»
dans a, tels que o’ est un c-idéal engendré parc,, ..., c, :

n 1
a'=(c, ..., ) =(0¢6, ..., 0¢,0) = <2(ci)> ,
1

(a) = ©a0O désignant le O-idéal engendré par a ([1], th. 1.5), noté aussi (¢ a®).

Démonstration. — Remarquons d’abord que

1

n
0ad = Z}iayi, neN, 4, I-‘w'e@}

est un O-idéal, car O est un ordre régulier ([1], th. 1.5). Soient ¢, ..., cu,
m éléments non nuls de a. S’il existe ¢, & (ci, . . ., ¢n), alors nous formons
(Cis « - -5 Cms Cust) Ca’. En utilisant le lemme 1.6 bis, on voit qu'il existe
n tel que (¢, ..., ¢,)' 2a, donc (¢, ..., ¢,) =a'.

I.8. Définition. — Soit A un ©-O-bimodule non nul, sous-bimodule de K.
La réunion ensembliste de tous les c-idéaux engendrés par un nombre

fini d’éléments de A s’appelle la cléture de A, et se note A. Si 'on a
A=A, A est dit clos.

1.8 bis. Remarque. — Il résulte du lemme I.7 que la cloture a d’un
O-idéal est a’.

I.9. PROPOSITION. — A est un ©-O-bimodule, sous-bimodule de K, et
on a :
10 ACA;
20 i = Z,
ACB implique ACB;

30
4o ABCAB <par AB, on entend Uensemble des sommes finies Zaibi,
a,€A, b;eB, lorsque A et B sont des sous-O-0-bimodules de K>.

Démonstration. — Soient z et y appartenant a A, il existe des éléments

n

de A, a, ..., Qy Qusi, ..., a; appartenant a A, tels que ze€ Z(a,),

1

!
ye Z (a;), donc tels que

n—+1

z +ye Y (@) + ) (@) =Y (@)

n-+41 1
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(propriété de la fermeture a-»a’'=7a, a ©-idéal, voir [2]). De facon
immédiate, on établit, pour x€ A, ac A, rac A, axrc A. Ainsi A est 0-0-
sous-bimodule de K. Les relations 1° et 30 sont évidentes. Soit a un élément
non nul de A—:, il existe un c-idéal (a,, ..., @)’ contenant a, aeA,
i=1, ..., r. Il existe (b,,, Cee, blxi) contenant a;, avec biieA,
j=1, ..., 8 i=1, ..., r. Soit b,, ..., b, I'’ensemble de tous les by,

Alors on peut écrire a;€ (by, ..., by), i =1, ..., ret (b, ..., b))’ CA,
donc

Z(ai)g(bl, ) bll) :(bla ey bn)'SA

et ac A. On en déduit A — A.

Soient maintenant A et B deux ©-@-sous-bimodules de K non nuls.
Soient ac A, a# o, be B, b# o, il existe a,, ..., a,€Aetb,, ...,b,eB
tels que ae(a,, ..., a,) et be (b, ..., b;)’; on a donc

abe(a,, ..., a) .(by, ..., b))

=Y (@). X (b)) = [Z(ai)J [E(bj)] =1y oeer €

ou¢;appartient é[ Z (a,-)J [Z(b;)] CABpouri=r, ...,t Onendéduit
1 1

abe AB. Toute somme finie d’éléments de la forme ab est donc dans AB
qui est un ©-O-sous-bimodule de K, et A BCAB.

1.10. LEmMmE. — Soient A, B, deux ©-O-sous-bimodules de K non nuls.
Soit M un sous-ensemble de K tel que AM € B, alors AMC B. En particu-
lier, si a et b sont des O-idéauzx :

aMChb=aMCh

(on note AM = { am|a€ A, me M} lorsque M n’est pas un sous-©-©-bimo-
dule de K).

Démonstration. — Lorsque M est nul, le lemme est évident. Lorsque M
est non nul, (O M) est un ©-0-sous-bimocule de K, en notant

n

(@M@) = Zlimim, nEN, Ai, IJ.Z-E@, meM;:
1

AMCA(OMO)CA@©MO)CB.
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I1.11. LEmMME. — Soient a, b, ¢ des c-idéaux. Soit aMCH, on a
(c.a) M<c.b. En particulier, ce K, acCb=cea.b.

Démonstration. — Puisque (ca) M € cb, on peut écrire ca M < cb, c’est-a-
dire (c.a) M Cc.b.

1.12. Définition. — Soit a un c-idéal. Soit F une famille bilateére
d’idéaux & gauche de © de base #'. Soit G la famille bilatére d’idéaux a
droite de base F'. Posons

a;=0a; ={xeK|Jued’,ural,
gt =ga=[ze€K|JueF, zulal.

1.12 bis. Remarque. — a; est la réunion ensembliste des u—'.a
lorsque u parcourt ' : en effet, de uzxCa, ue ', résulte d’aprés (I.10)
et (I.11), xreu'.a. Réciproquement, de xeii'.a résulte (x)eti!.aq,
donc i (x) Cu.(x) Ca et uxCa. Mais a; est un 0-O-sous-bimodule de K :
soient x et y appartenant a ag, il existe u, u’ appartenant a 5’ tels que
urCa et u'yCa, donc

u'(x +y)Sux +u'yCa, avec uu'ed’.

On voit donc que ag est aussi la somme des O-idéaux ui—!.a lorsque u
parcourt F'.

I1.13. LEMME. — Si a ef b sont des c-idéaux tels que a:igb, alors
onaaz;xChy.

Démonstration. — De axCb résulte (ui—".a)xCu'.b, d’aprés (I.11), et

VIGEEE [ U ﬁ‘i.a]xg \J @0,
donc az;xChy.
I.14. LEMME. — s.a = a4, pour lout c-idéal a.
Démonstration. — On sait que ui—'.a = a.0i~!, et par suite ;.a = a .
1.14 bis. LEMME. — ag est un Og-idéal.

Démonstration. — Compte tenu de la remarque I.12 bis, il suffit de
démontrer que si A€ K, £ o est tel que a2 <O, on en déduitazACO,.
Or ceci résulte du lemme 1.13. De méme, p€ K, | 7 o, a0 entraine
P (50) € 506, done praz; SO,

I.15. LEMME. — O est un ordre réqulier de K.

Démonstration. — Pour tout x€ K, il existe un élément non nul 2 €6,
tel que (Oa®)x <O, donc

2045 2C ;(020)x = (0a0) 2




376 G. MAURY.
en effet, pour z€ O, il existe ue ' tel que z11 €, donc
azuCa®COal,

22€ 5(0a0) = (0a0)g,
et

%0g C(0x0)g, 205 2C(0a0); <O, (lemme I.13).
De méme, il existe 3€© tel que zO;83C0,.
1.16. LEMME. — Si a est un c-idéal, alors a; = a.

Démonstration. — Soit a un élément de a. Il existe des éléments en

nombre fini a,, ..., a. tels que a€(a, ..., @), a;€a5, i=1, ..., I
.

Il existe des w,€ 7', i =1, ..., r tels que w;a;€a. Si 'on pose u =] ] u;,

1
onaued’ et uaiCu,-aiCa, donc a;€ui—'.a<a;. On a donc
—_ - ; —_F

7

aeE(ai)Sfr‘.aEas,,

1

et az;=a

@

g

1.17. LemMME. — Si a est un c-idéal, alors

a5 =050 =005 = 05;a0;.
Démonstration. — On peut écrire
aG= > @< ¥ @'.a =Y u'a
ueF’ ueg’ ues’

Oronau'Co; Vuesd’, doncii-'.aCoza et

Zﬁ—l.ag%a et a;CO0zaCa; = ag.
ues’

Ainsi on a

;=050 =005 = 05004 (a:7 = 050; =0500; = (O50a) Oy = OFQO:F> .

<

1.18. TutorEME. — La cléture & d’un O -idéal & est aussi un ©;-idéal.

Démonstration. — Soit a un élément de @, et soit ¢ un élément de @,.
Il existe un c-idéal (a;, ..., @)’ contenant a, a;€e@, i=1, ..., r et
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i~ contenant ¢, u€F’. On peut écrire alors

caeit.(a,...,a) =u" 2 (@) | <€ Eu** (@)
1

1

=(b, ..., b)) (lemmel.7),
b,-eZﬁ*'(ai), j=1,...,8 On adonc b;ed@,j=1, ...,s On a donc
L

cae@, et de méme ace . Puisqu’il existe 2 Z o tel que A2 <O, on en
déduit, lemme 1.10, @AAC O, — o..

I.19. THEOREME. — Si & est un Oz-idéal contenu dans ©;, alors
a=@ano est un O-idéal, ef A = (a);.

Démonstration. — De @2a, on déduit Adu—'a et A2u'.a,
ADa,. Soit a un élément de &. Onaae(a, ...,a), €A, i =1, ..., I.
Il existe ued tel que ua;CO, et de plus ua; €&, donc ua;Ca,
i=1,..., 1, donc a;eu"'.qa, donc

_
ae ¥ (@)Su'.a<ay,
1
et ACa,.

1.20. COROLLAIRE. — Si @ esl un Og-idéal clos dans Oz (A = @),
alors il existe un c-idéal a tel que A = ag.

1.21. THEOREME. — Les Og-idéauxr clos &, @, ¢, ... forment un
groupe G par rapport au produit &.03 = Ad®; le groupe Gy est homo-
morphe au groupe G de fous les c-idéauzx.

Démonstration. — Nous allons montrer que

az;.b;=azb; = (a.b);.

S
On a

|

=0;ab0; =05ab04 :@_ﬂab@ﬁ =0z(a.b) 0z = (a.b);.

a;b

<

L’application a— a; est un homomorphisme de G dans Gg;. Si & est
contenu dans O, il existe un c-idéal a tel que & = a,. Si @ n’est pas

contenu dans O, il existe a; tel que a;.3<C0O; [on a A€, L:Zo0
avec A®BC0O;, donc

S|

(95205) BCOg, (O54005) BCO et (05404)C 04,
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done (©,10,) = a;]. On a donc a,.0% =b,, b désignant un c-idéal, et
(a)g.05.08=0=(a1);.bz=(a""1.b);:

tout élément de G; est image d’'un élément de G.

1.22. TuEOREME. — O est un ordre maximal réqulier de K.

Démonstration. — Soit L le demi-groupe ordonné en treillis des
Oz-idéaux. L’élément unité de O, est un idempotent maximal de O, car
C*LC=CLC et C1.C2£0, et €<0,, doit €0, On applique
alors successivement les théorémes (2.8), (2.7) et (2.2) de [2] : Pordre a
droite (et I'ordre a gauche) d’'un Og-idéal est ©; ce qui prouve que Oy
est un ordre maximal de K d’ailleurs régulier.

1.23. ProposiTiON. — Soit a un c-idéal contenu dans ©. Alors on a
ag; = Og si el seulement si a contient un ©-idéal, u, appartenant a 5'.

Démonstration. — De a2u, ued’, on déduit a'Cu1Co,,
a;=0za2a'a=0 et az204 donc az;= ;. Réciproquement, soit
a; =0, alors 1 appartient a ag, u =1u, est contenu dans a pour un
certain ueg’.

I.24. Définition. — Un sous-anneau S de K sera dit un ©-anneau s’il
contient O, et s’il est clos en tant que @-O-sous-bimodule de K.

1.24 bis. Remarque. — Un sous-anneau S de K est un O-anneau si
et seulement si, pour toute famille finie d’éléments de S, ¢i, ..., ¢\, le
c-idéal engendré par 1, c;, ¢, ..., Cs, est contenu dans S. Par exemple,
O, est un ©-anneau pour une famille bilatére & de ©.

I.24 ter. LEMME. — Soit S un O-anneau. Si S n’est pas contenu dans
Og, @ premier minimal non nul de ©, S contient .

Démonstration. — Soit ¢ un élément de S n’appartenant pas a o, :
VseS i =0—2, s0c¢O; on a (1, ¢))20 et [(1, ¢)']7' SO. Supposons
quil existe s€ S, tel que s€[(1, ¢)']-' =u. On en déduirait

[([(, ' =(1,0)'
u-'eo, et ced,, contrairement & I'hypothése. On a donc uC% et

S3(1, ¢)/2z.

I.25. THEOREME. — Soif % un idéal premier minimal de ©; O, est un
O-anneau maximal de K, et tout ©-anneau non égal a K est contenu dans un
tel O,.
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Démonstration. — Soit S22 0, et S# K, S désignant un ©-anneau de K.
D’apreés le lemme I.24, S contient 2—', donc S contient 0,2, et
Op 2 1= (21, =(22)", car S est clos. De ce fait, S contient toutes
les puissances de 2. Or % étant premier minimal, les seuls O -idéaux
clos sont les puissances de 2, [se servir de (I.21) et de (I.23)]. Par ailleurs,
tout élément de K est contenu dans un O -idéal, donc appartient a S.
Tout ©-anneau S de K, S K, est contenu dans un certain o, ¢ idéal
non nul premier minimal de O, car, sinon, d’apreés lel emme I.24, S contient
tous les 2!, donc tous les O-idéaux, et on a S = K, contrairement
a S#K.

I.26. THEOREME. — Un O-anneau S dislincts de K coincide avec un
Op, P désignant une famille d’idéaux premiers minimaux non nuls de ©.

Démonstration. — Soit P 1’ensemble de tous les € premiers minimaux
non nuls de © tels que @, 2 S. Démontrons que 0, = S. Si S est distinct
de ©p il existe un élément a, contenu dans ©, et non dans S. On a
0p2(1, @)'20 et [(1, @) €. Soit donc [(1, @)]'=a, ... a. une
décomposition en facteurs premiers de [(1, a)']~'. Puisque

(,a)) =ai'...q"

n’est pas contenu dans S, il existe un a;’, par exemple a;', non contenu
dans S. Puisque a7' est contenu dans (1, a)’, donc dans Op, donc dans
Oq, €€ P, on déduit de a7’ §0,, que a, n’appartient pas & P. On a donc
S¢o, et, d’aprés le lemme (1.24 ter), S2a7', et il y a contradiction.
On a donc ©pCS.

Par ailleurs, @p contient S : soit € S, il existe pour chaque 2, 2€ P,
un élément s, €< tel que s,;0xCO et s, €0, donc, en posant

u= Y 05,0, uzCo et €O,
2EP
On a done ¥, = S. Remarquons que I'on a 9p= ( \ Og.
o EP
1.27. CoroLLAIRE. — Les localisations bilatéres de © distinctes de K sont
les anneaux { \ O

TEP
miers de ©, non nuls, minimauzx. Ce sont des ordres maximaux réquliers de K.

> 0l P est une famille quelconque non vide d’idéaux pre-

I.28. Remarque. — Rien dans ce qui précede d’affirmer ne permet
qu'une localisation bilatére ©; de O est noethérienne comme ©O. Ce
probléme est 1ié a la platitude de O en tant que ©-module a droite et
O-module a gauche.
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1.29. TaEOREME. — Si fous les idéaux premiers de © sont marimauz,
O désignant, rappelons)-le, un anneau noethérien, sans diviseurs de zéro,
ordre maximal réqulier de son corps des fractions K, tout sous-anneau S de K
contenant © est une localisation bilatére plate des deux cétés de ©.

Démonstration. — On sait en effet ([1]), th. 3.12 et 3.13) que tout sous-
anneau S de K contenant © coincide avec un @,. Par application du
théoréme I.5, on obtient le résultat.

I.30. Remarque. — Sous les hypothéses du théoréme précédent,
en utilisant SiLvER [25], on s’apercoit que, si & désigne un idéal a gauche
de ©p, on a, en posant a = TNO, T = O, a. Mais ce résultat était déja
connu par Asano ([1], lemme 3, p. 116).

II

Dans cette partie, © est un anneau, noethérien, sans diviseurs de zéro,
ordre maximal (non nécessairement régulier) de son corps des frac-
tions K. Soit B un sous-anneau de K, tel que ©C BC K, tel que B soit
plat en tant que ©-module & droite et en tant que ©-module a gauche.
L’anneau B est-il un ordre maximal de K?

II.1. LemMme. — Sous les hypothéses énoncées ci-dessus, linjection
canonique o : © — B est un épimorphisme d’anneau.

La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

I1.2. LEMME. — On garde les hypothéses énoncées ci-dessus. Soit b
un idéal bilatére de B. On a

b.b={xeK|bxCbhb} =R
et
b.b={xeK|xb<lb | =B.

Démonstration. — D’aprés un résultat de SiLveRr ([25], prop. 1.6, p. 48),
on a
b=aQ®sB=BQa, avec a=bnao.

D’aprés un lemme de HARADA, ([10], lemme 1, p. 62), onab .- b= Hom{(b, b),
en identifiant x€ K au morphisme qui & b€ B fait correspondre bz, et de
méme b-.b = Homj(b, b).

Or, d’aprés BourBaxki ([5], prop. 1, p. 106), il existe un Z-isomorphisme
entre Homj(a ®,B, B®,a) et Hom!;(a, Homj, BR,a)] : cet isomor-
phisme associe & he Homj(B ®,a, B®,a) I'application linéaire h’ de a
dans Homj(B,B ®.0) = B®,a, qui, & zxze€a, associe, VyeRh,
R’ (x) y = hxy (on identifie a Y B a a B, et B®,a a Ba), donc k' (x) = hx.
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Par ailleurs, d’aprés Boursaxi ([4], prop. 10, p. 38), il existe un $-isomor-
phisme entre Hom/;(a, B®,a) et B®,Hom/(a, a) qui & k', application
de a dans B®.a, associe y ® u, ye€ B, ue Hom/,(a, a) tel que Vzea,

W@ =yQu@ =yQus,

donc hr = yux et h = yu. Ainsi B ®,Hom/, (a, a) s’identifie & Hom} (b, b),
et © étant un ordre maximal de K, on a

Hom/(a, ) =a-.a=¢ et B = Homj;(b, b) =b".b.

On obtient de méme b.'b = B.

I1.3. ProrosiTiON. — Soif © un anneau sans diviseurs de zéro, ordre
mazximal de son corps des fractions K. Soit B un sous-anneau de K conte-
nant O, plat en tant que ©-module a droite ef en tant que ©-module a gauche,
dont tous les idéauzx (a droite, @ gauche) sont bilatéres, alors B est un anneau
noethérien, sans diviseurs de zéro, ordre maximal de K.

Démonstration. — Le fait que B est noethérien résulte de I'article [25]
(prop. 1.6, p. 46). Soit b un B-idéal ,il existe 2€ B tel que b2 <CB, donc
il existe un idéal b’ de B tel que b =b’2-'. On a alors

b'".b'={zeK|zb'Cb | =b".b.

En appliquant le lemme II.2, on prouve b’.b’=b-.b=B. On démon-
rerait de méme b .°b = B. Ainsi B est un ordre maximal de K.

Remarque. — Le résultat précédent appliqué au cas ou O est commu-
tatif (donc aussi B) redonne un résultat de J. Marot [14].

111

Nous nous proposons dans cette partie de caractériser parmi les
anneaux R’, noethériens, sans diviseurs de zéro, a élément unité, ordres
maximaux réguliers de leur corps des fractions K, ceux dont tous les
idéaux (a gauche, a droite) sont bilateres.

Dans toute cette partie, sauf au théoréme III.14, R désigne un anneau,
unitaire, noethérien, sans diviseurs de zéro, ordre maximal régulier de son
corps des fractions K, vérifiant la condition (C) suivante :

(C) : Pour tout idéal premier minimal ¢ de R (non nul), tout idéal a
gauche Z-primaire (et tout idéal a droite 2-primaire) est confenu dans 2.

La condition (C) est en particulier vérifiée lorsque tout idéal 4 gauche
{et tout idéal a droite), Z-primaire, est bilatére. Nous utiliserons le théo-
réme suivant ([15], p. 96, th. 2.8) :
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III.1. TukorEME 0. — Soit R’ un ordre maximal régulier, noethérien,
sans diviseurs de zéro. Soit a, a* o, a€ R’, a non inversible dans R', R'a
(respectivement aR') est intersection d’idéauxr a gauche (respeclivement
d’idéaux a droite) primaires (au sens de LESIEUR ef Croisor [12] dont les
radicaux sont des idéaux premiers bilatéres minimaux non nuls de R'.

Dans toute la suite de cette troisiéme partie, nous dirons idéal pour
idéal bilatére. Soit ¢ un idéal premier de R, et soit S = R — <.

Rappelons que si I désigne un idéal a gauche @-primaire, 22 désignant
un idéal premier, il existe un entier naturel p tel que 27 C I (cf. [12], pro-
priété 5.5, propriété 5.6, th. 5.1) et si 2 est premier minimal, la condi-
tion (C) entraine IC 2. ‘

II1.2. TuEorEME. — R vérifiant les hypothéses précisées ci-dessus, avec
les notations précédentes, S est un sous-demi-groupe multiplicatif de R, et R
vérifie la condition de Ore des deux cétés par rapport a S. De plus, pour
tout s€ S, il existe s'€ S, s" € S, tels que Rs2 s'R et sSR2 Rs”.

Démonstration. — Soient s et s’ deux éléments de S; nous allons établir
que ss’ appartient a4 S. Supposons le contraire. Appliquons le théoréme O :
Rs = m X;, X, idéal a gauche @;-primaires, i=1,...,n,

i=1

n
SR = { \ X;, X;idéal a droite Z;-primaires, i=1,...,0n.

i=1

Il existe des entiers p; et p;, i =1, ..., n;j =1, ..., 0, tels que

t?nﬂ” X T 2%j ) Cidéal engendré par Rss'RC2.
11 117 -

\ =1 j=1

On en déduit que I'un des %; ou que 'un des Z; est compris dans <. Mais
ceci entraine que s ou s’ appartient a 2, contrairement a I’hypothése [on
se sert de la condition (C)]. Ceci étant, montrons que, pour tout s appar-
tenant a S, il existe un s’ appartenant a S, tel que Rs2s’R : on a établi
plus haut l[ 2/ C Rs. Supposons que [ l 2/ appartienne a %, on
i=1 i=1
en déduirait que I'un des %; au moins serait contenu dans %, donc aussi Rs
contenu dans X;, donc dans %; [condition (C)]. Il existe donc s’, s'€ S,
tel que
i=n
sRe ] ] ar<hRs.

i=1
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On démontrerait de méme que, pour tout s appartenant a S, il existe s”
appartenant & S tel que sR2 Rs".

II est facile de démontrer pour terminer que R vérifie la condition de
Ore des deux cotés par rapport a S.

III.3. CoroLLAIRE. — Si M est un idéal a gauche de R, on a
Mg;={reK|3seS, sReCM}|={zeK|3s€S, sseeM} =(R;) M,

el M, est un idéal a gauche de 'anneau R,;.
Si M’ est un idéal a droite de R, on a

M={xeK|3seS, 2RsCM |={zeK|AseS,zs'e M} =M (3R),

et M’ est un idéal a droite de 'anneau R, = , R, noté aussi R.

Démonstration. — Facile, la démonstration est laissée aux soins du
lecteur : on remarquera que les notations sont en accord avec celles
introduites a4 la premiére partie. Les anneaux R, et ;R coincident ici
avec ’anneau de fractions Ry de R selon S, la condition de Ore des deux
cotés par rapport a S étant vérifiée.

I11.4. ProprosITION. — Ry est un ordre maximal réqulier.

Démonstration. — La proposition se déduit immédiatement du théo-
reme 1.22.

Dans toute la suite, nous supposerons que 2 est un idéal premier minimal
non nul de R.

I11.5. Lemwe, — Soit M = () X, i =1, ..., n, X; et M désignant

i=1
i=n

des idéaux a gauche. On a M, = n (Xi)z- Si, de plus, X; est Z~-primaire

i=1

avec 2; ¢ 2, on a (Xi) = R,.
Demonstratwn — De MCX; résulte MﬁC(X,)(, pour i =1, ..., n,

donc M,C n (X:);. Soit maintenant ze ﬂ (Xi); pour chaque
i=1

i=1, ..., n, il existe s;e § tel que s;xre X,. 1l est facile d’établir par

récurrence sur n grice a la condition de Ore a gauche selon S, I'existence

d’éléments «; appartenant a S et tels que

Y =08 =.. .= UnSp, avec yeS.
i=n
On en déduit yrx€X;, i =1, ..., n, donc yxre n X, et xeM,. La

i=1
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deuxiéme partie du lemme est établie au lemme II.2, page g8 de ma
these [15].

I11.6. LEMME. — Si a est un idéal de R, maximal dans sa classe, modulo
Uéquivalence d’Artin R, on a

en parliculier, on a Z,=,%.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le corollaire III.3 et le
lemme I.14, puis de remarquer que 2 étant premier minimal (non nul)
de R est maximal dans sa classe modulo ® ([15], chap. III, th. II.5
et lemme II.1).

III.7. LEMME. — V a€ R, Rya =(Ra),;.

Démonstration. — On utilise le corollaire III.3 en faisant M = Ra;
M, = Rsa fournit le résultat.

III.8. LEMME. — Pour n =1, 2, ..., (V) =(25)" =(22)" = 4(2").

Démonstration. — On a (2%); = Rs2* et (24)"=RsZ)'. Soit
i=n

;€ Ry =2Rs pour i =1, ..., n, et considérons ]_[xz On a
i—=1

’

x;=S;' p,= p; s; ' avec p; et p; appartenant a4 2, et s;, s; appartenant
a S. On peut écrire

% =p, S S pa= P17t Py avec 7T =3s,8,€S.

Or v' p, s’écrit a son tour p’t'—1, '€ S, p"€2 et x,2,= p,p"v"—'. On

peut appliquer ce raisonnement a ,2.%;, ..., Z;%....2Z,. On obtient
finalement x,,... T, = p\p;... ppy"" avec YE S, pi, Ps, ---» P appar-
tenant 4 2. On a donc z, ... £,y€ 2", donc z,... x,€ 2" R,. L’inclusion

2" RsC (Z Rg)* est immédiate. On a donc

(%" Rs = (% Rs)" = (Rs%)" = Rs2". )

III.9. PropPOSITION. — Ry est un anneau ‘noethérien; %, est son plus

grand idéal a gauche et aussi son plus grand idéal a droife. Les seuls idéaux

premiers de Rs sont (o) et 2. Il y a une correspondance entre les idéaux a

gauche propres (a droite propres) de Rs et les idéaux a gauche (a droite)
ne rencontrant pas S :

I, idéal a gauche de Ry— I'=1INnR,
I', idéal a gauche de R —~ I = R;I'.

De plus, I désignant un idéal a gauche de Rs, on a I = Rs(InR).
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Démonsiration. — Nous nous contenterons de démontrer que <, est le
plus grand idéal 4 gauche et le plus grand idéal a droite de Rs et que
c’est avec (o) le seul idéal premier de Ry, le reste de 1’énoncé étant facile a
établir. Soit I un idéal a gauche de Ry, I 4 Rs, I’= INn R ne rencontre
pas S, donc est inclus dans <, et on a

I =RsI'CRs% = 2,.

Comme 2, =,%, 2, est aussi le plus grand idéal & droite de R;. Soit @
un idéal premier non nul de Ry, donc contenu dans 2. On veut démontrer
Q2 =9, Soit '=2nR, 0C2'C2. Démontrons que 2’ est comple-
tement premier dans R (abe 2', ae R, b€ R entraine « a ou b appartient
a 2’ »). On peut supposer d’entrée que a et b n’appartiennent pas a S,
car si I'un d’eux, par exemple a, appartient a S, de ab<2’, on déduit
be 2, donc be 2'. Supposons donc que a et b appartiennent & <, et qu’ils
n’appartiennent pas a 2'; de abC?’, on déduit RsabC2, donc
(Rsa) b< 2, et (Ra),b<S2 (lemme III.7). D’aprés le théoréme 0, on
peut écrire Ra = ﬂ Xi X;%-primaire, i =1, ..., n, et d’aprés le
= i=n
lemme III.5, (Ra); = n (Xi)¢; puisque l'on suppose a€Z, I'un des
i=1

%;, par exemple Z,, est égal a <.

D’aprés le lemme III.5, on a (X,); = (Ra);. Comme pour un certain
entier naturel p,, on a 2CX,, on a (27);C (X)), et d’apres le
lemme II1.8, (27), =(%4)": € (Xi)g. SiTon avait (2;)7*C 2, on déduirait
Q = 2,, c'est-d-dire ce que nous voulons établir. Supposons donc
(2%) ¢ 2: il existe alors a, a'¢ 2, a’'€(2;)", donc a'Rs€ (Z)" S (Xi)z-
On a donc

a'Rsb<(Ra),bC 2,

avec a’ et b n’appartenant pas a 2 :il y a une contradiction. Finalement 2’

est complétement premier dans R. Il est donc égal a4 2, et 2 = 2.

I11.9 bis. LEmME. — Soit X un idéal a gauche %-primaire de R, % dési-
gnant, rappelons-le, un idéal premier minimal non nul de R, on a

X =(RsX)nR.

Démonstration. — Elle a été faite sous des hypothéses plus générales
au lemme II.2, page 98, de ma thése [15].

II1.10. ProrositiON. — Soit T' un idéal non nul de Rs, Ry/T est un
anneau a idéaux a gauche et a idéaux a droife, fous principauz.
BULL. SOC. MATH. — T. 98, FASC. 4. 25
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Démonstration. — JacoBsoN a démontré (cf. [11], th. 24, p. 128 et 129)
que si L est un ordre maximal régulier, noethérien a gauche, vérifiant
la condition de chaine descendante affaiblie (c’est-a-dire que toute
chaine descendante d’idéaux & gauche de L contenant un idéal a gauche
donné non nul s’arréte au bout d’un nombre fini d’idéaux a gauche),
pour tout idéal non nul 7' de L, L/T a tous ses idéaux & gauche principaux
et tous ses idéaux a droite principaux. Or Rs est un ordre maximal
régulier noethérien, sans diviseurs de zéro, ne possédant qu’'un seul
idéal premier non nul 2., qui est d’ailleurs le plus grand idéal a gauche
et le plus grand idéal & droite de Rs. On sait qu’il vérifie alors la condition
de chaine descendante affaiblie pour les idéaux a gauche (cf. [1], th. 2.16)
et on peut appliquer le théoréme de Jacobson & Rs.

II1.11. LEmMME. — Soit % un idéal premier minimal non nul d’un ordre R
mazximal régulier de son corps des fractions K (on suppose toujours R

unitaire, noethérien, sans diviseurs de zéro). On a { \ 2" = o (AsaNoO).

1

Démonstration. — Soit K = n 2", Si K est non nul, désignons par
n—=1

@ la classe de I'idéal a de R, modulo I’équivalence d’Artin ®. Ona K £ R,
car K = R entrainerait Z = R, ce qui est impossible (cf. [15], lemme II.1,
p. 97). On pourrait alors écrire K =2/"...2»C2, et 2, =% par
exemple, 2, et < étant des éléments premiers dans l’ensemble des
classes ([15], th. I1.5, p. g3). Comme on a K € 2" pour tout entier naturel n,
on peut écrire

B

él’r"i:) é/’i.Z’)/’z . §Il7r et ;ED Ez—/;e . E{)r
donc % = 2; pour un j, 2 = j = r. Or ceci est impossible car on peut
supposer 2; Q; pour i£j, i, j=1, ..., r. Il y a contradiction, et
K = o.

II1.12. TukorREME. — Les seuls idéaux & gauche (respectivement a
droite) non nuls de Rs sont les 2}, n = o, 1, 2, ... : ainsi tous les idéaux
(a gauche, a droite) de Rs sont bilatéres. Enfin, il existe un élément a,
a€ Ry, tel que Rsa*=a*Rs= 24, n =1, 2, ....

Démonstration. — D’aprés la proposition III.10, Ry= Ry/2% est
un anneau 4 idéaux (a gauche, a droite) tous principaux, et 2,/%2 = Rsa,
a€ Rs. On a donc Rsa + %% = 2, et, d’aprés le lemme de Nakayama
2, = Rsa. Soit I un idéal & gauche propre non nul de Ry, I contient 27,
pour un certain n, puisque, pour i€ I, i 2 o, Rsi est Z,-primaire (théo-
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réme 0 et proposition III.9). On a donc I/%%"' = Rsd' en posant
Rs= Ry/22+, a’ désignant un élément convenable de I. On peut écrire
successivement

I=Rsad +24"' =Rsa'+2,.24CRsa' +2,1C I,

donc I = Rga’'+ 2,1, et, d’aprés le lemme de Nakayama, I = Rsda'.
Mais a’, appartenant a %, s’écrit a,a = a’, et il est facile alors de
prouver que I = Rga” pour un entier naturel r. En particulier, on a

5= RsarC<},; si Ion avait p>r, on en déduirait @7 = 27, mais

cela entrainerait ( \ 2% o contrairement au lemme III.11. On a donc

1
p=r, et ceci entraine p ==r (raisonnement par récurrence sur p,
pour p =1, on a évidemment r =1). Le théoréme s’en déduit alors
facilement.

II1.13. TutorEME. — Tout idéal (a gauche, a droite) de R est bilatére.

Démonstration. — Considérons un idéal a gauche X, <-primaire,
< premier minimal non nul. D’aprés le lemme III.9 bis, X = RsXnR.
D’aprés le théoréme I11.12, Ry X est un idéal bilatére de Ry, donc X est

n

un idéal de R. Soit alors Ra == n X;, a€ R, a = o, une représentation
i=1

de Ra comme intersection d’idéaux a gauche <,-primaires, «; premier

minimal, i =1, ..., n (théoréme 0). Chaque X; est bilatére et, par suite,

Ra est bilatére. On démontrerait de méme que aR est bilatére, et par suite,

tout idéal d’un coté de R est bilatere.

II1.14. TutorEME. — Soit R un ordre maximal régulier, noethérien,
sans diviseurs de zéro (ordre maximal de son corps des fractions K). Les
conditions suivantes sont équivalenies :

(1) Tout idéal d’un coté (a gauche, a droite) est bilatére.

(2) Tout idéal d’un cété Z-primaire, ¢ premier minimal non nul, est -
confenu dans <.

(3) Pour tout idéal premier minimal % de R, soit S = R —<. Pour
tout s appartenant a S, il existe s’ et s" appartenant a S, tels que Rs2s'R
el sR2 Rs”".

(4) Tout idéal a gauche principal (resp. a droile principal) est confenu
dans chacun des idéaux premiers qui lui sont associés.

Démonstration.

(1) = (2) : si X est un idéal 4 gauche par exemple, -primaire, £ pre-
mier minimal non nul, on a X-. RC2. En particulier, si X est bilateére,
on a X*. R =X, et X est compris dans Z,
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(2) = (3) : voir le théoréme III.2.

(3)= (1) : les résultats obtenus apreés le théoréme III.2 sont valables
sous la condition (3), remplacant (2).

(2) = (4) : immédiat par application du théoréme 0.

(4)= (1) : le théoréme III.2 et toute la suite sont valables sous
I'hypothése (4), remplacant (2).

II1.15. Ezemple d’ordres maximaux réguliers, noethériens, sans diviseurs
de zéro, a idéaux (& gauche, a droite) fous bilatéres, non commutatifs :

Soit © un domaine d’intégrité, local régulier complet de dimension 1,
-et soit L son corps des fractions. Soit A un corps gauche, algébre centrale
simple de rang fini sur L. Si A est un ordre maximal de A (au sens de
[3]), alors A\ est sans diviseurs de zéro, noethérien, a idéaux (a gauche,
a droite) tous bilatéres ([3], corollaire, p. 14, et th. 3.11, p. 13, et
Deuring [6], th. 12, p. 100).

Iv

Le but de cette partie est d’examiner si la caractérisation de
Mori-Yosipa ([21], [26]), des domaines d’intégrité, noethérien, inté-
gralement clos (appelée caractérisation (C) en [15]) s’étend au cas non
commutatif.

Rappelons cette caractérisation :

Soit R’ un domaine d’intégrité, noethérien. Pour que R’ soit intégra-
lement clos dans son corps des fractions, il faut et il suffit que, pour tout
idéal principal non nul R’a, et pour tout idéal premier ¢, associé a R'aq,
il n’y ait pas d’idéaux %-primaires entre ¢ et 2.

Dans la suite, R désigne un anneau non nécessairement commutatif,
noethérien, sans diviseurs de zéro, dont le corps des fractions est noté K.
Soit € un idéal premier de R, on note 2 la n-iéme puissance symbolique
de @, introduite par GoLpie [8].

IV.1. LEmME. — Si R est de plus un ordre maximal régqulier de K,

et si @ désigne un idéal premier non nul minimal de R, on a { \ @) = o,
1
et @ est le plus grand idéal de la classe de 2" modulo I’équivalence

d’Artin R.

Démonstration. — Soit C={ceR|cx€2Z, xre R=>x€2}. Soient F la
famille des idéaux a droite F de R tels que, Va€R, F.ralC, et g la
famille des idéaux a gauche G de R tels que, V ae R, G-. a] €. On sait,
d’aprés Gorpie ([8], prop. 3.3) qu’il existe FeF et Geg tels que
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GZMFC22»—1, Si I'on désigne par G’ et F' les idéaux (bilatéres)
engendrés par G et F respectivement, on a, 2 étant bilatére,

G'an F'= Ga FCagin—1);

supposons %i"—!= <2, Passons aux classes modulo ®. Désignons par

G', ... le plus grand idéal de la classe de G/, . ... Notons G’ G"=G'. G",
G" désignant un idéal de R. 1l vient

G .0 FCF =3 .am,

On peut simplifier par 2 puisque I'on est dans un groupe commutatif, et
'on peut écrire :
GFCGF=G.Fcz=1,

car < est maximum dans sa classe. Or G’ et F’ contiennent des éléments
c et ¢’ appartenant 4 &, donc ¢Rc¢’'C < avec c et ¢/ n’appartenant pas a ‘.
On tombe sur une contradiction. On ne peut donc avoir 2= <! avec
nz4n'. On sait, d’aprés Gorpie ([8], th. 4.3) que ¢ est ©-primaire des
deux codtés, n=1, 2, .... Les idéaux 2¥ sont donc les plus grands
idéaux de leur classe 2% modulo ®, k=1, 2, .... Les classes 2\,
k=1, 2, ... sont des éléments ‘-primaires contenant < (cf. [15],
th. I1.6, p. 94, et lemme II.1) : ce sont des classes parmi les <@*,
k=1, 2, ..., n. Comme les classes ¥, k=1, ..., n, sont distinctes,

on a Iégalité R = ¢F et @4 est élément maximum de la classe

ff“:f’?k, k= I, ..., I

On montre alors en remplacant ©* par 2, comme au lemme III.11,
p P

que Yon a ( \ 2" = o.

1

IV.2. TutorEME. — Pour lout idéal premier <, associé a Ra ou a
aR, a#o, aeR, il n’y a pas d’idéal -primaire strictement compris entre
@2 et €. De fagon générale, les seuls idéaux ¢ -primaires entre " el ¢ sont

@, e, L2 Ona () 2= o,

1

Démonstration. — Rappelons que les idéaux 2-primaires sont maximaux
dans leur classe modulo R, et celles-ci sont distinctes de la classe de R,
car ‘© est premier minimal (théoréme 0). La classe d’un idéal Z-primaire

contenant <" est donc de la forme ©* pour un k, 1= k="n. Un idéal

<-primaire contenant " est donc élément maximal de la classe < pour
un certain k, 1= k=" n; c’est donc 2* (lemme IV.1).
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IV.3. — Nous ne savons pas actuellement si la réciproque du théoréme
précédent est vraie en général. Le but de ce qui suit est d’établir cette
réciproque en supposant de plus que R est un anneau a idéaux (a droite,
a gauche) tous bilatéres; de facon précise, nous établirons ce qui suit :
Si R est un anneau unitaire noethérien, sans diviseurs de zéro, dont tous
les idéaux (a gauche, a droite) sont bilatéres, si, pour tout idéal principal
Ra, a# o, a€ R, et si, pour tout idéal premier associé 4 Ra, 2, il n’y a

pas d’idéaux <@-primaires entre 2 et 2%, et si 'on a { \ @ = o, R est

1
un ordre maximal régulier de son corps des fractions K.

Dans toute la suite, R, outre les hypotheéses précisées au début de la
partie IV, est un anneau a idéaux (a droite, a gauche) tous bilatéres.

Dans tout ce qui suit, ¢ désigne un idéal premier de R tel que m 2 = o,

1
IV.4. LEMME. — Avec les hypothéses pour R et ¢ précisées en IV.3,
on peut écrire, en posant S=R—= :

YaeR, Vse§, 3s,€S, 3Ts €S, avec as=s,a el sa=as,.

Démonstration. — A cause de 1’égalité Ra= aR, on a toujours sa = as,,
si€ R. 11 faut démontrer que s, appartient a S. Si a appartient a S,
as, appartient a S, donc aussi s,. Soit a appartenant a <, si a est nul,
on peut prendre s,=1, si a est non nul, il existe n tel que a appartient

a 27 et tel que a n’appartient pas & 2+ ( sans quoi a appartiendrait a

x

{ \ <7 et serait nul |. Supposons s, € 2, alors sa appartiendrait a 2/,
1

donc a appartiendrait a <+, contrairement a I’hypothése [on remarquera

que dans le cas particulier envisagé ici, la définition de 2 s’obtient

ainsi par récurrence : 2= 2; si 2~ est défini, on a

Z2n={rxeR,AseS, As'eSs,

tels que sxs'€ 212 (ou szs'€ 2.2,

IV.5. LEMME. — Ry a lous ses idéaux i gauche el tous ses idéaux a droite
bilatéres (Rs désigne I’anneau de fractions de R selon S).

Démonstration. — R ayant tous ses idéaux (a gauche, a droite) bilateres,
il est immédiat que I'anneau de fractions de R selon S existe. Notons-le R;.
Soit z€ Ry, il faut démontrer Ryx = xRs. Posons x=as—', s€ S, a€e R,
donc
TRy=as'Ry=aRs={aRt', 7€ S}
={Rar?*,re€eS}={Rt""'q, '€ S},
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en posant at =1'a (lemme IV.4), et tRsy= aRs= Rsa= R;sx.

IV.6. LEMME. — Soif R’ un sous-anneau de K, corps des fractions de R,
contenant R; on a Rs=sR'.

Démonstration. — Posons
Rs={re K|3se S, sRxCR'| et sR'={rxeK|3seS,cRsCR'|.
Comme Rs=sR, on a
Rs={ze K|3s€S, sxte R | et sR'={xeK|3seS, rseR|.

Soit a, b, €R, b7 o et ab—' € K; d’apres le lemme IV.4, s étant donné
dans S, on peut trouver s’ et s” dans S tels que sa=as’ et bs'=s"b.

On a donc sab—'= as'b~'= ab—'s*, et sab—'€ R’ équivaut a ab—'s"e€ R/,
d’ot Ry=sR'.

IV.7. LEMME. — Un idéal 2 de R est 2-primaire & gauche si ef seule-
ment si :

(H1) il existe ne N tel que 2"C2;
(H2) xaC? et x¢ 2 entraine ae <.

Démonstration. — On sait que 2 est 2-primaire a gauche [12] si :
10 i] existe ne N tel que 2" C2;
20 XA C2, X¢ 2 entraine AC 2, X et @ désignant des idéaux de R.

Si la condition (H 2) est vérifiée, XA C2, X¢ 2, entraine 'existence
de re X, &2 tel que l'on ait, Vae@, zac?, donc ae< et ACZ :
2 est donc Z-primaire & gauche. Réciproquement, si 2 est 2-primaire a
gauche, soit x¢ 2 et xac 2 alors on a RxaRC®?, (Rx) (aR)S? avec
Rx¢ 2, donc aRCZ et aeX.

IV.8. LEMmME. — L’intersection d’un idéal premier (respectivement
primaire a gauche) de Rs avec R est un idéal premier (respectivement pri-
maire a gauche) de R.

Démonstration. — Soit 2’ un idéal 2’-primaire de Ry, <’ idéal premier
de Ry. Soit ¢, =2'n R; 2, est premier, car abe Z,, a€ R, be R, entraine
abe<’, donc a ou bez’, donc a ou be <,. Soit 2,= 2'n R. Considérons
a, beR, et abe?,, a¢?,; on déduit abe?’, a¢?’, donc be’,
donc be<%,. Par ailleurs, 2'*C 2’ entraine

2"ARC2, et 2=(2'NnRC2"NRCY,.

D’aprés le lemme IV.7, 2, est 2,-primaire & gauche.
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IV.9. LEMME. — Soit 2= Rs% =% Rs. L’idéal 2, est le plus grand
idéal de Rs, et touf idéal contenant (2.;)* est ©,-primaire a gauche.

Démonstration. — L’ensemble des éléments de la forme s'p, pe<x,
se€ S, forme un idéal de Ry. Tout élément de Rs non contenu dans cet
idéal est de la forme s—'s’, s€ S, s’e€ S, donc est inversible dans Rj. Ainsi,
tout idéal propre de Ry est contenu dans cet idéal, égal d’ailleurs a
Ry = % Rs. Remarquons que R est noethérien (car tout idéal I de R
s’écrit Rgl’ avec I'=InR). Soit I un idéal contenant (2.)?, et soit 2
un idéal premier associé & I. On a (2;)*CIC? (I est bilatere), donc
2=¢4,. Le seul idéal premier associé¢ a I est 2. Par ailleurs, <, est le
seul résiduel 4 gauche propre premier de I [12], car I*. Y= avec Y¢ I
entraine QY C I, et I étant bilatére A2 I3 (2,)?, donc A =< , et 2,
est idéal premier minimum contenant I de sorte que I est <« -pri-
maire ([12], th. 5.1).

IV.10. ProrositioN. — Soit R un anneau vérifiant les conditions du
début de ce paragraphe [noethérien, unitaire, sans diviseurs de zéro, dont
lous les idéaux (& gauche, a droite) sont bilatéres]. Soit < un idéal premier

de R tel que n 2 = o et tel qu’il n’y ait pas d’idéaux C-primaires entre

1
T et 22, Soit S=R— 4. Pour n=1, 2, ..., on peul trouver un élément a
de R indépendant de n, tel que (25)"= Rsa"= a"Rs, et & est un idéal
premier non nul minimal de R. Les idéaux propres de Ry sont ()",
n=ru, 2, .

Démonstration. — On a (24)*# %, sinon on aurait

©

ﬁ (Zz)"# o, d’olt m (@z)*nR= o.

1
Or on a, d’aprés GorLpie [8], (%2;)*nR=2®), I'anneau local associé
par GoLpite a 2 étant ici Ry. On aurait donc ( \ 2 £ o, contrairement

1

a I'hypothése. Soit alors ae 2, et ag(2;)* et I=(2;)*+ Rsa; I est
%,-primaire & gauche (lemme IV.9). D’aprés le lemme IV.8, InR est
%-primaire & gauche, contenant (2;))NR=2®; on a donc, soit
InNR=2,s0it InR=2?, et I=Rs2=2, ou I=Rs2®=(2;)* [8].
Mais ceci entraine [= 2., car a¢(Z4)*. Ainsi on a 2,=(2;)*+ Rsa,
d’ott I'on déduit, d’apres le lemme de Nakayama (cas non commutatif),
T,= Rsa, et de méme 2,= aRy, et, pour

n=i, 2, ..., (23)"= a"Rs= Rsa".
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Tout idéal de Ry est un (2;)", n=r1, 2, .... En effet, soit I un idéal
de Rs engendré par a, i=1, ..., I; on a a=xa%, o;§%,. Soit
ri=inf(r,, ..., r,), on a

I=(Rsa,+ Rsas @+ "1+ ...+ Ry, 7)as,

et o, est inversible dans Ry, donc I= Rsa’:; Rs ne contient qu’un seul
idéal premier non nul; soit 2C<% un idéal premier non nul de R,
2 Rs= Rs? serait premier dans Ry [tout élément de 2Ry s’écrit ¢s',
qge?,s€ S. Alors as'bs' '€ 2Rs et ag 2, b¢ 2 entrainent as—'be 2 Ry,
et,sil'on a s'b= br', € S, on peut écrire abe 2RsN R,

ab=gqs;'=reR, ¢q=r5€2, S€ES,

doncre? et abe 2, a¢ 2, b¢ 2 contrairement a I’hypothése 2 premier].
Dés lors, 2 Rsy= < Ry, et ceci entraine 2 = 2.

IV.11. ProposiTioN. — Avec les hypothéses de la proposition précédente,
R est un ordre maximal du corps des fractions K de R.

Démonstration. — Cela résulte d’'un résultat d’Asano ([1], th. 2.9),
compte tenu que tout Rs-idéal est inversible. Démontrons ce dernier
point. Soit T' un Rs-idéal, il existe A€ Rs tel que AT C Rs, AT est visible-
ment un idéal a droite de Ry, donc bilatére (lemme IV.5), donc

AT = Rsx = xRy, z€R, 7o (prop.IV.10).

On a donc T'=2A"'zRjs; posons T"= Rex—'}; il est facile de vérifier
que T* est un Rs-idéal, et on a

T*"T= (Rsx'2)(3'x2R,) = Ry
et
TT = ('zRs) (Rsx'})=1"'xRsx ' % = A~ Rg) = Rs.

L’ordre Ry de K est par ailleurs régulier puisqu’il a tous ses idéaux
(a gauche, a droite) bilateres.

IV.12. THEorREME. — Soit R un anneau, noethérien, unitaire, sans
diviseurs de zéro, dont le corps des fractions est noté K, et dont tous les
idéaux (a gauche, a droite) sont bilatéres. Une condition nécessaire et suffi-

- sante pour que R soit un ordre maximal de K est que, pour toul idéal prin-
cipal Ra, as# o, a€ R et pour tout idéal premier ¢ associé ¢ Ra, il n’y ait
pas d’idéaux %-primaires strictement compris entre ¢ et 2, el que l'on

ait ‘ \ 2= o,
1



394 ’ G. MAURY.

Démonstration. — La condition énoncée est bien nécessaire d’aprés le
théoreme IV.2. Démontrons qu’elle est suffisante. Soit ¢ un idéal premier
associé a Ra, a€ R, a% o. D’aprés les propositions IV.10 et IV.11,

pour S= R—, Ry est un ordre maximal de K, et © est un idéal premier
n

minimal. Soit Ra= n X, une décomposition en idéaux tertiaires [12],
i=1
X, étant @;-tertiaire, i=1, ..., n. Démontrons que X, est %;-primaire,
i=1, ..., n. D’abord %; est premier non nul minimal, et R, est un ordre
maximal dont tous les idéaux sont primaires, en particulier, (X;),, est
primaire, donc aussi (X;)o;N R (lemme IV.8). Il suffit de prouver alors
que (X;)z;NnR=X;. Soit x€ (X;);;N R, il existe s¢x; tel que sRxCX;
et, X; étant Z;-tertiaire, on a xe X; ([13], définition 2.1). Ainsi tout
idéal principal non nul est intersection d’idéaux <;-primaires, i =1, ..., n,
dont les radicaux ; sont des idéaux premiers non nuls minimaux (condi-
tion (C.) du théoréme (II.9), p. 98 de ma theése [15]). Par ailleurs, tout
idéal premier minimal 2 de R est idéal premier associé 4 Ra, pour a€ 2,

n

a o. En effet, de Ra:ﬂ X;, X; étant Z;-primaire, i=1, ..., n,

i=1
n
on déduit I I 2{iCRac®, donc 2;=2 pour un i, i=i=n : Donc,
=1

pour tout € premier minimal, S= R—%, Ry est un ordre maximal de K
(condition (C;) du théoréme (II1.9) de ma thése [15]). Enfin, pour tout
ordre R’ dans K contenant R, et pour S= R—%, € premier minimal,
on a R;=_,R'=Rs=4R' avec les notations du lemme IV.6 et en
utilisant ce lemme (condition (C,) du théoréme (I1I.9) de ma thése [15]).
D’aprés le théoréme (I1.9) de ma thése [15], on peut affirmer que R est
un ordre maximal de K.

Les principaux résultats des parties II, III et IV ont été résumés dans
une Note aux Comptes rendus de I’Académie des Sciences de Paris [18].

v

Dans toute cette partie, © désignera un anneau noethérien sans diviseurs
de zéro, ordre maximal régulier de son corps des fractions K. Soit % un
idéal premier minimal non nul de . On posera S = © — <2,

e(?) ={ceSs, tel que cxe et x€eO0=zx€EX.
={ce S, telquezce 2 etze ©=ze€ < | (cf.[8] au bas de la page g1),
e'(2)={ceS, tel que c'€0,=,0/.

I1 est facile de voir que « ce €'(Z) » équivaut a chacune des deux asser-
tions suivantes : « il existe s€ S tel que sOCOc¢ » ou « il existe s'€ S tel
que 0s'CcO ».
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Il est facile de vérifier que 1'on a toujours €'(2)CcC(2).

Lorsque ¢ a tous ses idéaux premiers non nuls maximaux (en tant
qu’idéaux bilatéres), nous dirons, comme G. O. MicHLER [20], que O est
un ordre d’Asano.

V.1. PropPoSITION. — C'(?) est I'ensemble des éléments c, c€ S, tels que
Oc n’admet pas @ comme idéal premier associé. C’est aussi I’ensemble des
éléments ¢, ce S tels que c© n’admet pas € comme idéal premier associé.
Si, pour tout < idéal premier minimal non nul de © on a S = ¢'(2), alors ©
a tous ses idéaux a gauche et tous ses idéaux a droite bilatéres.

Démonstration. — Soit X = @ ¢ pour un élément ¢ non nul et non inver-
sible de ©. Posons @ = X-. 0 ={zxe X|2z0C X!; & est le plus grand idéal
bilatére contenu dans X (il n’est pas nul, car X est régulier). Comme X est
maximum dans sa classe modulo I’équivalence d’Artin, il en est de méme
de A. Soient donc €,, ..., %, les idéaux premiers associés a Oc = X; on a,
p: désignant des entiers naturels convenables, i =1, ..., n:

i=n i=n

[Jercx et []arca

i=1 i=1

Ainsi, si ¢ est un idéal premier associé a @, il contient &, car & est bila-
tére, et I'on a, pour un certain i, € = %; puisque < est minimal non nul.
Réciproquement, si <, est un idéal premier associé a X, donc minimal
non nul (III.1), on a

X:@c:ﬂXi, X, @,-primaire, i=1,...,n,
i=1 :
et
@,2X,.02X . 0=a ([12],th.5.1).

Si<;, ..., sont les idéaux premiers associés a i, on a

=r

ﬂgagllqﬁ

i—=1

pour des entiers p’; convenables, j = 1, ..., r. On en déduit %; = <¢; pour
un certain j, j =1, ..., r. Il résulte de 1a que & et X ont les mémes
idéaux premiers associés.

Supposons que, pour c€ S, il existe s€ S tel que sOCOc. Alors on a
A20s0 et ¢ 2. Ceci prouve que € n’est pas idéal premier associé a e,
donc a Oc. Réciproquement, si 'on a A¢Z, il existe s, s€ S, tel que
s0CAaCOc, et, comme « AL » est équivalent & « 2 n’est pas idéal
premier associé a &, donc a @¢ », on a le résultat annoncé.
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Supposons pour terminer que ’on ait S = ¢'() pour tout idéal premier
non nul minimal ¢ de © avec S = © — 2, Pour tout s, se S, il existe ',
s” appartenant a S tels que s'0COs et ©s"CsO. On en déduit la derniére
assertion de I’énoncé par application du théoréme III.14.

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposerons que © vérifie la
condition (H) suivante :

Condition (H) : Pour fout idéal premier non nul ¢ de ¢, 2'n¢C’ (2)
est non vide pour fout idéal premier minimal ¢’ distinct de <.

La condition (H) est vérifiée par deux classes importantes d’ordres
maximaux introduites dans la littérature :

(a) Si © est un ordre d’Asano, pour tout idéal < premier non nul
minimal de O, on a ¢'(2) = ¢(2). Cela résulte du théoréme (2.14)
de MicHLER [20] suivant lequel O, est un anneau de fractions classique
des deux cotés de © selon ¢(2). Soit alors ¢’ un idéal premier non nul
minimal, non nul distinct de ©; de ¢/ + ¢ = © résulte que

2'ne(2)=2'ne'(x)
est non vide.

(b) Soit R un domaine d’intégrité noethérien intégralement clos, et
soit K son corps des fractions. Soit 2 une K-algébre centrale simple de
dimension finie sur K; supposons que X est un corps gauche. Un R-ordre A
de = est un sous-anneau de X contenant R qui est de type fini en tant que
R-module et telle que KA =Z. Un R-ordre de 2, qui n’est contenu dans
aucun R-ordre différent de X, est dit maximal; ¢’est alors un ordre maximal
de X au sens d’AsaNo, c¢’est-a-dire au sens ou nous ’entendons dans cet
article. Alors un R-ordre maximal A vérifie toutes nos hypotheses : c’est
un ordre maximal noethérien, sans diviseurs de zéro, de son corps des
fractions X, et on peut démontrer qu’il est régulier. Or RiLEY [19] a
démontré que si ¢ est un idéal premier minimal non nul de \, 2NR =<
est un idéal premier minimal de R non nul, et que si ¢’ idéal premier non

nul minimal de A est distinct de 2, on a ¢ £ ¢'; par suite, il existe ¢,
cg T, ce ' tel que Ac=cA, etlonacec (?)nz'.

V.2. ProposITION. — C'(%) est un sous-demi-groupe de ©, et, lorsque ©
vérifie la condition (H), pour tout idéal premier minimal non nul de 0O,
O, est un anneau de fractions des deux cétés selon C'(€). O, est plat en
tant que ©-module a gauche et en tant que ©-module a droite.

Démonstration. — Soient ¢, ¢’ appartenant a €’(2); il existe s et s
appartenant &4 S tels quesOc'C0O et s'Oc¢ ' CO, donc sO(s'Oc¢ ') c' est
compris dans © et, si v appartient 4 sO0s'n S, on a tO(cc’) ' €O, ce qui
prouve que cc’ appartient a ¢'(%). Soit maintenant z, x€0,; il existe
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s, s€ S tel que 9502 SO, donc Os@xrCO. Montrons que Os© coupe C'(T).

C’est évident si 050 = ©. Supposons 050 % O, Il existe des idéaux pre-

miers minimaux %;, { = 1, ..., r, non nuls de ©, et des entiers naturels p;,
i=r

i=1,...,r, tels que l]i’{?"g O0s0O. Aucun des Z; n’est égal 4 2. Sil'on

i=1
i=r

prend ¢;, c;€C'(@)Nn%;, i=1,...,7, on a ¢ =Hc{’iee’(P)nK@ et
i=1

cx€0, donc £ =c ' a, a€0O, ce €' (Z). Ainsi O, est un suranneau de ©
ayant la méme unité que ©, tous les éléments de ¢'(Z) sont inversibles
dans O, et tout élément x de O, s’écrit c~'a, ce €¢'(2), a€ O. Ceci prouve
que O, est un anneau de fractions a gauche de @ selon €'(2). 1l est d’ail-
leurs, puisque I'on a 0,= ;0, anneau de fractions des deux cotés de ©
selon €’(2); © vérifie alors la condition de Ore des deux cotés par rapport
a ¢'(?). La famille & des idéaux a gauche de © qui coupent ¢'(%) est
topologisante et idempotente. Comme un systéme cofinal est constitué
par les idéaux & gauche libres Oc, ce ¢'(2), le localisé de Gabriel O est
un ©-module a gauche plat ([9], corollaire 3.7). D’aprés BourBAKI
(9], p. 163, exercice 22), O, et O, sont des anneaux isomorphes. Ainsi O,
est plat en tant que ©-module a gauche (et en tant que ©-module a droite).

Nous désignons dans la suite par L(2) ’anneau local associé & £ par
GorpIE [8], c’est-a-dire le sous-anneau de K engendré par O et les

éléments c, ce C(2) [on rappelle que 'on a ici n 2 = o (IV.1)].

1

V.3. ProposiTtioN. — Sous I’hypothése (H), une condition nécessaire pour
que Uon ait L(2) = O, est que %, soit le plus grand idéal bilatére de O.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire, car si I’on
a L(2) = Og, 0,20, est le plus grand idéal de 0, [8]. Or on a vu (I.17]
que D= 0,20, et 0,20,20,20,. On a donc Z,= 0,20, et
2, est le plus grand idéal de ©,. Réciproquement, si Z,, est le plus grand
idéal de 9 , 9, est un ordre d’Asano régulier, noethérien, dont %, est
le radical de Jacobson de @, ([20], lemme 2.9), donc un anneau quasi-
local au sens de MicHLER ([10], p. 422). En appliquant le lemme (2.10)
de MicHLER [20], on obtient L(2;) =0O,, en notant L(2,;) le localisé
de Goldie de ¢, selon Z,;, [8]. On va en déduire le résultat : Soit

C(2z) ={veo,|telquexco, etvreZ, =€ 2,}.

Soit z€ 9, et ce ¢(2) avec cx€ 2. 11 existe BE 2, B idéal de © maximal
dans sa classe modulo I'’équivalence d’Artin, tel que cxtBC2,N0O0= 2.
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OnaxBC<2etre 2B C20,= %,. Onadonc
ceEC(Py) et c()Ce(Tq).
Comme © est compris dans O,, on a
0z CL(2)C L(%25) =0, et Op=L(?).
Remarquons que I'on a alors €'(%) = €(2).

Remarque. — Si © est un ordre d’Asano dont tous les idéaux premiers
non nuls sont complétement premiers, © est un anneau dont tousles
idéaux a gauche et tous les idéaux a droite sont bilatéres : en effet
pour tout idéal premier ¢ non nul de O, on a L(2) = 0., donc,
€' () =c¢(2) =S, et I'on utilise la derniére assertion de la propo-
sition V.1.

Je voudrais pour terminer, signaler un travail ([16], [22]), qui peut
entrer dans le cadre de cet article, que nous avons fait E. Oupin et moi-
méme, sur les Gerbiers commutatifs résidués, a élément unité, intégralement
clos : on connait trois conditions nécessaires et suffisantes distinctes
pour que le gerbier des idéaux fractionnaires d’'un domaine d’intégrité
noethérien soit intégralement clos. Ces caractérisations sont appelées
caractérisations A, B, C en [15]. Ces conditions se formulent pour un
gerbier D commutatif & élément unité résidué, noethérien, ordonné en
treillis, mais elles ne sont plus équivalentes. La Note [16] étudie leur
implication et introduit, étant donné un sous-demi-groupe S, contenant
I'unité de D, un gerbier Dy, dit quotient de D selon S. Les résultats des
parties I et V du présent article ont été résumés dans une Note aux
Comptes rendus de I’Académie des Sciences de Paris [19].
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