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LA CONDITION « INTÉGRALEMENT CLOS »
DANS QUELQUES STRUCTURES ALGÉBRIQUES II

PAR

GUY MAURY.
(Lyon).

Cet article se compose de cinq parties. Il fait suite au Mémoire [15].
La condition « intégralement clos » dans quelques structures algébriques,
dont les résultats du chapitre III sont utilisés dans les parties III, IV et V
du présent travail. Nous faisons agir en même temps que la théorie, déjà
ancienne, des ordres maximaux réguliers au sens d'AsANO ([l], [2]), des
méthodes récentes de théorie des anneaux : C'est ainsi que nous consi-
dérons, dans les parties 1 et II de cet article, des localisations au sens de
GABRIEL, en particulier des localisations plates, d'un anneau noethérien 0,
sans diviseurs de zéro. ordre maximal régulier de son corps des fractions K;
de même, dans la partie IV, nous utilisons la puissance symbolique
n-ième d'un idéal premier, introduite récemment par GOLDIE [8].

La première partie définit et caractérise les localisations bilatères de 0.
Signalons le résultat suivant, obtenu grâce à un résultat récent de
HACQUE [9] : Si 0 est un ordre maximal régulier, noethérien, sans diviseurs
de zéro, ordre maximal de son corps des fractions K, dont tous les idéaux
premiers non nuls sont maximaux, tout sous-anneau B de K contenant 0
est plat en tant que (9-module à gauche et en tant que ^-module à droite.

La deuxième partie, assez maigre, étudie les suranneaux plats d'un
ordre maximal 0 contenus dans K.

La troisième partie caractérise, parmi les anneaux, noethériens, sans
diviseurs de zéro, ordres maximaux réguliers de leurs corps de fractions,
ceux qui sont à idéaux (à gauche, à droite) tous bilatères. Il existe de tels
anneaux qui ne sont pas commutatifs.

La quatrième partie constitue un essai pour étendre au cas non commu-
tatif la caractérisation de MORI-YOSIDA ([2l], [26]), appelée caracté-
risation (C) en [15], des domaines d'intégrité, noethériens, intégralement
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clos. En réalité, nous ne parvenons à généraliser la caractérisation (C)
que pour les seuls ordres maximaux, noethériens, sans diviseurs de zéro,
dont tous les idéaux (à gauche, à droite) sont bilatères. Cependant quelques
résultats sont obtenus sous des hypothèses plus générales.

La cinquième partie établit principalement que la localisation 0^,
associée à un idéal premier ^ minimal non nul d'un ordre maximal régu-
lier, noethérien, sans diviseurs de zéro, est un anneau de fraction classique
selon un sous-demi-groupe €' défini à partir de ^, sous une certaine
condition (H).

Si on applique au cas commutatif les résultats obtenus dans les cinq
parties, on retrouve des résultats connus.

1.1. LEMME. — Soit ^ ' une famille non vide d'idéaux bilatères non nuls
d'un anneau unitaire, noethérien à gauche 0 telle que (u€^,u'e^')
entraîne (uu'e^'). La famille ^ de tous les idéaux à gauche de 0, qui
contiennent un idéal bilatère appartenant à ^ ' , est topologisante et idem-
patente ([4], exercices, p. 157 et suiv.).

Démonstration. — ( F ç ^ . F C G ) entraîne (Ge^); et ( F ç ^ . F ' ç ^ )
entraîne (Fc\F'ç.^). On peut écrire par ailleurs :

(Fç.^, Vae<9, 3uç^ tel que u<=F)=>(uaCuC,F et F-.ae^).

Soit enfin un idéal à gauche 1 de 0, soit Fç.^, démontrons :

(\façF, J-.ae^)=>(Je^).
n

On a F=^0ai; il existe u.e^ tel que Uz^=u^a,CJ, f = = i , . . . ,n .

Posons u ==Ur .... Un, on a ue^ et uFCl. Soit u'e^' tel que U'ÇF,
on peut écrire uu'CJ, ce qui prouve Je^.

1.2. Définition.— Une famille ^ qui satisfait aux conditions du
lemme 1.1 est dite bilatère. La famille ^ ' correspondante est dite une
base de ^.

1.3. LEMME. — Soit ^ une famille bilatère. Soit ^ ' une base de ^.
Soit 0^ le localisé de 0 selon ^ ([4], exercices, p. 157 et suiv.), 0 désignant
un anneau unitaire, noethérien, sans diviseurs de zéro, dont K désigne le
corps des fractions [7]. On a

^={xçK\3Fç::^,FxCû}==[xçK\3uç3r/,uxC0}.

Démonstration. — En effet, comme 0 n'a pas de diviseurs de zéro,
^0 = ( x ç. ô | 0 \ x e ̂  { = = o. On sait qu'alors 0^ est l'enveloppe
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^-injective [24] de 0. Comme K est une enveloppe injective de 0, consi-
dérée comme (9-module à gauche (appliquer l'exercice 22 de [4], p. 162,
au cas où la famille ^ considérée dans cet exercice est la famille des idéaux
à gauche essentiels ^o de 0. Le corps des fractions K de 0 est alors iso-
morphe à ôgr, qui est l'enveloppe injective du (9-module à gauche 0).
On montre alors que l'enveloppe ^-injective de 0, comprise dans K,
est alors définie par

e^^[xç.K\3Fç.^ tel que FxCô}.

1.4. Définition. —Une localisation Og;, associée à une famille bilatère ^
de ô, sera dite une localisation bilatère. Si ^ ' désigne une base de ^,
on notera aussi 0^ au lieu de Oy.

1.4 bis. Exemples de localisations bilatères.
i ° Soit, dans cet exemple, comme dans le suivant, 0 un anneau noethé-

rien, sans diviseurs de zéro, unitaire, de corps des fractions K. Soit ^ un
idéal premier de 0. Soit ̂  la famille des idéaux bilatères OsO, s^.^.
Soit ̂  la famille des idéaux à gauche de 0 contenant un idéal bila-
tère 0 s0, s^^î; Off^ sera noté aussi 0^ (la famille ̂  est une famille
bilatère). D'après (1.3), on a

ô^=={xç.K 3 s^.^, sôx^o}.

2° Soit p une famille d'idéaux premiers ^-, ici, de 0. Soit ^ ' p la
famille des idéaux bilatères de 0 qui contiennent, pour tout i, i ç. I , un
élément Si, Si^^i. Le produit de deux idéaux de ^ ' p , u et u ' , est un
idéal de ^ ' p . Soit ^ p la famille des idéaux à gauche de 0, qui contiennent
un idéal de ^'p, <9^, sera notée Op et, d'après le lemme 1.3, on peut écrire

ôp== [xç.K\ 3ue^, urcC<9j .

1.5. THÉORÈME. — Si l'ensemble ^, ^ désignant une famille bilatère,
possède un sous-ensemble co final constitué d'idéaux à gauche projectifs
de Vanneau 0 unitaire, sans diviseurs de zéro, noethérien, l'inclusion cano-
nique 0->ôg, est un épimorphisme d'anneaux plats (d gauche). En parti-
culier, si 0 est un ordre maximal régulier de son corps des fractions K [l],
dont tous les idéaux premiers non nuls sont maximaux, toute localisation
bilatère de 0, est plate (a gauche).

Démonstration. — La première partie résulte d'un résultat de
M. HACQUE ([9], corollaire 3.7, p. ni). La seconde partie résulte du fait
que, dans un ordre maximal régulier, noethérien, sans diviseurs de zéro,
de son corps des fractions K, dont tous les idéaux premiers non nuls sont
maximaux, tout idéal bilatère de 0 est projectif de type fini en tant
qu'idéal à gauche (et d'ailleurs aussi en tant qu'idéal à droite) : en effet,
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tout idéal bilatère de 0 est maximal dans sa classe modulo l'équivalence (R.
de ARTIN [l], donc inversible, et on utilise alors le lemme 1.2 de
ROBSON [23].

1.5 bis. Exemples de localisation bilatère plate.
1° Soit 0 un anneau unitaire, noethérien, sans diviseurs de zéro,

^ désignant un idéal premier de 0. Supposons, de plus, que tous les
idéaux (à gauche, à droite) de 0 sont bilatères. Les idéaux os, s^. '?, sont
libres en tant que (^-module à gauche, et forment un système cofinal
de ̂  : le théorème 1.5 prouve que l'inclusion canonique 0->c^ est
un épimorphisme plat d'anneau (à gauche).

2° Si maintenant ô n'est pas à idéaux (à gauche, à droite) tous bilatères,
mais si S == 0 —c? vérifie la condition suivante : V s e S, 3 s ' e S tel que
ô s ^ s ' ô , un système cofinal d'idéaux à gauche de ^^ est constitué par
les idéaux à gauche libres Os, sç. S, et 0^. est plat (en tant que (^-module
à droite).

1,6. — Dans toute la suite de cette première partie, nous allons supposer
que 0 est un anneau noethérien, sans diviseurs de zéro, ordre maximal
régulier de son corps des fractions K [1]. Nous nous proposons d'étudier
les localisations bilatères de 0. Pour cela, nous nous inspirons direc-
tement d'une méthode mise en œuvre par ASANO [2] pour l'étude de
ô'^, ^ désignant une famille d'idéaux premiers minimaux non nuls du
demi-groupe 0 ' , ordre maximal régulier d'un demi-groupe S.

Soit donc le treillis multiplicatif g des (9-idéaux (bilatères) de 0 [2].
Considérons l'application qui, à a e ̂ , fait correspondre

a' == o •• (o •• a) == ô .• (o \ a),

le plus grand ^-idéal (bilatère) de la classe de a modulo l'équivalence
d'Artin ^. Les (9-idéaux a' seront appelés les c-idéaux (0-idéaux clos).
Si l'on définit, dans l'ensemble des c-idéaux, une multiplication
a' . Ï ' == ( a ' b ' y , il est bien connu que les c-idéaux forment un groupe [2].
Rappelons que, pour un c^-idéal a, on pose a-1 = ô •• a = 0.' a, et que
l'on a 0' == e et

af. a'-1 = a7-1. a' = ô, avec a'-1 == (a-1)'.

1.6 bis. LEMME. — On a la condition de chaîne ascendante pour les
c-idéaux contenus dans un c-idéal fixé c.

Démonstration. — Soit N un ensemble de c-idéaux contenus dans c.
Soit ûçN, on a alors c^.aÇd). Il existe donc un c-idéal maximal b
dans l'ensemble { c-^.a, ûçN}. On a alors

c.6 == c.c- l.ao= ûo

en posant b = c~1. do, do € N, et do est visiblement maximal dans N.
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1.7. LEMME. — Si a est un ô-idéal, il existe des éléments c,, . . . , Cn
dans a, tels que a7 est un c-idéal engendré par Ci, ..., Cn :

/ " v0'= (c,, ..., c.y== (oc^, ..., 0c.<9y= ( ^(c,) ),
\ 1 /

(a) == OaO désignant le 0-idéal engendré par a ([l], th. 1.5), noté aussi (Oa(^).

Démonstration. — Remarquons d'abord que

( ^ )ûae ==} 2^^'' nçN9 À;î ^€(^
( 1 )

est un 0-idéal, car 0 est un ordre régulier ([l], th. 1.5). Soient Cj , . . . , c,n,
m éléments non nuls de a. S'il existe c,n+, ̂  (Cj, . . . , c/«), alors nous formons
(ci, . . . , c,n, c/n+iy^ci'. En utilisant le lemme 1.6 bis, on voit qu'il existe
n tel que (d, ..., Cn)' ̂  a, donc (cj, . . . , c/,y == a'.

1.8. Définition. — Soit A un c^-bimodule non nul, sous-bimodule de K.
La réunion ensembliste de tous les c-idéaux engendrés par un nombre
fini d'éléments de A s'appelle la clôture de A, et se note A. Si l'on a
A == A, A est dit clos.

1.8 bis. Remarque. — II résulte du lemme 1.7 que la clôture a d'un
<9-idéal est a7.

1.9. PROPOSITION. — A est un ô-ô-bimodule, sous-bimodule de K, et
Von a :

io ACA;
2° A =A;
3° ACB implique ACB;

4° ABCAB ^par AB, on entend l'ensemble des sommes finies Va^,

OiçA, biÇ.B, lorsque A et B sont des sous-0-O-bimodules de K\

Démonstration. — Soient x et y appartenant à A, il existe des éléments
ii

de A, a,, . . . , a / ^ , û/^i, . . . , a i appartenant à A, tels que rK€^(a;),
___ i/

î/eV(a;), donc tels que
/î4-l

~n———— - 7 - 7

a;+ye^(a,)+2>,)=2(a.)
1 n+l l
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(propriété de la fermeture a -^ a' = a, a <?-idéal, yofr [2]). De façon
immédiate, on établit, pour xçA, aeA, rcaeA, arceA. Ainsi A est 0-(9-
sous-bimodule de K. Les relations i° et 3° sont évidentes. Soit a un élément
non nul de A, il existe un c-idéal (a,, ...,a,y contenant a, a;€A,
1=1, . . . , r. Il existe (6^, . . . , 6; ) contenant û^, avec b^.çA,
j = i, . . . , Si, i = i, . . . , r. Soit 61, . . . , 6,̂  l'ensemble de tous les bi,
Alors on peut écrire ^e(6j, . . . , bn)', i == i, . . . , r et (61, .... 6^'ÇA,
donc ___

/•
^j («')c <6" •••^») =(&,,..., V C A

j

et aeA. On en déduit A =A.
Soient maintenant A et B deux (D-^-sous-bimodules de K non nuls.

Soient aeA, a^ o, 6eB, b^o, il existe ûi, . . . , arGA et 61, . . . , bsçB
tels que ae(ûj , . . . , a/y et 6€(6i, . .., 6^y; on a donc

a6e(a,, .... a/.y.(6,, ..., 6,y

-2 (̂ ) .2(^) - 2 (̂  2<^) = (CJÎ • • -c^i i L i J L i J
r 7 i r s 1où d appartient à| V^ (dt) | ^ (6y) | C AB pour i = i , . . . , / . On en déduitc^appar Lien L a i ^ ̂ ; M / A U ] )
L i J l i

abçAB. Toute somme finie d'éléments de la forme a6 est donc dans AB
qui est un B-(f)-sous-bimodule de K, et ÀB^AB.

1.10. LEMME. — Soient A, B, deux 0-ô-sous-bimodules de K non nuls.
Soit M un sous-ensemble de K tel que AMCB, alors AMÇjB. En particu-
lier, si a et Ï) sont des ô-idéaux :

aMCb=>aMCb

(on note AM == { am \ aç. A, me M} lorsque M n'est pas un sous-^-^-bimo-
dule de K).

Démonstration, — Lorsque M est nul, le lemme est évident. Lorsque M
est non nul, (OMô) est un <9-(9-sous-bimo(?ule de JC, en notant

( \ }(OMO) =^^^m^,72eN,À,, ̂ e0,m,€M>:
( i )

AMC AÇôWë) C A(0M^)C B.
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1.11. LEMME. — Soient a, b, c des c-idéaux. Soit aMCb, on a
(c.a)MCc.b. En particulier, cçK, acCb^cea-^b.

Démonstration. — Puisque (ça) MC cb, on peut écrire caMCcb, c'est-à-
dire (c.a)MCc.b.

1.12. Définition. — Soit a un c-idéal. Soit ^ une famille bilatère
d'idéaux à gauche de ô de base ^/. Soit ^ la famille bilatère d'idéaux à
droite de base ^ ' . Posons

^=a^=ia;ejC|3ue^',urcCaj,
^a =g.'a= [xç.K\3viç.^', xnCa}.

ï. 12 bis. Remarque. — dg, est la réunion ensembliste des ir^.a
lorsque u parcourt ^ ' : en effet, de urcCa, ue^', résulte d'après (1.10)
et (1.11), xçu-^.a. Réciproquement, de xçû-^a résulte (^eû-^a,
donc u(x)Cu.(x)^a et urcCa. Mais a^ est un <9-0-sous-bimodule de K ;
soient x et y appartenant à (tg,, il existe u, u' appartenant à ^ ' tels que
lircCa et u'yÇa, donc

uu'(rr +y)curc +ury^a, avec uu'e^'.

On voit donc que ûg: est aussi la somme des 0-idéaux u-1. a lorsque u
parcourt ^/.

1.13. LEMME. — Si a et b sont des c-idéaux tels que arcCb, alors
on a a^rcCb^.

Démonstration. — De arcCb résulte (u-^^aîCû-i.b, d'après (1.11), et

\^J [(u-^a)^ = |f \^J u^.a] ̂ c ^J (u-i.b),

donc a^^Cb^.

1.14. LEMME. — ^,a = ag,', pour fou/ c-idéal a.

Démonstration. — On sait que u-^.a == a.iï-1, et par suite g ; ' a = a^.

1.14 ^15. LEMME. — agr est un Og;-idéal.

Démonstration. — Compte tenu de la remarque 1.12 bis, il suffit de
démontrer que si ÀeK, À^ o est tel que aÀC(9, on en déduit a^C o^.
Or ceci résulte du lemme 1.13. De même, ^çK, ^7^0, ^aCcf) entraîne
^G'û)C^, donc^a^C^.

1.15. LEMME. — 0^ est un ordre régulier de K.

Démonstration. — Pour tout xçK, il existe un élément non nul aç0,
tel que (0<xô)xCo, donc

a(9^C^(0a0):c=(<9a0)^a;:
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en effet, pour z ç. (^, il existe u € ^ ' tel que zu C 0, donc

a^u^a(9C(9a(9,

aze^,(c-)a0) = (OaO)^,

et

a^C(0a0)^, ac^rrÇ(0a(f))^C(^ (lemme 1.13).

De même, il existe p€0 tel que xO^^Og;.

1.16. LEMME. — Si a est un c-idéal, alors a^ = dg;.

Démonstration. — Soit a un élément de ûg,. Il existe des éléments en
nombre fini a,, ..., ar tels que a e ( a , , . . . , a/.)', ^ea^, f = i , .... r.

Il existe des u,e^, f == i, . . . , r tels que u,a,e a. Si l'on pose u ^rTu,,

on a u€^ et u^Cu^Ca, donc ^eu-^aÇa^. On a donc

ae^^Cu-^ûCû^,
i

et a^ = a^.

1.17. LEMME. — Si a esf un c-idéal, alors

a^==^a=o^=c^a^.

Démonstration. — On peut écrire

^= 2 (^-^^ 2 (û-1^)= 2 ̂ •^
uc^' ue^' ue^'

Or on a û-1^^, Vue^', donc û-^aÇ^a et

^ û-1. a c ̂  a et a^ c cÇa Ca^ = a^.
ue^7

Ainsi on a

û^ = e^ a == a^- = ̂ ae^ ^a^ = a^ = ̂ ae^- = (^a) e^ = ̂ ae\J.

1.18. THÉORÈME. — La clôture a d'un ô^-idéal a est aussi un ^,,-idéal.

Démonstration. — Soit a un élément de cl, et soit c un élément de c\y.
Il existe un c-idéal (ûi, ..., a/,/ contenant a, ^ecï, f = i, ..., r et
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U-1 contenant c, ue^'. On peut écrire alors

ça e û-1. (ûi, . . . , a,)' = u-1 ^ (a,) C ̂ u-1 (a,)
l - i J i

==(6i, . . . , ^y (lemmel.7),
/•

bjç: Vu"' (ûf,), j = i, . . . , s. On a donc & y € e X , j == i, . . . , s. On a donc

cae^L, et de même ace et. Puisqu'il existe À 7^ o tel que ^UCe^, on en
déduit, lemme 1.10, cl À ç e)^ == (f^.

1.19. THÉORÈME. — Si cl esf un Og;-idéal contenu dans e^, aZor5
a = = a n 0 est un ô-idéal, et a==(a)^.

Démonstration. — De cl 3 a, on déduit cOir-'a et edr^.a,
cl ̂ ag,. Soit a un élément de cl. On a ae (ûj, . . . , a,)', a;e ex, i == i, . . . , r.
Il existe ue^ tel que ua;C(;9, et de plus ua,Ccl, donc ua;Ca,
i == i, . . . , r, donc û^etr^.a, donc

ae^^Cu-^aCa^,

etaca^.

1.20. COROLLAIRE. — Si cl esf un ô^-idéai clos dans (9^(eX==a),
alors il existe un c-idéal a tel que a = a^r.

1.21. THÉORÈME. — Les ô ̂ -idéaux clos ex, d3, e, . . . forment un
groupe G g; par rapport au produit ex.d3 =cXd3; Ze groupe Gg; est homo-
morphe au groupe G de tous les c-idéaux.

Démonstration. — Nous allons montrer que

a^.b^=a^tÇ=(a.b
On a

a^.bg;= ag,b^==(a.b)g,.

û^bg, = e^a b^ = e^ûb.^ = ̂  ab^ = ̂ (û-^) ̂ - == (û-^-

L'application a -^ (Xyr est un homomorphisme de G dans Ggr. Si ex est
contenu dans c9^, il existe un c-idéal a tel que et == a^. Si (^ n'est pas
contenu dans 0^, il existe cigr tel que a^. tôc <^ [on a À e <^, À 7^ o
avec ^^C^, donc

(c^<^)o3C(^, (^I^)^c^ et (^À^)C^,
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donc (^À<5^) == dgr]. On a donc ûgr.c^ =6gr, b désignant un c-idéal, et

(a-%. (L,.tô = ^3 = (a-%. 6^ = (a-1. b)^- :

tout élément de Ggr est image d'un élément de G.

1.22. THÉORÈME. — 0g: est un ordre maximal régulier de K.

Démonstration. — Soit L le demi-groupe ordonné en treillis des
c^-idéaux. L'élément unité de Og, est un idempotent maximal de 0g; car
e-^e^e^e et e-1.^2^^ et (°^c\p d'où e^ôg:. On applique
alors successivement les théorèmes (2.8), (2.7) et (2.2) de [2] : l'ordre à
droite (et l'ordre à gauche) d'un 0^-idéal est ôg; ce qui prouve que c^
est un ordre maximal de K d'ailleurs régulier.

1.23. PROPOSITION. — Soit û un c-idéal contenu dans 0. Alors on a
dg: == Og; si et seulement si û contient un ô-idéal, u, appartenant à ^f.

Démonstration. — De d^u, ue^, on déduit cr^Cû-1^^,
a^== O^a^û-^û == 0 et a^C^, donc 0^===^. Réciproquement, soit
a^==c)^, alors i appartient à ûg;, u = = U i est contenu dans a pour un
certain ue^7.

1.24. Définition. — Un sous-anneau S de K sera dit un Panneau s'il
contient 0, et s'il est clos en tant que (°-(^-sous-bimodule de K.

ï. 24 bis. Remarque. — Un sous-anneau S de K est un e?-anneau si
et seulement si, pour toute famille finie d'éléments de S, Ci, . . . , Cn, le
c-idéal engendré par ï. Ci, 0.2, ..., Cn, est contenu dans S. Par exemple,
ôg; est un (9-anneau pour une famille bilatère ^ de 0.

1.24: ter. LEMME. — Soit S un (^-anneau. Si S n'est pas contenu dans
e^, ^ premier minimal non nul de ô, S contient ^~1.

Démonstration. — Soit c un élément de S n'appartenant pas à e^ :
Vse5 ' i==^—^, sôc^O; on a (ï, c)'30 et [(ï, c)']-1^^. Supposons
qu'il existe sçSi tel que 5€[(i, c)/]-l=•u. On en déduirait

[[(i^y]-1]-1^!^,

vr^ç.ô^ et ce<^, contrairement à l'hypothèse. On a donc uC^ et
s^(i, cy^-1.

1.25. THÉORÈME. — S'oif ^ un idea/ premier minimal de 0; 0^ est un
O'anneau maximal de K, et tout (^-anneau non égal à K est contenu dans un
tel (S^.



CONDITION « INTÉGRALEMENT CLOS », II. 379

Démonstration. — Soit S 3 0^ et S ^=. K, S désignant un 0-anneau de K.
D'après le lemme 1.24, S contient ^-1, donc S contient 0^-\ et
<^ ̂ -1 = (^~% = (^)~1, car S est clos. De ce fait, S contient toutes
les puissances de ̂ . Or ^ étant premier minimal, les seuls ^-idéaux
clos sont les puissances de ̂  [se servir de (1.21) et de (1.23)]. Par ailleurs,
tout élément de K est contenu dans un c^-idéal, donc appartient à S.
Tout 0-anneau S de K, S ̂  K, est contenu dans un certain 0^, ̂  idéal
non nul premier minimal de 0, car, sinon, d'après lel emme 1.24, S contient
tous les ^-1, donc tous les 0-idéaux, et on a S = K, contrairement
à S^K.

1.26. THÉORÈME. — Un û-anneau S distincts de K coïncide avec un
Op, P désignant une famille d'idéaux premiers minimaux non nuls de 0.

Démonstration. — Soit P l'e'nsemble de tous les ^ premiers minimaux
non nuls de 0 tels que 0^ 3 S» Démontrons que ôp = S. Si S est distinct
de Op il existe un élément a, contenu dans Op et non dans S. On a
^(i» ay-^ô et [(i, d)'}-1^. Soit donc [(i, a)]-1 == a, . . . a,, une
décomposition en facteurs premiers de [(i, a)7]"'. Puisque

(I ,ay=aT l . . .a7 l

n'est pas contenu dans S, il existe un û^1, par exemple a^1 , non contenu
dans S. Puisque 071 est contenu dans (i, a/, donc dans Op, donc dans
c\, ^eP, on déduit de ay1 $c^ que ûi n'appartient pas à P. On a donc
^î^a et' Câpres le lemme (1.24 ter), S^ay1, et il y a contradiction.
On a donc Op^S.

Par ailleurs, Op contient S : soit xçS, il existe pour chaque ^, ^eP,
un élément s^^î tel que s^OxCo et s^ç.O, donc, en posant

u=V^5^0, uxCo et xç.0^.
sep

On a donc c?p== 5'. Remarquons que l'on a <9^=== /^ B^.
sep

1.27. COROLLAIRE. — Les localisations bilatères de 0 distinctes de K sont
les anneaux f^\ c^, où P est une famille quelconque non vide d'idéaux pre-

^ ç - p
miers de 0, non nuls, minimaux. Ce sont des ordres maximaux réguliers de K.

1.28. Remarque. — Rien dans ce qui précède d'affirmer ne permet
qu'une localisation bilatère 0g, de 0 est noethérienne comme 0. Ce
problème est lié à la platitude de 0^ en tant que 0-module à droite et
(9-module à gauche.
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1.29. THÉORÈME. — Si tous les idéaux premiers de ô sont maximaux,
0 désignant, rappelons)-le, un anneau noethérien, sans diviseurs de zéro,
ordre maximal régulier de son corps des fractions K, tout sous-anneau S de K
contenant 0 est une localisation bilatère plate des deux côtés de 0.

Démonstration. — On sait en effet ([!]), th. 3.12 et 3.13) que tout sous-
anneau S de K contenant 0 coïncide avec un Op. Par application du
théorème 1.5, on obtient le résultat.

1.30. Remarque. — Sous les hypothèses du théorème précédent,
en utilisant SILVER [25], on s'aperçoit que, si X désigne un idéal à gauche
de Op, on a, en posant a == Xr\0, X == 0^ a. Mais ce résultat était déjà
connu par ASANO ([l], lemme 3, p. 116).

II

Dans cette partie, 0 est un anneau, noethérien, sans diviseurs de zéro,
ordre maximal (non nécessairement régulier) de son corps des frac-
tions K. Soit B un sous-anneau de K, tel que ^^BCK, tel que B soit
plat en tant que 0-module à droite et en tant que ^-module à gauche.
L'anneau B est-il un ordre maximal de K?

11.1. LEMME. — Sous les hypothèses énoncées ci-dessus, l'injection
canonique a : 0-^B est un épimorphisme d'anneau.

La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

11.2. LEMME. — On garde les hypothèses énoncées ci-dessus. Soit b
un idéal bilatère de B. On a

et
b . - b = i ^ e K | b r c C b S =B

b - . b =={xçK\x^c^} =B.

Démonstration. — D'après un résultat de SILVER ([25], prop. 1.6, p. 48),
on a

b === û(g)^B =5(g)^a, avec a==bn0.

D'après un lemme de HARADA, ([10], lemme 1, p. 62), on a b •• b == Hom^b, b),
en identifiant xç.K au morphisme qui à bçB fait correspondre bx, et de
même b •• b = Hom;;(b, b).

Or, d'après BOURBAKI ([5], prop. 1, p. 106), il existe un Z-isomorphisme
entre Hom^a^B, B^û) et Hom;S(a, HomS, B^ù)] : cet isomor-
phisme associe à 7îeHomi;(B(g)^a, B^a) l'application linéaire h' de a
dans îîomi(B,B^a)==B^a, qui, à xça, associe, VyeB,
hf(x)y= hxy (on identifie a ̂ B à aB, et 5®^ a à Ba), donc 7^) == hx.
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Par ailleurs, d'après BOURBAKI ([4], prop. 10, p. 38), il existe un ^-isomor-
phisme entre Hom^a, B(g)^a) etjB(g)^Hom^(a, a) qui à A', application
de a dans B0^a, associe y (g> u, yçB, ueHom^û, û) tel que Va* eu,

h ' ( x ) = y (g) u(x) = y (g) ux,

donc te == yua; et h = z/u. Ainsi B (g)^Hom^(û, a) s'identifie à Hom£(b, b),
et (^ étant un ordre maximal de K, on a

Hom<S(a, û) = a •• a = <?' et B = Homl;(b, b) == b •. b.

On obtient de même b.*b === B.

11.3, PROPOSITION. — Soit 0 un anneau sans diviseurs de zéro, ordre
maximal de son corps des fractions K. Soit B un sous-anneau de K conte-
nant 0, plat en tant que (^-module à droite et en tant que ^-module à gauche,
dont tous les idéaux (à droite, à gauche) sont bilatères, alors B est un anneau
noethérien, sans diviseurs de zéro, ordre maximal de K.

Démonstration. — Le fait que B est noethérien résulte de l'article [25]
(prop. 1.6, p. 46). Soit b un B-idéal ,il existe À e B tel que b ^CJ3, donc
il existe un idéal b' de B tel que b == b .̂"1. On a alors

^'\^f^{xç.K\x^^f\ = = b - . b .

En appliquant le lemme 11.2, on prouve b' •• b' ==b •• b ==B. On demeu-
rerait de même b •• b ===5. Ainsi B est un ordre maximal de K.

Remarque. — Le résultat précédent appliqué au cas où 0 est commu-
tatif (donc aussi B) redonne un résultat de J. MAROT [14].

III

Nous nous proposons dans cette partie de caractériser parmi les
anneaux -R', noethériens, sans diviseurs de zéro, à élément unité, ordres
maximaux réguliers de leur corps des fractions K, ceux dont tous les
idéaux (à gauche, à droite) sont bilatères.

Dans toute cette partie, sauf au théorème III. 14, J? désigne un anneau,
unitaire, noethérien, sans diviseurs de zéro, ordre maximal régulier de son
corps des fractions K, vérifiant la condition (C) suivante :

(C) : Pour tout idéal premier minimal ^ de R (non nul), tout idéal à
gauche ^-primaire (et tout idéal à droite ^-primaire) est contenu dans ^.

La condition (C) est en particulier vérifiée lorsque tout idéal à gauche
{et tout idéal à droite), ^-primaire, est bilatère. Nous utiliserons le théo-
rème suivant ([15], p. 96, th. 2.8) :
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III. 1. THÉORÈME 0. — Soit R un ordre maximal régulier, noethérien,
sans diviseurs de zéro. Soit a, a 7^0, açR, a non inversible dans R, R a
(respectivement aR) est intersection d'idéaux à gauche (respectivement
d'idéaux à droite) primaires (au sens de LESIEUR et CROISOT [12] dont les
radicaux sont des idéaux premiers bilatères minimaux non nuls de R.

Dans toute la suite de cette troisième partie, nous dirons idéal pour
idéal bilatère. Soit ^ un idéal premier de R, et soit S = R — ^.

Rappelons que si 1 désigne un idéal à gauche ^-primaire, à désignant
un idéal premier, il existe un entier naturel p tel que ^C I (cf. [12], pro-
priété 5.5, propriété 5.6, th. 5.1) et si a est premier minimal, la condi-
tion (C) entraîne JC^.,

III. 2. THÉORÈME. — R vérifiant les hypothèses précisées ci-dessus, avec
les notations précédentes, S est un sous-demi-groupe multiplicatif de R, et R
vérifie la condition de Ore des deux côtés par rapport à S. De plus, pour
tout se S, il existe s'e S, s " e S, tels que Rs^s'R et sR^Rs".

Démonstration. — Soient s et s ' deux éléments de S; nous allons établir
que ss' appartient à S. Supposons le contraire. Appliquons le théorème 0 :

n

Rs == f \ Xi, Xi idéal à gauche ^'-primaires, i = i, . . . , n,
i=i

n'

s ' R == f\ Xi, X'i idéal à droite ^-primaires, i = i, . . . , n ' .
i=l

II existe des entiers pi et py, i = i, . . . , n; j = i, .... n1, tels que
/i=n \ /j=n' \

( H^1 )x{ IT^ ^^éal engendré par Rss'RC^.
\i=l ] \7==1 /

On en déduit que l'un des ^y ou que l'un des ̂  est compris dans ^. Mais
ceci entraîne que s ou s ' appartient à ^, contrairement à l'hypothèse [on
se sert de la condition (C)]. Ceci étant, montrons que, pour tout s appar-
tenant à S, il existe un s ' appartenant à S, tel que Rs^s'R : on a établi

i = n i •== n

CPPiplus haut 1 r^f'CJ?^. Supposons que I I ^f1 appartienne à ^?, on
/=! i=l

en déduirait que l'un des ̂  au moins serait contenu dans ̂ , donc aussi Rs
contenu dans Xi, donc dans ^ [condition (C)]. Il existe donc s^ s ' ç S ,
tel que

i=n

S'RçljJ^^CRs.
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On démontrerait de même que, pour tout s appartenant à S, il existe s "
appartenant à S tel que sR^Rs".

Il est facile de démontrer pour terminer que jR vérifie la condition de
Ore des deux côtés par rapport à S.

III. 3. COROLLAIRE. — Si M est un idéal à gauche de R, on a
M^{xçK\3sçS, sRxCM} = {xçK\ 3 s^e S, s'x^M} =(R^)M,

et M^ est un idéal à gauche de Vanneau Ry.
Si M' est un idéal à droite de R, on a

^Mf^{xçK\3sçS,xRsCMf}={xçK\3srçS,xsfç:M} ==M^J?),

et c^M' est un idéal à droite de Vanneau R^ = ^R, noté aussi Rs.

Démonstration. — Facile, la démonstration est laissée aux soins du
lecteur : on remarquera que les notations sont en accord avec celles
introduites à la première partie. Les anneaux R^ et <çjR coïncident ici
avec l'anneau de fractions Rs de -R selon S, la condition de Ore des deux
côtés par rapport à S étant vérifiée.

III. 4. PROPOSITION. — Rs est un ordre maximal régulier.

Démonstration. — La proposition se déduit immédiatement du théo-
rème 1.22.

Dans toute la suite, nous supposerons que ̂  est un idéal premier minimal
non nul de R.

i=7t

III. 5. LEMME. — Soit M == r\ Xi, i == i, ..., n. Xi et M désignant
î=l
i-=n

des idéaux à gauche. On a M^ == F\ (Xi)^. Si, de plus. Xi est ^-primaire
i=ï

avec ^<E ̂ , on a (Xz)^ == R^.

Démonstration. — De MCXz résulte M^Ç(X,)^ pour i ==i , . . . , n,
n i-==-n

donc M^Ç F\ (Xi)^, Soit maintenant xç. F\ (Xi)^ pour chaque
i=ï i=l

i == i, ..., n, il existe s^e S tel que SiXçXi. Il est facile d'établir par
récurrence sur n grâce à la condition de Ore à gauche selon S, l'existence
d'éléments a; appartenant à S et tels que

y == ai 5i = = = . . . = (XnSn, avec y e S.
i=n

On en déduit y^eX^, i ==i, ..., n, donc y.re /^\ X, et xç.M^. La
i=i
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deuxième partie du lemme est établie au lemme 11.2, page 98 de ma
thèse [15].

III. 6. LEMME. — Si a est un idéal de -R, maximal dans sa classe, modulo
l'équivalence d'Artin dl, on a

a^ ==^a =Rs=ûRs;

en particulier, on a ^=^.

Démonstration. — II suffit d'appliquer le corollaire III. 3 et le
lemme 1.14, puis de remarquer que ^ étant premier minimal (non nul)
de R est maximal dans sa classe module ôi ([15], chap. III, th. 11.5
et lemme 11.1).

III.7. LEMME. — \faeR, Rsa=(Ra)^.

Démonstration. — On utilise le corollaire III. 3 en faisant M == Ra;
M^ = Rsa fournit le résultat.

III. 8. LEMME. — Pour n == i, 2, ..., (^% == (^)7' = (s^)7' =<r(^")-

Démonstration. — On a (^% = Rs^11 et (^ ̂ )11 =. {Rs^)'1. Soit
i-=-n

XiçRs^= SRs pour 1=1, ..., n, et considérons TTa*;. On a
1=1

Xi === sy1 pi = p\ s'i~1 avec pi et p\ appartenant à S, et s;, s, appartenant
à S. On peut écrire

x^ X.Î == p\ s^"1 s^1 p2 = pi ̂ ~1 p2? avec T = s^ s\ € «S.

Or T-1?.^ s'écrit à son tour p^r'-1, T'e-S, p^e^ et n;irc.2= pip^-1. On
peut appliquer ce raisonnement à .Ti^^, ..., rcircs.. .^. On obtient
finalement rc j^ . . . Xn== pip '2. . . P'n}'~1 avec Y€ S, pi, p"^, . . . , p;', appar-
tenant à ^. On a donc n;i ... rc^ye ̂ n, donc a-i . . . Xn^^Rs- L'inclusion
^Rs^^RsY est immédiate. On a donc

[^RS = (^RsY == (Rs^y1 == Rs^.
III. 9. PROPOSITION. — Rs est un anneau '.noethérien; ^^ est son plus

grand idéal à gauche et aussi son plus grand idéal à droite. Les seuls idéaux
premiers de Rs sont (o) et ̂ . I I y a une correspondance entre les idéaux à
gauche propres (à droite propres) de Rs et les idéaux à gauche (à droite)
ne rencontrant pas S :

J, idéal à gauche de Rs—^ F= InR,
F, idéal à gauche de R -> 1 ==Rsr.

De plus, 1 désignant un idéal à gauche de Rs, on a 1 = Rs(Ir\R).
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Démonstration. — Nous nous contenterons de démontrer que ̂  est le
plus grand idéal à gauche et le plus grand idéal à droite de Rs et que
c'est avec (o) le seul idéal premier de Rs, le reste de l'énoncé étant facile à
établir. Soit 1 un idéal à gauche de Rs, 1 ̂  Rs, r== Ir\R ne rencontre
pas S, donc est inclus dans ^, et on a

I==RsrCRs^=.^.

Comme T^ ==^, ̂  est aussi le plus grand idéal à droite de Rs. Soit 2
un idéal premier non nul de Rs, donc contenu dans ̂ . On veut démontrer
53===^. Soit Q.'=^r\R, oC^'C^. Démontrons que 2' est complè-
tement premier dans R (abc. 2 ' , açR, bçR entraîne « a ou b appartient
à ^ / »). On peut supposer d'entrée que a et b n'appartiennent pas à S,
car si l'un d'eux, par exemple a, appartient à S, de ab^^, on déduit
bçQ, donc bç. Q ' . Supposons donc que a et b appartiennent à ^, et qu'ils
n'appartiennent pas à 2 ' ; de ab^Q', on déduit Rsab^Q, donc
(Rsà)b^S, et (Rd)^bC2 (lemme III. 7). D'après le théorème 0, on

l==7t

peut écrire Ra = /^\ X^ X^-primaire, i == i, . . . , n, et d'après le
i==l

i=ji

lemme III. 5, (Rd)^==r\ (X,)^; puisque l'on suppose aç^, l'un des

^•, par exemple ^?i, est égal à ^.

D'après le lemme III. 5, on a (Xi)^==(Rà)^. Comme pour un certain
entier naturel pi, on a ^CXi, on a (^Q^^^)^ et d'après le
lemme III. 8, (^1)^ -(^^"(^i)^ si ron avait(^)^C3, on déduirait
a == ̂ , c'est-à-dire ce que nous voulons établir. Supposons donc
(^)^$^: il existe alors a', a7^, a'e(^)^, donc a'^€ (^)^C(Xi)^.
On a donc

afRsbC(Ra)^bC^

avec a7 et b n'appartenant pas à 2 : il y a une contradiction. Finalement a7

est complètement premier dans R. Il est donc égal à 3?, et à = ̂ .

II 1.9 &is. LEMME. — <Soi7 X un idéal à gauche ^-primaire de R, ̂  dési-
gnant, rappelons-le, un idéal premier minimal non nul de R, on a

X=(RsX)r\R.

Démonstration. — Elle a été faite sous des hypothèses plus générales
au lemme 11.2, page 98, de ma thèse [15].

III. 10. PROPOSITION. — Soit T un idéal non nul de Rs, RsIT est un
anneau à idéaux à gauche et à idéaux à droite, tous principaux.

BULL. SOC. MATH. — T. 98, FASO. 4. 25
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Démonstration. — JACOBSON a démontré (cf. [Il], th. 24, p. 128 et 129)
que si L est un ordre maximal régulier, noethérien à gauche, vérifiant
la condition de chaîne descendante affaiblie (c'est-à-dire que toute
chaîne descendante d'idéaux à gauche de L contenant un idéal à gauche
donné non nul s'arrête au bout d'un nombre fini d'idéaux à gauche),
pour tout idéal non nul T de L, L\T a tous ses idéaux à gauche principaux
et tous ses idéaux à droite principaux. Or Rs est un ordre maximal
régulier noethérien, sans diviseurs de zéro, ne possédant qu'un seul
idéal premier non nul ̂ , qui est d'ailleurs le plus grand idéal à gauche
et le plus grand idéal à droite de Rs. On sait qu'il vérifie alors la condition
de chaîne descendante affaiblie pour les idéaux à gauche (cf. [l], th. 2.16)
et on peut appliquer le théorème de Jacobson à Rs.

III. 11. LEMME. — Soit ̂  un idéal premier minimal non nul d'un ordre R
maximal régulier de son corps des fractions K (on suppose toujours R

unitaire, noethérien, sans diviseurs de zéro). On a f^\ ̂ n = o (ASANO).
i

71= ao

Démonstration. — Soit K = /^\ ^. Si K est non nul, désignons par
ïi=i

a la classe de l'idéal a de R, modulo l'équivalence d'Artin <^. On a K ̂  R,
carJC == R entraînerait^ == -R, ce qui est impossible (cf. [15], lemme II. 1,
p. 97). On pourrait alors écrire K == ̂  ... ^'-C ^, et ^i == ^ par
exemple, ^ et ^ étant des éléments premiers dans l'ensemble des
classes ([15], th. II. 5, p. gi3). Comme on a JCC ̂ n pour tout entier naturel n,
on peut écrire

^1+13 ̂ i.̂  ... ~^pr et ^3 ̂  ... ̂ '-,

donc ^ = ^y pour un j, 2 ̂  j ̂  r. Or ceci est impossible car on peut
supposer ^-^ S; pour i^j, i, j = i, ..., r. Il y a contradiction, et
K==o.

III. 12. THÉORÈME. — Les seuls idéaux à gauche (respectivement à
droite) non nuls de Rs sont les ̂ , n == o, 1 ,2, . . . : ainsi tous les idéaux
(à gauche, à droite) de Rs sont bilatères. Enfin, il existe un élément a,
açRs, tel que Rsan= anRs== % n == i, 2, ....

Démonstration. — D'après la proposition III. 10, Rs==Rsl^ est
un anneau à idéaux (à gauche, à droite) tous principaux, et ̂ /^ = Rsa,
aç. Rs. On a donc Rsa + |̂e == ^$ et, d'après le lemme de Nakayama
^ == R^a. Soit I un idéal à gauche propre non nul de Rs, I contient ̂
pour un certain n, puisque, pour le J, i ̂  o, Rsi est ^-primaire (théo-
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rème 0 et proposition III. 9). On a donc J/^+l==J^a / en posant
RS= Rsl^y1, a' désignant un élément convenable de I. On peut écrire
successivement

I == R^a' + ̂ +1 == I^sa'+ ̂  .^CJ?^4- ̂ JC J,

donc 1 == J?.ya/+ ̂ J, et, d'après le lemme de Nakayama, 1 = Rsa'.
Mais a ' , appartenant à â^, s'écrit 0.^(1=0.', et il est facile alors de
prouver que 1 == Rsa7 pour un entier naturel r. En particulier, on a
^==J^^C^; si l'on avait p>r , on en déduirait ^ == ^Ç, mais

cela entraînerait /^ ^7^ o contrairement au lemme III. 11. On a donc
i

p ̂  r, et ceci entraîne p === r (raisonnement par récurrence sur p,
pour p = i, on a évidemment r = i). Le théorème s'en déduit alors
facilement.

III. 13. THÉORÈME. — Tout idéal (à gauche, à droite) de R est bilatère.
Démonstration. — Considérons un idéal à gauche X, S-primaire,

^ premier minimal non nul. D'après le lemme III. 9 bis, X == RsXr\R.
D'après le théorème III. 12, R^X est un idéal bilatère de Rs, donc X est

11
un idéal de R. Soit alors Ra == /̂ \ X;, aç.R, a ̂  o, une représentation

de Ra comme intersection d'idéaux à gauche ^-primaires, c^ premier
minimal, i = i, . . . , n (théorème 0). Chaque Xi est bilatère et, par suite,
Ra est bilatère. On démontrerait de même que aR est bilatère, et par suite,
tout idéal d'un côté de jR est bilatère.

III. 14. THÉORÈME. — Soit R un ordre maximal régulier, noethérien,
sans diviseurs de zéro (ordre maximal de son corps des fractions K). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Tout idéal d'un côté (à gauche, à droite) est bilatère.
(2) Tout idéal d'un côté ^-primaire, ^ premier minimal non nul, est

contenu dans c!.
(3) Pour tout idéal premier minimal ^ de R, soit S == R—^. Pour

tout s appartenant à S, il existe s ' et s " appartenant à S, tels que Rs^s'R
et sR^Rs".

(4) Tout idéal à gauche principal (resp. à droite principal) est contenu
dans chacun des idéaux premiers qui lui sont associés.

Démonstration.
(i) => (2) : si X est un idéal à gauche par exemple, ^-primaire, S pre-

mier minimal non nul, on a X'.jRC^. En particulier, si X est bilatère,
on a X'. R = X, et X est compris dans ^.
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(2)=>(3) : voir le théorème III. 2.
(3)=> (i) : les résultats obtenus après le théorème II 1.2 sont valables

sous la condition (3), remplaçant (2).
(s) => (4) : immédiat par application du théorème 0.
(4)=>(i) : le théorème II 1.2 et toute la suite sont valables sous

l'hypothèse (4), remplaçant (2).

III. 15. Exemple d'ordres maximaux réguliers, noethériens, sans diviseurs
de zéro, à idéaux (à gauche, à droite) tous bilatères, non commutatifs :

Soit ô un domaine d'intégrité, local régulier complet de dimension i,
et soit L son corps des fractions. Soit A un corps gauche, algèbre centrale
simple de rang fini sur L. Si A est un ordre maximal de A (au sens de
[3]), alors A est sans diviseurs de zéro, noethérien, à idéaux (à gauche,
à droite) tous bilatères ([3], corollaire, p. i4, et th. 3.11, p. i3, et
DEURING [6], th. 12, p. 100).

IV

Le but de cette partie est d'examiner si la caractérisation de
MORI-YOSIDA ([2l], [26'|), des domaines d'intégrité, noethérien, inté-
gralement clos (appelée caractérisation (C) en [15]) s'étend au cas non
commutatif.

Rappelons cette caractérisation :
Soit R un domaine d'intégrité, noethérien. Pour que R soit intégra-

lement clos dans son corps des fractions, il faut et il suffit que, pour tout
idéal principal non nul R a, et pour tout idéal premier ^î, associé à R a,
il n'y ait pas d'idéaux ^-primaires entre ^ et ^(2).

Dans la suite, jR désigne un anneau non nécessairement commutatif,
noethérien, sans diviseurs de zéro, dont le corps des fractions est noté K.
Soit ^ un idéal premier de jR, on note ̂ ^ la n-ième puissance symbolique
de ^, introduite par GOLDIE [8].

IV. 1. LEMME. — Si R est de plus un ordre maximal régulier de K,
00

et si ̂  désigne un idéal premier non nul minimal de R, on a ^\ ̂ == o,
i

et ^w est le plus grand idéal de la classe de ^n module l'équivalence
d'Artin <^.

Démonstration. — Soit e= {cçR\ cxç^, xç:R=>xç.^ j. Soient ^ la
famille des idéaux à droite F de R tels que, V ae-R, F.- aï e, et § la
famille des idéaux à gauche G de jR tels que, V aç. R, G\ a \ e. On sait,
d'après GOLDIE ([8], prop. 3.3) qu'il existe Fç.^ et Geg- tels que
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G^FC^^-i). Si l'on désigne par G' et F' les idéaux (bilatères)
engendrés par G et F respectivement, on a, ^(ra) étant bilatère,

G^>)F"== G^FC^^-1);

supposons £?( /^- l)==^( /^). Passons aux classes module ^. Désignons par
G7, . . . le plus grand idéal de la classe de G ' , . . . . Notons "G^'^G7. G^
G" désignant un idéal de R. Il vient

G ' . ̂ [n}. F' Cc?. ̂ -1) == ̂ . ̂ ).

On peut simplifier par^ puisque l'on est dans un groupe commutatif, et
l'on peut écrire :

G'F'C (y~F'^Gï.F'C^==<î,

car t? est maximum dans sa classe. Or G' et F ' contiennent des éléments
c et c' appartenant à e, donc cRc'C^î avec c et c' n'appartenant pas à T.
On tombe sur une contradiction. On ne peut donc avoir ̂ ^ c ? / < f ) avec
n-^-n'. On sait, d'après GOLDIE ([8], th. 4.3) que ^") est ^-primaire des
deux côtés, n = = i , 2, . . . . Les idéaux ^ / ) sont donc les plus grands
idéaux de leur classe ^ / L ) modulo cR-, À ' = = I , 2, . . . . Les classes ^),
k==i, 2, . . . sont des éléments ^-primaires contenant c!"- (cf. [15],
th. 11.6, p. 94, et lemme 11.1) : ce sont des classes parmi les ^/L,
k==i, 2, . . . , n. Comme les classes ^/), k== i, . . . , n, sont distinctes,
on a l'égalité ^t^^^, et W est élément maximum de la classe
tp/_ ip-< L. _ T r»-^ — ^ , ji — i, . . . . i l ,

On montre alors en remplaçant cîn par ^(/î), comme au lemme III. 11,

W) = nque l'on a /^\ c^(") = o.

IV. 2. THÉORÈME. — Pour tout idéal premier T, associé à Ra ou à
aR, a ̂  o, açR, il n'y a pas d'idéal ^-primaire strictement compris entre
^ et cî. De façon générale, les seuls idéaux ^-primaires entre ^n et ^ sont

^:/^ ^(n-i)^ ^ ̂  on a F^ ̂ •• 0.

Démonstration. — Rappelons que les idéaux ^-primaires sont maximaux
dans leur classe modulo <^, et celles-ci sont distinctes de la classe de R,
car t? est premier minimal (théorème 0). La classe d'un idéal T-primaire
contenant cï'^ est donc de la forme ̂  pour un k, i^ k ̂ n. Un idéal
^-primaire contenant <-î'^ est donc élément maximal de la classe ^ pour
un certain À-, i^/c^n; c'est donc ̂  (lemme IV. 1).
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IV. 3. — Nous ne savons pas actuellement si la réciproque du théorème
précédent est vraie en général. Le but de ce qui suit est d'établir cette
réciproque en supposant de plus que R est un anneau à idéaux (à droite,
à gauche) tous bilatères; de façon précise, nous établirons ce qui suit :
Si R est un anneau unitaire noethérien, sans diviseurs de zéro, dont tous
les idéaux (à gauche, à droite) sont bilatères, si, pour tout idéal principal
Ra, a^ o, açR, et si, pour tout idéal premier associé à Ra, ̂ , il n'y a

pas d'idéaux ^-primaires entre ^ et ^-\ et si l'on a Ç\ ̂ " )== o, R est
i

un ordre maximal régulier de son corps des fractions K.
Dans toute la suite, R, outre les hypothèses précisées au début de la

partie IV, est un anneau à idéaux (à droite, à gauche) tous bilatères.

Dans tout ce qui suit, ̂  désigne un idéal premier de R tel que /^\ ̂  == o.
i

IV. 4. LEMME. — Avec les hypothèses pour R et ^ précisées en IV. 3,
on peut écrire, en posant S = R — ̂  :
\/açR, \fsçS, 3s.içS, 3s^çS, avec as==s.îa et sa==as^

Démonstration. — A. cause de l'égalité Ra = aR, on a toujours sa == asi,
5i eJ?. Il faut démontrer que Si appartient à S. Si a appartient à S,
asi appartient à S, donc aussi Si. Soit a appartenant à S, si a est nul,
on peut prendre Si== i, si a est non nul, il existe n tel que a appartient

à ̂  et tel que a n'appartient pas à ̂ +1) ( sans quoi a appartiendrait à

\
(^\ ^!H} et serait nul ^. Supposons SieS, alors sa appartiendrait à ^"^r,

i /
donc a appartiendrait à ̂ n+i\ contrairement à l'hypothèse [on remarquera
que dans le cas particulier envisagé ici, la définition de ̂  s'obtient
ainsi par récurrence : ̂ l)== ̂ ; si ̂ -1) est défini, on a

^^{xçR^sçS^s^S,

tels que sxs''^^-^(ou sxs1^e^.^-1))].

IV. 5. LEMME. — Rs a tous ses idéaux à gauche et tous ses idéaux à droite
bilatères (Rs désigne Vanneau de fractions de R selon S).

Démonstration. — R ayant tous ses idéaux (à gauche, à droite) bilatères,
il est immédiat que l'anneau de fractions de R selon S existe. Notons-le Rs.
Soit xçRs, il faut démontrer RsX=xRs. Posons x==as-\ s G S, açR,
donc

xRs== as^R^ aRs= { aR^-\ T€ S j
= { RaT-\ T€ S}== { R^1-1 a, T'€= S j,
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en posant ar = T'a (lemme IV.4), et xRs= aRs= Rsa= RsX.

IV. 6. LEMME. — Soit R un sons-anneau de K, corps des fractions de R,
contenant R; on a R's=sR'

Démonstration. — Posons

R's==[xçK\3sçS,sRxCR'} et sR=:{xçK\3sç. S, xRsCR'}.

Comme Rs==sR, on a

Rs=\xçK 3 s ç S , s x ç R } et sR==[xçK\3 sç S, xsçR}.

Soit a, b, çR, b^o et ab-^K; d'après le lemme IV. 4, s étant donné
dans S, on peut trouver s ' et s " dans S tels que sa== as' et bs^s^b.
On a donc sah-^ == as'b-1 = ah-1 s " , et sab-^çR équivaut à ab^s^çR,
d'où Rs=sR.

IV. 7. LEMME. — Un idéal 2 de R est ^-primaire à gauche si et seule-
ment si :

(H 1) i7 existe nçN tel que ^ca;
(H 2) xaCâ et x^2 entraîne aç.^.

Démonstration. — On sait que S. est ^-primaire à gauche [12] si :
i° il existe nçN tel que ^Cî2;
2° XeZC^, X<Ea entraîne OÇ^, X et cl désignant des idéaux de R.

Si la condition (H 2) est vérifiée, Xeica, X$a, entraîne l'existence
de xçX, x^2 tel que l'on ait, Vae^t , rcae^, donc aç.^ et OC^ :
^ est donc ^-primaire à gauche. Réciproquement, si 2 est ^-primaire à
gauche, soit x^2 et xaçQ alors on a RxaRCâ, (Rx) (aR)C^ avec
jRrr^^, donc aRC^ et ae^.

IV. 8. LEMME. — L'intersection d'un idéal premier (respectivement
primaire à gauche) de Rs avec R est un idéal premier (respectivement pri-
maire à gauche) de R.

Démonstration. — Soit ^/ un idéal ^'-primaire de Rs, ï ' idéal premier
de Rs. Soit t^l==^ /n.R; ^i est premier, caraôe^i, açR, bçR, entraîne
abç.^', donc a ou bç. ̂ /, donc a ou &e^r Soit 52i= 52'njR. Considérons
a, 6ejR, et abç^i, a^^; on déduit abç^, a^^', donc fte^',
donc ôe^i. Par ailleurs, ^Ç^' entraîne

^^ n R c 52i et ^ == ( ^ ' n ̂  c ̂  n J? c ̂ .

D'après le lemme IV. 7, 3i est ^i-primaire à gauche.
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IV. 9. LEMME. — Soit ^.= Rs^ == ̂ Rs' L'idéal ̂  est le plus grand
idéal de Rs, et tout idéal contenant (^)2 est ^^-primaire à gauche.

Démonstration. — L'ensemble des éléments de la forme s~1 p, pe^,
se S, forme un idéal de Rs. Tout élément de Rs non contenu dans cet
idéal est de la forme s ^ s ' , se S, s ' ç S, donc est inversible dans Rs. Ainsi,
tout idéal propre de Rs est contenu dans cet idéal, égal d'ailleurs à
Rs^==^Rs' Remarquons que Rs est noethérien (car tout idéal 1 de Rs
s'écrit Rsl' avec 1'=^ 1 r\R). Soit l un idéal contenant (^)2, et soit ^
un idéal premier associé à I . On a (^)'2C^C^ (I est bilatère), donc
a === ̂ . Le seul idéal premier associé à J est ̂ . Par ailleurs, t^ est le
seul résiduel à gauche propre premier de J [12], car I*.Y== cl avec Y<fp 1
entraîne dYCJ, et J étant bilatère <^3J?(^)2, donc a ==c^, et ^
est idéal premier minimum contenant 1 de sorte que 1 est ^ -pri-
maire ([12], th. 5.1).

IV. 10. PROPOSITION. — Soit R un anneau vérifiant les conditions du
début de ce paragraphe [noethérien, unitaire, sans diviseurs de zéro, dont
tous les idéaux (à gauche, à droite) sont bilatères]. Soit ^ un idéal premier

de R tel que r\ ̂ = o et tel qu'il n'y ait pas d'idéaux ^-primaires entre
i

c! et ^(2). Soit S== R— ï. Pour n = i, 2, . . . , on peut trouver un élément a
de R indépendant de n, tel que (^^Y == R^a'1 == a71 Rs, et c! est un idéal
premier non nul minimal de R. Les idéaux propres de Rs sont (^)71,
n== i, 2, ....

Démonstration. — On a (^^7^ ^^> sinon on aurait

^ (̂ )̂ : o, d'où ^ (̂  n R ̂  o.^^f
i i

Or on a, d'après GOLDIE [8], (^^n-R^ ̂ {n}, l'anneau local associé

par GOLDIE à ^ étant ici Rs. On aurait donc F\ ̂ [n} ̂  o, contrairement
i

à l'hypothèse. Soit alors û€^ et a^(^)2 et I=(^y+Rsa; 1 est
^-primaire à gauche (lemme IV. 9). D'après le lemme IV. 8, JnJ? est
^-primaire à gauche, contenant (T^nJ^ ^ (2); on a donc, soit
JnJ?==^,soit Jn-R^^, et I==Rs^==^ ou I^Rs^^ (^)2 [8].
Mais ceci entraîne 1==^, car a^(^)2. Ainsi on a ^^(^y-'+^a,
d'où l'on déduit, d'après le lemme de Nakayama (cas non commutatif),
^==.R^a, et de même ̂ = aRs, et, pour

n=i, 2, ..., (<î^)n==anRs==Rsan.
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Tout idéal de Rs est un (^n, n== i, 2, .... En effet, soit 1 un idéal
de Rs engendré par a,, i=i, . . . , r; on a a^a^, a^^. Soit
rj==inf(ri, . . . , r,,), on a

I = (J^ai + jR^ û^-/\ + ... + %a^ a7"-7'!)^,

et a, est inversible dans J?^, donc I==Rsd^; Rs ne contient qu'un seul
idéal premier non nul; soit 2C^ un idéal premier non nul de R,
SRs==Rs^ serait premier dans Rs [tout élément de QRs s'écrit qs-\
qç^.sçS. Alors as-1 bs^ e Q Rs et 0^53, b^â entraînent as-^bç^Rs,
et, si l'on a s-1 b== 6ï-1, T Ç S , on peut écrire abç^Rsr\R,

ab=q,s-,i==^çR, q,==rs,(E^, Sj e S,

donc rç^ et abc. 2, a ̂ , 6^: a contrairement à l'hypothèse^ premier],
Dès lors, QRs==^Rs, et ceci entraîne 52== ^.

IV. 11. PROPOSITION. — Avec les hypothèses de la proposition précédente^
Rs est un ordre maximal du corps des fractions K de R.

Démonstration. — Cela résulte d'un résultat d'AsANO ([l], th. 2.9),
compte tenu que tout JR^-idéal est inversible. Démontrons ce dernier
point. Soit T un J^-idéal, il existe ̂ çRs tel que ^ TCR^, -^ T est visible-
ment un idéal à droite de Rs, donc bilatère (lemme IV. 5), donc

^T=RsX==xRs, xçR, X-^-Q (prop. IV. 10).

On a donc T^^xRs; posons T^RsX-^; il est facile de vérifier
que T* est un Jî^-idéal, et on a

F T = (Rsx-1}.) (À-1 xRs) == Rs
et

TT= ̂ -1 xRs) (Psx^ À) == À-1 xRsX-11 = À-1 Rs^ == Rs.

L'ordre Rs de K est par ailleurs régulier puisqu'il a tous ses idéaux
(à gauche, à droite) bilatères.

IV. 12. THÉORÈME. — Soit R un anneau, noethérien, unitaire, sans
diviseurs de zéro, dont le corps des fractions est noté K, et dont tous les
idéaux (à gauche, à droite) sont bilatères. Une condition nécessaire et suffi-

• santé pour que R soit un ordre maximal de K est que, pour tout idéal prin-
cipal Ra, a^o, açR et pour tout idéal premier ï associé à Ra, il n'y ail
pas d'idéaux ^-primaires strictement compris entre t? et ^\ et que Von

ait F\ ̂ )==o.
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Démonstration. — La condition énoncée est bien nécessaire d'après le
théorème IV. 2. Démontrons qu'elle est suffisante. Soit ^ un idéal premier
associé à Ra, açR, a^o. D'après les propositions IV.10 et IV.11,
pour S == R— '?, Rs est un ordre maximal de K, et<? est un idéal premier

n

minimal. Soit Ra== ̂ \ Xi une décomposition en idéaux tertiaires [12],

Xi étant ^-tertiaire, i=--1, . . . , n. Démontrons que X; est ^-primaire,
i === i, . . . , n. D'abord ^; est premier non nul minimal, et R^ est un ordre
maximal dont tous les idéaux sont primaires, en particulier, (Xi)^ est
primaire, donc aussi (X,)^nJ? (lemme IV. 8). Il suffit de prouver alors
que (Xi)^r\R=Xi. Soit xç.(Xi)^r\R, il existe s^i tel que sRxCX,
et, X; étant ^-tertiaire, on a xçXi ([13], définition 2.1). Ainsi tout
idéal principal non nul est intersection d'idéaux ^-primaires, i == i, ..., n,
dont les radicaux ̂  sont des idéaux premiers non nuls minimaux (condi-
tion (C,) du théorème (11.9), p. 98 de ma thèse [15]). Par ailleurs, tout
idéal premier minimal a de R est idéal premier associé à Ra, pour açQ,

n

a ̂ 0. En effet, de Ra= (^\ X,, X, étant ^-primaire, i = = i , . . . , n,
i=l

n

on déduit J^^^^aC^, donc ^= à pour un i, i^i^n : Donc,
î==l

pour tout ^ premier minimal, S== R—^, Rs est un ordre maximal de K
(condition (C:0 du théorème (11.9) de ma thèse [15]). Enfin, pour tout
ordre R' dans K contenant JR, et pour S==R—^, ^ premier minimal,
on a Ry^^R^Rs^sR avec les notations du lemme IV. 6 et en
utilisant ce lemme (condition (Ci) du théorème (11.9) de ma thèse [15]).
D'après le théorème (11.9) de ma thèse [15], on peut affirmer que R est
un ordre maximal de K.

Les principaux résultats des parties II, III et IV ont été résumés dans
une Note aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences de Paris [18].

V

Dans toute cette partie, 0 désignera un anneau noethérien sans diviseurs
de zéro, ordre maximal régulier de son corps des fractions K. Soit î un
idéal premier minimal non nul de 0. On posera S ==0 —c?,
C(^) ==;ce5 ' , tel que cxç.^ et x ç:0=> xç.^.

== { ce -S.telquezce^ etzçO^zç^}(cf. [8] au bas de la page 91),
e ' ( ^ ) == i c ç S, tel que c-1 ç 0^ = ̂ 0 j .

Il est facile de voir que « c€ e'(^) » équivaut à chacune des deux asser-
tions suivantes : « il existe s € S tel que sO^ôc » ou « il existe s'€ S tel
que c^'C c0 ».
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II est facile de vérifier que l'on a toujours <^(^)ç:e(^).
Lorsque c^ a tous ses idéaux premiers non nuls maximaux (en tant

qu'idéaux bilatères), nous dirons, comme G. 0. MICHLER [20], que 0 est
un ordre d'Asano.

V.l. PROPOSITION. — e'^î) est l'ensemble des éléments c, ce S, tels que
€c n'admet pas ^ comme idéal premier associé. C'est aussi l'ensemble des
éléments c, cçS tels que cO n'admet pas ^ comme idéal premier associé.
Si, pour tout ^ idéal premier minimal non nul de 0 on a S == c^(^), alors 0
a tous ses idéaux à gauche et tous ses idéaux à droite bilatères.

Démonstration. — Soit X = Oc pour un élément c non nul et non inver-
sible de 0. Posons d == X •. 0 --= {x ç X | xO C X j• ; cl est le plus grand idéal
bilatère contenu dans X (il n'est pas nul, carX est régulier). Comme X est
maximum dans sa classe module l'équivalence d'Artin, il en est de même
de cl. Soient donc ^i, . . . , ̂  les idéaux premiers associés à Oc = X; on a,
pi désignant des entiers naturels convenables, i ==i, . . . , n :

i==/t i == n

F[ ̂ r c x et ]Q[ ̂ l c a '

Ainsi, si ^ est un idéal premier associé à ci, il contient cl, car cl est bila-
tère, et l'on a, pour un certain i, ^ == ̂  puisque ^ est minimal non nul.
Réciproquement, si t?, est un idéal premier associé à X, donc minimal
non nul (III. 1), on a

i=n

X == Oc == F\ Xi, Xi ^-primaire, i == i, . . . , n,
i == l

et
^3X,- .cOX-.(9==cl ([12], th. 5.1).

Si ^\\, . . . , L^,. sont les idéaux premiers associés à cl, on a
1=7'

^ci^TT'î//'

pour des entiers py convenables, j = i, . . . , r. On en déduit ̂  = ^y pour
un certain j, j == i, . . . , r. Il résulte de là que cl et X ont les mêmes
idéaux premiers associés.

Supposons que, pour ce S, il existe s çS tel que sO^ôc. Alors on a
cl 3 Os0 et cl^^. Ceci prouve que ^ n'est pas idéal premier associé à cl,
donc à Oc. Réciproquement, si l'on a cl<(:^, il existe s, se S, tel que
s0 C cl C o c, et, comme « d j; ̂  » est équivalent à « ^ n'est pas idéal
premier associé à cl, donc à Oc », on a le résultat annoncé.
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Supposons pour terminer que l'on ait S = e'(^) pour tout idéal premier
non nul minimal ^ de 0 avec S = 0 — ^. Pour tout s, sç. S, il existe s\
s ' appartenant à S tels que s'OCôs et ôs^CsO. On en déduit la dernière
assertion de l'énoncé par application du théorème III. 14.

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposerons que 0 vérifie la
condition (H) suivante :

Condition (H) : Pour tout idéal premier non nul ^ de e\ cîfr\e' (^)
est non vide pour tout idéal premier minimal ^ ' distinct de ^.

La condition (H) est vérifiée par deux classes importantes d'ordres
maximaux introduites dans la littérature :

(a) Si 0 est un ordre d'Asano, pour tout idéal ^ premier non nul
minimal de ô, on a e^) = e(^). Cela résulte du théorème (2.14)
de MICHLER [20] suivant lequel 0^ est un anneau de fractions classique
des deux côtés de 0 selon C(^). Soit alors c î ' un idéal premier non nul
minimal, non nul distinct de t? ; de ^ ' 4- t? = 0 résulte que

cîrr^e(^)=^f^ef(<s)
est non vide.

(b) Soit R un domaine d'intégrité noethérien intégralement clos, et
soit K son corps des fractions. Soit 1 une K-algèbre centrale simple de
dimension finie sur K; supposons que î est un corps gauche. Un2?-ordre A
de 1 est un sous-anneau de 1 contenant R qui est de type fini en tant que
-R-module et telle que KA ==I. Un jR-ordre de 1, qui n'est contenu dans
aucun Jî-ordre différent de i, est dit maximal; c'est alors un ordre maximal
de 1 au sens d'AsANO, c'est-à-dire au sens où nous l'entendons dans cet
article. Alors un R-ordre maximal A vérifie toutes nos hypothèses : c'est
un ordre maximal noethérien, sans diviseurs de zéro, de son corps des
fractions ^, et on peut démontrer qu'il est régulier. Or RILEY [19] a
démontré que si ^ est un idéal premier minimal non nul de A, ^ n R == ̂
est un idéal premier minimal de R non nul, et que si ^ ' idéal premier non
nul minimal de A est distinct de ^r, on a T 7^ ^ /; par suite, il existe c,
c^ ^, ce ̂  tel que Ac == cA, et l'on a cee^n^.

V.2. PROPOSITION.—e'(^) est un sous-demi-groupe de e, et, lorsque 0
vérifie la condition (H), pour tout idéal premier minimal non nul de 0,
0^ est un anneau de fractions des deux côtés selon (^(^). e\,, est plat en
tant que 0-module à gauche et en tant que 0-module à droite.

Démonstration. — Soient c, c' appartenant à e'^î)', il existe s et s'
appartenant à S tels quesôc^co et s'Oc'-^ô, donc sOÇs'Oc'-^c-^ est
compris dans (9 et, si T appartient à s0s'r\ S, on a T0(cc')-1 C^, ce qui
prouve que ce' appartient à e'^). Soit maintenant x, xç.0^, il existe
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s, sç S tel que OsOx^O, donc Osôx^ô. Montrons que ôsô coupe Q'(^).
C'est évident si ôsff == 0, Supposons ôsô 7^ <?. Il existe des idéaux pre-
miers minimaux ^-, i == i, . . . , r, non nuls de ô, et des entiers naturels pi,

i=.r

i = i, . . . , r, tels que IT^f1^ ôsô. Aucun des ^ n'est égal à ^. Si l'on

prend d, c^O'C^n^, i == i, . . . , r , on a c ^TTc^e^P)^» 0s0 et
<==!

c^ec^, donc x == c-1 a, aç.ô, cç:C'(^). Ainsi ̂  est un suranneau de ô
ayant la même unité que 0, tous les éléments de C1^) sont inversibles
dans 0, et tout élément x de 0^ s'écrit c~1 a, cçe\'S), aç.0. Ceci prouve
que 0^ est un anneau de fractions à gauche de ô selon c^^). Il est d'ail-
leurs, puisque l'on a <9<ç= ^<9, anneau de fractions des deux côtés de 0
selon (S^); ̂  vérifie alors la condition de Ore des deux côtés par rapport
à (^(T). La famille ^ des idéaux à gauche de 0 qui coupent e ' ( ^ ) est
topologisante et idempotente. Comme un système cofinal est constitué
par les idéaux à gauche libres <9c, ce^'(^), le localisé de Gabriel Oy est
un 0-module à gauche plat ([9], corollaire 3.7). D'après BOURBAKI
([9], p. i63, exercice 22), 0^ et 0^ sont des anneaux isomorphes. Ainsi 0^
est plat en tant que 0-module à gauche (et en tant que 0-module à droite).

Nous désignons dans la suite par L(^) l'anneau local associé à ^ par
GOLDIE [8], c'est-à-dire le sous-anneau de K engendré par <9 et les

00

éléments c, cçe(ï) [on rappelle que l'on a ici F\ ̂  == o (IV. 1)].
i

V. 3. PROPOSITION. — Sous F hypothèse (H), une condition nécessaire pour
que Von ait L(^) == 0^ est que ̂  soit le plus grand idéal bilatère de <9^.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire, car si l'on
a L(^) == 0^, ô^W^ est le plus grand idéal de c^ [8]. Or on a vu (1.17]
que ^= ev^c^ et C^W^^e^e^ On a donc ^==<^m^ et
^ est le plus grand idéal de <^. Réciproquement, si ̂  est le plus grand
idéal de 0^, 0^ est un ordre d'Asano régulier, noethérien, dont ̂  est
le radical de Jacobson de 0^ ([20], lemme 2.9), donc un anneau quasi-
local au sens de MICHLER ([10], p. 422). En appliquant le lemme (2.10)
de MICHLER [20], on obtient L(^) === 0^, en notant L(^) le localisé
de Goldie de 0^ selon ̂  [8]. On va en déduire le résultat : Soit

C(^) = { vç.0^ | telquerce^ etvxç^=^xç^^}.

Soit xç, 0^ et c€ <3(^) avec cxç. ̂ . II existe B^ ̂ , B idéal de 0 maximal
dans sa classe modulo l'équivalence d'Artin, tel que cxB^<î^^\0=^,
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On a xB C ̂  et ;r e ̂  J3-1 C ̂ <^ = ̂ . On a donc

c€C(^) et e(^)ce(^).

Comme 0 est compris dans ô^, on a

^ C L^) C L(^) - ô^ et ^ = L(-?).

Remarquons que l'on a alors e'^î) == (°(^).

Remarque. — Si ô est un ordre d'Asano dont tous les idéaux premiers
non nuls sont complètement premiers, 0 est un anneau dont tous les
idéaux à gauche et tous les idéaux à droite sont bilatères : en efïet
pour tout idéal premier ^ non nul de ô, on a L('r) = 0^, donc,
C'(^) == e(^) = S, et l'on utilise la dernière assertion de la propo-
sition V.l.

Je voudrais pour terminer, signaler un travail ([16], [22]), qui peut
entrer dans le cadre de cet article, que nous avons fait E. OUDIN et moi-
même, sur les Gerbiers commutatifs résidués, à élément unité, intégralement
clos : on connaît trois conditions nécessaires et suffisantes distinctes
pour que le gerbier des idéaux fractionnaires d'un domaine d'intégrité
noethérien soit intégralement clos. Ces caractérisations sont appelées
caractérisations A, B, C en [15]. Ces conditions se formulent pour un
gerbier D commutatif à élément unité résidué, noethérien, ordonné en
treillis, mais elles ne sont plus équivalentes. La Note [16] étudie leur
implication et introduit, étant donné un sous-demi-groupe S, contenant
l'unité de D, un gerbier D.y, dit quotient de D selon S. Les résultats des
parties 1 et V du présent article ont été résumés dans une Note aux
Comptes rendus de l'Académie des Sciences de Paris [19].
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