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CARACTERISATION DES ENSEMBLES NORMAUX
PAR

Grrarp RAUZY
(Marseille)

Introduction. — Rappelons que I'ensemble B c R est dit normal pour
la suite (u,).ex de nombres réels si la suite (Au.),en est équirépartie
modulo 1 si, et seulement si, A appartient a@ B, c’est-a-dire (critére de Weyl)
si -

- - ) I\
i€B équivaut a V qeZ’, N 2‘ e(Aqu,)—>o quand N— o
n=0
[en posant e(x) = e*i™*].

Un ensemble est dit normal s’il existe une suite telle que 1’ensemble
est normal pour cette suite.

Introduisons alors une définition : Nous dirons qu’un ensemble E est
élémentaire s’il existe une suite (f,).en de fonctions continues de R
dans R telles que

i€ E équivaut a f,(A)—>o quand n— oo.

Le but de cette étude est de montrer la caractérisation suivante :

Un ensemble B est normal si, et seulement si,

(i) o B et VqeZ’, qBC B;

(ii) B est élémentaire.

En modifiant 1égérement la démonstration, on obtient également le
résultat suivant :

Un ensemble B est normal pour une suite a termes dans Z si, et seulement si,
il posséde les propriétés (i), (ii), du théoréme précédent et si de plus on a :

(iii) V g€ Z, g BC B. '

De la caractérisation donnée résulte que la classe des ensembles nor-

maux est trés large : en effet, de maniére presque évidente, un fermé, ou
BULL. S0C. MATH, — T. 98, FASC. 4. 26



402 G. RAUZY.

un ouvert, sont des ensembles élémentaires | pour un fermé F, on prend

fu(x) = distance de & F; pour un ouvert Q, on prend

fu(@) =1—min<1, nd(x, [;sz>>

oud (z, K) est la distancede x 4 K |.

D’autre part, il résulte de la deuxiéme partie de cette étude que la
classe des ensembles élémentaires est stable par intersection dénombrable.
Ceci montre que la classe des ensembles normaux est stable par intersection
dénombrable, et contient les intersections dénombrables d’ouverts satisfaisant
auz conditions (i) et (ii), donc, en particulier, les ensembles discrets satis-
faisant a ces conditions. On retrouve ainsi les résultats de Dress, MENDIS-
France et MEYER ([1], [3], [4]).

Dans la troisiéme partie de cette étude, nous montrerons que toute
union dénombrable de fermés disjoints est élémentaire : en particulier,
tout ensemble dénombrable satisfaisant aux conditions (i) et (ii) est normal
(par exemple Q~, [5]).

Enfin, la classe des ensembles élémentaires ne peut étre stable par union
dénombrable, sinon elle contiendrait tous les boréliens; or, de la définition
résulte immeédiatement qu'un ensemble élémentaire est intersection
dénombrable d’union dénombrable de fermés : on sait qu’il existe des
boréliens qui ne sont pas de cette forme. Une légére modification de cette
démonstration montre qu’il existe une famille dénombrable d’ensembles
normauzx dont la réunion n’est pas un ensemble normal. Le probléme reste
ouvert pour les unions finies.

Pour en simplifier la compréhension, nous avons divisé cette étude en
trois parties. Dans la premiére partie, nous démontrons :

TuEOREME 1. — Un ensemble B est normal si, et seulement si, il existe
une suite (f,).en de fonctions de R dans G, continues, définies positives et
telles que f, (o) = 1, pour lesquelles

leB = VqeZ, fo(@?)—>o quand n— .

Dans la deuxiéme partie, nous montrons le théoréme principal :

THEOREME PRINCIPAL. — Si B est un ensemble tel que o¢ B, B=—DRB
(B symélrique par rapport & Uorigine), les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

(i) Il existe une suite (f,).en de fonctions continues définies positives
et telles que f, (o) = 1, pour lesquelles

+t€B < f,(A)>o0 quand n—>w;

(ii) B est élémentaire.
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Compte tenu de la stabilité par intersection dénombrable et du fait
que R —{ o} est élémentaire, si E est un ensemble élémentaire, I'ensemble
B des 2o tels que YV qeZ’, qr€ E, est aussi un ensemble élémen-
taire. La caractérisation annoncée résulte donc des deux théorémes
précédents.

Enfin la troisiéme partie donne une condition suffisante pour qu’une
union dénombrable de fermés soit élémentaire.

Premiére partie.

1. Rappel sur les fonctions définies positives.

1.1. — Une fonction f: R— G continue est dite définie positive si, pour
tout ensemble A fini de nombres réels, et toute application ¢ de A dans G,
on a linégalité

Y fe—pc@e@=o.

(T, y) € AX A

1.2. — De cette définition résulte immédiatement que toute combi-
naison linéaire positive de fonctions définies positives est définie positive :
en particulier, la fonction x> e(ur) étant évidemment définie positive,
il en est de méme des sommes de Weyl :

N—1

h— ﬁZeO\quk) (qeZ)

k=0
relatives 4 une suite () en, Ce qui établit la partie directe du théoréme 1.

1.3. — D’aprés le théoréme de BocuNER ([2], p. 97), une fonction
continue est définie positive si, et seulement si, elle est la transformée
de Fourier d’'une mesure positive de masse totale bornée.

De ce théoréme résultent immédiatement ou presque les lemmes
suivants :

LemMme 1.3.1. — Si f et g sont deux fonctions continues définies positives,
il en est de méme de fg. En particulier, | f|*= ff est définie continue positive.

LemMme 1.3.2. — Si f est une fonction continue définie posilive, si K est

un compact de R, ¢ un réel > o, il existe un entier n>> 1 ef une suite finie
(U, ..., u,)telle que

f@) — > cue(eu)

k=1

sup <e (cx réels>. o).
rekK
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En d’autres termes, toute fonction continue définie positive est limite
au sens de la convergence uniforme sur tout compact d’une suite de combi-
naisons linéaires a coefficients positifs d’exponentielles complexes.

1.4. — Nous aurons en fait besoin d’un résultat plus précis qui constitue
le lemme suivant :

LemME 1.4.1. — Soit f une fonction continue définie positive vérifiant
f(o)=1, soient K un compact de R et ¢ un réel > o. Alors, il existe un
entier N> 1 el une suite finie v,, ..., vy_, telle que

N—1
sup f(a:)—— 2 e(xor)| <.
xrxEeK
Démonstration. — D’aprés lelemme 1.3.2, il existe une suite (u,, ..., u,)
et des ¢; > o tels que
sup | f(x) —2 cre(xuwr)| <e.
ek k=1

On peut (quitte & I’agrandir) supposer que o€ K, d’ott

n
I -—2 Cr| e
k=1

Remplacant ¢; par di==cz/(1+¢), il vient

<:(a+9),

sup

f(@) —Z dy e(zuy)

k=1

n

1—¢
di> o et T <2 dr<<1.
k—

Mais alors, si N est un entier > n/z, et si M; est 'entier immédiatement
inférieur ou égal (la partie entiere de ...) & Nd;, on a

MA M;{ I
o=y =h<yty

d’ou
sup f(x)——EMw(xm) <:(3+2),

n

£<NZML<I, M;> o.

k—1

I—¢

I+€
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Soit alors
n
My=N—¥M,, My>o0, Y M=N
k=1

et, si uy=o,

1 < (2—|—8) (3+2)
1516111)( f@) N%Mk e(zur) | < T
Pour suite (v;), nous prendrons alors
n—1
V= U, 2 M, k< 2 M, (en prenant M_,= o).
h=—1 h=—1
On a alors-
N—1
AN (e+:)B+e)
529{ f(x)_—‘ Nze(ka) < ET
k=0
ce qui achéve la démonstration puisque 5(2—_'—::_—(3;4'—8) — o quand
¢—o0.
1.5. Norarions. — Nous appellerons 2 I'ensemble des fonctions

continues, définies positives, &, 'ensemble des fonctions continues définies
positives, telles que f(o)=1, et 2} I’ensemble des fe 2, telles que,
VzeR, f(r)>o. Remarquons que si f€%,, on a f(x)=f(—z) et
[ f(x)| <1, en particulier si fe2}, f est paire et, Vz€R, o f(x) <L 1.
Si (f.).enx est une suite de fonctions de R dans G, nous noterons
Z((f.))nen V'ensemble des x€ R tels que f,(x)— o quand n—> «.

2. Composée d'une suite de suites finies.

2.1. — Soit v une application de N dans N*, et pour chaque ne N,
S0it (Ui, 05 - - «» Un,v(uy—) une suite finie de réels a v(n) éléments. Nous
allons définir, de maniére analogue au mixage de Dress [1], une suite
(W.).en possédant la propriété suivante :

ProPRIETE 2.1.1. — Pour foute fonction bornée f de R dans R :

vn)—1 n—1

im oo X f@n)=Tm ?f(wk)

n @
> k=1

el
v(n)—1 n—1

1m— Z‘ f(vn, k)— hm Zf(wk)

> V(
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Une telle suite (w,).en, nous lappellerons composée des suites
(vll,19 cees vlL,V(ll))llEN'
De la propriété précédente résulte immédiatement le lemme suivant :

LEmMME 2.1.2. — Si (w.),ex est composée des suiles (s, 1,

coos Unyy)nen
el si f est une fonction de R dans G, la suite de terme général

v(n)—1
I
;E kz f(l)n,/c), ne N
=0

converge vers zéro si, et seulement si, il en est de méme pour la suite de terme
général

n—1

2.
k=0

(On remarque en effet que si f= g+ ih, ¢ et h étant & valeurs réelles,
la suite correspondante a f converge vers zéro si, et seulement si, il en est
de méme pour les suites relatives a g et h.)

2.2. Définition de la composée. — Soit ¢ (n) une suite d’entiers
telle que

VneN, gn)v@m> max<(n +1)v(n+r1), (n -I—I)Z g(k)v (k)>.

Posons G(o)= o et, pour n>.1,

n—1

Gy =", g(k) » (B).

k=0

Pour G(n) < N < G(n 1), nous définissons wy en posant wy= vy,
ou r désigne le reste de la division de N — G(n) par v (n).
En d’autres termes, la suite w, se présente en blocs répétés,
Bo,Bo,...,Bo, Bi,...,B1, e ooy Bll, »..,Bn, e ey

e —

g(0) g(1) g(n)

ou B/z= (un,o’ ey un,v(n]—l)-

2.3. Démonstration de la propriété 2.1.1. — Nous posons

v(n)—1 n—1

=05 2 [0 10 = X[ @).
k=0 k=0
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Nous supposons que, Vz€R, |f(x)|=C, ce qui entraine, en parti-
culier pour tout n entier, | s(n)| < C et | {(n)| <C.
La démonstration résulte immédiatement des deux lemmes suivants.

LemME 2.3.1. — Si a est valeur d’adhérence pour la suite s, alors a est
aussi valeur d’adhérence pour la suite t.

LemMmE 2.3.2. — Réciproquement, si a est valeur d’adhérence pour la
suite t, alors il existe deux valeurs d’adhérence b ef ¢ de la suife s ftelles que
ae (b, c).

Remarquons que la fonction f étant bornée, I'ensemble des valeurs
d’adhérence de la suite ¢ est un intervalle (qui est donc, d’aprés les lemmes
2.3.1 et 2.3.2, I'enveloppe convexe de l’ensemble des valeurs d’adhé-
rence de la suite s).

Démonstration du lemme 2.3.1. — Soit J un sous-ensemble infini de N
tel que
lim s(n) = a.

neJ
Sined,
v(r)—1
G+1){(Gn+1)= GM){(GM)+ g(n) ¥, Vas
k=0
d’olt
_GmiGm) , gmv @
(G(n+1))= Gt + G(n+l)s(n).
Les conditions requises sur g impliquent que, lorsque n— o,
G(n) g(n)>(n)
G(n+1)—>0 et G(n+1)~>1'

Si n tend vers I'infini en restant dans J, s(n) — a, donc {(G(n 4 1)) — a.

Démonstration du lemme 2.3.2. — C’est la « substantifiqgue moelle » de
Particle (le théoréme de Bochner n’étant 1a que pour faire joli).

Soit J un sous-ensemble infini de N tel que lim {(n) = a. Soit Ne J, il
ned
existe n unique tel que G(n)=N< G(n-+1), et n tend vers P'infini

quand N tend vers l'infini.
Posons
N—GMn)=qv(n)+r, avec oZr<v(n)
et
M= G(n)+qv(n), d’out oL N—M<v(n).
Alors
N—1
NU(N)=M1M) + Y, f@y),

k=M
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soit

[L(N)— (M) | < c"(“) < >t(M)4 2‘3;,(“).

Quand N tend vers l'infini dans J, ( ) qui est majoré par G(()) et
¥ () tend vers zéro en vertu de la définition de ¢
vin—r1)g(n—r1)

et par conséquent {(M) tend vers a.
D’autre part,

a fortiori par

M) = G(n) 1(G(M) + gv () s(n),
soit encore
_ G (GM) +qv(n)s(n)
=" romw

Lafonction de (0, 4 oo ( dans R qui & z associe

G(n) {(G(n) + v (1) s()
G(n)+zv(n)

est une fonction homographique () n’ayant pas de pole dans cet inter-
valle, donc monotone (Il). Il en résulte que {(M) est compris entre s(n)
et {(G(n)).

Or, d’aprés la démonstration du lemme précédent, {(G(n)) —s(n—r)
est une suite nulle, donc {(G(n)) et s(n—1) ont mémes valeurs d’adhé-
rence. Si b et ¢ sont respectivement les bornes inférieures et supérieures
des valeurs d’adhérences des deux suites s(n) et s(n—1) quand N par-
court J, on a bien ae (b, c).

3. Démonstration du théoréme 1.

On a montré le théoréme dans le sens « seulement si » dans le para-
graphe 1.2. Montrons-le dans ’autre sens.

Soit donc (f»).ex une suite d’éléments de %, et soit B= Z((fr)ren)-
" D’aprés le lemme 1.4.1, quel que soit n€ N, il existe un entier v (n)>- 1
et une suite finie (v, 0, .. .5 Un,v(n)—1) telle que

v(n)—1
I
xes[l_q’)hn] fr(@)— v(n) ZS:) e(@n1) | < g
<0n a pris f=fn) K:[——n’ n]’ €= n_I|_1>.

Posons
v(n)—1

gn(x)=ﬁ5 2 e(xvn,k):
k=0
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alors manifestement
Z((9-)nex) = B.

Soit alors (w.).ex la suite composée, au sens du paragraphe 2, des suites
2,05+« -» Un,v(m—1), €t posons pour tout n>1.
n

R, () = 711 N e(aw).

k=1

D’apres le lemme 2.1.2 appliqué a la fonction f telle que f(u) = e(zu),
pour tout x réel, g.(z) et h,(x) convergent ou ne convergent pas simulta-
nément vers zéro quand n—<«, on a donc

Z((9)new) = Z((hx)rex)-

Mais d’apres le théoréme de Weyl, la suite (xw;): < €st équirépartie mo-
dulo 1 si, et seulement si, V g€ Z*, h,(¢qx) — o quand n—oo, c’est-a-dire si,
et seulement si, V g€ Z*, gx appartient 4 B, ce qui achéve la démonstration.

Remarquons qu’on aurait pu démontrer de la méme maniére le théoreme
plus général suivant :

TutoreME 1'. — Si V est un sous-ensemble de R, un sous-ensemble E
de R est normal pour une suite (1,),ex @ termes dans V, si, et seule-
ment si, il existe une suite (f,)nen> [~€<LT, fr @ specire dans V, telle que
zeE=VqeZ, f.(qx)-> o quand n—>co.

En particulier, si V=2, il suffit de remplacer « continue définie posi-

. roe . W
tive » par « somme d’une série de Fourier Z cre(kx) avec c>o et

kEZ
2 Ck=1.

rez
En effet, la seule chose éventuellement & modifier est dans la démons-

tration du lemme 1.4.1, olt on a introduit un M,, ce qui obligeait & utiliser
des zéros dans la suite v, ;, donc dans la suite w,.

Si o&¢ V, on pouvait en fait prendre de= 1 en posant dk-——-ck/z Cr
k=1 k=1

et, d’aprés un théoréme d’approximation diophantienne simultanée, il

existe N>x1 et M; (k=1, ..., n) tels que | Nd—M;|<1/(2n), d’ou

NY di—Y M| <1/
k=1 k=1
soit
lN—-EMk <1f>, dou ¥ Mi=N.
k=1 . k=1

C. Q. F. D.
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Deuxiéme partie.

1. Intersections dénombrables.

LemME. — Soit K un ensemble conveze de fonctions a valeurs dans ( o, 1).
Soit (frn, 1), hen=n une suite d’éléments de K. Posons

B.=Z((niew) ¢ B=[")Bu.
neEN

Alors, il existe une suite (f.).ex de fonctions de K telles que

Z((fn)nEN) = B‘
Il suffit de prendre

() (3)

la vérification est triviale, tenant compte du fait que f; :(r)> o pour
tous z, j et k.

CoroLLAIRE. — En remarquant que

Z((f)rew) = Z((| f2 )ren)
Z((fx)) = Z((max (1, f2)))

et prenant pour K respectivement I’ensemble des fonctions continues &
valeurs dans (o, 1), ’ensemble des éléments de 27, ’ensemble des éléments
de @§ a spectre dans Z, il en résulte la stabilité par intersection dénom-
brables des ensembles de la forme Z((f,).exn)s 0l (f2).en est respectivement
une suile de fonctions continues, une suite d’éléments de %7, une suile
d’éléments de 3, a spectre dans Z.

et que

2. Ou ily a suffisamment de fonctions définies positives.

2.1. LEMME. — Soient ¢ et A deuxr nombres réels, avec > o. Alors, il
existe une fonction F- ) de g telle que :

(i) VzeR, si min{|z—2A|, |z|, [T+ 2|} > 28, Fe)(x)=o,

(ii) si min{|z—2|,|z|, |+ 2]} e, Fe (r)>1/8.

En effet, si 9. désigne la fonction telle que

[

cpa(:lc)=1—-2—8 pour | x| 2¢, 9:(x)=o0 pour |x|> 2¢,
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©. €25, et on a, en fait,

@=L o)
Si
G (®) =9:(@) +1/2{ 9 (®—1) +9:(x + ) }

—f w(l—l-cos?\u)sn Th e(ux) dz,

comme pour tout ue R, 1+ cosiu> o, G, est continue définie positive.

En outre, 1= G.3(0)< 2, en posant F. )= G,/ G, (0), Fe, vérifie
bien les conditions du lemme.

Remarquons que, si |A|-+46¢<1/2, la fonction périodique de
période 1, F'. ; égale & F.; sur [—1/2, 1/2] appartient & T, est & spectre
dans Z, et vérifie des conditions analogues a celles du lemme sur un inter-
valle de période.

2.2. LEmME. — Si F el K sont respectivement des ensembles disjoints
fermé et compact de R symétriques par rapport a Uorigine et tels que og F,
il existe une suite finie (f., ..., f.) d’éléments de <7 telle que :

() VzeF, Yk=1,..., N, fr(@ = o,
(i) VzeK, 3ke(r,...,N}, fi@@>18s.

11 suffit en effet de prendre un réel ¢ tel que

o<2e< inf | z| et o<a2:< inf |x—y],
x€F (@, ¥) € F< K

et de prendre un sous-recouvrement fini du recouvrement ouvert de K
()h—se, A4+ hex- Sidi, ..., 2y sont les centres des intervalles corres-
pondants, on prend alors f,= F.,, et la propriété résulte du lemme pré-
cédent.

Bien entendu, on montrerait de la méme maniére un lemme analogue
pour les fonctions définies positives a spectre dans Z.

3. Démonstration du théoréme principal.

3.1. — Le théoréme étant évident dans le sens « seulement si »,
démontrons-le dans I'autre sens. Soit donc B= Z((9.)ren) OU (g.) est
une suite de fonctions continues, et supposons que o¢ B et que B est
symétrique par rapport a I’origine.

Quitte a remplacer ¢, par h, ol h,(x)=g¢.(]z|) [donc tel que
Z((h.)) = Z((9.))], nous pouvons supposer g, paire.

En outre, comme o & B, g, (o) ne tend pas vers zéro : il existe donc R > o
tel que, pour une infinité de ne N, on ait | g, (o) | > R.
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3.2. — LEMME. — Si o< 2r R, il existe une suite (f\)nen délé-
ments de <3, telle que si B,= Z((f\")nen), on ait ;

(i) si pour tout n assez grand, | g,(x)| = r, alors x€B,,

(i) si pour une infinité de n | g, (x)|> 2r, alors x& B,.

Définissons en effet, la suite de fermés (F,) et la suite de compacts (K.)
par :

I
n—41 ’
— K, est 'ensemble des x€ (—n, n) tels que | g.(x)|> 2r.

— F, est I’ensemble des z tel que | g.(z)| Zret|z|>

En vertu des hypothéses sur (g,) et r, F, et K, sont disjoints, symé-
triques par rapport a I’origine et o& F,.
D’aprés le lemme 2.2, il existe une suite finie (fu,1, ..., fo x0)
d’éléments de 2} telle que
V.’IIEFn, Vke{l, R N(n)}’ f’l:k(x)_:O;
VreK, 3Jke{1i...,N@nj fre(@)>1/8.
Si on prend alors pour suite f” la suite composée de blocs :
f1,15 "'aﬂ,NU)’ ﬁl,b -'~,fz,N(2), ceey fn,l, ---’fn,N(n)’ ey
cette suite vérifie bien les conditions du lemme (compte tenu du fait
que YV z€ R dés que n est assez grand x€ (—n, n)).
3.3. En prenant alors r(n)=2R/(n+41), il est immédiat que

B= m B, et le théoréme 2 en découle en vertu du corollaire du

neN
lemme du paragraphe 1, deuxiéme partie.

De la méme maniére, on montrerait le théoréme suivant.

TuHEOREME. — Si B est fel que o§ B, B=—DB, et Z+ BcC B, alors
les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) B=Z((f»)) avec f.€ 2} a spectre dans Z;

(ii) B= Z((g.)) avec ¢, continue.

Troisiéme partie.

Nous démontrons un résultat un peu plus général que I'union des
fermés disjoints :

TuEOREME. — Si (F,).cn est une suite de fermés et si
VmeN, INeN tel que Yn>N, F.nF,=%,

alors ‘ ’ F, est élémentaire.
nEN
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En effet, posons B=U F,, G.=[—n, n]n<U Fx->, G, est

nEN k=1 y
compact.

Définissons une fonction v(n) en posant v(n)= o si I’ensemble des k
tels que GinF,=@ est vide, v(n) est le plus grand des k dans cet
ensemble quand il n’est pas vide. On a donc o= v(n)<n.

Quand n-—o0, v(n)—>oo d’aprés la condition imposée aux fermés
(F.), en particulier dés que n est assez grand F,nF,= @, et donc
F,nG,,=¢. Le compact G, et le fermé F, étant disjoints, leur
distance est strictement positive, nous pouvons donc définir une
suite (@,).en de nombres réels telle que :

%, > 0, a,—> 0 quand n-—> oo et 2a, est inférieur a la distance de F, a
Gy dés que n> n,.

Nous posons alors
min (2 Ap, d(x, F’l))_

20,

fan(2) = &I:d(m, Go)y  fonss (@ =1—

Soit alors x€ B. 11 existe n, tel que x€ G,,, donc si n>n,, f2 ()= o.

Par ailleurs, il existe n, tel que, si n> n,, v(n)> n,, donc F,N G,,= 9,
et la distance de z & F, est supérieure ou égale a celle de G, a F,, donc a
celle de G, a F,, donc a 2,, par conséquent fs,. () = o.

I en résulte que si n> max(en, 2n,+1), f.(x)=o0, donc

Bc Z((fu)-

Réciproquement, soit x¢ B. Alors quel que soit n€ N, z& G,. Distinguons
deux cas :

1° Pour une infinité de n, d(z, G.)> «,. Alors, pour une infinité de n,
f2n () >> 1, et en particulier f, (x) ne tend pas vers zéro, donc x¢ Z((f»)).
20 Dés que n>n,, d(z, G.)=a, En particulier, d(z, G,)— o,
comme d(z, G,) n’est jamais nul (puisque x¢ B), pour une infinité de n,

on a
d(:L‘, Gn) < d(x, Gn—1)s

on en déduit
d(xs Fn) = d(x, Gn)é Xn.

Donc il existe un sous-ensemble JCN infini tel que, si neJ,
d(z, F,) £ a,. Mais alors, pour n€ J, funi () > 1/2, fo(r) ne peut donc
tendre vers zéro, et x& Z((f.)).

On a donc bien prouvé que B= Z((f,)), c’est-a-dire est élémentaire.

Terminons par un probléme : En prenant f, () = ¢ (4”x), ou ¢ est une
fonction périodique continue convenable, il est aisé de voir que I’en-

semble A des x dont le développement dyadique Z er27* est tel que

kXk,
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&x= 0 & partir d’un certain rang, est un ensemble élémentaire. Il en est
de méme pour I'ensemble B des x dont le développement est tel que
¢;x== o & partir d’un certain rang, la question est la suivante :

AUB est-il élémentaire ?
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