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CARACTÉRISATION DES ENSEMBLES NORMAUX

GÉRARD RAUZY
(Marseille)

Introduction. — Rappelons que l'ensemble B c R est dit normal pour
la suite (Un)nçN de nombres réels si la suite (^u^nç^ est équirépartie
module i 5i, et seulement si, À appartient à B, c'est-à-dire (critère de Weyl)
si

N — l

A e B équivaut à V q e Z*, — V e (À qun) -> o quand N -> oo
7l ==0

[en posant e(x)=ei^x}.
Un ensemble est dit normal s'il existe une suite telle que l'ensemble

est normal pour cette suite.
Introduisons alors une définition : Nous dirons qu'un ensemble E est

élémentaire s'il existe une suite {fn)nç.-s de fonctions continues de R
dans R telles que

À e JE' équivaut à fn (^) -> o quand n -> oo.

Le but de cette étude est de montrer la caractérisation suivante :
Un ensemble B est normal si, et seulement si,
(i) o^B et VgeZ% qBcB;

(ii) B est élémentaire.
En modifiant légèrement la démonstration, on obtient également le

résultat suivant :
Un ensemble B est normal pour une suite à termes dans Z si, et seulement si,

il possède les propriétés (i), (ii), du théorème précédent et si de plus on a :
(iii)V^€Z, g+BcB.

De la caractérisation donnée résulte que la classe des ensembles nor-
maux est très large : en effet, de manière presque évidente, un fermé, ou
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402 G. RAUZY.

un ouvert, sont des ensembles élémentaires pour un fermé F, on prend
fn(x) = distance de x à F; pour un ouvert i^, on prend

fn(x)=i—min(i, nd^x, H^) )

où d (x, K) est la distance de x à K \.
D'autre part, il résulte de la deuxième partie de cette étude que la

classe des ensembles élémentaires est stable par intersection dénombrable.
Ceci montre que la classe des ensembles normaux est stable par intersection
dénombrable, et contient les intersections dénombrables d'ouverts satisfaisant
aux conditions (i) et (ii), donc, en particulier, les ensembles discrets satis-
faisant à ces conditions. On retrouve ainsi les résultats de DRESS, MENDÈS-
FRANCE et MEYER ([l], [3], [4]).

Dans la troisième partie de cette étude, nous montrerons que toute
union dénombrable de fermés disjoints est élémentaire : en particulier,
tout ensemble dénombrable satisfaisant aux conditions (i) et (ii) est normal
(par exemple Q*, [5]).

Enfin, la classe des ensembles élémentaires ne peut être stable par union
dénombrable, sinon elle contiendrait tous les boréliens; or, de la définition
résulte immédiatement qu'un ensemble élémentaire est intersection
dénombrable d'union dénombrable de fermés : on sait qu'il existe des
boréliens qui ne sont pas de cette forme. Une légère modification de cette
démonstration montre qu'i'Z existe une famille dénombrable d'ensembles
normaux dont la réunion n'est pas un ensemble normal. Le problème reste
ouvert pour les unions finies.

Pour en simplifier la compréhension, nous avons divisé cette étude en
trois parties. Dans la première partie, nous démontrons :

THÉORÈME 1. — Un ensemble B est normal si, et seulement si, il existe
une suite (fn)neN ae fonctions de R dans G, continues, définies positives et
telles que fn (o) = i, pour lesquelles

^ç.B <=> VgeZ*, fn(q^)->o quand n—^ oo.

Dans la deuxième partie, nous montrons le théorème principal :

THÉORÈME PRINCIPAL. — Si B est un ensemble tel que o^B, B=—B
(B symétrique par rapport à l'origine), les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

(i) II existe une suite (fn)nçN de fonctions continues définies positives
et telles que fn(o) == i, pour lesquelles

AçB 4=> fn(^)->o quand n-> oo;
(ii) B est élémentaire.
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Compte tenu de la stabilité par intersection dénombrable et du fait
que R — { o } est élémentaire, si E est un ensemble élémentaire, l'ensemble
B des x 7^0 tels que V^€Z*, qxçE, est aussi un ensemble élémen-
taire. La caractérisation annoncée résulte donc des deux théorèmes
précédents.

Enfin la troisième partie donne une condition suffisante pour qu'une
union dénombrable de fermés soit élémentaire.

Première partie.

1. Rappel sur les fonctions définies positives.

1.1. — Une fonction f : R -> C continue est dite définie positive si, pour
tout ensemble A fini de nombres réels, et toute application c de A dans G,
on a l'inégalité

^ f(x—y)c(x)~c(y)^o.
{x,y)ç^XÀ

1.2. — De cette définition résulte immédiatement que toute combi-
naison linéaire positive de fonctions définies positives est définie positive :
en particulier, la fonction x->e(ux) étant évidemment définie positive,
il en est de même des sommes de Weyl :

^NÏ^^ ^ez^

relatives à une suite (u/O^-eN» ce q111 établit la partie directe du théorème 1.

1.3. — D'après le théorème de BOCHNER ([2], p. 97), une fonction
continue est définie positive si, et seulement si, elle est la transformée
de Fourier d'une mesure positive de masse totale bornée.

De ce théorème résultent immédiatement ou presque les lemmes
suivants :

LEMME 1.3.1. — Si f et g sont deux fonctions continues définies positives,
il en est de même de fg. En particulier, \ f}2^ ffest définie continue positive.

LEMME 1.3.2. — Si f est une fonction continue définie positive, si K est
un compact de R, s un réel > o, il existe un entier n^î et une suite finie
(Ui, . . . , Un) telle que

n

sup f(x)—^.Cke(xUk) <s (ck réels ̂ o).
XÇ.K -~
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En d'autres termes, toute fonction continue définie positive est limite
au sens de la convergence uniforme sur tout compact d'une suite de combi-
naisons linéaires à coefficients positifs d'exponentielles complexes.

1.4. — Nous aurons en fait besoin d'un résultat plus précis qui constitue
le lemme suivant :

LEMME 1.4.1. — Soit f une fonction continue définie positive vérifiant
f(o)= i, soient K un compact de R et s un réel > o. Alors, il existe un
entier N^ï et une suite finie Uo, . . . , y.v-i telle que

N—l

sup f(x)—^^e(xvk) <..
XÇK

k=o

Démonstration. — D'après le lemme 1.3.2, il existe une suite (u,, . . . , Un)
et des c/ ̂  o tels que

sup f(x)—^.Cke(xUk)
XÇK A"

k=l

On peut (quitte à l'agrandir) supposer que oe K, d'où
n

î——^Ck <£.

k=l

Remplaçant c/, par dk== c/,/(i + s)» il vient
n

SU? f(x)——^,dkC(XUk) <£(2+£) ,

^
n

dk^ o et ^£ <V dk< i.
I ~~Y~ £ ^1—

À:=l

Mais alors, si N est un entier > H/£, et si M^. est l'entier immédiatement
inférieur ou égal (la partie entière de . . . ) à Ndk, on a

M/- , Myç. i
°^-N^^<-N+N'

d'où

sup f(x)—-^Mke(xUk) <s(3+£),
n € A

k=l

^-^^s^^^1' M^0-
k—1
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Soit alors

M,=N—^Mk, Mo^o, ^Mk==N
k=i k=0

et, si Uo == o,

^ f(x)-^M,e(xui,) ^(2+^(3+0.
k:=0

Pour suite (^-), nous prendrons alors
n — 1 n

V M/^Â:< V M/, (en prenant M_i=o).^== u/.

On a alors

si
A=-I

f/ \ ï V / \ (2 + £) (3 + s)sup /•(rc)—-^^e(^) < £ ' _ , , ^• ï -t- sN-xçK

ce qui achève la démonstration puisque s ' -> ° quand
o.

1.5. NOTATIONS. — Nous appellerons ^ l'ensemble des fonctions
continues, définies positives, a'o l'ensemble des fonctions continues définies
positives, telles que /'(o)==i, et ^ l'ensemble des fe^o telles que,
Vrc€R, f(x)^o. Remarquons que si f€^o, on a f(x) = f(—x) et
l/'(^)|^i, en particulier si /'€% jT est paire et, VrceR, o^f(x)^i.

Si (fn),tçN es^ une suite de fonctions de R dans G, nous noterons
^(/^eN l'ensemble des xçB. tels que fn(x)—^ o quand n-> oo.

2. Composée d'une suite de suites finies.

2.1. — Soit v une application de N dans N*, et pour chaque neN,
soit (Ua,o, . . . , Un,^(n)-i) une suite finie de réels à v(n) éléments. Nous
allons définir, de manière analogue au mixage de DRESS [l], une suite
(W//),^N possédant la propriété suivante :

PROPRIÉTÉ 2.1.1. — Pour toute fonction bornée f de R dans R :
V(/l)- l 71—1

1 X"'lim^ 2 f(^)=lim-^f(^)
/ l^oo^W ——— ,^00^-———

X:=o
e/

V(/l)—l

,ly^ -̂) 2 ̂ ^)=,^J2^).
^=1 ^=0
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Une telle suite (Wn)nçNf nous l'appellerons composée des suites
{P/i,i9 • • ' 9 ^n,v(n})nÇN'

De la propriété précédente résulte immédiatement le lemme suivant :

LEMME 2.1.2. — Si (w/O/^eN est composée des suites (Un^, . . . , Vn,v(n))neN
et si f est une fonction de R dans C, la suite de terme général

v(n)-l

vin) 2 f(v">t)' n€N
k=o

converge vers zéro si, et seulement si, il en est de même pour la suite de terme
général

n—l

^^)-
k=o

(On remarque en effet que si f== g + ih, g et h étant à valeurs réelles,
la suite correspondante à f converge vers zéro si, et seulement si, il en est
de même pour les suites relatives à g et h.)

2.2. Définition de la composée. — Soit g (n) une suite d'entiers
telle que

/ n-^ \
VneN, ^(n)^(n)^max( (n+i)v(n+ï),(n+i)^g(k)v(k) ̂

\ Â-=0 /

Posons G(o)== o et, pour n^i,
71—1

G(n)^g(k)v(k).
• k=o

Pour G(n)^N< G(n4-i), nous définissons Wj\r en posant w^==Un,r9
où r désigne le reste de la division de N—G(n) par ^(n).

En d'autres termes, la suite WN se présente en blocs répétés,

BO) BQ 9 - - - 9 BO, BI, . . . , Bi, . . ., Bn, . . ., B,i9 • • •»

" ^ ^ ( 0 ^ ( n )
OÙ Bn== (U/i,o, . . ., Un,^(n]—i)-

2.3. Démonstration de la propriété 2.1.1. — Nous posons
V( / î )—l ft—ï

s^ = vk} 2 f^' t^ =^ 2 f^-
' A=o *=»
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Nous supposons que, V^eR, \f(x)\^C, ce qui entraîne, en parti-
culier pour tout n entier, | s(n) \ ̂  C et [ t(n) \ ̂  C.

La démonstration résulte immédiatement des deux lemmes suivants.

LEMME 2.3.1. — Si a est valeur d'adhérence pour la suite s, alors a est
aussi valeur d'adhérence pour la suite t.

LEMME 2.3.2. — Réciproquement, si a est valeur d'adhérence pour la
suite t, alors il existe deux valeurs d'adhérence b et c de la suite s telles que
aç[b, c).

Remarquons que la fonction f étant bornée, l'ensemble des valeurs
d'adhérence de la suite t est un intervalle (qui est donc, d'après les lemmes
2.3.1 et 2.3.2, l'enveloppe convexe de l'ensemble des valeurs d'adhé-
rence de la suite s).

Démonstration du lemme 2.3.1. — Soit J un sous-ensemble infini de N
tel que

lims(n)==a.
nç^J

Si neJ,
V(7î)-l

G(n+i)t(G(n+i))= G(n)t(G(n))+g(n) ̂  Vn^
k=0

d'où ,<< ,̂),-»^^^<,,,
Les conditions requises sur g impliquent que, lorsque n —> oo,

G(n) . g(n)v(n)
-^—————-^0 et TTT——M-^1-G(n+i) G(n+i)

Si n tend vers l'infini en restant dans J, s(n)—^ a, donc t(G(n +1))—^ a.

Démonstration du lemme 2.3.2. — C'est la « substantifique moelle » de
l'article (le théorème de Bochner n'étant là que pour faire joli).

Soit J un sous-ensemble infini de N tel que lim t(n) == a. Soit N ç J , il
JlÇ.J

existe n unique tel que G(n)^N< G(n +i), et n tend vers l'infini
quand N tend vers l'infini.

Posons
N—G(n)= qv(n)-}-r, avec o^r<v(n)

et
M== G(n)+qv(n), d'où o^N—M<v(n).

Alors
N—ï

Nt(N)==Mt(M)+^f(w^
k=M
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l<W-W|<C^+(z-^^(M)^2c^.

Quand N tend vers l'infini dans J, ^-n) qui est majoré par ̂  et

a fortiori p a r ^ . _ ^ w _ tend vers zéro en vertu de la définition de g
et par conséquent t{M) tend vers a.

D'autre part,
Mt(M)== G(n)t(G(n))+qv(n)s(n),

soit encore
^^- G(n)^(G(n))+^(n)^n)

v / G(n)+^(n)

La fonction de ( o, + oc) ( dans R qui à x associe

G(n)t(G(n))+xv(n)s(n)
G(n) -{-xv(n)

est une fonction homographique (I) n'ayant pas de pôle dans cet inter-
valle, donc monotone (!!). Il en résulte que t(M) est compris entre s (ri)
ett(G(n)).

Or, d'après la démonstration du lemme précédent, t(G(n))—s(n—i)
est une suite nulle, donc t(G(n)) et s(n—i) ont mêmes valeurs d'adhé-
rence. Si & et c sont respectivement les bornes inférieures et supérieures
des valeurs d'adhérences des deux suites s(n) et s(n—i) quand N par-
court J, on a bien aç. ( b, c).

3. Démonstration du théorème 1.

On a montré le théorème dans le sens « seulement si » dans le para-
graphe 1.2. Montrons-le dans l'autre sens.

Soit donc (fn)nçN une suite d'éléments de ^o, et soit B== Z((fn)nç:^).
D'après le lemme 1.4.1, quel que soit ne N, il existe un entier y (n)^ i

et une suite finie (Vn,o, ..., Un^^-i) telle que
v(n)-l

sup f,(x)——— ^ e(xun,k) <——x e [— n, 71] v \n-} •̂" n -f- i

^
on a pris /'== fn, K= [—n, n], s =

^+i.
Posons

V(/l)-l

^==^n) 2 ̂ ^
k=Q
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Z((gn)n^)=B.

Soit alors (Wn)neyf la suite composée, au sens du paragraphe 2, des suites
(Un,o, . . . , Un,^(n)-i), et posons pour tout n^i.

hn(x)==^^e(xw^
k=l

D'après le lemme 2.1.2 appliqué à la fonction /"telle que f(u)== e(xu),
pour tout x réel, gn (x) et hn (x) convergent ou ne convergent pas simulta-
nément vers zéro quand n—^oo, on a donc

Z((gn)n^)=Z((hn)n^).

Mais d'après le théorème de Weyl, la suite (xWk)kçïs es^ équirépartie mo-
dulo i si, et seulement si, V q € Z*, hn (qx) -> o quand n —^oo, c'est-à-dire si,
et seulement si, V q€ Z*, qx appartient à B, ce qui achève la démonstration.

Remarquons qu'on aurait pu démontrer de la même manière le théorème
plus général suivant :

THÉORÈME F. — -Si V est un sous-ensemble de R, un sous-ensemble E
de R est normal pour une suite (u/QneN à termes dans V, si, et seule-
ment si, il existe une suite (fn)ney ^€^î, fn à spectre dans V, telle que
xçE^^f ^eZ*, fn(qx)->o quand n-^oo.

En particulier, si V==Z, il suffît de remplacer « continue définie posi-
tive » par « somme d'une série de Fourier ^^Cke(kx) avec c^o et

kçZ

^ Ck^ï ».
kçZ

En effet, la seule chose éventuellement à modifier est dans la démons-
tration du lemme 1.4.1, où on a introduit un Mo, ce qui obligeait à utiliser
des zéros dans la suite Vn,k, donc dans la suite Wn.

n n

Si o^ V, on pouvait en fait prendre Vd^==i en posant dk== Ckf^Ck
k=v k=ï

et, d'après un théorème d'approximation diophantienne simultanée, il
existe N^i et Mj, (k== i, .,.., n) tels que \Ndk—M^[<i/(2n), d'où

N^dk—^Mk < i /2,ak-
k=:i k=:i

soit

N- ^Mk <i/2, d'où ^M,=N.
k=ï • k==ik=l

C. Q. F. D.
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Deuxième partie.

1. Intersections dénombrables.

LEMME. — Soit K un ensemble convexe de fonctions à valeurs dans ( o, i ).
Soit (fn,k)(7i,k)çNxN une suite d'éléments de K. Posons

Bn=Z((fn,k)kçN) et B = ̂  Bn.

n^N

Alors, il existe une suite (fn)nçN de fonctions de K telles que

Z((fn)n^)==B.

Il suffit de prendre
/ n \\f n \

A= S2-7^) 22-7)'
\y=o / 1 \/=o /

la vérification est triviale, tenant compte du fait que /*/, k (x) ̂  o pour
tous x, j et k.

COROLLAIRE. — En remarquant que

Z((fn)n^)^Z((\f^)n^)

et que
Z((/.))=Z((max(i,/.)))

et prenant pour K respectivement l'ensemble des fonctions continues à
valeurs dans (o, i), l'ensemble des éléments de^, l'ensemble des éléments
de ^, à spectre dans Z, il en résulte la stabilité par intersection dénom-
brables des ensembles de la forme Z((fn)neîf), où (fn)nçN est respectivement
une suite de fonctions continues, une suite d'éléments de ^~o, une suite
d'éléments de ̂ ,, à spectre dans Z.

2. Où il y a suffisamment de fonctions définies positives.

2.1. LEMME. — Soient s et À deux nombres réels, avec s> o. Alors, il
existe une fonction Fe,\ de ̂  telle que :

(i) VrreR, si min( \x—'k\, \x\, rc+À|}^2£, Fg, \ (x) == o,
(ii) si mm{\x—^\,\x\,\x+^\}^^ ^e,).(^)^i/8.

En effet, si cps désigne la fonction telle que

1 x 1^^(x)==i—J—L pour \x\^ 2£, ^^(x)==o pour [a ; |>2£ ,
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9e e ̂ , et on a, en fait,
/ \ F^^ Sin2 £7TU , . -^{x)=••j_ -^^-^)dx.

Si
^^(^-Pc^+i/^icps^—^+^^+^j

r^0 / > -i \ sin^TTu , . ,=j (i + COSÀ u) ^^ e(urc) &,

comme pour tout uç. R, i + COSÀ u^ o, Gs,, est continue définie positive.
En outre, i^ Ge,\(o)^ 2, en posant F^== Gs,,/G^(o), F,^ vérifie

bien les conditions du lemme.
Remarquons que, si [ À [ + 6 £ ^ i / 2 , la fonction périodique de

période i, F^,\ égale à F^\ sur [—1/2, 1/2] appartient à ^e,, est à spectre
dans Z, et vérifie des conditions analogues à celles du lemme sur un inter-
valle de période.

2.2. LEMME. — Si F et K sont respectivement des ensembles disjoints
fermé et compact de R symétriques par rapport à l'origine et tels que o^F,
il existe une suite finie (f^ . . . , fn) ^éléments de ̂  telle que :

(i) VrreF, \fk== i, . . . , N, fk(x)=o,
(ii) \/xçK, 3kç{ i, . . . , N } , /^)^i/8.

Il suffit en effet de prendre un réel £ tel que

o < 2 £ < i n f | r ï ; [ et o < 2 £ < inf | x—u\,
XÇ.F (x,y)çFxK

et de prendre un sous-recouvrement fini du recouvrement ouvert de K
( ) ^ —£, À 4- £ ( )\ç/c Si ?ii , . . . , À,y sont les centres des intervalles corres-
pondants, on prend alors fn=-- F,,^, et la propriété résulte du lemme pré-
cédent.

Bien entendu, on montrerait de la même manière un lemme analogue
pour les fonctions définies positives à spectre dans Z.

3. Démonstration du théorème principal.

3.1. — Le théorème étant évident dans le sens « seulement si »,
démontrons-le dans l'autre sens. Soit donc B== Z((gn)nçy) où (gn) est
une suite de fonctions continues, et supposons que o^B et que B est
symétrique par rapport à l'origine.

Quitte à remplacer gn par hn où hn(x)==gn{ x\) [donc tel que
Z((hn))== Z((^))], nous pouvons supposer gn paire.

En outre, comme o ̂  B, gn (o) ne tend pas vers zéro : il existe donc R > o
tel que, pour une infinité de n ç. N, on ait | gn (o) [ ̂  R.



412 G. RAUZY.

3.2. — LEMME. — Si o<2f^ jR, il existe une suite (fn^nçN d'élé-
ments de ̂ , telle que si Br== Z((f^)nçy), on ait ;

(i) si pour tout n assez grand, [ gn (x) \ ̂  r, alors x e Br,
(ii) si pour une infinité de n [ gn (x) [ ̂  sr, a/ors x^B,.
Définissons en effet, la suite de fermés (Fn) et la suite de compacts (Kn)

par :
— Fn est l'ensemble des x tel que gn (x) [ ̂  r et | x \ ̂  ———?

— Kn est l'ensemble des a;e ( —n, n) tels que | gn(x) [ ̂  27\
En vertu des hypothèses sur (gn) et r, Fn et K/, sont disjoints, symé-

triques par rapport à l'origine et o^Fn.
D'après le lemme 2.2, il existe une suite finie (fn,ï, . . . , / r a , v ( ^ )

d'éléments de ̂  telle que
\fxçFn, \fkç{ i, ...,N(n)}, fn,k(x)==o',
^fxçKn, 3kç{ i, ...,N(n)}, fn,k(x)^ilS.

Si on prend alors pour suite ̂ ) la suite composée de blocs :
/l,l» • • • » /l, ;V(l)î /2, l» • • - 5 / 2 , A^(2)? • • • ? //i,lî • • • ? fn,N(n)9 • • • »

cette suite vérifie bien les conditions du lemme (compte tenu du fait
que V xç. R dès que n est assez grand xç. (— n, n) ).

3.3. En prenant alors r(n) == 2J?/(n+i), il est immédiat que
B===r^Br{?z} et le théorème 2 en découle en vertu du corollaire du

^€N
lemme du paragraphe 1, deuxième partie.

De la même manière, on montrerait le théorème suivant.

THÉORÈME. — Si B est tel que o^B, B=—B, et Z+BcB, alors
les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) B==Z((fn)) avec fn€^ à spectre dans Z;
(ii) B == Z((gn)) avec gn continue.

Troisième partie.

Nous démontrons un résultat un peu plus général que l'union des
fermés disjoints :

THÉORÈME. — Si (Fn)nçîf est une suite de fermés et si
VmeN, 3 N € N tel que \fn^N, FnC\Fm=0,

alors I J Fn est élémentaire.
nçN
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En effet, posons B==\^j Fn, G^==[—n,n]n( \^J Fk ), Gn est
nGN \ k==l /

compact.
Définissons une fonction v (n) en posant v (n) == o si l'ensemble des A:

tels que G^nF/,==0 est vide, ^(n) est le plus grand des k dans cet
ensemble quand il n'est pas vide. On a donc o^v (n) < n.

Quand n—^co, ^(n)—^co d'après la condition imposée aux fermés
(Fn), en particulier dès que n est assez grand Fnr\Fo==0, et donc
FnC\ Gv(/;)=0. Le compact Gy^ et le fermé Fn étant disjoints, leur
distance est strictement positive, nous pouvons donc définir une
suite (^îi)nçîf de nombres réels telle que :

^n> o, (Xn->o quand n->oo et 2 cx.n est inférieur à la distance de Fn à
GV(/,) dès que n^no.

Nous posons alors

f.^(x)=-Ld(x, G.), ^(^--min<20f»)d<a•>J7">>.
0(^ 2 Oî^

Soit alors xçB. Il existe Hi tel que a;e G,^, donc si TÎ^HI, fîn(x)== o.
Par ailleurs, il existe Ha tel que, si n^n^, ̂ (n)^ni, donc^n Gn,==0,

et la distance de x à jF^ est supérieure ou égale à celle de Gn, à Fn, donc à
celle de GV(») à F,;, donc à sa,,, par conséquent f^n+i (x) == o.

Il en résulte que si n ̂  max(2Hi, 27Î2+1)» fn(x)==o, donc
BcZ({fn)\

Réciproquement, soitx^B. Alors quel que soit n e N, rr^ G/î. Distinguons
deux cas :

i° Pour une infinité de n, d(x, Gn)^ a,,. Alors, pour une infinité de n,
fîn(x)^ i, et en particulier fn(x) ne tend pas vers zéro, donc x^Z ((fn)).

2° Dès que n^Hi, d(x, Gn)^ocn. En particulier, d(x, Gn)-> o,
comme d(x, Gn) n'est jamais nul (puisque x^B), pour une infinité de n,
on a

d(^, G/0 < d(x, Gn-i),
on en déduit

d(X,Fn)==d(X, Gn)^^n.

Donc il existe un sous-ensemble JcN infini tel que, si nçj,
d(x, Fn)^^n' Mais alors, pour nç.J, fîn^(x)^ 1/2, fn(x) ne peut donc
tendre vers zéro, et x ̂ Z ((fn)).

On a donc bien prouvé que B==Z((fn)), c'est-à-dire est élémentaire.
Terminons par un problème : En prenant fn(x)== ̂ (^x), où cp est une

fonction périodique continue convenable, il est aisé de voir que l'en-

semble A des x dont le développement dyadique ^ ^"^ est tel que
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£.^== o à partir d'un certain rang, est un ensemble élémentaire. Il en est
de même pour l'ensemble B des x dont le développement est tel que
z:ik== o à partir d'un certain rang, la question est la suivante :

A u B est-il élémentaire ?
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