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POIDS ET ESPERANCES CONDITIONNELLES
DANS LES ALGEBRES DE VON NEUMANN

PAR

Frangois COMBES,

1. Introduction et notations.

Les traces et les formes linéaires positives contituent un outil puissant
dans I’étude des C*-algébres et des algébres de von Neumann : construction
de représentations, théorie non commutative de l'intégration, etc.
D’autre part, ces objets présentent a certains égards des analogies frap-
pantes. Le souci de généraliser et d’unifier a conduit a la recherche d’une
notion dont I’étude engloberait celle des formes linéaires positives et
celle des traces. C’est ainsi que les poids on été introduits et étudiés ([1],
[13], [14], [15]).

D’autre part, toute algébre hilbertienne définit, par représentation a
gauche, une algébre de von Neumann M et une trace fidéle, semi-finie,
normale sur M. Dans [4], nous avons généralisé cette propriété pour les
algeébres hilbertiennes a4 gauche récemment introduites ([20], [17]) : une
telle algébre définit, sur ’algébre de von Neumann qu’elle engendre par
représentation a gauche, un poids fidéle, semi-fini, ultrafaiblement semi-
continu inférieurement (s. c. i.).

Toutefois, un poids semi-fini, ultrafaiblement s. c. i. sur une algebre
de von Neumann, parait a certains égards une notion peu maniable.
Jusqu’a ce jour, certains problémes trés naturels demeurent sans réponse :
Un tel poids est-il somme de formes linéaires positives normales? Est-il
enveloppe supérieure de formes linéaires positives normales? S’il est
fidéle, definit-il une algébre hilbertienne a gauche achevée ? etc. Le pre-
mier de ces problémes est posé par J. DixmieR dans [6] (chap. 1, § 4, p. 52).

Dans cette étude, nous introduisons une classe de poids pour laquelle
on puisse répondre affirmativernient a toutes ces questions. Cette catégorie
est assez générale pour englober les traces et les formes linéaires positives
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normales. Ces poids sont aussi assez nombreux pour étre un outil conve-
nant 4 ’étude des algébres de von Neumann. Nous reprenons une notion
mise en évidence dans [4], § 3 : ces poids étaient ceux qui correspondaient
aux algébres hilbertiennes & gauche définissant une algébre de von Neu-
mann G-finie pour le groupe G des automorphismes modulaires.

Nous avons essayé de définir et d’étudier ces poids indépendamment
de la théorie générale des algébres hilbertiennes a gauche (c’est I'objet
des paragraphes 2, 3, et 4). Pour tout poids ¢ sur une algébre de von Neu-
mann M, nous considérons 'ensemble A des ye N, N N; (voir les défi-
nitions ci-dessous) tels que ¢ (yr) = ¢ (zy) pour tout reN.nN;. Nous
dirons que ¢ est strictement semi-fini si I est ultrafaiblement adhérent
4 A (qui est une sous-algébre involutive de ;N N3). Comme N, N N3
est alors ultrafaiblement dense dans M, un tel poids est semi-fini. Si ¢
est strictement semi-fini et ultrafaiblement semi-continu inférieurement
sur M+, il existe alors une espérance conditionnelle T, appliquant M
dans I’adhérence ultrafaible M, de A et telle que ¢ = ¢, Ty, ol nous
posons 9, = ¢ | M*. En outre, ¢, est une trace normale semi-finie sur
M. La construction de I'espérance conditionnelle T, reprend les méthodes
utilisées par H. UmeEcakr ([22], [23], [24]).

Nous appliquons ces résultats a 1’étude de divers problémes : ceux
que nous citions précédemment, ou encore dans les paragraphes 4 et 5, des
problémes sur les poids K. M. S. que nous n’avions pas su résoudre dans
le cadre le plus général. Par exemple, si G : { > o, est un groupe a un para-
métre d’automorphismes d’une algébre de von Neumann M, et si 3 est
un nombre > o, ’ensemble des poids strictement semi-finis, ultra-
faiblement semi-continus inférieurement et K. M. S. avec la constante 3
pour G, forment un cone convexe réticulé. Pour qu'un poids appartienne
4 une génératrice extrémale de ce cone, il faut et il suffit qu’il défi-
nisse une représentation factorielle de M. Si M est un facteur, ce cone
se réduit a zéro ou a une demi-droite. Autrement dit, s’il existe sur M
un poids strictement semi-fini, ultrafaiblement semi-continu inférieu-
rement non nul qui soit K. M. S. pour {+> o, avec la constante (3, ce
poids est unique a une constante multiplicative prés.

L’étude se présente de la facon suivante. Au paragraphe 2, nous faisons
de brefs rappels préliminaires sur les sous-algébres faciales et les idéaux
4 gauche des algébres de von Neumann. Au paragraphe 3, nous construi-
sons I'espérance conditionnelle associée 4 un poids ultrafaiblement semi-
continu inférieurement. Au paragraphe 4, nous introduisons les poids
strictement semi-finis. En les supposant ultrafaiblement semi-continus
inférieurement, nous les décrivons ainsi que la représentation qu’il défi-
nissent. Le paragraphe 5 est consacré aux poids K. M. S.. Au paragraphe 6,
nous étudions le produit tensoriel des poids précédemment introduits,
et nous retrouvons, en particulier, quelques propriétés bien connues des
traces [8].
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Un poids sur une C*-algébre A est une fonction ¢ définie sur A+ a
valeurs dans [o, + o] vérifiant les conditions suivantes :

(9) pour z, ye A*, on a ¢(z + y) = ¢(2) + 9 (y);
(b) pour x€ A+ et AeR*, on a ¢(Ax) = A¢(z) (on convient que
0.4 00 = o).

L’ensemble F des x€ A+ tels que ¢ () <<+ est une face du cone A+.
Le sous-espace vectoriel lin F, engendré linéairement par F, est une sous-
algébre involutive M, de A. Il existe sur M, une forme linéaire positive ¢
et une seule qui coincide avec ¢ sur M= F. L’ensemble des z€ A,
tels que ¢(z'x) << 4o [resp. ¢(x*x) = o], est un idéal a4 gauche N,
[resp. N] de A, et on a My = N;N,. On note A, l'application cano-
nique Ny— Ny/N;, H. I'espace hilbertien complété de N,/N, pour le
produit scalaire (A,x| Ayy) = ¢ (y'z), 7y la représentation de A sur H,
obtenue par le procédé habituel. Si ¢ est une trace semi-continue infé-
rieurement, nous noterons p, la représentation de I’algebre opposée de A
sur H, définie par ¢. Si ¢ est la restriction & A+ d’une forme linéaire
positive f € A, nous noterons £, le vecteur de Hy totalisateur pour ms
canoniquement défini par f.

Si A est une algeébre de von Neumann, nous dirons que le poids ¢
est normal si, pour toute famille filtrante croissante (x;) d’éléments de A+
admettant une borne supérieure x, on a ¢ () = sup ¢ (z:). Si ¢ est normal,
Iensemble des projecteurs ge A, tels que 9(q) = o, posséde un plus
grand élément q,. Le projecteur p,= I — ¢, est appelé le support de ¢.
Notons que si ¢ est ultrafaiblement semi-continu inférieurement (nous
dirons simplement « ultrafaiblement s. c. i. »), il est normal. Si ¢ est une
trace, la réciproque est vraie ([6], chap. 1, § 6, cor. prop. 2, p. 85); pour
un poids quelconque, le probleme est ouvert. Si Ny, = (o) on dira que ¢ est
fidele. Si M, est ultrafaiblement dense dans A, on dit que ¢ est semifini.

Pour la théorie des algébres hilbertiennes a gauche, nous suivrons les
notations de [17]. En particulier, si % est une telle algébre, nous noterons
A’ I’algebre hilbertienne & droite associée, & (W) I’algébre de von Neumann
engendrée par m(A), o m désigne la représentation canonique de A
sur I'espace hilbertien complété de U.

Je remercie M. TAkEsaKI qui m’a tenu au courant de ses travaux
sur la théorie des algébres hilbertiennes. Je remercie également
F. PerpRIZET qui a discuté avec moi certains points de cette étude.

2. Quelques propriétés des sous-algébres faciales d’'une algébre
de von Neumann.

Les propriétés énoncées dans ce paragraphe sont toutes plus ou moins
connues. Pour la clarté de I’exposé qui suit, il nous a semblé nécessaire
de les rassembler ici.



76 F. COMBES.

Soit M une C*-algébre. Rappelons qu’on appelle face de M+ un sous-
cone convexe héréditaire F de M. Le sous-espace vectoriel lin F, engendré
linéairement par F, est une sous-algébre involutive I de M et M+=F
(voir par exemple [2], prop. 1.3). L’ensemble des z€ M tels que z*z€ F
sera noté L(F); c’est un idéal a gauche de M, et on a M = L(F)"L(F).
Une sous-algebre M de M engendrée linéairement par sa partie positive
P+, et telle que M+ soit une face de M+, est appelée une sous-algébre
faciale de M.

Si M est une algébre de von Neumann, pour tout idéal a gauche N
de M, "N est une sous-algébre faciale de M, et on a | = L[N N)*]
([4], lemme 4.11).

2.1. LEMME. — Soient M une algébre de von Neumann, Nt un idéal a
gauche de M, N son adhérence ultrafaible. Alors la boule unité de 9 est
ultrafaiblement dense dans celle de R, ef toute unité approchée filtrante crois-
sante de N converge ultrafortement vers I'unique projecteur p de 3% tel que
= = Mp.

Soit (u;) une unité approchée filtrante croissante de N, et soit p sa
borne supérieure dans M. Comme u; converge ultrafortement vers p
([6], append. II), p est dans :. Pour €N, on a || x — zu; || - o, d’ott
x = zp. Cette relation est encore valable pour x€ R. En particulier,
on a p = p?, donc p est un projecteur. On a Mp c N, car N est un idéal
a gauche, et on a Nc Mp d’aprés ce qui précéde. Donc N = Mp. Alors
tout ze N est limite ultraforte de zu,e N et on a

lzw || <2l wll < 2|,

ce qui achéve la démonstration.

2.2, — LeMME. — Soient M une algébre de von Neumann, it un idéal a
gauche de M. Notons IMM la sous-algébre faciale |*N de M. On a alors

M =NNN)2, et les adhérences ultrafaibles M, RN, N de ces
ensembles vérifient

M=RAXW=NRnN"=N'N.
En particulier, M est faciale, ef on a | = L(M~).
D’aprés [4] (lemme 4.11), M est faciale et, d’aprés [4], (lemme 2.10),
on a M=NnN"). Les relations M = N*"NcNRNN* entrainent
M RAN'c RN . L’idéal a4 gauche N de M étant normiquement

fermé, la proposition 3.1 de [2] nous donne NN N* = N*N. Montrons
que RN =M. Il suffit de montrer que N contient les
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éléments z*x, ou z€ N, car ces éléments engendrent linéairement N*N.
D’apreés le lemme 2.1, tout € N est limite ultraforte d’éléments g€ N
tels que || y:|) < || y|l. Alors z*x est limite ultrafaible des éléments
y g€ N, d’ou I'inclusion recherchée.

La relation 9 = N et le lemme 4.11 de [4], déja cité, montrent que
M est faciale et que N = L(M+). (Notons que la relation M =N n N*
montre que I = pMp, ol p désigne le plus grand projecteur de N).

2.3. LEMME. — Soient M une algébre de von Neumann, YR une sous-
algébre faciale de M, Rt U'idéal a gauche L(M+). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) M est ultrafaiblement dense dans M
(ii) M N N* est ultrafaiblement dense dans M ;
(iii) N est ultrafaiblement dense dans M;

(iv) Il existe une famille filtrante croissante d’éléments de M+ convergeant
ulfrafaiblement vers I;

(v) Il existe une famille filtrante croissante d’éléments de MM+ convergeant
ultrafaiblement vers I.

(i) = (ii) & (ni) d’aprés le lemme 2.2, et (v) = (iv) est évident, car
McRN.

(@)= (v) : Si M est ultrafaiblement dense dans M, la représentation
identique de I’adhérence normique A de 9 est non dégénérée. Si (u))
est une unité approchée de A construite dans I, elle converge ultra-
fortement vers I ([5], 2.2.10).

(iv) = (i) : Supposons qu’il existe sans N+ une famille filtrante crois-
sante (u;), convergeant vers I ultrafaiblement (donc aussi ultrafortement
d’aprés [6], append. II). Alors, tout x€ M est limite ultraforte de
;e NN =M.

2.4 LemwME ([6], chap. 1, § 3, cor. 5, p. 43). — Soient M une algébre
de von Neumann, J un idéal bilatére de M ultrafaiblement dense dans M.

(i) Pour tout x€ M+, il existe une famille filtrante croissante d’éléments
de J+ dont x est la borne supérieure.

(ii) Pour tout projecteur q de M, il existe une famille (p;);e: de projecteurs
de J, deux a deux orthogonaux, de somme égale a q.

(i) D’apres le lemme 2.1, toute unité approchée filtrante croissante (u.)
de J converge ultrafortement vers I. La famille filtrante croissante
(x'/* uyx'’?) converge alors ultrafortement vers z qui est donc sa borne
supérieure ([6], append. II)
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(ii) Soit (p:):ier une famille maximale de projecteurs, deux a deux

orthogonaux de J, et majorés par ¢. Si la somme e =2 p: de ces pro-

iel
jecteurs est différente de g, g-e majore un élément z non nul de J+ [d’aprés
(i)]. D’aprés la théorie spectrale, il existe un projecteur p de M non nul,
majoré par un multiple scalaire Az de . Comme J+ est une face de M+
({6}, chap. 1, § 1, prop. 10, p. 11), on a p€ J, et la famille (p;);c; n’est pas

maximale. Donc Zpi= q.
iel

2.5. LemMmE. — Soient M une algébre de von Neumann, M une sous-
algébre faciale de M, J un idéal bilatére ultrafaiblement dense dans M.
Alors lin (M~ nJ~+) est ultrafaiblement dense dans M. En particulier, si M
est ultrafaiblement dense dans M, lin (M+n J+) et M n J sont ultrafaiblement
denses dans M.

D’apres le lemme 2.4, tout x€ I+ est la borne supérieure, donc la
limite ultrafaible, d’une famille filtrante croissante (x;);c; d’éléments
de J+. Comme MM+ est une face de M+, on a z;€ M+nJ+ pour tout
i€ I. Ainsi M+nN J* est ultrafaiblement dense dans M+, et lin (M+n J+)
est ultrafaiblement dense dans lin 9t+= M. L’inclusion évidente
lin (M+n J+)c M N J montre qu’il en est de méme pour P n J.

3. Espérance conditionnelle associée a un poids ultrafaiblement
s. ¢. i, sur une algébre de von Neumann.

3.1. LemMmE. — Soient M une C*-algébre, ¢ un poids sur M+, a un
élément de Ny, Posons b=1—a:

(i) Pour tout xe NyNN", les éléments a*a, a’*x, xa, a*ra appartiennent
a M, eton a
¢(d' @) = ¢(a’'z) = ¢ (xa) = $(¢’xa) = o.

(ii) Pour tout xe My, les éléments b*x, xb, b*xb appartiennent a Mo,
et on a
¢ (b'x) = § (xb) = §(b*xb) = ¢ ().
(iii) Pour tout x€ M+, on a
9 (a*za) = o, o (b*xb) = 9 (2).

(i) Pour zeRN,NnN:, les éléments a'x, xa, a'za appartiennent &
NN, = M,. D’aprés I'inégalité de Schwarz, on a

[¢(@2)P=9(a"a) ¢ (') = o,

et de méme ¢ (za) = ¢ (a"xa) = o.
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(ii) Supposons maintenant que zTeM,cN,NN.. La relation

b’z = x — a*z et (i) montrent que b*ze M, et que
(') =¢(2) —$("2) =% (2);
on a de méme ¢ (xb) = ¢ (b*xb) = ¢ (z).

(iii) Supposons enfin que x€ M+. La relation a*xa < || || a"a entraine
o(a'za) = o. Si ¢(xr) <<+ oo (soit zeM?), on a vu que V'zbeMt et
que ¢(x) = ¢ (b*xb). Supposons maintenant que ¢(x) =-+4oo. Si on
avait ¢ (0*xb) <<+ o0, on aurait z'2be N, d’ol

2r=x"b4xaeRN, et TeN N,=M,.

C’est absurde, donc ¢ (b*xb) = +-c0 = ¢ ().

3.2. LEMME. — Soient M une algébre de von Neumann, ¢ un poids
ultrafaiblement s. c. i. sur M+. Alors Ny, est un idéal a gauche ullrafaible-
ment fermé de M.

Il est clair que I'ensemble des xe M+, tels que ¢(r) = o, est une
face ultrafaiblement fermée de M+, d’ou I’assertion d’apres [2] [lemme 2.6-
(i),

3.3 ProposrTiON. — Soient M une algébre de von Neumann, ¢ une trace

normale semi-finie sur M+, { un poids semi-fini et ultrafaiblement s. c. i.

sur M+. On suppose que ¢ et { coincident sur une sous-algébre involutive
A de M;NnMy. Si A est ulirafaiblement dense dans M, on a 9 =1, et
A;A est ultrafaiblement dense dans Ualgébre hilbertienne achevée AN,
définie par o.

Notons d’abord que, pour tout ac A et tout xe M, on a
¢ (a*za) = { (a*za).

En effet, les deux formes x> ¢(a*za) et z > §(a‘za) sont définies
sur M, positives, normales, et prennent les mémes valeurs sur A. Elles
sont donc égales. En particulier, le support p de ¢ est un projecteur
central de M, et on a, pour tout ac A,

¢[I—p)aa(I—p)|=4[a’'(I—p)d]
= ¢[a*'(I—p) al=9¢[(I—p) a’'a(I—p)]=o.
D’aprés le théoréme de densité de Kaplansky, on peut faire tendre ultra-

fortement a€ A vers I avec || a || < 1. Alors a*a converge ultrafaiblement
vers I avec a*a < I. D’aprés la semi-continuité inférieure de J, on a

¢ (I —p) <lim inf $[(I — p) " a(I — p)]
< lim supy[(I — p) a*a(I—p)| <¢ (I —p),
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d’ou
¢ —p) =limy[(I —p) a'a(I—p)] = o.

On en déduit que ¢ | M+(I—p) =o0 = ¢ | M+(I — p).

En restreignant ¢ et Y & M+p, on peut supposer désormais (compte
tenu du lemme 3.1) que ¢ est fidéle. Notons 7, et p; la représentation
et Pantireprésentation de M sur H,, canoniquement définies par ¢
Comme ¢ est normale, ’application

@, y) > Aoy = To(2) Aol = po (y) Aoz

est séparément continue de chaque variable quand on munit M de la
topologie ultrafaible, et Hy de sa norme. On en déduit facilement que Ay A?
est partout dense dans AyJ,; donc Ay, est I'algebre hilbertienne
achevée de la sous-algébre hilbertienne A, A% D’apres [6] (chap. 1, § 5,
prop. 4, p. 73), pour tout a€ M?, il existe une suite (z,) d’éléments de A?
telle que

| Apa?— Aoy || — o, avec sup| .|| <+,

et 2, converge ultrafortement vers a'2. Alors x;,x, converge vers a ultra-
faiblement, et la semi-continuité inférieure de ¢ nous donne
¢ (a) £ lim inf ¢ (z, ,) = lim inf ¢ (z), 2.)
=lim || Apzs |* = || Ao @ |* = ¢ (a).

Cela prouve que § est majorée par ¢ sur . On en déduit
[Aya— Ay, || = $[(a*—2a)" (@' — )]
Z9[(a/*—xa)" (@ —2,)] = [| Ap @' — A @s ||* > o,
d’olt
$(@) = Aya” | =1im || Ay, [|* = lim (2, 2,) = lim ¢ (2, 22) = ¢ ().

Ainsi, ¢ et ¢ coincident sur M. La normalité de ¢ et de ¢ et le
lemme 2.4 montrent alors que ¢ = {.

3.4. REMARQUES. (a) La proposition précédente était connue lorsque ¢
et ¢ sont des traces ([6], chap. 2, § 6, lemme 1, p. 203).

(b) Une démonstration analogue & la précédente donne le résultat
suivant : « Soient M une algébre de von Neumann, ¢ une trace normale
semi-finie sur M+, ¥ un poids semi-fini et ultrafaiblement s. c. i, sur M+,
On suppose que U est majoré par ¢ sur la partie positive d’une sous-algébre
involutive A de M,NMy. Si A est ultrafaiblement dense dans M,
¢ majore ¢ sur M+, »

Le lemme suivant est sans doute bien connu.
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3.5. LEMME. — Soient M et N deux algébres de von Neumann, Ac M
une sous-algébre involutive de M ultrafaiblement dense dans M, T une appli-
cation linéaire de A dans N. On suppose que la restriction de T a la boule
unité de A est bornée et qu’elle est continue pour les topologies ultrafaibles
de M et N. Alors T se prolonge de maniére unique en une application
linéaire de M dans N continue pour les topologies ultrafaibles de M et N.

Pour tout espace vectoriel normé X, notons X, la boule fermée de rayon r
de X. D’aprés le théoréeme de densité de Kaplansky, A, est ultrafortement
dense dans M,, donc a fortiori ultrafaiblement dense dans M,. D’autre
part, M, est ultrafaiblement compacte, et par suite ultrafaiblement com-
pléte; M, est donc le complété ultrafaible de A,. Posons k = || T ||.
L’application T | A, prend ses valeurs dans la boule N;- qui est ultra-
faiblement compléte. En raison de la linéarité de T, T | A, est unifor-
mément continue, donc prolongeable de maniére unique en une appli-
cation F, définie et continue sur le complété M, de A,, & valeurs dans Ng.
Pour r < r', on a évidemment F, | M,.= F,. Il existe donc une applica-
tion F de M dans N unique telle que F |M,= F,. pour tout r > o.
Alors F qui est ultrafaiblement continue sur la boule unité de M est
ultrafaiblement continue sur M ([6], chap. 1, §3, th. 1-(ii)) (F est
évidemment linéaire).

La proposition suivante n’est qu'une adaptation aux algébres de von
Neumann du lemme 17.2.1 de [5].

3.6. ProposiTioN. — Soient M une algébre de von Neumann, ACc M
une sous-algébre involutive de M ultrafaiblement dense dans M, ¢ une forme
linéaire positive sur A telle que o (x*x) = ¢ (xx*) pour fout x€ A, et telle
que y v o (z*yx) soit ultrafaiblement continue sur la boule unité de A pour
tout z€ A. Alors il existe une trace normale semi-finie, et une seule sur M+,
qui coincide avec ¢ sur A+.

Sur A, la forme sesquilinéaire hermitienne s(z, y) = ¢ (y* ) est positive
et vérifie les conditions suivantes :

(a) s(z, y) = s(z*, y*) pour tous z, ye A;

(b) s(zz, y) = s(z, z'y) pour tous z, y, zEA;

(c) s(zz, zxr) < || z||*s(x, x) pour tous x, zE A;

(d) les éléments xy (ou z, y A) sont partout denses dans A pour la
structure préhilbertienne définie par s;

(e) Pour tout z€ A, z > s(zz, z) est une forme linéaire ultrafaiblement
continue sur A.

Vérifions par exemple la condition (d). Soit y€ A. D’aprés le théoréme
de densité de Kaplansky, il existe une famille (u;) d’éléments de A conver-
geant ultrafortement vers I, avec || u;{|<1. Alors z;= u; u; converge

BULL. SOC. MATH. — T. 99, FASC. 1. 6
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ultrafaiblement vers I avec [| ;|| << 1. D’aprés les hypothéses faites, la
forme linéaire x> ¢ (y*xy) est ultrafaiblement continue sur la boule
unité A, de A. Elle est aussi bornée sur A,. En effet, siz€ A, est hermitien,
on a

—eWP<Lo@ay) <oy

Si z€ A, est quelconque, ses parties hermitiennes sont dans 4,, et on a
lo(@zy)| < 290 (y'y). D’aprés le lemme 3.5, cette forme est prolon-
geable en une forme linéaire positive ultrafaiblement continue f sur M,
et on a alors

s—xy, y—xy) =@ y—20'ny +y'}y)
Z20y—y iy =2fI—xz)—>0,  dou (d).

D’aprés la condition (c), I’ensemble N des x€ A tels que s(z, ) = o est
un idéal a gauche de A, et il est auto-adjoint, donc bilatére d’aprés la
condition (a). On voit donc que A/N est muni d’'une structure d’algébre
hilbertienne. Soit H I’espace hilbertien complété, et notons A ’application
canonique de A sur A/N. Pour tout z€ 4, il existe un opérateur linéaire
continu 7 (z), et un seul, sur H tel que n(z) Ax = A zz pour tout ze€ A,
etonal| w(2)|| < | z[|. Les combinaisons linéaires des formes ¢ > (t A x| A y)
sont partout denses dans le prédual de I’algebre de von Neumann engendrée
par 7 (A). De la condition (e), on déduit donc (par équicontinuité) que la
restriction de = 4 la boule unité de A est ultrafaiblement continue. D’apreés
le lemme 3.5, 7 est prolongeable en une représentation normale @ de M
sur H. Si 7 est la trace canoniquement définie par A/N, 107 est sur M+
une trace normale semi-finie coincidant avec ¢ sur A+. D’aprés la propo-
sition 3.3, elle est unique avec ces propriétés.

3.7. LEMME. — Soient M une C*-algébre, ¢ un poids sur M+. L’en-
semble A des ye Ron N7, tels que ¢ (yr) = ¢ (xry) pour tout xeN,nNZ,
est une sous-algébre involutive de F,N N;.

Il est clair que A est un sous-espace vectoriel de M. C’est une sous-al-
gebre, car on a, pour tous y;, € A et tout re N, NN,

@ Y1) =4[y @2 2)] = ¢[(¥:2) y:] = [y (xy:)] = ¢ (Y1 Y2)-

Les relations suivantes, valables pour tout ye A et tout reN,n N3,
montrent que A est auto-adjointe :

¢y ) =¢l(@'y)] = ¢ (x'y) = ¢ (y2') = ¢ (")
3.8. ProrosiTioN. — Soient M une algébre de von Neumann, ¢ un poids

ultrafaiblement s. c. i. sur M+, M, Uadhérence ultrafaible de 'ensemble A
desye N,n N tels que $ (yx) = ¢ (xy) pour tout x€ NN N
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Alors M, est une sous-algébre involutive ultrafaiblement fermée de M.
La restriction ¢, de 9 @ M* est une frace normale semi-finie sur M. Le plus
grand projecteur de Ny, dans M, est égal au plus grand projecteur de Ny
dans M, et on a Ny, =Non M, = A.

D’aprés le lemme 3.7, M, est une sous-algébre involutive de M. Pour
y€A, on a ¢o(y'y) = ¢ (yy*); la proposition 3.6 montre alors qu’il existe
sur M une trace normale semi-finie coincidant avec ¢, sur (A2)*. Cette
trace est égale a ¢, en vertu de la proposition 3.3.

Notons respectivement g et ¢, le plus grand projecteur de N, et celui
de N.,. D’aprés le lemme 3.1, le projecteur q est un élément de N,n N3
tel que ¢ (zg9) = ¢ (gx) = o pour tout e N,N N}, On a donc g€ Ac M,,.
Les relations

%@ =90(@ =0 et  ¢(q)=9(q)=0o0

montrent alors que q = q,.

On a évidemment Ac RNyn My=N,,. Réciproquement, soit ae N,.
D’aprés la proposition 3.3, Ay, A? est partout dense dans l’algébre
hilbertienne A;, N;,. On peut donc trouver une suite (y.) dans A* telle
que

Pol(@—yn)(@—Y2)'1 = 9o[(a— 1Y) (a—yu)] = || Ag,@a—Ag Yn [P 0.
On a alors, pour tout ze Ny,N Ny,
| ¢(xa — 2yn) [*< ¢ (x2°) o [(a —Yn)" (@ —Ya)] o,
et de méme ¢ (ax — Yy, ) — o. On en déduit
¢ (ax) = lim$ (y.2) = lim¢ (xy,) = ¢ (za).

Donc a€ A, et on a bien %, C A.

3.9. ProprositioN. — Soient M une algébre de von Neumann, ¢ une
trace normale semi-finie sur M+. Pour tout x€ M+, la fonction ¢ :
y = @ (x*yx'?) est un poids semi-fini ultrafaiblement s.c.i. sur M+ et
majoré par || x| 9. Réciproquement, pour fout poids ¢ sur M+ majoré par
un multiple 29 de ¢ sur M+, il existe un élément xe M+ tel que || z|| < A
et tel que ) (y) = ¢ (x2yx'?) pour fout yeM?y; si ¢ est ulirafaiblement
S.c.i.sur M+ ona

Y (@) = ¢ (x*yx*) pour tout ye M+,
et si ¢ est fidéle, il existe un seul élément x€ M+ fel que

¢ (y) =9 (@2yx?) pour tout ye M3,
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Pour x€ M+, ye M!, on a g€ Ny, d’olt
b @) =9 @ yz”) = ¢ G 2y) < | 2l ¢ @)-

Ainsi on a ¢ || || ¢ sur PM*, donc sur M+. Comme ¢ est une trace nor-
male, elle est ultrafaiblement s. c. i., et il en est de méme pour ¢. Comme
est 4 valeurs finies sur M+, il est semi-fini.

Réciproquement, considérons un poids ¢ sur M+, majoré par A¢, ou
A€R+, et montrons qu’il existe xe M+ vérifiant

Izt et d(y)=¢@~ yz”) pour tout yeIMs.

SiA = o, on peut prendre £ = o. Si A > o, on peut évidemment supposer
quey < 9. D’aprés [1] (lemme 2. 3), il existe alors un opérateur € w, (M)’
tel que o <<t = I et tel que

b (*u) =(Aqu|tAgv) pour tous u, ve Ny Ny.

Soit J I'isométrie linéaire de H, sur l’espace hilbertien conjugué qui
prolonge linvolution A uw Apu* de I'algébre hilbertienne A,%R,.
Posons z = JtJ. On a || z|| =] t]|| £ 1 et zeny(M). Choisissons x€ M+
tel que || z|| = z[| <1 et my(x) = z. Pour tous u, ve R, on a alors

') =Aou| JzJAyv) =(Au 0| 2A50") = ¢ (v2u’) = ¢ (T U vI').

Alors, pour ye M, on a y'2e Ny, d’ou ¢ (y) = o (x2yx"?). Si ¢ est
ultrafaiblement s. c.i., tout élément de M~ étant la borne supérieure
d’éléments de M} (lemme 2.4), on a

() = ¢ (x2yx'?) pour tout ye M+

Supposons ¢ fidéle, et soit x, un autre élément de M+ possédant la
propriété énoncée. Posons a = x — x, et soit a = w | a | sa décomposition
polaire. Pour tous y, z€ 9y, on a alors y*xz, y'z, z€ My, d’out

@y az) = (yr)—¢(y'zi2)
=@ 2y 2 — b (2 2y 2 = J(2y") — I(2y*) = o.
Soit (u;) une unité approchée filtrante croissante de ,. On a wu,e Ny,

d’oul
o =¢(wwaw) = ¢ (w|alw)=9(|al*ui|a|"”?).

Alors u;, et par suite u}, converge ultrafortement vers I, et la semi-conti-
nuité inférieure de ¢ donne ¢ (| a|) =o,dot|a| =oetzxz ==z,

3.10. LemMME. — Soient A et Bdeux C*-algébres, T une application linéaire
de A dans B. Si T est positive, elle est continue.
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Il suffit de reprendre la démonstration donnant la continuité des formes
linéaires positives sur une C*-algébre. Si T n’était pas continue, il exis-
terait des éléments hermitiens z,, ,, ... de A tels que || z.[| <1 et
| T@.)||> 2, pour n =1, 2, .... La relation — |z, |z, < ||
donne —T(|z.|)<Z T(x)|<T(|2.]), d’ot || T(|2])||>>2**. En
posant

a =>_‘ 2™ | Zn |,
n=1
on voit que I'on a
IT@N=ITCE™ 2] =2

pour tout n =1, 2, ..., ce qui est absurde.

3.11. DEFINITIONS ET NOTATIONS. — Pour tout poids ¢ sur une algebre
de von Neumann M, nous noterons M, ’adhérence ultrafaible de la sous-
algébre involutive A de M caractérisée par le lemme 3.7, ¢, la restriction
de 9 & M7, 9N , ensemble des xe M, tels que ¢ (z*x) <<+ 0. Comme M,
est ’adhérence ultrafaible de A, donc de R ,, c’est aussi I’adhérence
ultrafaible de M , (par exemple d’apres le lemme 2.3). Remarquons aussi
que si ¢ est une forme linéaire positive normale, fidéle sur M, définissant
une algébre hilbertienne & gauche U, M, est I'ensemble des éléments de M
invariants par les automorphismes modulaires définis par %A dans M et,
dans ce cas, nos notations concordent avec celles de [17] (lemme 15.8).

Rappelons qu’on appelle espérance conditionnelle dans une C*-algebre A
une application linéaire positive 7' de A dans A telle que

T[T(x)yl=T(x) T(y) pour tous z, yeA.

Comme T est hermitienne, on a aussi T[yT (z)] = T(y) T'(z). Une telle
application est normiquement continue d’aprés le lemme 3.10. L’en-
semble B des x€ A tels que T (r) = « est une sous-C*-algébre de A, et T
est une projection positive de A sur B. Si A est unifére et si T(I) = I,
B est aussi I'ensemble des x € A tels que T'(za) = x T (a) pour tout a€ A.
Si A est une algébre de von Neumann, et si T est normale, elle est ultra-
faiblement continue; son image B et son noyau sont ultrafaiblement
fermés, et A est somme directe topologique de ces sous-espaces (voir [22],
[23], [24)).

3.12. ProprosiTIiON. — Soient M une algébre de von Neumann, ¢ un
poids semi-fini, ultrafaiblement s. c.i. sur M+, e le plus grand projecteur
de M, p, le support de ¢,. Alors on a eM,ec My, ef il existe une espérance
conditionnelle normale, et une seule, T' de M sur p, M. p, ltelle que

9 (exe) = 9,[T(x)] pour tout xe M+,
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L’unicité de T vient du fait que ¢, est une trace fidéle sur p, Myp,
(prop. 3.8). Considérons en effet deux applications 7' et T’ possédant
les propriétés de I'énoncé, et soit xe M. En admettant la relation
eM*ecM; démontrée plus loin, on voit que eree M}. La relation
¢ (exe) = ¢,[T (z)] montre alors que T (z)€ M,, c Ny,. Il en est de méme
pour T’ (z). Posons y = T'(x) — T (), il vient

Q[T @) —T' @) (T @) —T' @)] = ¢y T (@) —y T" (v)]
=¢[T (Y 2) —T' (¥ x)] = ¢ (ey"xe) — & (ey"xe) = o.

On a donc T'(x) = T'(x) pour tout x€ M} et, par linéarité, pour tout
z€M,. D’apres la continuité ultrafaible de T et de T', on a T = T".

Etablissons maintenant I’existence de T. Sur I’algébre PoMypo= My p,,
T = @, | po M7 p, est d’apres la proposition 3.8, une trace normale, fidéle,
semi-finie. On a évidemment N.c N,,. D’apres la proposition 3.8, pour
tout ze M7 et tout ye M+, on a

¢ (xy) =9 @ xy") < zll 9 ) = [| z[| = @)-

Ceci montre que y ¢(xy) est sur M. une forme linéaire positive
majorée par || z|| . En prenant sa restriction sur 97 et + oo sur le complé-
mentaire de Mt dans M*p,, on obtient sur M} un poids majoré par
|| | =. D’aprés la proposition 3.9, il existe un élément T'(x) unique de
M p, tel que

¢ (xy) =<[y T (x) y*] = [T (x)"*y T (x)"] pour tout ye Mz,

etonall T(z) || < || z|. En utilisant I'unicité de I’élément T'(x), on vérifie
immédiatement que T est une application linéaire de M+ dans M3 p,.
Elle se prolonge de maniére unique en une application linéaire positive
de M, dans M, p, (nous noterons encore T cette application). Pour tout
z€ My hermitien de norme <1, on a (| 2+ || <1, [z~ [| <1, d’olt

1T@N<=ITE)[ +[TE) <2

Ainsi T est normiquement continue. En outre, T est ultrafaiblement
continue sur toute boule fermée de M,. En effet, si x;€ M, converge
ultrafaiblement vers x € M, avec || z; [| < 1, pour tout ye Mt, on a

[y T (@) y**] = ¢y xy'*) =1lim$ (y* 2,y'*) =lim# [y T () y'].

Les combinaisons linéaires des formes u > t(y?uy'/?), o y décrit M1,
sont normiquement denses dans le prédual de M, p, ([6], chap. 1, § 6, th. 9).
Comme || T'(z;)|| est borné, T(x;)) converge ultrafaiblement vers T ().
D’aprés le lemme 3.5, T se prolonge & M en une application linéaire ultra-
faiblement continue. Sur M., T est 'application identique. Par continuité,
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son prolongement T est positif, égal 4 I'identité sur I’adhérence ultrafaible
Myp, de M. Pour e M3, uc M. ef ye M, on a

¢ (' zuy) = ¢ (zuyy’) = [T (x)"*uyu’ T (2)"*] = <[y u' T (x) uy'”].

On en déduit que T (u*zu) = u*T(x) u et, par polarisation et continuité
ultrafaible de T, que T (uxv) =uT(x)v pour tout xeM et tous
u, V€ My p,. Ainsi, T est bien une espérance conditionnelle.

Montrons maintenant que, pour tout xe€ M, on a
(1) T[T ()] <L 9 ().

Supposons d’abord que xe MM, Pour tout ye Mt vérifiant (| y|| <1,
on a y*< y. La forme linéaire u > ¢ (xu) étant positive sur M;, on a
¢ (xy®) < ¢ (xy), et d’aprés I'inégalité de Schwarz et les propriétés des
éléments de N.,.

§ (zy)* = o[z 2@ Y] < 9 (2) 9 (Yzy) = ¢ (2) 9 (xy*) < 9 (2) @ (2Y).

On en déduit que ¢ (zy) < ¢ (), soit encore
16 [T @)y T (@)1= ¢ (2).

Si () =+ 0, la relation (2) est évidemment vérifiée; elle est donc
valable pour tout xre M+, En faisant converger ultrafaiblement y vers
I'unité p, de M p,, on obtient

[T (®)] < liminfe[T (@) 2y T (2] =< o (@),  dot (1).

Montrons maintenant que ¢ (exe) = ¢,[T(x)] pour tout xe€ M+. Pour
tout z€ M et tout ye N+, on a t[yT(z) y] = % (yzy). En effet, en tant
que fonctions de z, les deux membres de cette relation sont des formes
linéaires positives normales qui coincident sur It} d’aprés la construction
de T. Elles sont donc égales sur M. Faisons converger ultrafortement
ye N+ vers p, avec || y || <L 1. Alors yry et y* convergent ultrafaiblement
vers p,zp, et p, respectivement, et on obtient, pour tout xe M+,

3) 0 (popo) £ lim inf ¢ (yzy) = lim inf [T (x)V*y? T (x)"/?]
= [T @"p, T@"] = [T @]

En utilisant le fait que T est une espérance conditionnelle, les relations (3)
et (1) donnent

@ (Pope) Z [T (@)] = 7[po T (&) po] = [T (Do 2Ps)] < ¢ (PoPo)-

Donc ¢ (p,zp,) = =[T(x)] pour tout x e M+. Notons ¢, la restriction
de ¢ 4 eM+e. On a Ny,,c N;,Cc N, et, d’aprés la proposition 3.8, le plus
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grand projecteur de N, est égal 4 celui de N,,. On en déduit que p, est le
support de ¢4, et alors le lemme 3.1 donne

¢ (exe) = ¢ (poxpo) =7[T(x)] pour tout x € M+.

Cette relation et (1) entrainent ¢ (exe) < ¢ (z) pour tout xe M+. Il en
résulte que eMy, e < M.

3.13. DEFINITION. — Si ¢ est un poids ultrafaiblement s. c. i. et semi-
fini sur une algébre de von Neumann M, I’espérance conditionnelle de M
sur p, M, p,, caractérisée par la proposition 3.12, sera appelée ’espérance
conditionnelle associée a ¢, et notée T',.

3.14. CoroLLAIRE. — On reprend toufes les données et notations de la
proposition 3.12. Pour fout x€ I}, la borne supérieure des nombres
9 (a*za), ot a décrit la boule unité de Mo, est finie et égale a ¢(exe). On a
les relations

M M, My, My M, Mo, MR, N, No My R,
Mo(NonR)<RNNz, NonR)MocR NN, My, = Mo n M,,.

Soient x€ M3, et a € M, tel que || a|| = 1. D’aprés la proposition 3.12,
on a erec M3, et ¢, [T'(x)] = ¢ (exe) < + .On en déduit que T'(x) € M?,;
comme le support p, de ¢, est aussi le support de ¢ | eM+e, on a

¢ (a*za) = 9 (ea*zae) = 9 (o a* xap,) = o[ T (po @* zap,)] = 9o poa* T () ap,]
=9 [a* T (z) a] =9, [T'(x)"*aa’ T (x)/*] <L 9o [T ()] = ¢ (exe) = ¢ (2).

Vérifions maintenant les relations proposées. D’aprés ce qui précéde,
on a a'zac M, pour tout xe M3 et tout ae M,, donc My M, M,c M.,
ce qui entraine

SR;ngpcm@ et 932;,M¢=9?:9?;,M¢C§Rf m?=m¢.

En transformant ces relations par passage aux adjoints, on obtient
M, M, cM, et M, N"cN;. Cette derniere, jointe a la relation
My Ny N, (évidente car N, est un idéal 4 gauche de M), donne

Mo(RonN)RoN N5 et  (MonN3) Mo Ron N

Les inclusions MM, M, et My M, M, montrent que Mon M,
est un idéal bilatére de M,. Sa partie positive IM* N M, est égale a celle
de I'idéal bilatere M _,. Donc My,n M, =M, ([6], chap. 1, § 1, prop. 11).

3.15. COROLLAIRE. — Soient M une algébre de von Neumann de type 1,
¢ un poids semi-fini ulfrafaiblement s. c. i. sur M+, p, le support de ¢,
dans M. Alors p,Myp, est de type I.
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Comme 7 = ¢, | pM$p, est une trace normale semi-finie et fidéle
sur p, Mo p,, cette algébre est semi-finie. Soit ¢ un projecteur central de
Po Mg po tel que M q soit de type II. Alors = +> Ty (x) q est une projection
positive normale de M sur M;q. D’aprés [21] (th. 4), on a ¢ = o. Ainsi
M, est de type I.

4. Poids strictement semi-finis sur les algébres de von Neumann.,

4.1. DEFINITIONS. — Soit ¢ un poids sur une algébre de von Neu-
mann M. Nous dirons que ¢ est strictement semi-fini si M, est une sous-
algeébre de von Neumann de M, autrement dit si I est ultrafaiblement
adhérent 4 I'ensemble des éléments ye NN N tels que ¢ (yx) = ¢ (xy)
pour tout xeN,NN’. D’aprés le lemme 2.2, I'adhérence ultrafaible
de I, est alors égale & celle de M, N N" qui contient I, donc ¢ est semifini.

Soit ¢ un poids ultrafaiblement s. c. i. et semi-fini sur une algébre de
von Neumann M. D’aprés [1] (lemme 4.3), la représentation mw, de M
définie par ¢ est normale. Pour tout poids ¢ majoré par un multiple
scalaire de ¢ sur M+, on a N, Ny, et application identique de Nyn N3
dans N, NN} définit, par passage au quotient et prolongement, une
application linéaire continue 2 de H, dans H,. L’opérateur f, = 1"
appartient au commutant de m, (3), et c’est le seul opérateur continu sur
H, tel que J (g x) =(Agz]| tyAyy) pour tous z, y€ N, NN". Nous appel-
lerons A I'application canonique de H, dans H, et {, 'opérateur associé
4 ¢ dans la représentation m,. Si ¢ est la restriction & M+ d’une forme
linéaire positive normale f, il existe un vecteur «r € H, unique tel que

[=weomy et  me(@)ay=1t/*A,x pour tout ze RN N:.

(voir [1], prop. 2.4). Nous appellerons «, le vecteur associé a f dans la
représentation .
Donnons des exemples de poids strictement semi-finis.

4.2. ProprosiTioN. — Soit M une algébre de von Neumann.

(i) Les traces semi-finies sur M~ et les restrictions @ M+ des formes
linéaires positives sur M sont des poids strictement semi-finis.

(ii) Si (f:)ie: est une famille de formes linéaires positives normales sur M

a supports deuxr a deux orthogonaux, le poids ¢ : x»E fi(x), défini
1€l
pour x€ M, est strictement semi-fini et ultrafaiblement s. c. i..

Pour tout poids ¢ sur M+, notons A, I’ensemble des yeN,nN; tels
que
¢ (yx) = ¢(xry) pour tout xe Ny,NN;.
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(1) Soit ¢ une trace semi-finie sur M+. L’idéal bilatére N, de M est
auto-adjoint, donc Ny = NN N;. On a Ay =N, car ¢ est une trace.
Comme RN, est ultrafaiblement dense dans M, ¢ est strictement semi-
fini (avec M, = M).

Soit ¢ la restriction & M+ d’une forme linéaire positive normale f définie
sur M. On a N, = M. Il est clair que J€ Ay c M. Donc ¢ est strictement
semi-fini.

(ii) Pour tout i€ I, notons p; le support de la forme fi.. On a
¢(p;) = fi(p)<<+ o, de sorte que la famille (p;);c; est contenue dans
NonN:. Pour tout xeNenN;, on a ¢(zp:) = fi(xr) = ¢(p:x), donc

p:€ A, pour tout i € I. Le support p de ¢ est égal & 2 p: ([1], lemme 4.8).
iel

Alors I — p, (p:)ies sont des éléments de A, de somme égale a I, donc ¢

est strictement semi-fini. Il est clair que ¢ est ultrafaiblement s. c. i..

4.3. ProposiTiON. — Soient M une algébre de von Neumann, ¢ un poids
sur M+ strictement semi-fini. Alors les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) ¢ est ultrafaiblement s. c. i. ;

(ii) ¢ est enveloppe supérieure sur M+ des formes linéaires positives
normales qu’il majore;

(iii) ¢ est somme sur M+ de formes linéaires positives normales a supporls
deuzx a deux orthogonauz;

(iv) il existe une trace normale ¥ sur M} et une espérance conditionnelle
normale T appliquant M sur Myp (ot p désigne le support de ) felles
que ¢ (x) = V[T (z)] pour tout xe M+.

De plus, les éléments et T introduils dans la condition (iv), sont néces-
sairement égaux a ¢, ef To.

(iii) = (ii) = (i) sont évidents, et (i) = (iv) résulte des propositions 3.8
et 3.12.

(iv) = (iii) : Comme ¢ est semi-fini, la relation ¢ = ¢ o T montre que
¢ est une trace semi-finie. D’aprés le lemme 2.4, il existe, dans I'idéal
de définition My de Y, une famille (e;);e s de projecteurs deux a deux ortho-

gonaux de somme égale A p. Les formes h; : - /(e;ze;) sont positives
normales sur M, p. Pour x€ M3 p, on a

D (@) =Y b (aze) =Y ¢ @ ez) = (zp) = ¢ @).
iel iel iel

Pour tout i€ I, posons f;= h;o T. Il est clair que f;| Myp = h;. Le sup-
port p; de f; dans M est donc majoré par le support e; de h; dans Mg p. Les
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projecteurs p; sont donc deux a deux orthogonaux. Sur M+, ¢ est la somme
des formes f, d’aprés la relation ¢ = ¢o T.

Avant de démontrer la derniére assertion, vérifions que, pour tout
reM,, on a T(r) =2xp. Comme T est une espérance conditionnelle,
T(I) est un projecteur. En effet.

T T =TITD]=T[T(D]=T(D).

On voit facilement que T'(I) est le plus grand projecteur de I'image M, p
de T. On a donc T'(I) =p et T(/ —p) = o. Pour x€ M, hermitien,
la relation — || z || (I — p) < z < || z[| (I — p) entraine T'(xr) = o, donc T'
est nulle sur Mo/ — p). Comme T et x> xp sont des projections de M,
sur M, p de méme noyau et de méme image, elles sont égales.

Pour tout x€ M7, on a donc
0@ =¢(@)=Y[T@]=1¢(@p)=V(@@), dou =Y,

et la proposition 3.12 nous donne alors T = T,.

4.4. CorROLLAIRE. — Soient M une algébre de von Neumann, ¢ un poids
sur M+ strictement semi-fini, fidéle et ulfrafaiblement s. c. i., A Ualgébre
hilbertienne a gauche définie par 9. Alors U est achevée ef, si on identifie M
a & (A) par Uisomorphisme mq, ¢ s’identifie au poids canoniquement défini
par A sur L A).

Cela découle de la proposition 4.3 [(i) = (ii)] et de [4] (th. 2.13).

4.5. ProprosiTION. — Soient M une algébre de von Neumann, (9:);ci
une famille de poids strictement semi-finis et ultrafaiblement s. c. i. sur M~+

dont les supports (p)); 1 sont deux a deux orthogonauz, ¢ le poids x »2 9:(x)
iel
défini pour xe M.

(1) ¢ est strictement semi-fini et ultrafaiblement s. c. i..

(ii) Pour tout i€ I, l'opérateur t; associé au poids ¢, dans la repré-
sentation m, est le projecteur de Hy sur H; = Ag[(Mo N N3) pi]. L’application
canonique A, de H, dans H,, est une isomélrie partielle d’espace initial H;
et d’espace final Hy,; A, établit une équivalence unitaire enire my, et la sous-
représentation my| H; de my. Les sous-espaces H; de Hy sont deur a deur
orthogonaux de somme hilbertienne égale a H,, et m, est unitairement
équivalente a EBI Moy

i€

(iii) Si, pour tout i€ I, ¢; est la restriction @ M+ d’une forme linéaire
positive normale f;, le vecteur a; associé a f; dans la représentation mg
est égal @ Agyp:.



92 F. COMBES.

(i) Si chaque poids ¢; est strictement semi-fini, chaque poids ¢;, et
par suite ¢, est somme de formes linéaires positives normales & support
deux a deux orthogonaux (prop. 4.3). D’aprés la proposition 4.2-(ii), ¢
est strictement semi-fini et ultrafaiblement s. c. i.

(i) on a o= (") N,y dott RoNNZ = (T (T, N R)). Les relations
iel iel
suivantes sont valables, pour tout x €N, NN ¢

?[(@p)’ (zp)] = 9 (P’ zps) = 91(2'2) < 9 (2"7) < + 0.
Elles montrent que xp,€ N, On a aussi zp;€ N3, car x est un élément
de Tidéal a droite :#*. On voit donc que (MeNN3) p.c NN N:. Pour
i, je I distincts et z, ye N, NNz, on a

(Agap:i| Agyp;) =4 (p; ¥ 2ps) = o

Les sous-espaces H;= \;[(N:nN¢) p] de H, sont donc deux & deux
orthogonaux. Pour tous z, ye t, NN, on a
(Ao — Agzp:i| Agypi) = ¢ (Y 1) — $(Puy"2P) = 4:(y*2) — §: (¥ 2) = o.

Ces relations montrent que A,zp; est la projection orthogonale de A,z
sur H;. On a

Pl Agzpi = ¢ (pua'zp) =Y, 9:1(2*2) = 9 (&'x) = || Ayl

iel iel ier
La relation de Parceval permet alors d’affirmer que A,z€ @ H;. Donc
i€l
@ H; contient A;(MynN;). On en déduit que Hy,= P H;. Notons
iel iel

¢; la projection orthogonale de H, sur H;. Les égalités suivantes sont vala-
bles, pour tous z, ye NN N7,

Aozl e Acy) = (Ao | Aoyp) = ¢ (p1Y'2) = $:(¥" ).

Elles montrent que ¢; est égal a 'opérateur # associé au poids ¢; dans la
représentation m,. L’application A; vérifie A/, =1#. C’est donc une
isométrie partielle. Son espace initial est le support H; de {; et son espace
final est I'adhérence de A N, dans Hy, ([1], lemme 2.3). Vérifions que
cet espace final est H ..

Comme I — p; est le plus grand projecteur de N, pour tout zeR,,
on a Ay, T = Ay, xp;, de sorte que A, N., = Ay Ny, pi. Pourze Ny, pi, on a

9z x) = 9 (p:x*xp:) = s (X" x) <+ o0, donc zeMN,.

Cela prouve que Ny, p:CNo. Ainsi Ay, N, contient Ay, Ny, pi= Ay, No.e
Donc I'adhérence de Ay, N, est Hy, et I’espace final de 2; est H.,.
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Comme les projecteurs f; appartiennent au commutant de =y (M),
les sous-espaces (H;); e, de Hy sont stables pour 7. D’apres ([1], lemme 2.3)
A; met en équivalence les représentations m,|H; et m,. Donc @ A

iel

met en équivalence les représentations m, et P mo,.
iel
(iii) Si o, est la restriction 4 M+ d’une forme linéaire positive normale f;,

on a
o(p) =fi(p)<+», dou  pi=peM,.

Ainsi p; est un élément de N, NN, Pour tout r€ M, on a
(1) (o (®) Ao pi| Agp) =(Aopi| Agp) = ¢ (Prapi) = fi(%)-

Pour tout xe N;nN;, on a vu que A,xp; est la projection orthogonale
de Ayx sur H;, de sorte que

(2) o (T) Agpi= Agxpi= LiAgT.

Les relations (1) et (2) montrent que Ay p; est le vecteur associé a f, dans
la représentation m,.

4.6. CoroLLAIRE. — Soient M une algébre de von Neumann, ¢ un poids
strictement semi-fini ef ultrafaiblement s. c. i., A une sous-algébre involutive
de N,NN;. Pour que Ay A soit partout dense dans H,, l'une ou I'autre
des conditions suivantes est suffisante :

(i) A est ultrafaiblement dense dans M et contien! une famille (e);e1
de projecteurs de N .,, deux a deux orthogonaux, de somme égale a I;

(ii) A et An M, sont ultrafaiblement denses respectivement dans M et M.
Plagons-nous d’abord dans la premiére hypothése. Pour tout i€,

la forme linéaire positive normale f;:x~ ¢(e;xe;) a un support p,
majoré par ¢, On a évidemment

e(e—p) =9(e) — () = fi(I) —fi(p) = o,
d’ol
ei—p,ENq, et A@e, = qup[.

D’autre part, ¢ est somme des formes (f;),e; sur M+. En effet, pour tout
x€ M+, on a (en notant p, le support commun a ¢ et ¢,) :

N 1@ =Y e(Poezepo) = 3, o[ Ty (poeize: po)] = 3, ¢o[poe: T (z) poei]
iel el iel el

=Y @[Ty @) & Ty ()] = s T (@)] = ¢ (@)

i€l
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D’aprés la proposition 4.5, les sous-espaces H;= A;(R,NnN;)p; de
H; sont deux & deux orthogonaux de somme H,. Pour établir I'assertion,
il suffit de montrer que AgAp;= A, Ae;C Ay A est partout dense dans H,
pour tout i€ I. L’application canonique A; de H, dans H est une iso-
métrie partielle qui met en équivalence m,|H; et m; et telle que
%i(Ap ) = Az pour tout xeN,. Il revient donc au méme, de vérifier
que A, A = A;Ap; est partout dense dans Hj, pour tout i€ I. D’aprés le
théoréme de densité de Kaplansky, tout xe M est limite ultraforte
d’éléments ar€ A vérifiant || ai|| <z |. Alors, (z— ap)*(x — ax)
converge ultrafaiblement vers zéro et

| A —Apar|]® = fi[(x — @) (x — ar)] — o,

d’ou I'assertion.

Plagons-nous maintenant dans Phypothése (ii). Comme on a
Ng,= NonM,, on voit facilement que A. RN, s’identifie isométrique-
ment au sous-espace vectoriel A; N, de Ay (NN N). Posons B = A n M.
Comme

(@, ) B> Ag,2Y = T, () Mg, J = 0, () A, Z.

est une application de 9, N N; dans Hy ultrafaiblement continue sépa-
rément de chaque variable, Ay, B? (et par suite A,B) est partout dense
dans H,,. L’adhérence de A;A dans H, contient donc A,%N,. D’aprés
le lemme 2.4-(ii), il existe dans %, une famille (p;);c; de projecteurs
deux a deux orthogonaux de somme égale au support p, commun & ¢
et ¢,. Comme précédemment, les formes linéaires f;:x > ¢ (p;xp;) sont
positives normales & supports mutuellement orthogonaux, de somme
égale a4 ¢ sur M+, et les sous-espaces H;= A, (NonN3)p: de H, sont
orthogonaux, de somme hilbertienne H,. Fixons i€ I, et choisissons une
suite (z,) d’éléments de B telle que Ay, — A,p;. Pour tout a€ 4, on a

lim Agaz, = limmy (@) Ay, = Ty (a) Agpi= Apap.

Cela montre que A, A contient le sous-espace Ay;Ap; de H;. On achéve
alors la démonstration comme précédemment.

4.7. ProrosiTiOoN. — Soient M une algébre de von Neumann, ¢ un poids
sur M+, a un élément positif du centrede M, { le poids x - 9 (xa) = ¢ (a'/*xa'/?)
défini pour xeM+. Notons A, Uensemble des yeN,nN; tels que
o(xy) = ¢(yx) pour {lout xeNoNMN;, el définissons Ay de maniére
analogue pour ¢.

@@ On a M,cMy, NoecNy. En particulier, si ¢ est semi-fini, il
en est de méme pour .

(ii) On a Agc Ay. En particulier, si ¢ est strictement semi-fini, il en

est de méme pour .
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(i) est immédiat.

(ii) Soit y un élément de A,. Pour tout ze N,NN;, ar est encore un
élément de Non N;. On a donc

¢ @y) = ¢l(az) y] = $[y(az)] = d (y2),

ce qui prouve que y € Ay, d’ot Agc Ay et I'assertion.

4.8. LEMME. — Soient M une algébre de von Neumann, ¢ un poids
ultrafaiblement s. c. i. sur M+. Pour que ¢ soit strictement semi-fini, il
faut et il suffit que le support p de ¢ soit dans M.

D’apres la proposition 3.8, I — p est un élément de N, c M,. Pour
que I soit un élément de My, il est donc nécessaire et suffisant que p
soit lui-méme un élément de M,.

4.9. ProposiTiON. — Soient M une algébre de von Neumann, (9:)ics
une famille de poids ultrafaiblement s. c. i. sur M+ dont les supports (p;).e1

sont deuxr a deux orthogonaux, ¢ le poids x»Zcpi(x) défini sur M+.

el
Pour que ¢ soit strictement semi-fini, il faut et il suffit que chaque poids 9;
soit strictement semi-fini.

La condition est suffisante d’aprés la proposition 4.5-(i). Montrons
qu’elle est nécessaire. Supposons donc ¢ strictement semi-fini. D’apres
le lemme 4.8, son support p est dans M,. D’aprés le lemme 2.4, il existe
une famille filtrante croissante (y;) d’éléments de N, convergeant
ultrafaiblement vers p. Pour tout ze€ R, N3, on a

o:[(p:zp:) (P:2p:)] = €:(2" %) < 9:(2' %) < + 0O,
et de méme
¢:[(p:zp:) (Pixp:)] < 91 (xx”) < + 00,
ce qui montre que p;xp;€ N.,NN;.. En particulier, puisque
yr€ m% C m(p N 9?; C m%f\ m;;,
on a
P:Yrp: € m"i n m;r

En utilisant les propriétés des éléments
g€ No, NN Ny = () (RN N3,

iel
on obtient, pour tout x € N.,nNg,,

¢ (@piyrp)) = $:(Pixp:Yx) = $[(P:2P:) Yi]
= ¢[yr(P:izps)] = $:(Yr p:xP:)) = ¢:(P:Yr Pi 7).
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Cela prouve que p;yip:€ M,. Comme p;y;p: converge ultrafaiblement
vers p; quand y; converge ultrafaiblement vers p, on a p.e M, et ¢
est strictement semi-fini d’aprés le lemme 4.8.

4.10. ProposITION. — Soient M une algébre de von Neumann, (f):e:
une famille de formes linéaires positives normales dont les supports (p:)icr
sont deux a deux orthogonaux, t le poids somme de cette famille sur M+,

D =2 p: le support de . Soit A une sous-algébre involutive de M.
iel

ultrafaiblement dense dans M, contenant les projecteurs (p:;);c: €t une

famille (p;); e, de projecteurs deux a deux orthogonaux de somme I — p.

Soit 6 un autre poids ultrafaiblement s. c.i. sur M+ tel que AcM, et

0| A=+%|A. Alorsona M.cM, et t = 0| M..
D’aprés la proposition 4.2, 7 est un poids strictement semi-fini et ultra-

faiblement s. c.i.. Pour toute partie finie K de IuJ, le projecteur

DPk= E p: appartient a4 A. Les formes linéaires positives normales
iek

x> t(pxaps) et x> 0(pixps) coincident sur A. Elles sont donc

égales. Selon le filtre des parties finies de JuUJ, px converge ultraforte-

ment vers I. Considérons un élément x de M. Le support p de 7 est aussi

celui de 7, = 7 | M* (d’apres le lemme 4.8 par exemple). Les projecteurs p;,

ou ieJ sont majorés par I — p. Pour i€J, on a donc T:(p;) = o,

d’out
7T (p:xzp)] = 0 = 7[p: T (2) pi].

Utilisant les propriétés de T, on en déduit, pour toute partie finie K
de TuJ, et tout e M+,

T(PxxPa) = To[ T: (PxPk)] = ©o[Pa T= (%) ps] = 7o [T (x)* px T ()],
dot
o 0 (x) < lim inf 0 (pixp.) = limz(p.xp.) = [T (X)] = 7 (x).

D’aprés le corollaire 4.6-(i), A-A est partout dense dans H:. Pour tout
ze M, il existe donc dans A une suite (a;) telle que

‘E[(&Y}‘/2 —_— ak)" (x'/i— ak)] —> 0.
On a alors 9[(z"/*— ap)*(x'/*— ax)] =0, d’olt

0 (x) = lim0 (a; ax) = lim7(a; a;) = 7 ().
4.11. REMARQUES.

(a) Sous les hypotheses de la proposition 4.10 (et méme en supposant 6
strictement semi-fini), a-t-on 6 =t ? Ce probléme est intéressant en
vue de la proposition 6.2.
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(b) Il existe des poids qui sont strictement semi-finis et qui ne sont pas
ultrafaiblement s. c. i. Par exemple, J. Di1xMIER a construit sur I'algébre
M = 2 (H) des opérateurs sur un espace hilbertien séparable de dimen-
sion infinie H, une trace ¢ non normale et dont I'idéal de définition M,
est ultrafaiblement dense dans M [7]. Une telle trace est un poids stricte-
ment semi-fini d’aprés la proposition 4.2.

(c) Il existe des poids ultrafaiblement s. c. i. (et méme somme de formes
linéaires positives normales) qui sont semi-finis sans étre strictement
semi-finis. Considérons a nouveau 1’algébre de von Neumann M = £(H)
ol H est un espace hilbertien de dimension infinie, et notons tr la trace
naturelle de M. Pour tout ae M+, le poids ¢ : x > tr(a'/*za'’?) est somme
de formes linéaires positives normales, car c’est le cas pour la trace tr.
Comme 9, contient les opérateurs a trace, ce poids est semi-fini. D’aprés
[4] (prop. 3.7), ¢ est somme de formes linéaires positives normales a
supports deux a deux orthogonaux, c’est-a-dire strictement semi-fini
(prop. 4.2 et 4.3), si et seulement si a est somme d’opérateurs positifs
de rang fini a supports deux a deux orthogonaux.

(d) Soient M une algébre de von Neumann, ¢ un poids fidéle somme
sur M~ d’une famille (f;);c de formes linéaires positives normales définies
sur M dont les supports (p:;);c; sont deux & deux orthogonaux. Les élé-
ments o;= Ayp; sont des idempotents de I'algébre hilbertienne a
gauche U définie par ¢, et les idéaux a gauche (Y a;);e, de A sont deux
4 deux orthogonaux et totaux dans 9. La présente étude reprend donc,
dans une certaine mesure, les méthodes ala base de I’étude des algébres de
Ambrose (ou algeébres hilbertiennes complétes) (voir par exemple [12], § 27).

5. Poids K. M. S. strictement semi-finis et ultrafaiblement s. c. 1.

Dans ce paragraphe, nous allons résoudre pour les poids strictement
semi-finis divers problémes que nous n’avions pas su traiter dans le cas
des poids semi-finis ([4], § 4). Rappelons qu’un poids ¢, sur une C*-al-
gebre A, est dit K. M. S. s’il existe un nombre $ > o, un groupe a un
paramétre f > o, d’automorphismes de A vérifiant les conditions suivantes

(a) ¢ est invariant par o, pour tout feR;

(b) pour tout couple (a, b) d’éléments de N,N N3, il existe une fonc-
tion F continue et bornée sur la bande des ze G tels que o < Im z £ 3,
holomorphe dans cette bande et telle que

F(t) = ¢[o.(a)b], F(+iB)=¢[bo.(a)] pour tout {eR.

Nous dirons que F est la fonction que le poids ¢ associe au couple (a, b)
d’éléments de N,NN; ou, plus brievement, si aucune confusion n’est
possible, nous dirons que F est la fonction associée au couple (a, b).

BULL. SO0. MATH. — T. 99, FASC. 1. 7



98 F. COMBES.

Rappelons que si ¢ est un poids K. M. S. fidéle semi-fini sur une algébre
de von Neumann M, et si ¢ est I'enveloppe supérieure sur M+ de formes
linéaires positives normales, le groupe ¢+ o, est déterminé de maniére
unique : si 8 =1 (et on peut toujours se ramener a ce cas par un change-
ment de variable sur I’axe réel), c’est le groupe des automorphismes mo-
dulaires définis par l'algébre hilbertienne a gauche associée a ¢ ([4],
prop. 4.8).

Si ¢ est la restriction & M+ d’une forme linéaire positive normale, la
condition (b) de la définition précédente entraine la condition (a). Plus
généralement, on a la proposition suivante.

5.1. ProrosiTiON. — Soient M une algébre de von Neumann, ¢ un poids
ultrafaiblement s. c. i. sur M, { = o, un groupe a un paramétre d’automor-
phismes de M, 3 un nombre > o. Supposons ¢ strictement semi-fini. Pour
que ¢ soit K. M. S. pour t ~ ¢, avec la constante 3, il faut et il suffit que ¢
vérifie la condition (b) précédente, et que o, (M) = My pour tout t e R.

La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu’elle suffit. Soit p,
le support de la trace o, = ¢ | M3. Soit (u;) une unité approchée filtrante
croissante de I'idéal bilatére M, p, de M,. Considérons un élément
xe M. Pour tout {€R, on a o,(r) € M, et, d’apres les propriétés de N,

¢[o:(x) w;] = ¢[w;o.(x)] pour tout iel.

Pour tout i € I, la fonction F associée au couple (z, u;) est alors la restric-
tion d’une fonction holomorphe périodique (de période iB3) définie sur
tout G, a la bande B des ze C tels que o = Im z 3. Etant bornée sur
cette bande, elle est constante en vertu du théoréme de Liouville. On a
donc

oo (x) u;] = ¢ (xu;) pour tout {eR.

Comme u; converge ultrafaiblement vers p,, on a

¢[o:(@)] = 90[To (a: (@))] = lim o [T (o2 (x))"* us T (o ())"*]
= limcp.)[u}/2 Ty (a:(x)) u;/'z] = limcpo[T;;(u;/"a, () u;/z‘)]
= lim¢[u}?0,(x) u}/*] = lim¢[o, () ;] = lim§ (zw)
= lim o[ T'o (2)"*t: T (2)"*] = ¢0[ T (2)] = ¢ (2).

Ainsi, sur M3, 9o, et ¢ coincident. Pour x¢IM*, on a o.(x)¢ M,
sinon on aurait z = o_,[o/(x)]€eM;. Donc 9oo,=1¢, et ¢ est bien
K. M. S. pour les automorphismes o, avec la constante 3.

La proposition suivante généralise le théoréme 13.3.1° de [17]. Dans
la proposition 5.2 et le lemme 5.3, les poids considérés seront supposés
semi-finis. Dans toute la suite du paragraphe, ils seront strictement
semi-finis.
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5.2. ProposiTiON. — Soient M une C*-algébre, B un nombre > o,
t > o; un groupe a un paramétre d’automorphismes de M, ¢ un poids sur M+,
K. M. S. pour t + o, avec la constante 3.

() Nen(MonN;) est un idéal auto-adjoint de I'algébre involutive
RNon Ne.

(ii) Si M est une algébre de von Neumann, ef si on suppose que ¢ est
semi-fini et ultrafaiblement s. c. i., alors N, est un idéal bilatére ultrafai-
blement fermé de M contenu dans M, N M.

() II est clair que Non9; = Non(RonN;) est un idéal 4 gauche
de Ny N N;. Soit x un élément de Non N;. Pour tout f€R, on a

l¢lo:(@)'a] P < ¢[00 (2) or ()] 9 (") = o.

La fonction F, associée au couple (z*, z), est donc identiquement nulle
sur I'axe réel, et par suite sur la bande ou elle est définie. On a, en parti-
culier, ¢(zz*) = F(i3) = o. Donc z* est un élément de NonMN;, et
Non M est un idéal auto-adjoint de N,N N,

(ii) Soient aeM et xeN,. Comme ¢ est semi-fini, il existe une
famille (y;) d’éléments de NyN Ny qui converge ultrafortement vers a
avec || y: || < || a]l. Alors y; x*zy; converge ultrafaiblement vers a*z*za,
et on obtient '

¢ (a*z"za) < lim info (y; v*xy;) = o.

Ainsi zae N, et N, est un idéal bilatére de M. Il est ultrafaiblement
fermé donc No= NyNoC NNy = M. Le lemme 3.1-(i) et la définition
de M, montrent alors que N,c M.

Nous aurons 'occasion d’utiliser le lemme suivant que nous adaptons
de la démonstration du théoréme 13.3 de [17].

5.3. LEMME. — Soient A une C*-algébre, t - o, un groupe d un para-
métre d’automorphismes de A, 3 un nombre > o, ¢ un poids sur A+ invariant
par o, pour tout te R, X un sous-espace vectoriel de Rt,nN; dont la partie
hermitienne est partout dense dans celle de B, N N3 pour la structure préhil-
bertienne définie par ¢. On suppose que, pour fout couple (x, y) d’éléments
de X, il existe une fonction F continue et bornée sur la bande B des ze G
tel que o < Im z £ 3, holomorphe dans cette bande et telle que

F@) =%[o.@yl, F{+ipf)=2¢[ys.(®)] pour loutteR.

Alors ¢ est K. M. S. pour t v g, avec la constante 3.

Soit (a, b) un couple d’éléments de N, N Ng. 11 existe deux suites (x,)
et (y,) d’éléments de X telles que Agx,— Aga, \oZn— Ap@, \gyn—> Agd,
Aoyn— Ay b Pour tout n, soit F, la fonction associée au couple (2., y.)
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sur la bande B. Comme ¢ est invariant pour les automorphismes o,
on a, pour tout {teR,

[¢[o:(@) b] —¢[o2(2n) Y] | < | $loe (@) (O — )| + | $[(5e (@) — e (xn)) Ynl |
Z9[oe(a) o (a) 129 [(b —yn) (b —yn)]
+ ¢loc(@a—z) o(@—z.) ]9 (yr o)
= ¢(aa)” ¢[(b—ya) (b —yu)]*
+ 9l(a—2.) (@—z:)' 12 ¢ (Y5 yn) /2~ o.

Ainsi F,(f) converge uniformément vers ¢[o;(a) b] sur 'axe réel. On
vérifie de méme que F,(t + i{3) converge uniformément vers ¢[bo,(a)].
Alors d’apres le théoréme de Phragméen et Lindelof, F, converge unifor-
mément sur la bande B vers une fonction F. Cette fonction F est continue,
bornée, holomorphe a l'intérieur de B, et vérifie

F(t) = ¢[o.(a) D], F(t+iB) = ¢[bo:(a)] pour tout teR.
Donc ¢ est K. M. S. pour £ o, avec la constante £.

5.4. LEMME. — Soient M une algébre de von Neumann, ¢ un poids
fidéle, strictement semi-fini, ultrafaiblement s. c. i. sur M+, U lalgébre
hilbertienne a gauche achevée définie par ¢, G le groupe des automorphismes
modulaires que U définit sur M. Alors M, est 'ensemble des éléments de
M invariants par G, et Ty est la projection de M sur M, traduisant la
G-finitude de M.

D’aprés le corollaire 4.4, on peut identifier M & £ (), et ¢ au poids
canoniquement défini par A. Soit P I'ensemble des éléments de M fixes
pour G. D’aprés la proposition 4.3 et [4] (th. 3.4), M est G-finie et ¢ | P+
est une trace semi-finie, de sorte que P est ’adhérence ultrafaible de
Pensemble des éléments de M, fixes pour G. Ceux-ci sont contenus
dans R, d’aprés la proposition 3.8 et [4] (lemme 3.1) de sorte que
PcM,. D’autre part, toujours d’aprés [4] (lemme 3.1), les éléments
de RN, sont contenus dans P, d’ou M,c P.

D’aprés [4] (th. 3.4), il existe une seule projection positive normale T
de M sur M, telle que ¢ = ¢,0 T, et elle est G-invariante. Donc T,
est G-invariante. C’est I'unique projection positive normale G-invariante
de M sur M, mise en évidence par Kovacs et Szitrcs [11].

5.5. LEMME. — Soient M une algébre de von Neumann, t + o, un groupe
a un paramétre d’automorphismes de M, ¢ un poids strictement semi-fini,
ultrafaiblement s. c. i. et K. M. S. pour t o, avec une constante 3 > o.
Soit a un élément de M*. Alors le poids § : x + ¢ (a'*xa'?) est semi-fini,
ultrafaiblement s. c. i. et invariant par les automorphismes (v:),cr.



POIDS ET ESPERANCES CONDITIONNELLES. 101

D’aprés le corollaire 3.14, on a MM, M,cM,. Cela entraine
M, c My, et ¢ est semi-fini. Evidemment ¢ est ultrafaiblement s. c. i.
Montrons qu’il est invariant par les automorphismes (¢;),cg. Le sup-
port p commun & ¢ et ¢, est central (prop. 5.2), aussi on ne change pas ¢
en remplacant a par ap. On vérifie facilement que ¢,= ¢ | M+p est
K. M. S. pour {+>0,|Mp avec la constante (3, et que My, = Myp.
Comme ¢, est fidéle, ¢+ o, | Mp est identique au groupe des automor-
phismes modulaires de Mp définis par ¢, ([4], prop. 4.8). Le lemme 5.4
montre que o,(ap) = ap. De l'invariance de ¢ résulte alors celle de {.

5.6. LEMME. — Soient M une algébre de von Neumann, Z son centre,
t > o, un groupe a un paramétre d’automorphismes de M, 3 un nombre > o,
@ un poids strictement semi-fini, ultrafaiblement s. c. i. sur M+ et K. M. S.
pour t — o, avec la constante 3 > o. Pour tout a€ Z+, le poids Y : x > ¢ (za)
posséde toutes les propriétés que nous venons d’énoncer pour .

I est clair que le poids ¢ est ultrafaiblement s. c. i. Il est strictement
semi-fini d’aprés la proposition 4. 7-(ii).

D’aprés le lemme 5.2, le support p de ¢ est un projecteur du centre Z
de M, et Z(I — p)c M (I — p) = NyC M,. La restriction ¢, de ¢ & Mp
est K. M. S. pour le groupe & un paramétre ¢ - o, | Mp. Comme ¢, est
fidele les automorphismes o, | Mp sont les automorphismes modulaires
définis par ¢, sur Mp ([4], prop. 4.8). IIs laissent donc fixe le centre Zp
de Mp ([4], lemme 4.10). Compte tenu du lemme 5.4, on a Zpc My, c My,
d’'ot Zc M,. D’aprés le lemme 5.5, ¢ est invariant par les automor-
phismes (¢;);eg.

Vérifions maintenant la condition (b) de la définition des poids K. M. S.
Soient x, y deux éléments de Ry nNi. D’apres le lemme 3.1, si x ouy
est dans M (I — p) = Ny, on a

{@@y)=¢@o (@) =0 pour teR.

Considérant le cas ol x, y € Mp, nous pouvons de nouveau supposer que ¢
est fidéle et que les automorphismes o, sont les automorphismes modulaires
définis par ¢ dans M. D’aprés [4] (lemme 4.10), a est invariant par o,
pour tout {€R. D’autre part, on voit facilement que xeRyN N} si et
seulement si a?z€ N, N N;. On voit donc que

$loe (@) y] = $lac.(z) y] = ¢[oc(a**z) a'2y]
et
$[yo:(@)] = ¢layo. ()] = $[a"*yo.(a/*2)].
sont les valeurs F(f) et F(tf + i(3) de la fonction F associée au couple

(a*z, a'*y) par le poids ¢. Donc la condition (b) est vérifiée par ¢ et ¢
est K. M. S. pour { » ¢, avec la constante 3.
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5.7. ProposiTiOoN. — Soient M une algébre de von Neumann, t v o, un
groupe & un paraméire d’automorphismes de M, ¢ et | deux poids ultra-
faiblement s. c. i. sur M~+. On suppose que ¢ est strictement semi-fini et
K. M. S. pour t > oy, et que  est semi-fini et invariant par o, pour teR.
Alors Mo My, (resp. MonMonIMy) est ultrafaiblement dense dans M
(resp. dans M,).

La proposition 5.2 montre que le support p de ¢ est un projecteur cen-
tral, et on a M(I —p) = NycW,. Comme ¢ est invariant par o,
pour tout {eR, son support p est lui aussi invariant. Soient ¢, et ¢,
(resp. ¢, et {,) les restrictions de ¢ (resp. de ¢) & M+p et M+(I — p).
On vérifie facilement que ¢, et ¢, (resp. ¢, et {,) vérifient dans Mp
[resp. M (I — p)] des hypothéses analogues a celles que nous avons faites
pour ¢ et ¢ dans M. Il suffit évidemment d’établir I’assertion pour
chacun de ces couples.

Pour ¢, et s, elle est évidente. En effet,
%;,ﬂiﬂl%: M(I—p)nmu: mtq)’

est ultrafaiblement dense dans M (I — p). De plus M,, est égale &
M (I — p) puisque ¢ (zy) = ¢ (xy) = o pour tous z, y€ M (I — p). Donc
Mo, n M, My, = My, est ultrafaiblement dense dans Mo,

Quitte a remplacer ¢ et ¢ par ¢, et ¢;, nous pouvons désormais sup-
poser que ¢ est fidéle pour démontrer la proposition. D’aprés le lemme 5.4
et [11] (th. 2), pour tout x€IM}, T, (z) est dans I'adhérence ultrafaible
de 'enveloppe convexe C, des éléments o,(x) ou {€R. On a donc, d’aprés
la semi-continuité et I'invariance de ¢,

(1) Y[To (@) <=sup ¢ (@) = 4 (@) < + .

Posons t = ¢ | Mj. La relation (1) montre que T, (M})cIM:. Comme
EIRI, est ultrafaiblement dense dans M+ et comme T, est ultrafaiblement
continue, M+ est ultrafaiblement dense dans M+, D’aprés le lemme 2.5,
M-NMo,cMonM,n My est ultrafaiblement dense dans Me. D’aprés
le lemme 2.3, I est limite ultrafaible d’une famille filtrante croissante
d’éléments de MEn M3, cMin M3, Toujours d’aprés ce lemme,
Lin (ML N ME) < My nMy) est ultrafaiblement dense dans M.

5.8. ProrositioN. — Soient M une algébre de von Neumann, Z son
centre, 1+ o, un groupe & un paramélre d’automorphismes de M, C
Uensemble des poids ultrafaiblement s. c.i., semi-finis et K. M. S. pour
t > oy avec une constante 3 > o donnée. On suppose qu’il existe dans C un
poids fidéle et strictement semi-fini ¢, et on note T lespérance condition-
nelle qu’il définit, Q le céne convexe des fraces normales semi-finies sur M3.
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(i) Tout élément  de C est strictement semi-fini, ef on a Mo C My. Si ¢
est fidéle, on a My = Mgy et Ty =T.

(ii) C est un céne convexe réticulé et les applications ¢ > { | M3 et
Y1> 0 T sont des isomorphismes affins réciproques enire C el un sous-
céne convexe C, de Q stable pour la réticulation de L.

(iii) L’application qui @ a€ Z+ associe le poids x + ¢ (xa) est un isomor-
phisme affin de Z+ sur I'ensemble des éléments de C majorés par un multiple
de 9.

(i) Soit ¢ un élément de C. Il est K. M. S. pour { = o, avec la cons-
tante 3. Pour tout zeMNynNi et tout yeNynRNiNnM,, il existe
donc une fonction F continue et bornée sur la bande B des z€ G tels que
o0 = Im z < (3 et holomorphe dans B telle que

F(t)y={[o.(y)z], F(+iB)={[zro.(y)] pour tout {€R.

Comme ¢ est fidéle, I'ensemble des o, ot {€R, est le groupe des auto-
morphismes modulaires de M définis par ¢. D’aprés le lemme 5.4, M, est
Pensemble des éléments de M fixes pour ce groupe. On a donc o,(y) =y
pour tout {eR. On en déduit que F est constante sur R, donc sur B. On
a donc

Y(yz) = F (o) = F(iB) = § (z).

Cela montre que 9y, contient NyNNiNM,. Cet ensemble contient
MynM, qui est lui-méme ultrafalblement dense dans M, d’aprés la
proposition 5.7. Ainsi, 'adhérence ultrafaible M, de 9y, contient Mo,
et ¢ est strictement semi-fini. Si ¢ est lui aussi fidéle, on a de méme
Myc Mgy, d’ot My= M. D’aprés le lemme 5.4, on a Ty=T.

(ii) Soient ¢ et v deux éléments de C. Le poids ¢ 4 7 est évidemment
ultrafaiblement s. c. i., 4 valeurs finies sur M{n M+, D’aprés la propo-
sition 5.7, MiNn Mt est ultrafaiblement dense dans M+, donc ¢ + 7
est semi-fini. Comme on a Ny .=NynNN;, on vérifie facilement que
¢ + 7est K. M. S. pour { - o, avec la constante 3; c’est un élément de C.
Comme Ay € C pour tout AeR+ et tout y€C, C est un codne convexe
saillant.

Soit ¢ un élément de C. Montrons que sa restriction ¢, & M? est un
élément de £, et que b = ,0T. Sur My, o=y | M} est une trace
normale semie-finie (prop. 3.8). Nous venons de voir que M,c My et
que RNy, = Ny,NnM est ultrafaiblement dense dans M,. Il en résulte
que Y, = §, | M7 est une trace normale semi-finie sur M.

D’aprés la proposition 5.2, le support g de ¢ est dans le centre Z de M.
D’aprés [4] (lemme 4.10), les éléments de Z sont invariants par les auto-
morphismes modulaires définis par ¢. Conpte tenu du lemme 5.4, on
a donc Zc Mo, d'out g€ Myc Myc M. On en déduit que q est le support
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des trois poids ¢, ={ | M*, o= 1{¢ | M} et . D’aprés le lemme 2.4,
il existe dans My, une famille (p;);c; de projecteurs, deux a deux ortho-
gonaux, de somme égale 4 ¢. Ces projecteurs sont dans I'image qMyq
de Ty; pour tout xe My, on a donc

Y@ =Wl @] = | T@" (I—q+ 3 p) T@" |

iel
= b[Ty @) —g) Ty@"] + X, %o Ty @ p: Ty @)"]
iel
= %o[p: Ty @) p] =Y, bl Ty (Pizp)] = ¥ (pizpy).
ierl ier iel

Chacune des formes f; : z »LL(pzwpi) est positive normale, invariante
par o, pour {€R (d’aprés le lemme 5.5). D’aprés [11] (prop. 3), on a
fi= gi° T, ot nous posons g;= f;| M. Pour x€ M+, on a donc

Y@ =X i@ = alT @] = U[T @)

iel iel

On vérifie alors facilement que ¢ > ¢ | M3 et ¢;> ¢,0 T sont des
isomorphismes affins réciproques entre C et un sous-cone C, de Q.

Vérifions que C, est stable pour la réticulation de Q. Soient 7, et 7,
des éléments de C,, et notons 7, et 7 les traces 7,4+ 7, et 7, AT, Soient
Yy, Yo, Us, P les poids sur M+ obtenus en composant ces traces avec T.La
trace 7, A 7, peut étre définie de la fagon suivante. Le support p de 7, est
égal a celui de ;€ C (voir [4], lemme 3.3 par exemple). Il est central
d’aprés la proposition 5.2. Comme 7, | M+p est fidele, il existe dans le
centre Zp de Mp des opérateurs positifs uniques #,, ¢, tels que

7, (x) = (¢ 2 xtl’?),  1,(x) = Ty ({/2xtt’?) pour tout ze M-,.

Soit £ 1a borne inférieure de ¢, et ¢, dans Zp; © est défini sur M+ en posant
7(x) = v, ({/*xt'?). On a t€ Zc Mg, d’oti, pour tout xe M+,

$@) =7[T @) ] = [T @)] = s (z0) =41 (#0) + $:(z0).

D’apres le lemme 5.6, ¢ est un élément du cone C.

(iii) Le lemme 5.6 montre que tout poids x = ¢ (ra), ou a€ Z+, est un
élément de C majoré par || a|| ¢ sur M+, Réciproquement, supposons que
¢ €C soit majoré par un multiple A9 de ¢. Alors ¢, =¢|M?* est une
trace semi-finie majorée par Ag,, et on a ¢ =, 0o T. Il existe alors
un opérateur positif a dans le centre de M, unique tel que

$1(y) = 9o(ay) = @o(ya) pour tout ye M.
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Pour tout x € M+, on a alors
4 (@) = 4[T@)] = 9[T @) a] = 9[T (za)] = ¢ (xa),

et de méme ¢ (r) = ¢ (ar). Montrons que a est dans le centre Z de M.
Soient z, y des éléments de NN N;c Ny NN’ D’aprés le corollaire 3.14,
ya et ay sont des éléments de N,N N;. Considérons les fonctions F et G

que les poids ¢ et ¢ associent respectivement aux couples (z, ya) et (z, y).
Pour teR, on a

GO = $loe(®) y] = ¢[o.(x) ya] = F ©).

Les fonctions G et F qui coincident sur R sont égales sur la bande ol
elles sont définies. On a donc, pour tout {eR,

blyas@] =F(t +if) = G +if) = {[yo. ()] = ¢[aye. @)].
Fixons £. Si x décrit RoN N3, o, (x) décrit aussi cet ensemble. On a done
¢[(ya—ay)z] = o pour tout ze RynN:.

La densité de NonN; dans H, montre que ya =ay pour tout
yeN,N N3, et a est dans le centre de M.

5.9. CoroLLAIRE. — Soient M un facteur, t - o, un groupe @ un para-
mélre d’automorphismes de M, (3 un nombre > o, ¢ un poids strictement
semi-fini, ultrafaiblement s. c. i., K. M. S. pour t + o, avec la constante 3.
Si ¢ est non nul, tout autre poids sur M+ qui posséde ces propriétés est propor-
tionnel a o.

Soit C 'ensemble des poids possédant les propriétés énoncées. Si C ne
se réduit pas au poids identiquement nul, il existe un élément ¢ € C non
nul. D’aprés la proposition 5.2, le support p de ¢ est un projecteur
central. On a donc p = I, et ¢ est fidéle. Soit alors ¢ un autre élément
de C. d’aprés la proposition 5.8, = = ¢ 4} posséde toutes les propriétés
de ¢ que nous avons citées, y compris la fidélité. Il existe [d’aprés la
proposition 5.8-(iii)], des éléments a, b positifs du centre Z de M tels que
9(x) = t(xa) et ¢(x) = v(xd) pour tout reM+. Ces éléments sont
des scalaires, et a 3£ o, car ¢ 7% o, donc ¢ est un multiple scalaire de ¢.

5.10. ProrosiTioN. — Soient M une algébre de von Neumann, t > o,
un groupe & un paramélre d’automorphismes de M, 3 un nombre > o.
L’ensemble C des poids strictement semi-finis, ultrafaiblement s. c. 1i.,
K. M. S. pour t+ o, avec la constante (3 est un céne convexe. Si (¢;);e, est
une famille d’éléments de C a supports deux a deux orthogonaux, la somme
de ces poids est encore un élément de C. L’ensemble des supports des éléments
de C posséde un plus grand élément qui est un projecteur central de M.
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Soient ¢ et U deux éléments de C, et montrons que ¢ + ¢ est un
élément de C. Seul le fait que ¢ - ¢ soit strictement semi-fini est peu
évident. Le support p de ¢ est dans le centre Z de M (prop. 5.2) et inva-
riant par les automorphismes o,. D’aprés le lemme 5.4, les poids ¢, :
x> Y(xp) et ¢, : x> Y[x(l — p)] sont strictement semi-finis et
K. M. S. pour{ ~ o, avecla constante 3. Le poids ¢ + ¢ a un support < p.
Comme ¢ est fidéle sur Mp, ¢ -+ ¢, est strictement semi-fini, K. M. S.
pour { > o, | Mp sur Mp (d’aprés la proposition 5.8). Il est identiquement
nul sur M+ (I — p). Donc ¢ + ¢, est strictement semi-fini sur M. D’aprés
la proposition 4.9, (¢ -+ ¢1) 4+ o= ¢ + ¢ est strictement semi-fini.

Soit (9:);e; une famille d’éléments de C dont les supports (p:)ie:
sont deux a deux orthogonaux, et posons ¢ (r) =Zcpi(x) pour xe€ M+,

iel
D’aprés la proposition 4.9, ¢ est un poids strictement semi-fini et ultra-
faiblement s. c.i. On a

Ren Ry = (1) Feun R,

iel

D’aprés la proposition 4.5-(ii), pour tout zeN,NN;, les éléments
Ayxp; sont deux & deux orthogonaux de somme A,z. La partie hermi-

tienne de Z(mq,n‘ﬁj) p: est donc partout dense dans celle de Rt,N N3
iel
pour la structure préhilbertienne définie par ¢. Comme p;e M, on a

RonN3) pic Ny, NNy, (corol. 3.15).

Comme ¢; est K.M.S. pour {0, avec la constante {3, pour
a, be MRonN3) p.c Ny, NN, il existe sur la bande des ze G tels que
0 < Im z < (3 une fonction F telle que

F() =4fo.(@) )] =¢[oc (@) b],  F(t+if) = §u[ba:(a)] = ¢[bo: ()]

pour tout feR. On voit donc que 'on sait associer une telle fonction
a tout couple d’éléments de X. D’aprés le lemme 5.3, ¢ est K. M. S.
pour { > o, avec la constante 3.

Soit e la borne supérieure des supports des éléments de C dans Z.
Considérons une famille maximale (p;);e; de projecteurs non nuls de Z
qui soient deux & deux orthogonaux et supports d’éléments de C. Pour
tout i€ I, soit ¢;€ C de support p;. D’aprés ce qui précede, le poids ¢ :
x »Z 9:(x) est un élément de C et son support est p =Z Di. SipFe,

iel iel
il existe un élément ¢ de C dont le support ¢q vérifie (¢ — p) g2 o. Le
projecteur r =(e — p)q est un élément de Z. D’aprés le lemme 5.6,
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le poids x > Y (zr) est un élément de C et son support est r. La famille (p,); e
n’est pas maximale, ce qui est absurde. Donc p = e.

5.11. ProposITION. — Soient M une algébre de von Neumann, t + o,
un groupe a un paraméire d’automorphismes de M, 3 un nombre > o,
C le cone convexe des poids strictement semi-finis, ultrafaiblement s. c. i.
sur M+ et K. M. S. pour t v o, avec la constante 3. Pour qu’un élément ¢
de C appartienne a une génératrice extrémale de C, il faut et il suffit que
n (M) soit un facteur.

Soit ¢ un élément de C. Pour que ¢ appartienne & une génératrice
extrémale de C, il faut et il suffit que tout élément ¢ de C majoré par
un multiple scalaire de ¢ soit proportionnel & ¢. Un tel poids ¢ s’annule
sur le noyau K de la représentation m,. Le support p de ¢ étant un pro-
jecteur central, on a K = M (I — p), et la restriction de m, & Mp est
un isomorphisme de Mp sur n,(M). La proposition 5.8-(iii) montre que
¢ est sur une génératrice extrémale de C si et seulement si le centre
de my(M) est réduit aux scalaires.

6. Produit tensoriel de poids strictement semi-finis et ultra-
faiblement s. c. i.

En application de ce qui précéde, nous allons étudier le produit tensoriel
de certains poids. Soient M et N deux algébres de von Neumann, M Q N
Palgébre de von Neumann produit tensoriel de M et N. Pour éviter
toute confusion, nous noterons & toute construction tensorielle relevant de

I'algébre pure, et @ le prolongement topologique, s’il existe, de ce méme
objet. En particulier, M @ N désignera le produit tensoriel algébrique

de M et N; si fet g sont deux formes linéaires ultrafaiblement continues
sur M et N, f @ ¢ désignera la forme linéaire définie sur M ® N, produit

tensoriel algébrique de f et g, et f @ g désignera le prolongement ultra-
faiblement continu de cet élément & M @ N.

6.1. LEmME. — Soient M, N deux algébres de von Neumann, f, g deux
formes linéaires positives normales sur M et N de supports respectifs p et q.
Alors p ® q est dans M ® N le support def @ g.

Quitte a faire une ampliation des espaces hilbertiens H et K de M et N,
on peut supposer que f = w, et que ¢ = wg, ot a€ H et 3€ K. Comme
f® g et wygp coincident sur M @ N, ces formes normales sont égales.

Les supports de f, ¢, f ® ¢ sont donc respectivement

p= EY, q= Eéw’ r— E(ggéw.
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D’aprés [17] (th. 12.3), on a (M ® NY' = M'® N'. On en déduit aussitot
quer=pQ®sq.

6.2 ProposITION. — Soient M et N deux algébres de von Neumann,
¢ el Y deux poids ultrafaiblement s. c.i. et striclement semi-finis sur M+
et N+, (fi).c: [resp. (9;);es] une famille de formes linéaires positives nor-
males & supports deuxr a deux orthogonaux de somme égale @ ¢ sur M+
(resp. a ¢ sur N+).

@) zw () =2 (i® g9;) (x) est sur (M @ N)* un poids strictement
ij

semi-fini, ultrafaiblement s. c. i. Ce poids dépend seulement de ¢ et de ¢

et non des familles (f;) et (g9;) ulilisées pour le définir; son support est le

produil tensoriel des supports de ¢ et de y. L’algebre I contient M, My,

eton at|M® My= & @ §; fout autre poids O ultrafaiblement semi-
continu inférieuarement sura(M ® N)*, et vérifiant ces deux conditions,
est tel que M. My el 7 ==0| M-.

(ii) On suppose en outre que ¢ (resp. V) est K. M. S. pour un groupe

a un paramétre t +> o, (resp. t v p,) d’aufomorphismes avec une constante
B > o. Alors il existe sur M @ N un poids ultrafaiblement s.c.i. 7, et

un seul, vérifiant M@ MycM: e | M@ My=¢ R, et qui
soit K. M. S. avec la constante 3 pour le groupe t > ¢, p: d’automorphismes
de M ® N. Ce poids est égal au poids précédemment décrit.

(i) 1l est clair que 7 est un poids ultrafaiblement s. c. i. sur (M @ N)*.
D’aprés le lemme 6.1, v est somme de formes linéaires positives normales
4 supports deux a deux orthogonaux; il est donc strictement semi-fini
(prop. 4.2). Les projecteurs

P=Xps (=20 TI=2pQY

iel = ij

sont les supports respectifs de ¢, ¢, 7. Ils vérifient r = p Q ¢. Les pro-
jecteurs

(Pt® q/')i,/'EIxJ: (Pi®(1_‘1))ieb
{—pP)®¢)esn I—pRUI—9)
sont deux a deux orthogonaux, de somme égale a I, et tous contenus dans
l'algebre A = M, MMy. En vertu de la proposition 4.10, tout autre

poids 6 ultrafaiblement s.c.i. sur (M @ N)+, tel que AcIMy et
6| A = ¢ ® J, coincide avec 7 sur M7
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En particulier, considérons d’autres familles de formes linéaires posi-
tives (h.) et (kg) & supports deux & deux orthogonaux, de sommes respec-
tives ¢ et ¢ sur M+ et N+. Appliquons ce qui précéde a la somme 0 sur
(M @ N)* des formes ho@® kg. On aura M.cMy et * = 0| M, et de
méme Myc M., d'oit My=MW, et 0 =<.

(ii) Supposons en outre que ¢ et ¢ soient K. M. S. avec la constante 8
pour les groupes & un paramétre d’automorphismes t+>a, et { > p.
Montrons que 7 est alors K. M. S. avec la constante 3 pour le groupe a
un paramétre { - ¢, p, d’automorphismes de M @ N. Pour tout teR,
posons a,= 0; p;. D’aprés le lemme 5.5, chacune des formes f; :
z > ¢(p:xp;) est invariante par o, pour tout f{eR. De méme, les
formes (g,); e, sont invariantes par les automorphismes p,. Les formes
fi® g;, ou i€ l, jeJ, sont invariantes par les automorphismes «, pour
teR; leur somme 7 sur (M @ N)* est elle aussi invariante par «, pour
teR. Posons A = M, Q My.

Considérons le poids 8 défini par I’algebre hilbertienne a gauche Wy @ Wy,

D’apres le théoréme 11.1 de [17], si on identifie M et £(Uy), et de méme
N et £(Uy), M @ N est identifiable & E(QI;@ ‘lI;,), et 0 peut étre consi-

déré comme un poids sur M @ N. Quitte & faire un changement de variable
sur I’axe réel, on peut supposer que 3 =1. Alors { > o, et { > p, sont les
automorphismes modulaires définis par U, et Ay, [(4), prop. 4.8). D’apres
le théoréme 11.1 de [17] et sa démonstration, { > ¢, & p, = a, est alors
le groupe des automorphismes modulaires définis par A, @ Ay. Le poids

0 est donc ultrafaiblement s. c. i. et K. M. S. avec la constante 1 pour { - «,
([4], th. 2.11 et prop. 4.4). Pour £€ U, et n€ Ay, la définition de 0 donne

I(rEORTOI[*E) X)) =0[rER ) TERL)]
=EQLIERH=CID D) =9[r @' mE]4[= €)@

On en déduit que M)> A et que 6 | A = o ® J. D’apreés ([4], th. 2-11),
0 est ultrafaiblement s. c. i. sur (M @ N)*. D’aprés (i) et les vérifications
précédentes, on a M. cIM,; et 0 [ M. =1, dou R:NANICNynNG. Comme
0 est K. M. S. pour { > a,, on en déduit que 7 vérifie la condition () de la
définition des poids K. M. S. Ainsi = est K. M. S. pour {~ «, avec la
constante (.

Sur M ® N, considérons un autre poids 0 tel que Ac Myet | A =1 A,
qui soit ultrafaiblement s. c. i. et K. M. S. pour ¢ > «, avec la constante (3.

Montrons que 6 est nécessairement égal a 7. D’aprés la proposition 5. 2-(ii),
le support r de 7 est un projecteur central, et d’aprés (i), on a

I—r=YpRUI—9+X,I—p)®¢+T—p)QUI—q).

]
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Tous les projecteurs du second membre sont des éléments de A sur les-

quels © s’annule. Comme 6| A = | A [d’aprés (i)], 0 est nul sur tous
ces projecteurs, et la semi-continuité ultrafaible de 6 donne

0(I—r)=o0, dou O8|(MQNy*(I—r)=o=r1|(MQNy-I—r).

Quitte & restreindre toutes les données a (M @ N) r, nous pouvons désor-
mais supposer que v est fidéle. D’aprés la proposition 5.8-(ii), il existe
une trace normale semi-finie 0, sur M telle que 6 = 6,0 T.. D’aprés (i),

on a M. c My, et § coincide avec + sur M, Il en résulte que 0, coincide
avec 7,= 7 | Mt sur M. La proposition 3.3 donne alors

0i=1 et 0=0,0T.=10T=T.

6.3. DEFINITION. — Si ¢ et ¢ sont deux poids strictement semi-finis
et ultrafaiblement s. c. i. sur deux algébres de von Neumann M et N,
le poids 7 sur M ® N étudié dans la proposition 6.2 sera appelé le produit
tensoriel de ¢ et {, et noté ¢ @ ¢.

6.4. CoroLLAIRE. — Soient ¢ et | deux poids strictement semi-finis,
ultrafaiblement s. c. i. et fidéles sur deux algébres de von Neumann M et N,
7 le produit tensoriel de ces poids. Notons Wy, Wy, WA les algébres hilber-
tiennes a gauche définies par ces poids. Alors W est isomorphe a U'algébre
hilbertienne a gauche achevée de Wy, Ay.

a

6.5. CoroLLAIRE ([8], th. 1). — Soient ¢ et ¢ deux traces normales
semi-finies sur des algébres de von Neumann M et N. Alors t =9 ® ¢
est sur M @ N la seule trace normale semi-finie telle que

M@ My M. et | M@ My=¢ R Y.

C’est un cas particulier de la proposition 6.2-(ii), oit o, =1 et p, =1
pour tout e R (voir [4], prop. 3.2).

6.6 ComroLLAIRE. — Soient ¢ el | deux poids sirictement semi-finis et
ulirafaiblement s. c. i. sur deur algébres de von Neumann M el N. Alors
T,@y est unitairemenlt équivalenle a m,@ my. En particulier, m. gy est
factorielle si et seulement si my et wy le sont,

Soient (f)icr et (g9;)jes deux familles de formes linéaires positives
normales a supports deux 4 deux orthogonaux sur M et N respectivement
de sommes égales & ¢ et ¢ sur M+ et N+. Pour tout iel e tout jeJ,
E,® &g est un vecteur totalisateur pour la représentation m,® m, de
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M @ N, de sorte que la forme
(w3, @z, ) (7@ ™) =[:® g/

définit une représentation m;g, unitairement équivalente & m;® m,
([5], 2.4.1). Les propositions 4.5-(ii) et 6.2 donnent alors

”so@v#ﬁ’—ﬂ?ﬂf.-mi o @(ﬁf,@ Tg) 1’(@,“/:) ®(/Ge91ﬂ”") >~ T Ty
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