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POIDS ET ESPÉRANCES CONDITIONNELLES
DANS LES ALGÈBRES DE VON NEUMANN

FRANÇOIS COMBES.

1. Introduction et notations.

Les traces et les formes linéaires positives contituent un outil puissant
dans l'étude des C*-algèbres et des algèbres de von Neumann : construction
de représentations, théorie non commutative de l'intégration, etc.
D'autre part, ces objets présentent à certains égards des analogies frap-
pantes. Le souci de généraliser et d'unifier a conduit à la recherche d'une
notion dont l'étude engloberait celle des formes linéaires positives et
celle des traces. C'est ainsi que les poids on été introduits et étudiés ([l],
[13]. [14], [15]).

D'autre part, toute algèbre hilbertienne définit, par représentation à
gauche, une algèbre de von Neumann M et une trace fidèle, semi-finie,
normale sur M. Dans [4], nous avons généralisé cette propriété pour les
algèbres hilbertiennes à gauche récemment introduites ([20], [17]) : une
telle algèbre définit, sur l'algèbre de von Neumann qu'elle engendre par
représentation à gauche, un poids fidèle, semi-fini, ultrafaiblement semi-
continu intérieurement (s. c. i.).

Toutefois, un poids semi-fini, ultrafaiblement s. c. i. sur une algèbre
de von Neumann, paraît à certains égards une notion peu maniable.
Jusqu'à ce jour, certains problèmes très naturels demeurent sans réponse :
Un tel poids est-il somme de formes linéaires positives normales? Est-il
enveloppe supérieure de formes linéaires positives normales? S'il est
fidèle, définit-il une algèbre hilbertienne à gauche achevée ? etc. Le pre-
mier de ces problèmes est posé par J. DIXMIER dans [6] (chap. 1, § 4, p. 52).

Dans cette étude, nous introduisons une classe de poids pour laquelle
on puisse répondre affirmativement à toutes ces questions. Cette catégorie
est assez générale pour englober les traces et les formes linéaires positives
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normales. Ces poids sont aussi assez nombreux pour être un outil conve-
nant à l'étude des algèbres de von Neumann. Nous reprenons une notion
mise en évidence dans [4], § 3 : ces poids étaient ceux qui correspondaient
aux algèbres hilbertiennes à gauche définissant une algèbre de von Neu-
jnann G-finie pour le groupe G des automorphismes modulaires.

Nous avons essayé de définir et d'étudier ces poids indépendamment
de la théorie générale des algèbres hilbertiennes à gauche (c'est l'objet
des paragraphes 2, 3, et 4). Pour tout poids 9 sur une algèbre de von Neu-
mann M, nous considérons l'ensemble A des i/eîîçnSrt® (voir les défi-
nitions ci-dessous) tels que ^(yx) ==o»(:cy) pour tout rceïîsUSÎç. Nous
dirons que cp est strictement semi-fini si 1 est ultrafaiblement adhérent
à A (qui est une sous-algèbre involutive de Sic n îlî). Comme ît^ n 9ÎÎ
est alors ultrafaiblement dense dans M, un tel poids est semi-fini. Si cp
est strictement semi-fini et ultrafaiblement semi-continu inférieurement
sur M"1", il existe alors une espérance conditionnelle Tcp appliquant M
dans l'adhérence ultrafaible Mç de A et telle que cp == cpo o Ty, où nous
posons cpo = 9 | M^. En outre, cpo est une trace normale semi-finie sur
MQ. La construction de l'espérance conditionnelle Tç reprend les méthodes
utilisées par H. UMEGAKI ([22], [23], [24]).

Nous appliquons ces résultats à l'étude de divers problèmes : ceux
que nous citions précédemment, ou encore dans les paragraphes 4 et 5, des
problèmes sur les poids K. M. S. que nous n'avions pas su résoudre dans
le cadre le plus général. Par exemple, si G : t \^ cr^ est un groupe à un para-
mètre d'automorphismes d'une algèbre de von Neumann M, et si (3 est
un nombre > o, l'ensemble des poids strictement semi-finis, ultra-
faiblement semi-continus inférieurement et K. M. S. avec la constante (3
pour G, forment un cône convexe réticulé. Pour qu'un poids appartienne
à une génératrice extrémale de ce cône, il faut et il suffit qu'il défi-
nisse une représentation factorielle de M. Si M est un facteur, ce cône
se réduit à zéro ou à une demi-droite. Autrement dit, s'il existe sur M
un poids strictement semi-fini, ultrafaiblement semi-continu inférieu-
rement non nul qui soit K. M. S. pour 11-> cr< avec la constante (3, ce
poids est unique à une constante multiplicative près.

L'étude se présente de la façon suivante. Au paragraphe 2, nous faisons
de brefs rappels préliminaires sur les sous-algèbres faciales et les idéaux
à gauche des algèbres de von Neumann. Au paragraphe 3, nous construi-
sons l'espérance conditionnelle associée à un poids ultrafaiblement semi-
continu inférieurement. Au paragraphe 4, nous introduisons les poids
strictement semi-finis. En les supposant ultrafaiblement semi-continus
inférieurement, nous les décrivons ainsi que la représentation qu'il défi-
nissent. Le paragraphe 5 est consacré aux poids K. M. S.. Au paragraphe 6,
nous étudions le produit tensoriel des poids précédemment introduits,
et nous retrouvons, en particulier, quelques propriétés bien connues des
traces [8].
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Un poids sur une C*-algèbre A est une fonction 9 définie sur A4- à
valeurs dans [o, +°°] vérifiant les conditions suivantes :

(a) pour x, yeA-»-, on a <^(x + y) =^(x) + cp(y);
(&) pour rceA-^ et ÀeR4-, on a cp(^) = ^?(^) (on convient que

o. -)- oo == o).

L'ensemble F des xç A-1- tels que 9 (rr) < + oo est une face du cône A-1-.
Le sous-espace vectoriel lin -F, engendré linéairement par F, est une sous-
algèbre involutive SDÎç de A. Il existe sur 9îlç une forme linéaire positive ^
et une seule qui coïncide avec cp sur 9Jt^=F. L'ensemble des rceA,
tels que ^ ( x " x ) < +00 [resp. ^(x^x) == o], est un idéal à gauche îlç
[resp. Nç] de A, et on a 9Jlç= ît^îlç. On note A^ l'application cano-
nique ?tcp-^9lç/Nç, H^. l'espace hilbertien complété de ît^/Nç pour le
produit scalaire (\^x\ A^y) = ^ ( y * x ) , TTç la représentation de A sur H^
obtenue par le procédé habituel. Si cp est une trace semi-continue inté-
rieurement, nous noterons p<p la représentation de l'algèbre opposée de A
sur H\ définie par cp. Si cp est la restriction à A^ d'une forme linéaire
positive feA', nous noterons Ç/ le vecteur de Hf totalisateur pourTr/
canoniquement défini par f.

Si A est une algèbre de von Neumann, nous dirons que le poids cp
est normal si, pour toute famille filtrante croissante {xi) d'éléments de A-^-
admettant une borne supérieure x, on a cp (x) = sup cp (Xi). Si 9 est normal,
l'ensemble des projecteurs q^A, tels que cp(^) == o, possède un plus
grand élément qo. Le projecteur po= 1—qo est appelé le support de cp.
Notons que si cp est ultrafaiblement semi-continu intérieurement (nous
dirons simplement « ultrafaiblement s. c. i. »), il est normal. Si cp est une
trace, la réciproque est vraie ([6], chap. 1, § 6, cor. prop. 2, p. 85); pour
un poids quelconque, le problème est ouvert. Si Nç = (o) on dira que cp est
fidèle. Si 9Jîç est ultrafaiblement dense dans A, on dit que 9 est semifini.

Pour la théorie des algèbres hilbertiennes à gauche, nous suivrons les
notations de [17]. En particulier, si ÎÏ est une telle algèbre, nous noterons
^ l'algèbre hilbertienne à droite associée, £ (51) l'algèbre de von Neumann
engendrée par 7r(3l), où TT désigne la représentation canonique de ÎI
sur l'espace hilbertien complété de ÎI.

Je remercie M. TAKESAKI qui m'a tenu au courant de ses travaux
sur la théorie des algèbres hilbertiennes. Je remercie également
F. PERDRIZET qui a discuté avec moi certains points de cette étude.

2. Quelques propriétés des sous-algèbres faciales d'une algèbre
de von Neumann.

Les propriétés énoncées dans ce paragraphe sont toutes plus ou moins
connues. Pour la clarté de l'exposé qui suit, il nous a semblé nécessaire
de les rassembler ici.
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Soit M une C-algèbre. Rappelons qu'on appelle face de M~^ un sous-
cône convexe héréditaire F de M-^. Le sous-espace vectoriel lin F, engendré
linéairement par F, est une sous-algèbre involutive 9îl de M et SK-^- == F
(yofr par exemple [2], prop. 1.3). L'ensemble des xçM tels que x^xçF
sera noté L(F); c'est un idéal à gauche de M, et on a 3K = L(F)*L(F).
Une sous-algèbre 9JI de M engendrée linéairement par sa partie positive
9K4-, et telle que SOÎ-̂  soit une face de M-4-, est appelée une sous-algèbre
faciale de M.

Si M est une algèbre de von Neumann, pour tout idéal à gauche ïl
de M, 91*91 est une sous-algèbre faciale de M, et on a îl = L[(ïl*ît)4-]
([4], lemme4.n).

2.1. LEMME. — Soient M une algèbre de von Neumann, 91 un idéal à
gauche de M, îl son adhérence ultrafaible. Alors la boule unité de îl est
ultrafaiblement dense dans celle de Vt, et toute unité approchée filtrante crois-
sante de îî converge ultrafortement vers l'unique projecteur p de 91 tel que
?î=Mp.

Soit (Ui) une unité approchée filtrante croissante de 91, et soit p sa
borne supérieure dans M. Comme Ui converge ultrafortement vers p
([6], append. II), p est dans ît. Pour rce9l, on a || x — xui \\ -> o, d'où
x == xp. Cette relation est encore valable poura;e?t. En particulier,
on a p = p2, donc p est un projecteur. On a Mp c 91, car 9Î est un idéal
à gauche, et on a ?îcMp d'après ce qui précède. Donc 9t = Mp. Alors
tout x e 91 est limite ultraforte de xuiç. 91 et on a

tl^H^II^H. W^W
ce qui achève la démonstration.

2.2. — LEMME. — Soient M une algèbre de von Neumann, îl un idéal à
gauche de M. Notons 9JI la sous-algèbre faciale ?l*?t de M. On a alors
9K =(3fln9^)2, et les adhérences ultrafaibles 2R, îîn9ï*, 9Î de ces
ensembles vérifient

W = snT^R* = 9Î n W == 9Î* îT.

En particulier, 30Î es^ faciale, et on a 9t == I^Sffih-).

D'après [4] (lemme 4 ,.11), 9K est faciale et, d'après [4], (lemme 2.10),
on a m =(9ln9D2. Les relations 9% = 9l*?tc9tnîl* entraînent
^lc9lnîî*c9înïî*. L'idéal à gauche yt de M étant normiquement
fermé, la proposition 3.1 de [2] nous donne yîr\W== W^l. Montrons
que WyicWyi^ W. Il suffit de montrer que W9i contient les
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éléments x*x, où xç. 91, car ces éléments engendrent linéairement 91*91.
D'après le lemme 2.1, tout xç 9T est limite ultraforte d'éléments i^e9l
tels que [| y,: |) ̂  \\ y [|. Alors x^x est limite ultrafaible des éléments
y^e 91*91, d'où l'inclusion recherchée.

La relation m == 9Î*9t et le lemme 4.11 de [4], déjà cité, montrent que
SOI est faciale et que 91 == L(ïR+). (Notons que la relation W =9tn 9l*
montre que SER == pMp, où p désigne le plus grand projecteur de 9Ï).

2.3. LEMME. — Soient M une algèbre de von Neumann, SOI une sous-
algèbre faciale de M, 91 l'idéal à gauche LÇ^). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) SDÎ est ultrafaiblement dense dans M\
(ii) 91 n 9l* est ultrafaiblement dense dans M;

(iii) 91 est ultrafaiblement dense dans M;
(iv) II existe une famille filtrante croissante d'éléments de 9t4- convergeant

ultrafaiblement vers I ;
(v) I I existe une famille filtrante croissante d'éléments de 9J14- convergeant

ultrafaiblement vers J.

(i) <=> (ii) <=^> (ni) d'après le lemme 2.2, et (v)=»(iv)est évident, car
9Jlc9l.

(i) => (v) : Si 9ÎI est ultrafaiblement dense dans M, la représentation
identique de l'adhérence normique A de 9K est non dégénérée. Si (Ui)
est une unité approchée de A construite dans 9ît, elle converge ultra-
fortement vers I ([5], 2.2.10).

(iv) => (i) : Supposons qu'il existe sans 9l4- une famille filtrante crois-
sante (Ui), convergeant vers J ultrafaiblement (donc aussi ultrafortement
d'après [6], append. II). Alors, tout xçM est limite ultraforte de
u^e9l*9l=9[n.

2.4 LEMME ([6], chap. 1, § 3, cor. 5, p. 43). — Soient M une algèbre
de von Neumann, J un idéal bilatère de M ultrafaiblement dense dans M.

(i) Pour tout rceM4-, i7 existe une famille filtrante croissante d'éléments
de J+ dont x est la borne supérieure.

(ii) Pour tout projecteur q de M, il existe une famille (pi)içi de projecteurs
de J, deux à deux orthogonaux, de somme égale à q.

(i) D'après le lemme 2.1, toute unité approchée filtrante croissante (ua)
de J converge ultrafortement vers I . La famille filtrante croissante
(x^^UoiX1^) converge alors ultrafortement vers x qui est donc sa borne
supérieure ([6], append. II)
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(ii) Soit (pi)içi une famille maximale de projecteurs, deux à deux
orthogonaux de J , et majorés par q. Si la somme e ==Vp, de ces pro-

î € y

jecteurs est différente de g, q-e majore un élément x non nul de J-4- [d'après
(i)]. D'après la théorie spectrale, il existe un projecteur p de M non nul»
majoré par un multiple scalaire tx de x. Comme J^ est une face de M-1-
([6], chap. 1, § 1, prop. 10, p. 11), on a pe J, et la famille (pi)içi n'est pas
maximale. Donc V pi = q.

iç^

2.5. LEMME. — Soient M une algèbre de von Neumann, 9K une sous-
algèbre faciale de M, J un idéal bilatère ultrafaiblement dense dans M.
Alors lin (ÎR-^-nJ-^) est ultrafaiblement dense dans SOI. En particulier, si 9K
est ultrafaiblement dense dans M, lin (9îl4- n J^) et 9JI n J sont ultrafaiblement
denses dans M.

D'après le lemme 2.4, tout rreSK4- est la borne supérieure, donc la
limite ultrafaible, d'une famille filtrante croissante (Xi)iç/ d'éléments
de J-1-. Comme 9J14- est une face de M4-, on a a^SOÎ^nJ^ pour tout
i€ I . Ainsi aîl-^nJ^ est ultrafaiblement dense dans SK^, et lin (SK-^nJ^-)
est ultrafaiblement dense dans lin 90^+-=9Jl. L'inclusion évidente
lin (9K4- n J^) c 3JI n J montre qu'il en est de même pour 9JI n J .

3. Espérance conditionnelle associée a un poids ultrafaiblement
s. c. i. sur une algèbre de von Neumann.

3.1. LEMME. — Soient M une C^-algèbre, cp un poids sur M^, a un
élément de Nç. Posons b = I — a :

(i) Pour tout a;e94n9T, les éléments a* a, a^x, xa, a^xa appartiennent
à SOÎç, et on a

cp (a* a) = 9 (a*x) = 9 (xa) = <p (a^xa) = o.

(ii) Pour tout xç.^, les éléments Vx, xb, Vxb appartiennent à 9Kç,
et on a

op (Vx) = 9 (xb) == cp (Vxb) == 9 (x).

(iii) Pour tout xç M~^, on a
<p (a^xa) ==o, cp (yxb) = cp (x).

(i) Pour a;e9lçn9îî, les éléments a* a*, rca, a*rca appartiennent à
gr?4=3î^. D'après l'inégalité de Schwarz, on a

l?^)!2^?^)?^)^,

et de même <y (^a) = 9 (û*^a) = o.
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(ii) Supposons maintenant que ^eSJlçCÎÎçnîl*. La relation
Vx == x — ctx et (i) montrent que y^eSJls et que

9 (Vx) = 9 (a;) — 9 (a'rc) = <y (.r);

on a de même (p (xb) = 9 (b*xb) = 9 (a').
(iii) Supposons enfin que xçM^. La relation a*a:a ̂  || ̂  [| a* a entraîne

cp(a'a;û)=o. Si cp(:r) <+oo (soit rreSOÎî), on a vu que VxbçyR^ et
que îp(rc) = ^(b*xb). Supposons maintenant que cp(a;)=+°°. Si on
avait cp(6*:K&)<+°°» on aurait a^&eîlcp, d'où

^1/2 ̂  ^1/2 ̂  _(. ^1/2 ̂  ç ̂  ^ a;e 9l* îtç = îriç.

C'est absurde, donc cp (Vxb) = 4-00 == 9 (a;).

3.2. LEMME. — Soient M une algèbre de von Neumann, 9 un poids
ultra faiblement s, c. i. sur M-^. Alors N<p est un idéal à gauche ultra faible-
ment fermé de M,

II est clair que l'ensemble des xçM^~, tels que ^(x) = o, est une
face ultrafaiblement fermée de M" ,̂ d'où l'assertion d'après [2] [lemme 2.6-
(ii)].

3.3 PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, 9 une trace
normale semi-finie sur M4-, ^ un poids semi-fini et ultrafaiblement s. c. i.
sur M^. On suppose que <? et ^ coïncident sur une sous-algèbre inuolutiue
A de SJlç n 9Jl.^. Si A est ultrafaiblement dense dans M, on a cp = ^» e^
AçA est ultrafaiblement dense dans U algèbre hilbertienne achevée Açîl^
définie par cp.

Notons d'abord que, pour tout a e A et tout x e M, on a

^(a^a)^^0*^0)-

En effet, les deux formes x h> ^(a*xa) et m^^(a*:ra) sont définies
sur M, positives, normales, et prennent les mêmes valeurs sur A. Elles
sont donc égales. En particulier, le support p de cp est un projecteur
central de M, et on a, pour tout aeA,

WI-p)a-a(I-p)]=^(I-p)a]
=^[a\I—p)a]==^\(I—p)aica(I—p)]==o.

D'après le théorème de densité de Kaplansky, on peut faire tendre ultra-
fortement açA vers I avec [| a [| ̂  i. Alors a* a converge ultrafaiblement
vers I avec a* a ̂  J. D'après la semi-continuité inférieure de f^, on a

4,(J_p)^lim inf ^[(1 — p) a" a(I — p)}
^limsup^[(I—p)a"a(I—p)]^(I—p),
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d'où
' ^ ( I — p ) = lim^[(J—p) cta(I—p)} = o.

On en déduit que ^ | M^(I—p) === o = cp | M^ÇI — p).
En restreignant cp et 4' à. M^p, on peut supposer désormais (compte

tenu du lemme 3.1) que 9 est fidèle. Notons TTy et py la représentation
et l'antireprésentation de M sur Jî<p, canoniquement définies par cp
Comme cp est normale, l'application

(x, y) h> Aça-y = TTcp (a;) Açy == pç (y) Acre

est séparément continue de chaque variable quand on munit M de la
topologie ultrafaible, et Zfç de sa norme. On en déduit facilement que A<pA2

est partout dense dans Acp9lç; donc Acpîlç est l'algèbre hilbertienne
achevée de la sous-algèbre hilbertienne AçA2. D'après [6] (chap. 1, § 5,
prop. 4, p. 78), pour tout aç. Sîl^ il existe une suite (Xn) d'éléments de A2

telle que
IjAçû1 /2—A<p^|j-^o, avec sup[[a^[| <+°°»

et a^ converge ultrafortement vers a172. Alors x\Xn converge vers a. ultra-
faiblement, et la semi-continuité inférieure de ^ nous donne

^ (à) ̂  lim inf ^ (rr; rc,z) = lim inf^ (x^ Xn)
= lim II ^Xn |12 == 1 1 A,aV2 |p = cp (a).

Cela prouve que 4' est majorée par cp sur SOÎî. On en déduit

[| A^—A^ |)2 = ̂ [(aV2_^y(ai/2_^)]
^ cp [(a1/2— XnY(a1/2— Xn)} == [| Aç a^—A^Xn H2 -^ o,

d'où

^(a) == [| A^aV2 [|2 == lim |j A^Xn [|2 = lim^(rr;^) = limcp(^.r,) ==9(0).

Ainsi, cp et 4' coïncident sur SK^. La normalité de cp et de ^ et le
lemme 2.4 montrent alors que cp == ^p.

3.4. REMARQUES, (a) La proposition précédente était connue lorsque cp
et 4' sont des traces ([6], chap. 2, § 6, lemme 1, p. ao3).

(6) Une démonstration analogue à la précédente donne le résultat
suivant : « Soient M une algèbre de von Neumann, cp une trace normale
semi-finie sur M^~, ^ un poids semi-fini et ultrafaiblement s. c. i. sur M~^.
On suppose que ̂  est majoré par cp sur la partie positive d'une sous-algèbre
involutive A de 9Jîçn9îl^. Si A est ultrafaiblement dense dans M,
9 majore ^ sur M4". »

Le lemme suivant est sans doute bien connu.
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3.5. LEMME. — Soient M ei N deux algèbres de von Neumann, AcM
une sous-algèbre involutive de M ultrafaiblement dense dans M, T une appli-
cation linéaire de A dans N. On suppose que la restriction de T à la boule
unité de A est bornée et qu'elle est continue pour les topologies ultrafaibles
de M et N. Alors T se prolonge de manière unique en une application
linéaire de M dans N continue pour les topologies ultrafaibles de M et N.

Pour tout espace vectoriel norme X, notons Xr la boule fermée de rayon r
de X. D'après le théorème de densité de Kaplansky, Ar est ultrafortement
dense dans Mr, donc a fortiori ultrafaiblement dense dans Mr. D'autre
part, Mr est ultrafaiblement compacte, et par suite ultrafaiblement com-
plète; Mr est donc le complété ultrafaible de Ar. Posons k == [| T [|.
L'application T ] Ar prend ses valeurs dans la boule Nkr qui est ultra-
faiblement complète. En raison de la linéarité de T, T | Ar est unifor-
mément continue, donc prolongeable de manière unique en une appli-
cation Fr définie et continue sur le complété Mr de Ar» à valeurs dans Nkr.
Pour T < r', on a évidemment Fr' \ Mr = Fr. Il existe donc une applica-
tion F de M dans N unique telle que F \ Mr == Fr. pour tout r > o.
Alors F qui est ultrafaiblement continue sur la boule unité de M est
ultrafaiblement continue sur M ([6], chap. 1, § 3, th. l-(ii)) (F est
évidemment linéaire).

La proposition suivante n'est qu'une adaptation aux algèbres de von
Neumann du lemme 17.2.1 de [5].

3.6. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, AcM
une sous-algèbre involutive de M ultrafaiblement dense dans M, cp une forme
linéaire positive sur A telle que cp(rc*rc) == cp(rm;*) pour tout xçA, et telle
que y \^ ^ ( x * y x ) soit ultrafaiblement continue sur la boule unité de A pour
tout xçA. Alors il existe une trace normale semi-finie, et une seule sur M4-,
qui coïncide avec cp sur A4-.

Sur A, la forme sesquilinéaire hermitienne s(x, y) == cp (y*x) est positive
et vérifie les conditions suivantes :

(a) s(x, y) == s(x\ y ' ) pour tous x, yeA;
(b) s(zx, y) == s(x, z^y) pour tous x, y, zeA;
(c) s(zx, zx)^ [| z\^s(x, x) pour tous x, zeA;
(d) les éléments xy (où x, y ^ A ) sont partout denses dans A pour la

structure préhilbertienne définie par s;
(e) Pour tout xç. A, z \-> s(zx, x) est une forme linéaire ultrafaiblement

continue sur A.

Vérifions par exemple la condition (d). Soit y€A. D'après le théorème
de densité de Kaplansky, il existe une famille (Ui) d'éléments de A conver-
geant ultrafortement vers I , avec [|i^[|^i. Alors Xi==u^Ui converge
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ultrafaiblement vers 1 avec [| Xi [j ̂ i. D'après les hypothèses faites, la
forme linéaire x\->^(ifxy) est ultrafaiblement continue sur la boule
unité Ai de A. Elle est aussi bornée sur Ai. En effet, si xç. Ai est hermitien,
on a

—? (y'y)^= ? (y'ocy)^ cp (g*y).
Si a; e Ai est quelconque, ses parties hermitiennes sont dans Ai, et on a
|cpQ/^)| ̂  29 (y* y). D'après le lemme 3.5, cette forme est prolon-
geable en une forme linéaire positive ultrafaiblement continue f sur M,
et on a alors

s(y—Xiy, y—Xiy) == cp (y'y—^Xiy + y^xf y)
^ ^(y^y—y^Xiy) = ïfÇI—x^-^o, d'où (d).

D'après la condition (c), l'ensemble N des rreA tels que s(x, x) = o est
un idéal à gauche de A, et il est auto-adjoint, donc bilatère d'après la
condition (a). On voit donc que A/N est muni d'une structure d'algèbre
hilbertienne. Soit H l'espace hilbertien complété, et notons A l'application
canonique de A sur A/JV. Pour tout zç. A, il existe un opérateur linéaire
continu 7r(z), et un seul, sur H tel que TT (z) A x = A zx pour tout rreA,
et on a || TT (z) || ̂  [| z [|. Les combinaisons linéaires des formes t H» (t A x \ A y)
sont partout denses dans le prédual de l'algèbre de von Neumann engendrée
par TT (A). De la condition (e), on déduit donc (par équicontinuité) que la
restriction de TT à la boule unité de A est ultrafaiblement continue. D'après
le lemme 3.5, TT est prolongeable en une représentation normale TT de M
sur H. Si T est la trace canoniquement définie par A/N, T o TT est sur M4"
une trace normale semi-finie coïncidant avec cp sur A-4-. D'après la propo-
sition 3.3, elle est unique avec ces propriétés.

3.7. LEMME. — Soient M une C*-algèbre, <p un poids sur M4-. L'en-
semble A des î /e^lçnît^, tels que 9 (yx) == cp (xy) pour tout rceîltpnîRS,
est une sous-algèbre inuolutive de SRçnîtS.

Il est clair que A est un sous-espace vectoriel de M. C'est une sous-al-
gèbre, car on a, pour tous yi, 1/2 e A et tout xç îlç n 91Î,

^(ViV^) = ?[yi(y2^)] = ̂ [(y2X) y,} = ̂ (xy,)} = ̂ (xy,y^.

Les relations suivantes, valables pour tout y ç A et tout a;e9ï<pn?l^,
montrent que A est auto-adjointe :

? (y*^) = ? [(^9)1== ?(^y) == ?(y^) = ? (̂ ).
3.8. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, cp un poids

ultrafaiblement s. c. i. sur M~^~, M^ l'adhérence ultrafaible de l'ensemble A
des y € 94 n 91; tels que <p (yx) == <p (xy) pour tout xç. ïtç n 9^.
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Alors Mç est une sous-algèbre inuolutiue ultrafaiblement fermée de M.
La restriction cpo de cp à AT est une trace normale semi-finie sur M<p. Le plus
grand projecteur de N^ dans Mç est égal au plus grand projecteur de Nm
dans M, et on a 9î<p, = îlç n Mç = A.

D'après le lemme 3.7, Af<p est une sous-algèbre involutive de M. Pour
yeA, on a cp(ï/*y) ==^(yy*); la proposition 3.6 montre alors qu'il existe
sur M^ une trace normale semi-finie coïncidant avec cpo sur (A2)4-. Cette
trace est égale à 90 en vertu de la proposition 3.3.

Notons respectivement q et qo le plus grand projecteur de Nç et celui
de Nç,. D'après le lemme 3.1, le projecteur q est un élément de SRçU^
tel que ^(xq) ==^(qx) == o pour tout rceîîpU^. On a donc çeAcMç.
Les relations

?o(î)=?(g) =o et ?(^o)==?o(îo)==o

montrent alors que q == qo,
On a évidemment Ac9î<pUM<p ==?l^. Réciproquement, soit ae?l^.

D'après la proposition 3.3, A^A2 est partout dense dans l'algèbre
hilbertienne Aç, 91 .̂ On peut donc trouver une suite (yn) dans ^A2 telle
que

^[(a—yn)(a—gnY}==^[(a—yny(a—yn)]==\\A^a—A^^->o.

On a alors, pour tout rreïlynîl^

Icp^a—^^^cp^^^oKa—ff^^a—y^-^o,

et de même ^(ax—ynX)-> o. On en déduit

<p (arc) == limcp (y^rc) = limcp (xyn) == <? (xa).

Donc a e A, et on a bien ?ïç, c A.

3.9. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, 9 une
trace normale semi-finie sur M4-. Pour tout xçM-^, la fonction ^ :
y [-> ^ (x1^ yx^2) est un poids semi-fini ultrafaiblement s. c. i. sur M-^ et
majoré par \\ x [| 9. Réciproquement, pour tout poids ^ sur M-^ majoré par
un multiple Àcp de <p sur M+, il existe un élément xç. M^~ tel que \\ x \\ ̂  À
et tel que ^(y) == ̂ (x^yx1/2) pour tout yçW^; si ^ est ultrafaiblement
s. c. i. sur M4" on a

^ (S) = ? (xl/2 y^2) pour tout y € M-4-,

et si cp est fidèle, il existe un seul élément xçM-^ tel que

+ (y) = ? (^1/2 y^2) pour tout y e W^.
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Pour xç. M4-, y€ 3W", on a y1/2 € îlç, d'où

^ (y) == cp (n;V2 ̂ 1/2) = cp (yV^yV2) ̂  |] x 1 1 9 (y).

Ainsi on a ̂ ^ y a; |) cp sur SJÎ^ donc sur M4-. Comme cp est une trace nor-
male, elle est ultrafaiblement s. c. i., et il en est de même pour ^. Comme 4'
est à valeurs finies sur Sîl^, il est semi-fini.

Réciproquement, considérons un poids ^ sur M4-, majoré par Àcp, où
ÀeR4-, et montrons qu'il existe xçM-^ vérifiant

[|a;[|^À et ^ (y) == 9 (x^yx^-) pour tout y e9K^.

Si À = o, on peut prendre x = o. Si À > o, on peut évidemment supposer
que ̂  ̂  9. D'après [1] (lemme 2.3), il existe alors un opérateur t e TTç (M)',
tel que o ̂  f ̂  I et tel que

ip(y*u) ==(A(piz | fAçy) pour tous u, y€9ï©c9l^.

Soit J l'isométrie linéaire de H^ sur l'espace hilbertien conjugué qui
prolonge l'involution A ^ u ^ A ç U * de l'algèbre hilbertienne Aç^ïç.
Posons z = J^7. On a [| z |j =[| < 11 ̂ i et ze7Tç(M). Choisissons rceM4-
tel que || x\\ == [| z[| ̂ i et TT cp(a;) == z. Pour tous iz, peîlç on a alors

^ (y* u) = (Aç u | JzJAç y) == (Aç u* | zAç y*) = 9 (î u*) == <p (a;1/2 u .̂r1/2).

Alors, pour î/e9Jl^, on a i/^eîly, d'où ^(y) == ^(a;1/2^1/2). Si ^ est
ultrafaiblement s. c. i., tout élément de M-^ étant la borne supérieure
d'éléments de 9îlç (lemme 2.4), on a

^ (y) == cp (rcV2 yrc1/2) pour tout y e M-4-

Supposons 9 fidèle, et soit Xi un autre élément de M-^ possédant la
propriété énoncée. Posons a = x — :Ci, et soit a = w | a | sa décomposition
polaire. Pour tous y, zç. ?tç, on a alors y*rcz, y'rcize 3Jlq,, d'où

<p (y* az) = 9 (ifxz) — ̂  (y*a;i z)
== (p^zy^V^—^^zy^1/2) = ̂ (zy^—^zy*) = o.

Soit (Uî) une unité approchée filtrante croissante de ?îç. On a wufeîlç,
d'où

o == 9 (u, iy*au0 = cp (Ui | a [ Uz) = 9 ( ] a l172 u 2 1 a |1/2).

Alors iii, et par suite uf, converge ultrafortement vers I , et la semi-conti-
nuité inférieure de cp donne cp ( [ a | ) == o, d'où | a \ === o et x = rcr

3.10. LEMME. — Soient A et B deux C*-algèbres, T une application linéaire
de A dans B. Si T est positive, elle est continue.
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II suffit de reprendre la démonstration donnant la continuité des formes
linéaires positives sur une C*-algèbre. Si T n'était pas continue, il exis-
terait des éléments hermitiens Xi, x^, ... de A tels que | |a^[[^i et
tl T(Xn) |[ ̂  a2", pour n = i, 2, .... La relation —\Xn\^Xn^\Xn\
donne — T(| Xn\ )^ T(Xn) \^ T(\ Xn\ ), d'où || r(|:E,J )||^ 2271. En
posant

00

——. ^^ rt—n | /y |
—^^ 2 \xn\9

n=l

on voit que l'on a
||T(a)[|^||T(2-l^[)|j^^

pour tout n = i, 2, ..., ce qui est absurde.

3.11. DÉFINITIONS ET NOTATIONS. — Pour tout poids cp sur une algèbre
de von Neumann M, nous noterons Mç l'adhérence ultrafaible de la sous-
algèbre involutive A de M caractérisée par le lemme 3.7, cpo la restriction
de cp à Mî, y i , l'ensemble des xç.M^ tels que cp(rc*rc) <+00. Comme Mç
est l'adhérence ultrafaible de A, donc de 91 „, c'est aussi l'adhérence
ultrafaible de 9ÎI „ (par exemple d'après le lemme 2.3). Remarquons aussi
que si cp est une forme linéaire positive normale, fidèle sur M, définissant
une algèbre hilbertienne à gauche ÎI, Mç est l'ensemble des éléments de M
invariants par les automorphismes modulaires définis par ÎÏ dans M et,
dans ce cas, nos notations concordent avec celles de [17] (lemme 15.8).

Rappelons qu'on appelle espérance conditionnelle dans une C*-algèbre A
une application linéaire positive T de A dans A telle que

T[T(x) y] = T(x) T(y) pour tous x, yç A.

Comme T est hermitienne, on a aussi T[yT(x)} == T(y) T(x). Une telle
application est normiquement continue d'après le lemme 3.10. L'en-
semble B des xç.A tels que T(x) == x est une sous-C*-algèbre de A, et T
est une projection positive de A sur B. Si A est unifère et si T(J) = I ,
B est aussi l'ensemble des xç. A tels que T(xa) = xT(a) pour tout aç A.
Si A est une algèbre de von Neumann, et si T est normale, elle est ultra-
faiblement continue; son image B et son noyau sont ultrafaiblement
fermés, et A est somme directe topologique de ces sous-espaces (voir [22],
[23], [24]).

3.12. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, (p un
poids semi-fini, ultrafaiblement s. c. i. sur M4-, e le plus grand projecteur
de M®, po le support de cpo. Alors on a e^R^eç. SJtç, et il existe une espérance
conditionnelle normale, et une seule, T de M sur poM^po telle que

cp (exé) = cpo [ T (x)] pour tout x e M-4-.
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L'unicité de T vient du fait que cpo est une trace fidèle sur poM^po
(prop. 3.8). Considérons en effet deux applications T et T possédant
les propriétés de l'énoncé, et soit xçWî. En admettant la relation
eSK^ecSOÎ^ démontrée plus loin, on voit que exeçW^. La relation
^(exe) == <fo[T(x)] montre alors que T(rc)e9K^c?l^. Il en est de même
pour T ' ( x ) . Posons y == T(x)~ T ' ( x ) , il vient

^[(T(x)-Tr(x)Y(T(x)—Tt(x))]=WT(x)-y-Tf(x)}
== ?o [T(y^x) — T1 (y'x)] = <p (ey^xe) — 9 (etfxe) = o.

On a donc T(a;) == T(x) pour tout a-eSK^ et, par linéarité, pour tout
rceSDÎç. D'après la continuité ultrafaible de T et de T ' , on a T = T ' .

Établissons maintenant l'existence de T. Sur l'algèbre poM^po = M<ppo»
T = ?o | poM^po est d'après la proposition 3.8, une trace normale, fidèle,
semi-finie. On a évidemment 91^091^. D'après la proposition 3.8, pour
tout rce 3Î4 e^ tout ye SJlî, on a

?(^) == ^(y172^172)^ 11 x\\ cp(y) = [[ x\\ T(y).

Ceci montre que y h> 9 (a;!/) est sur 9K^ une forme linéaire positive
majorée par [| a;|| T. En prenant sa restriction sur 9Jlî et + oo sur le complé-
mentaire de yRî dans M^po, on obtient sur M^ un poids majoré par
II r r | JT. D'après la proposition 3.9, il existe un élément T(x) unique de
M^po tel que

^(xy)==l^[yl/ÎT(x)yl/2}==T[T(x)l^yT(x)l/2] pour tout yeffltî,

et on a || T(x) \\^\\x\\. En utilisant l'unicité de l'élément T(x), on vérifie
immédiatement que T est une application linéaire de SD^ dans M^po.
Elle se prolonge de manière unique en une application linéaire positive
de SOly dans Mçpo (nous noterons encore T cette application). Pour tout
xç 9îl<p hermitien de norme ̂  i, on a [| x^- \\ ̂  i, [| x- \\ ̂  i, d'où

[|T(^[|^||T(^)[|+||T(^)[|^2.

Ainsi T est normiquement continue. En outre, T est ultrafaiblement
continue sur toute boule fermée de 9Jlç. En effet, si ^eSJl® converge
ultrafaiblement vers xç. 9ïlcp avec [| Xi [[ ̂  i, pour tout ye SERt, on a

T[yV2 r(a;) y1/2] = (p (y1/2^1/2) = lim^ (y1/2^^/2) = limT^v2 T(a;,) yV2].

Les combinaisons linéaires des formes u i-> T (y1/2 uy^2), où y décrit SOtt,
sont normiquement denses dans le prédual de Mypo ([6], chap. 1, § 6, th. 9).
Comme |j T(Xi) [| est borné, T(Xi) converge ultrafaiblement vers T(x).
D'après le lemme 3.5, T se prolonge à M en une application linéaire ultra-
faiblement continue. Sur 9JÎ^, T est l'application identique. Par continuité,
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son prolongement T est positif, égal à l'identité sur l'adhérence ultrafaible
Mypo de 9K,. Pour xç. VSl^ uç. 9^ et yeïRt, on a

9 (u*o;uy) = 9 (a;uyu*) = T [T(a*)1/2 uyu* T(a;)1/2] = T [y1/2 u* T(a;) uy1/2].

On en déduit que T(u*rru) == u ' ' T ( x ) u et, par polarisation et continuité
ultrafaible de T, que T(uxv) == uT(x)v pour tout rceM et tous
u, peMçpo. Ainsi, T est bien une espérance conditionnelle.

Montrons maintenant que, pour tout rceM4-, on a

0) ^[T(x)}^(x).

Supposons d'abord que rreSOlî. Pour tout i/eSOîî vérifiant [ |y[[^i,
on a y2^ y. La forme linéaire u h> ^(xu) étant positive sur SOÎ^» on a
? (^y2) ̂  <p (^y), et d'après l'inégalité de Schwarz et les propriétés des
éléments de 91 .̂

^(xy)2=^[x^(xi/2y)}î^^(x)^(yxy)=^(x)^(xy2)^

On en déduit que 9 (xy) ̂  9 (a;), soit encore

(2) T[T(rc)V^T(a;)V2]^cp(n;).

Si 9 (x) =+oo, la relation (2) est évidemment vérifiée; elle est donc
valable pour tout xçM-^, En faisant converger ultrafaiblement y vers
l'unité po de M<ppo» on obtient

^[^(a;)]^liminfT[T(^)l/2y^(a;)l/2]^9(a;), d'où (i).

Montrons maintenant que ^(exé) = ^o[T(x)] pour tout rceM4-. Pour
tout xç.M et tout yeSRî, on a ^2^) y] = ^(yxy). En effet, en tant
que fonctions de x, les deux membres de cette relation sont des formes
linéaires positives normales qui coïncident sur 9K^ d'après la construction
de T. Elles sont donc égales sur M. Faisons converger ultrafortement
ye îlî vers po avec [[ y |) ̂  i. Alors yxy et y2 convergent ultrafaiblement
vers po^po et po respectivement, et on obtient, pour tout xç M4-,

(3) ^(poXp,)^\lmmî^(yxy)=\lmmÎT[T(x)i/2y2T(x)l/2]
==T[T(n;)l/2poT(^l/2]=T[T(rc)].

En utilisant le fait que T est une espérance conditionnelle, les relations (3)
et (i) donnent

?(Po^Po)^T[T(rc)] ==T[poT(a;)po] ==^[T(poXp,)]^^(p,xp,).

Donc ^(poXpo) =T[T(X)] pour tout a;eM4-. Notons 91 la restriction
de 9 à eM^e. On aN^cN^cNç et, d'après la proposition 3.8, le plus
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grand projecteur de Ncp est égal à celui de Nç,. On en déduit que po est le
support de 91, et alors le lemme 3.1 donne

9 (exe) = 9 (po xpo) = T [T(x)] pour tout x e M^.

Cette relation et (i) entraînent 9 (exe) ̂  9 (x) pour tout rceM-4-. Il en
résulte que rifficp e c 9Jlç.

3.13. DÉFINITION. — Si cp est un poids ultrafaiblement s. c. i. et semi-
fini sur une algèbre de von Neumann M, l'espérance conditionnelle de M
sur poMçpo, caractérisée par la proposition 3.12, sera appelée l'espérance
conditionnelle associée à 9, et notée r®.

3.14. COROLLAIRE. — On reprend toutes les données et notations de la
proposition 3.12. Pour tout rceSOÎî, la borne supérieure des nombres
^(a^xa), où a décrit la boule unité de Mç, est finie et égale à ^(exe). On a
les relations

Mç9Kçc9Kcp, aJîçMçCSKç, M<p94c?tç, îlcpM®c9lç,
AfçCSRçnSR^cSRçnSR;, (^n^;)Mçc9^n9r, 9M^=9KçnMç.

Soient xç. 9îtî, et a € Mç tel que ]) a \\ ̂  i. D'après la proposition 3.12,
on a exe e 9Jlî, et 90 [T(x)] == 9 (exe) < + oo. On en déduit que T(x) e 9Jlî. î
comme le support po de 90 est aussi le support de 9 [ eM-^e, on a

9 (cfxa) = 9 (ea'xae) == 9 (po a* r^po) = 90 [T(po a^apo)] == 9o rpo a' T(^) apo]
== 90 [^ r(a;) a] == 90 [T(a1)1/2 aa* T(x)^] ̂  90 [T(^)] = 9 (exe) == 9 (a;).

Vérifions maintenant les relations proposées. D'après ce qui précède,
on a a'xaç.ySl^ pour tout rceSOÎ^ et tout aeAfç, donc MçSOtcpMçCÏRç,
ce qui entraîne

?4MçC?4 et 9[reçMç=3l:9lyMyc9l'9lç==9[reç.

En transformant ces relations par passage aux adjoints, on obtient
M;p9J4c3J4 et Mç9l*c9lî. Cette dernière, jointe à la relation
Mç îlçC Sftç (évidente car 9Î3, est un idéal à gauche de M), donne

M<p(9îçn9^)c?4n?l; et (Stcpnîî^MçC^îçnîlî.

Les inclusions MçSDÎçCSOÎç et SOÎçMçCSDîç montrent que 9KçnM<p
est un idéal bilatère de Mç. Sa partie positive 9ÎÎ4 n M<p est égale à celle
de l'idéal bilatère 9TO^. Donc 9Kç n M<p == 9î^ ([6], chap. 1, § 1, prop. 11),

3.15. COROLLAIRE. — Soient M une algèbre de von Neumann de type I,
9 un poids semi-fini ultrafaiblement s, c. i. sur M4-, po le support de 90
dans Mç. AZor5 poMypo ̂  de /z/pê J.
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Comme T == cpo | RoM^po est une trace normale semi-finie et fidèle
sur poMçpo, cette algèbre est semi-finie. Soit q un projecteur central de
poMçpo tel que M^q soit de type II. Alors x \-> T^(x) q est une projection
positive normale de M sur M^q. D'après [21] (th. 4), on a q == o. Ainsi
M<p est de type I.

4. Poids strictement semi-finis sur les algèbres de von Neumann.

4.1. DÉFINITIONS. — Soit 9 un poids sur une algèbre de von Neu-
mann M. Nous dirons que cp est strictement semi-fini si Mç est une sous-
algèbre de von Neumann de M, autrement dit si 1 est ultrafaiblement
adhérent à l'ensemble des éléments î/e9ïcpn9T tels que ^(yx) = ^(xy)
pour tout rceS^nîT. D'après le lemme 2.2, l'adhérence ultrafaible
de 9Jl<p est alors égale à celle de 3tç n ?l ' qui contient I , donc cp est semifini.

Soit cp un poids ultrafaiblement s. c. i. et semi-fini sur une algèbre de
von Neumann M. D'après [1] (lemme 4.3), la représentation TT^ de M
définie par 9 est normale. Pour tout poids ^ majoré par un multiple
scalaire de cp sur M4-, on a 9lçC Î4, et l'application identique de îl^n 9^
dans S^nSRÎ définit, par passage au quotient et prolongement, une
application linéaire continue À de H^ dans H ] , , L'opérateur ^ = À * À
appartient au commutant de TT^M), et c'est le seul opérateur continu sur
H^ tel que^(^) =(Aç:c[ ^Açi/) pour tous a;, ï/egicpn3î\ Nous appel-
lerons À l'application canonique de H<ç dans ̂ , et t^ l'opérateur associé
à ^ dans la représentation TT^. Si <p est la restriction à M4- d'une forme
linéaire positive normale /, il existe un vecteur a/- e Jfç unique tel que

f==w^on^ et Trcp^a/^^A/rc pour tout rceSîçnîl!.

(poir [l], prop. 2.4). Nous appellerons a/- le vecteur associé à f dans la
représentation TT^.

Donnons des exemples de poids strictement semi-finis.

4.2. PROPOSITION. — Soit M une algèbre de von Neumann,
(i) Les traces semi-finies sur M4- et les restrictions à M~^- des formes

linéaires positives sur M sont des poids strictement semi-finis.
(n) Si (fi)içi est une famille de formes linéaires positives normales sur M

à supports deux à deux orthogonaux, le poids cp : x \->\ fi(x), défini
ici

pour xçM^, est strictement semi-fini et ultrafaiblement s, c. i..

Pour tout poids cp sur M4-, notons A<p l'ensemble des i/eîîçnîl^ tels
que

op (yx) = 9 (xy) pour tout x e SRy n ïî^.
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(i) Soit cp une trace semi-finie sur M4-. L'idéal bilatère îlç de M est
auto-adjoint, donc 9î<p== îlcpnSR^. On a Aç= 9lç, car 9 est une trace.
Comme ?l<p est ultrafaiblement dense dans M, cp est strictement semi-
fini (avec M^==M).

Soit cp la restriction à M4- d'une forme linéaire positive normale f définie
sur M. On a ?l<p = M. Il est clair que Je Aç c Mç>. Donc cp est strictement
semi-fini.

(ii) Pour tout feJ , notons pi le support de la forme fi. On a
9(p,) == ^(p,)<4-oo, de sorte que la famille (pi)içi est contenue dans
9l(pn9^. Pour tout a;e?l<pn9ï^ on a ^(xpi) = fi(x) == ^(pix), donc
pî e Aç pour tout feJ. Le support p de cp est égal à Vpz ([l], lemme 4.8).

ici
Alors J—p, (p^e/ sont des éléments de A<p de somme égale à J, donc cp
est strictement semi-fini. Il est clair que cp est ultrafaiblement s. c. i..

4.3. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, cp un poids
sur M^ strictement semi-fini. Alors les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) cp est ultrafaiblement s. c. f. ;
(ii) cp est enveloppe supérieure sur M-^ des formes linéaires positives

normales qu'il majore;
(iii) cp est somme sur M^~ de formes linéaires positives normales à supports

deux à deux orthogonaux;
(iv) il existe une trace normale ^ sur M^ et une espérance conditionnelle

normale T appliquant M sur Mçp (où p désigne le support de ^) telles
que cp(rr) == ^[T(^)] pour tout xçM-^.

De plus, les éléments ^ et T introduits dans la condition (iv), sont néces-
sairement égaux à 90 et Tç.

(iii)=»(ii)=>(i) sont évidents, et (i)=»(iv) résulte des propositions 3.8
et 3.12.

(iv) => (iii) : Comme cp est semi-fini, la relation cp == ^ o T montre que
^ est une trace semi-finie. D'après le lemme 2.4, il existe, dans l'idéal
de définition 9ît^ de 4»» une famille (^)^j de projecteurs deux à deux ortho-
gonaux de somme égale à p. Les formes ht \ x \-> ̂  (dxoi) sont positives
normales sur Mçp. Pour rce Mçp, on a

^hi(x) = (̂̂ ,) =^(rc1/2^1/2) = ̂ (xp) = ̂ (rc).
ici ici ici

Pour tout fe I , posons fi = hi o T. Il est clair que fi \ Mçp == hi. Le sup-
port pi de fi dans M est donc majoré par le support ei de hi dans M<pp. Les
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projecteurs pi sont donc deux à deux orthogonaux. Sur M4-, cp est la somme
des formes fi d'après la relation cp = ^ o T.

Avant de démontrer la dernière assertion, vérifions que, pour tout
xçM^, on a T(x) = xp. Comme T est une espérance conditionnelle,
T(J) est un projecteur. En effet.

T(J) T(I) = T[IT(I)} = T\T{I)} = T(J).

On voit facilement que T(I) est le plus grand projecteur de l'image Mcpp
de T. On a donc T(J) =p et T ( I — p ) == o. Pour rreMç hermitien,
la relation — || x [| (I — p) ̂  x ̂  || x \\ (I — p) entraîne T(x) = o, donc T
est nulle sur M^{I — p). Comme T et x ̂  xp sont des projections de Mç
sur Afyp de même noyau et de même image, elles sont égales.

Pour tout rce M^, on a donc

9o(^) = <?(x) == 4W^)] == ^(ay) = ̂ ), d'où cpo == ̂

et la proposition 3.12 nous donne alors T = T<p.

4.4. COROLLAIRE. — Soient M une algèbre de von Neumann, 9 un poids
sur M4" strictement semi-fini, fidèle et ultrafaiblement s. c. i., ÎI l'algèbre
hilbertienne à gauche définie par cp. A/ors 21 est achevée et, si on identifie M
à & (îl) par Fisomorphisme 7r<p, cp s'identifie au poids canoniquement défini
par ÎI sur fi (ÎÏ).

Cela découle de la proposition 4.3 [(i) =>(ii)] et de [4] (th. 2.13).

4.5. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, (^i)içi
une famille de poids strictement semi-finis et ultrafaiblement s. c. i. sur M~^
dont les supports (pi)içi sont deux à deux orthogonaux, cp le poids x h>V cp^ (x)

défini pour x^M^.

(i) 9 est strictement semi-fini et ultrafaiblement s. c. i..
(ii) Pour tout ici, l'opérateur ti associé au poids 9; dans la repré-

sentation TTy est le projecteur de H^ sur Hi == Aç[(9lçn9î^)p/]. L'application
canonique ^ de H^ dans H^ est une isométrie partielle d'espace initial Hi
et d'espace final H^; ̂  établit une équivalence unitaire entre TT^ et la sous-
représentation 7r<p [ Hi de TTç. Les sous-espaces Hi de H^ sont deux à deux
orthogonaux de somme hilbertienne égale à H^, et TTC est unitairement
équivalente à © TT^.

(iii) Si, pour tout ici, 9, est la restriction à M4- d'une forme linéaire
positive normale fi, le vecteur o^ associé à fi dans la représentation 7r<p
est égal à Açpf.
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(i) Si chaque poids cp, est strictement semi-fini, chaque poids cp^, et
par suite cp, est somme de formes linéaires positives normales à support
deux à deux orthogonaux (prop. 4.3). D'après la proposition 4.2-(ii), <p
est strictement semi-fini et ultrafaiblement s. c. i.

(ii) on a 9lcp== f^\ 9îç., d'où 9lçn9ï;= ̂  (9î<p»n9ï^). Les relations
ici ici

suivantes sont valables, pour tout x e9ïçn9l^ :

? K^PO* (̂ PO] ̂  ? (pix^xpi) == ̂ i (x'x) ̂  9 (x'x) < + oo.

Elles montrent que xpi^yt^ On a aussi xpiç^, car rc est un élément
de l'idéal à droite 9T. On voit donc que (îl^nS^) pzC^nîî:. Pour
i, jeJ distincts et rc, ye; 9îcp n 9lî, on a

(Aç:rp, | Açyp/) =9(pyy^p0 = o.

Les sous-espaces Hi== .^^[(îîçnîtî) pz] de Jïç sont donc deux à deux
orthogonaux. Pour tous x, yç. îlç n 91 ,̂ on a

(Aça;—Acprcp,lAçi/p,) == ̂ (p^^)—^?^^?,) == ^(y*rc)—^(î/*a;) == o.

Ces relations montrent que Açrrpz est la projection orthogonale de A.^x
sur Hi. On a

^ 1 1 ̂ Pi ^^^^(P^^PO ̂ ^P^^^) = ?(^) = tl Aça;f|2.
< € ^ i^l i^J

La relation de Parceval permet alors d'affirmer que Açrce @ Hi. Donc
© ̂  contient Aç (9lç n ?lî). On en déduit que Ho==çQHi. Notons
ici ' î'e^
e'i la projection orthogonale de H^ sur 2î,. Les égalités suivantes sont vala-
bles, pour tous x, yç. 9ïç n ?î*,

(Acpa;| e; Açy) ==(Aça;[ Açi/p,) = ̂ (pilfx) = ̂ (y*a;).

Elles montrent que e\ est égal à l'opérateur ti associé au poids cpz dans la
représentation TT^. L'application \i vérifie Y[\-=ii. C'est donc une
isométrie partielle. Son espace initial est le support Hi de ti et son espace
final est l'adhérence de A^9îcp dans H^ ([l], lemme 2.3). Vérifions que
cet espace final est H ..

Comme I — p i est le plus grand projecteur de N:,, pour tout :ce9î;p;,
on a A^x = A^xpi, de sorte que A^9l^ == A^îl^p,. Pour x e 91® ,̂ on a

cp(a;*a;) == ̂ (piX^xpi) = 9î(rr*a;)<4-oo, donc a;€?l<p.

Cela prouve que îî^pfCÏÎç. Ainsi A^ïlç contient A^?l^p^= A^9î<p^
Donc l'adhérence de A^îly est H^, et l'espace final de ̂  est Jif^,



POIDS ET ESPÉRANCES CONDITIONNELLES. 93

Comme les projecteurs ti appartiennent au commutant de ^(M),
les sous-espaces (Hi)i ç i de H^ sont stables pour TTç. D'après ([l], lemme 2.3)
^ met en équivalence les représentations TTç | Hi et TT^. Donc © À<
met en équivalence les représentations 7r<p et © TT^.

(iii) Si cpf est la restriction à M-^ d'une forme linéaire positive normale f^
on a

? (PO == A (PO < + ̂ , d'où p, = p? e SOÎç.

Ainsi pî est un élément de 9lçnïl!. Pour tout xçM, on a

(1) (7i:^(x)A^pi \ Açpi) ==(A^xp, \ A^p,) =^(piXpi) = f,(:r).

Pour tout rceîispnîtç, on a vu que A^xpi est la projection orthogonale
de A^x sur Hi, de sorte que

(2) 7Tç(.r) Açpf = Aça;p( = tiA^x.

Les relations (i) et (2) montrent que A^pi est le vecteur associé à fi dans
la représentation TT^.

4.6. COROLLAIRE. — Soient M une algèbre de von Neumann, cp un poids
strictement semi-fini et ultrafaiblement s. c. f., A une sous-algèbre inuolutiue
de S^n^î. Pour que AçA soit partout dense dans H^, Uune ou l'autre
des conditions suivantes est suffisante :

(i) A est ultrafaiblement dense dans M et contient une famille (e^çi
de projecteurs de 91. „, deux à deux orthogonaux, de somme égale à I ;

(ii) A et A n My sont ultrafaiblement denses respectivement dans M et Mç.

Plaçons-nous d'abord dans la première hypothèse. Pour tout feJ,
la forme linéaire positive normale fi : x [->^(eiXei) a un support pi
majoré par Ci. On a évidemment

d'où
?(^—P.) = ?(^)—?(p0 == fi(T)—fi(pz) = o,

Ci— pi e Ny et Aç d = A^pi.

D'autre part, cp est somme des formes (fi)iç/ sur M4-. En effet, pour tout
xçM-^, on a (en notant po le support commun à cp et cpo) :

^ fi (̂ ) = ̂  ? (Po ̂  ̂  Po) = ̂  ?o [Tç (po ̂ ^ po)] =^ 90 [po ̂  T(a;) po Ci]
iç.f tçl ici iç/

=^?o[Tç(^2 e,T,(x)^] = ̂ [T^x)] = cp(rc).roi-iç^;' ^-iç^^ j = = ^ o i
!€/
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D'après la proposition 4.5, les sous-espaces Hi== Aç(î4n9l;)p, de
2îç sont deux à deux orthogonaux de somme ff<p. Pour établir l'assertion,
il suffît de montrer que AçAp, = AçA^c AçA est partout dense dans H{
pour tout i e J. L'application canonique ^ de Hy dans ff^ est une iso-
métrie partielle qui met en équivalence 7r<p|J^ et TT^, et telle que
^i(A^x)== A^x pour tout rreîîy. Il revient donc au même, de vérifier
que Ay^A = A^Ap, est partout dense dans H^ pour tout içJ. D'après le
théorème de densité de Kaplansky, tout xçM est limite ultraforte
d'éléments dk e A vérifiant [| a^ f| ̂  [| x |j. Alors, (x — âkY (a; — a^)
converge ultrafaiblement vers zéro et

^f^—^k^^MÇx—akYÇx—a^-^o,
d'où l'assertion.

Plaçons-nous maintenant dans l'hypothèse (ii). Comme on a
N^, = N<p n M<p, on voit facilement que A:,?l^ s'identifie isométrique-
ment au sous-espace vectoriel Aç îï^ de Aç (9îç n 91;). Posons B = A n Mç.
Comme

(̂  ff) ̂  A^rry = 7r (̂a;) A<p,ff = p^(y) A<p,a;.

est une application de yi^r\^ dans Jfç ultrafaiblement continue sépa-
rément de chaque variable, A^Z?2 (et par suite AçB) est partout dense
dans H^. L'adhérence de A<pA dans H^ contient donc Acp9î^. D'après
le lemme 2.4-(ii), il existe dans 91̂  une famille (pi)içi de projecteurs
deux à deux orthogonaux de somme égale au support po commun à cp
et <po. Comme précédemment, les formes linéaires fi : x [-> ^(piXpi) sont
positives normales à supports mutuellement orthogonaux, de somme
égale à cp sur M-^-, et les sous-espaces Hi = Acp(9lçnîl;)pz de H^ sont
orthogonaux, de somme hilbertienne H^. Fixons ici, et choisissons une
suite (Xn) d'éléments de B telle que Aç^-^Açp,. Pour tout aeA, on a

lim A^aXn == lim7T(p(a) AyXn = ^ç(a) A^pi == A<pûp,.

Cela montre que AyA contient le sous-espace AçApz de Hi. On achève
alors la démonstration comme précédemment.

4.7. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, cp un poids
surM-^-, a un élément positif du centre de M, ̂  le poids x i-> cp(rca) = cp^v^a1/2)
défini pour xçM^. Notons Aç U ensemble des ï/eîîçnît; tels que
(^(xy) = cp(yrr) pour tout a;e9î<pn?l;, et définissons A^ de manière
analogue pour ^.

(i) On a aîlçCSOÎ^, îlcpC9l^. En particulier, si cp est semi-fini, il
en est de même pour 4'.

(ii) On a AycA.i,. En particulier, si cp est strictement semi-fini, il en
est de même pour ^.
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(i) est immédiat.
(ii) Soit y un élément de Acp. Pour tout rceSRcpUÎÎç, ax est encore un

élément de îlç n 9îç. On a donc
^(xy) = 9[(a.r)y] = <p[î/(o.r)] = ̂ (gx),

ce qui prouve que y e A^, d'où A<p c A^ et l'assertion.

4.8. LEMME. — Soient M une algèbre de von Neumann, cp un poids
ultrafaiblement s. c. i. sur M^. Pour que cp soit strictement semi-fini, il
faut et il suffît que le support p de cp soit dans Mç.

D'après la proposition 3.8, I — p est un élément de 9l^cM<p. Pour
que I soit un élément de M<p, il est donc nécessaire et suffisant que p
soit lui-même un élément de Mç.

4.9. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, (cp^-e/
une famille de poids ultrafaiblement s. c. i. sur M~^ dont les supports (pi)içi
sont deux à deux orthogonaux, cp le poids x[->^.^i(x) défini sur M-4-.

< e /
Pour que cp soit strictement semi-fini, il faut et il suffit que chaque poids cpi
soit strictement semi-fini.

La condition est suffisante d'après la proposition 4.5-(i). Montrons
qu'elle est nécessaire. Supposons donc cp strictement semi-fini. D'après
le lemme 4.8, son support p est dans Mç. D'après le lemme 2.4, il existe
une famille filtrante croissante (yk) d'éléments de 91̂  convergeant
ultrafaiblement vers p. Pour tout x e 9î<p, n ît^, on a

^i[(P^Pif(pi^Pi)} = ̂ i^piX^^^i^X) < + 00,

et de même
^[(pi^Pi) (PiXPiY] ̂  ̂ (XX") < + 00,

ce qui montre que p^pïeSR^nSR^. En particulier, puisque
yk e îlço c îîcp n ?l; c 9î^ n 9Î^,

on a
p^pz€94,n9H.

En utilisant les propriétés des éléments

i^e94,c94n94= Ç\ (9î^n9ï^),
i^I

on obtient, pour tout x e 9ïç.n 91 ,̂
^(ypiykpi) = ̂ (piXpiyk) == ^[(piXpi) y/c]

== ^[ykipiXpi)} = ̂ (ykpiXpi) = ̂ (piVkpiX).
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Cela prouve que piykpiçM^. Comme piijkpi converge ultrafaiblement
vers p, quand y / , converge ultrafaiblement vers p, on a piGM^ et ^
est strictement semi-fini d'après le lemme 4.8.

4.10. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, (/"^y
une famille de formes linéaires positives normales dont les supports (pi)içi
sont deux à deux orthogonaux, T le poids somme de cette famille sur M4-,
P =^Pi le support de T. Soit A une sous-algèbre involutive de SOI,

i ç /
ultrafaiblement dense dans M, contenant les projecteurs (p^<=7 et une
famille (?/)/<= 7 de projecteurs deux à deux orthogonaux de somme 1 — p.
Soit 6 un autre poids ultrafaiblement s. c. i. sur M4- tel que A c SDtj et
9 | A = T | A. Alors on a ffl^c SK) et T = 6 | 9Jl^.

D'après la proposition 4.2, T est un poids strictement semi-fini et ultra-
faiblement s.c.i.. Pour toute partie finie K de JuJ, le projecteur

^^
PK== ̂ pi appartient à A. Les formes linéaires positives normales

i^K

x ^ ï ( p ^ x p / , ) et x ^ 6 ( p K X p K ) coïncident sur A. Elles sont donc
égales. Selon le filtre des parties finies de I u J , p / , converge ultraforte-
ment vers J. Considérons un élément x de M-^-. Le support p de T est aussi
celui de To == T [ Mî (d'après le lemme 4.8 par exemple). Les projecteurs p,,
où içj sont majorés par l—p. Pour içj, on a donc î\(p,) = o,
d'où

^[T^(piXp,)] = o = ïo[p. T(rc)p,].

Utilisant les propriétés de 7\, on en déduit, pour toute partie finie K
de 1 u J, et tout x e SJl^,

^(PKXP^) = TO[TT(P/^PA)] = ̂ [PKT,(X)PK\ == M^)172?/^^)1/2],

d'où
Q(x)^]im inf9(pK:cp,) = UmT(pKa;pK) = ̂ [T,(x)] = T(rr).

D'après le corollaire 4.6-(i), A. A est partout dense dans H^. Pour tout
a;e9Jtï, il existe donc dans A une suite (a/,) telle que

^[(x^—akY(x^—ak)}->o.
On a alors ô^1/2—^^1/2—^)]-^, d'où

6 (a:) = lim 9 (a\ âk) = lim T (a; ̂ ) = T (a;).

4.11. REMARQUES.

(a) Sous les hypothèses de la proposition 4.10 (et même en supposant 9
strictement semi-fini), a-t-on 9 = T ? Ce problème est intéressant en
vue de la proposition 6.2.
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(b) II existe des poids qui sont strictement semi-finis et qui ne sont pas
ultrafaiblement s. c. i. Par exemple, J. DIXMIER a construit sur l'algèbre
M = ^(H) des opérateurs sur un espace hilbertien séparable de dimen-
sion infinie H, une trace cp non normale et dont l'idéal de définition SKcp
est ultrafaiblement dense dans M [7]. Une telle trace est un poids stricte-
ment semi-fini d'après la proposition 4.2.

(c) II existe des poids ultrafaiblement s. c. i. (et même somme de formes
linéaires positives normales) qui sont semi-finis sans être strictement
semi-finis. Considérons à nouveau l'algèbre de von Neumann M = ^(H)
où H est un espace hilbertien de dimension infinie, et notons tr la trace
naturelle de M. Pour tout û€M4-, le poids cp : x \-> fr^^xa^2) est somme
de formes linéaires positives normales, car c'est le cas pour la trace tr.
Comme SOÎ<p contient les opérateurs à trace, ce poids est semi-fini. D'après
[4] (prop. 3.7), cp est somme de formes linéaires positives normales à
supports deux à deux orthogonaux, c'est-à-dire strictement semi-fini
(prop. 4.2 et 4.3), si et seulement si a est somme d'opérateurs positifs
de rang fini à supports deux à deux orthogonaux.

(d) Soient M une algèbre de von Neumann, cp un poids fidèle somme
sur M4- d'une famille (fi)içi de formes linéaires positives normales définies
sur M dont les supports (pi)içi sont deux à deux orthogonaux. Les élé-
ments a^= A<çpi sont des idempotents de l'algèbre hilbertienne à
gauche ?I définie par cp, et les idéaux à gauche (^la^ç/ de î[ sont deux
à deux orthogonaux et totaux dans %. La présente étude reprend donc,
dans une certaine mesure, les méthodes à la base de l'étude des algèbres de
Ambrose (ou algèbres hilbertiennes complètes) (voir par exemple [12], § 27).

5. Poids K. M. S. strictement semi-finis et ultrafaiblement s. c. i.

Dans ce paragraphe, nous allons résoudre pour les poids strictement
semi-finis divers problèmes que nous n'avions pas su traiter dans le cas
des poids semi-finis ([4], § 4). Rappelons qu'un poids cp, sur une C*-al-
gèbre A, est dit K. M. S. s'il existe un nombre (3 > o, un groupe à un
paramètre t h> o-^ d'automorphismes de A vérifiant les conditions suivantes

(a) 9 est invariant par o-^ pour tout <eR;
(b) pour tout couple (a, b) d'éléments de îlcp n 91 ,̂ il existe une fonc-

tion F continue et bornée sur la bande des z e G tels que o ̂  Im z ̂  (3,
holomorphe dans cette bande et telle que

F(t)==^(a)b], F(t+i^)==^[bo-t(a)] pour tout tçT{.

Nous dirons que F est la fonction que le poids 9 associe au couple (a, b)
d'éléments de 9îçn9î© ou, plus brièvement, si aucune confusion n'est
possible, nous dirons que F est la fonction associée au couple (a, b).

BULL. SOC. MATH. — T. 99, FASC. 1. 7
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Rappelons que si cp est un poids K. M. S. fidèle semi-fini sur une algèbre
de von Neumann M, et si 9 est l'enveloppe supérieure sur M-1- de formes
linéaires positives normales, le groupe i\-> ^i est déterminé de manière
unique : si (3 == i (et on peut toujours se ramener à ce cas par un change-
ment de variable sur l'axe réel), c'est le groupe des automorphismes mo-
dulaires définis par l'algèbre hilbertienne à gauche associée à cp ([4],
prop. 4.8).

Si cp est la restriction à M4- d'une forme linéaire positive normale, la
condition (b) de la définition précédente entraîne la condition (a). Plus
généralement, on a la proposition suivante.

5.1. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, cp un poids
ultrafaiblement s. c. i. sur M4-, 11-> a-i un groupe à un paramètre d9 automor-
phismes de M, (3 un nombre > o. Supposons cp strictement semi-fini. Pour
que cp soit K. M. S. pour t H^ ai avec la constante (3, i7 faut et il suffit que cp
vérifie la condition (b) précédente, et que o^(SDÎç) = 30îy pour tout t eR.

La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu'elle suffit. Soit po
le support de la trace cpo = cp | Mç. Soit (Ui) une unité approchée filtrante
croissante de l'idéal bilatère SJtçopo de Mç. Considérons un élément
rceSOî^. Pour tout <eR, on a o^(a;)e90îç et, d'après les propriétés de îl^,

? [^t (x) Ui] = 9 [Ui <7f (x)] pour tout i e J.

Pour tout i e J, la fonction jF associée au couple (x, Ui) est alors la restric-
tion d'une fonction holomorphe périodique (de période i(3) définie sur
tout G, à la bande B des ze G tels que o ̂  Im z^, (3. Étant bornée sur
cette bande, elle est constante en vertu du théorème de Liouville. On a
donc

^[(7t(x) Ui] = cp (xUi) pour tout t e R.

Comme Ui converge ultrafaiblement vers po, on a

?[^)] = ?o[Tç(^(^))] = limcpo[T,(cr,(a;))V2u,^(^(a;))V2]
== limcpol^r^Cc)) u]/2] = limcpo^uy2^) u;./2)]
= limcpl^1/2^^) uV2] = lim9[o^(:r) Ui} = limcp(a;u,)
= limcpolTç^)172",^^)1/2] == cpol'W] = ?(^).

Ainsi, sur SDÎî, cpoc r^ et cp coïncident. Pour x^<3R+, on a o^(a;)^SOÎ^,
sinon on aurait a; = o_<[o^(:c)]e9ît^. Donc c p o o - ^ = c p , et cp est bien
K. M. S. pour les automorphismes o-^ avec la constante (3.

La proposition suivante généralise le théorème 13.3.i° de [17]. Dans
la proposition 5.2 et le lemme 5.3, les poids considérés seront supposés
semi-finis. Dans toute la suite du paragraphe, ils seront strictement
semi-finis.
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5.2. PROPOSITION. — Soient M une C^-algèbre, (3 un nombre > o»
t h> Vf un groupe à un paramètre d'automorphismes de M, 9 un poids sur M4',
K. M. S. pour t\-> <Jt avec la constante P.

(i) Nç 0(91^0 91;?) est un idéal auto-adjoint de l'algèbre involutive
94n9î;.

(ii) Si M est une algèbre de von Neumann, et si on suppose que cp est
semi-fini et ultrafaiblement s. c. i., alors Nç est un idéal bilatère ultrafai-
blement fermé de M contenu dans SDtç nMç.

(i) II est clair que Nyn9îç= N<p n (île? n 9Ï^) est un idéal à gauche
de îlç n ?4. Soit x un élément de N<p n ?l^. Pour tout t e R, on a

I ̂ t(xfx\ \^^t(xr^(x)Wx) == o.

La fonction F, associée au couple (x*, x), est donc identiquement nulle
sur l'axe réel, et par suite sur la bande où elle est définie. On a, en parti-
culier, ^(xx") = F(i^) = o. Donc x* est un élément de NœiïSR^, et
Ncpnîl^ est un idéal auto-adjoint de S^nS^.

(ii) Soient açM et xçN^ç, Comme cp est semi-fini, il existe une
famille (y,) d'éléments de 9l(pn9H qui converge ultrafortement vers a
avec |[ yiî[|^[| a [|. Alors y^x^xyi converge ultrafaiblement vers ctx^xa^
et on obtient

<p (ctx^xà) ̂  lim infcp (y,* x^xyi) = o.

Ainsi rcaeNç et Nç est un idéal bilatère de M. Il est ultrafaiblement
fermé donc Nç = N;NçC îloîly = 9îlcp. Le lemme 3.1-(i) et la définition
de M^ montrent alors que N© c M<p.

Nous aurons l'occasion d'utiliser le lemme suivant que nous adaptons
de la démonstration du théorème 13.3 de [17].

5.3. LEMME. — Soient A une C*-algèbre, t [-> (T( un groupe à un para-
mètre d'automorphismes de A, (3 un nombre > o, cp un poids sur A^- invariant
par Of pour tout tç'R, X un sous-espace vectoriel de îl^nîlç dont la partie
hermitienne est partout dense dans celle de ît^n 91^ pour la structure préhil-
bertienne définie par cp. On suppose que, pour tout couple (x, y) d'éléments
de X, il existe une fonction F continue et bornée sur la bande B des zçC
tel que o ̂  Im z ̂  (3, holomorphe dans cette bande et telle que

F(t)=^(x)y], F(t+i^)=^[y^(x)} pour tout tç-R.

Alors 9 est K. M. S. pour t\-> ^t avec la constante (3.

Soit (a, b) un couple d'éléments de 9îç n ?îç. Il existe deux suites (Xn)
et (yn) d'éléments de X telles que \^Xn-^ Açû?, \©^->A<pa*, \^yn—^A^b,
A.^y^-^A.^b*. Pour tout n, soit Fn la fonction associée au couple (Xn, yn)
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sur la bande B. Comme cp est invariant pour les automorphismes o-^,
on a, pour tout t e R,

| ̂ (a) b]—^(Xn)yn] 1^1 ^t(a)(b—yn)]\ + \ ̂ t(a)—^(Xn))yn] [
^ cpMa) ̂ (^T2?^ —y.)^ —yn)]1/2

+ ?l^(a—^) ̂ (a—^yp/^O/;^)^
= cp^o172 pi^-^r^-^)]172

+ ?[(a —^) (a —XnY]1/2 cp (s^nY^ o.

Ainsi F^(0 converge uniformément vers ^t(a)b] sur l'axe réel. On
vérifie de même que Fn(t + ^P) converge uniformément vers <p[fro-/(a)].
Alors d'après le théorème de Phragméen et Lindelôf, Fn converge unifor-
mément sur la bande B vers une fonction F. Cette fonction F est continue,
bornée, holomorphe à l'intérieur de B, et vérifie

F(t) = (p[cr,(a) b], F(t + i(3) == (p[6^(a)] pour tout <eR.

Donc 9 est K. M. S. pour t \-> (T( avec la constante (3.

5.4. LEMME. — Soient M une algèbre de von Neumann, cp un poids
fidèle, strictement semi-fini, ultrafaiblement s. c. i. sur M4-, 91 l'algèbre
hilbertienne à gauche achevée définie par cp, G le groupe des automorphismes
modulaires que 3Ï définit sur M. Alors My est l'ensemble des éléments de
M invariants par G, et Ty est la projection de M sur Mç traduisant la
G-finitude de M.

D'après le corollaire 4.4, on peut identifier M à £(ÎI), et 9 au poids
canoniquement défini par ÎI. Soit P l'ensemble des éléments de M fixes
pour G. D'après la proposition 4.3 et [4] (th. 3.4), M est G-finie et cp | P4-
est une trace semi-finie, de sorte que P est l'adhérence ultrafaible de
l'ensemble des éléments de 9Jty fixes pour G. Ceux-ci sont contenus
dans 91 „ d'après la proposition 3.8 et [4] (lemme 3.1) de sorte que
PcMç. D'autre part, toujours d'après [4] (lemme 3.1), les éléments
de yi^ sont contenus dans P, d'où Mç c P.

D'après [4] (th. 3.4), il existe une seule projection positive normale T
de M sur Mç telle que cp = cpo o T, et elle est G-invariante. Donc T<p
est G-invariante. C'est l'unique projection positive normale G-invariante
de M sur Mç mise en évidence par KOVACS et Szûcs [11],

5.5. LEMME. — Soient M une algèbre de von Neumann, t\-> atUn groupe
à un paramètre d9 automorphismes de M, 9 un poids strictement semi-fini^
ultrafaiblement s. c. i. et K. M. S. pour t \-> o-^ avec une constante (3 > o.
Soit a un élément de M^. Alors le poids ^> : x ^> ̂ (a^xa^2) est semi-fini,
ultrafaiblement s. c. i. et invariant par les automorphismes (o^eR*
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D'après le corollaire 3.14, on ;a M<p9BçMçC9[Rç. Cela entraîne
SDÎçCÏR^, et ^ est semi-fini. Evidemment 9 est ultrafaiblement s. c. i.
Montrons qu'il est invariant par les automorphismes (^)^R. Le sup-
port p commun à 9 et 90 est central (prop. 5.2), aussi on ne change pas ^
en remplaçant a par ap. On vérifie facilement que 91 = cp | M4-? est
K. M. S. pour 1H>- Œf\ Mp avec la constante (3, et que M^=M<pp.
Comme 91 est fidèle, t \-> ̂  | Mp est identique au groupe des automor-
phismes modulaires de Mp définis par 91 ([4], prop. 4.8). Le lemme 5.4
montre que <^(ap) = ap. De l'invariance de cp résulte alors celle de ^.

5.6. LEMME. — Soient M une algèbre de von Neumann, Z son centre»
t ï-> (TtUn groupe à un paramètre d9 automorphismes de M, (3 un nombre > o,
9 un poids strictement semi-fini, ultrafaiblement s. c. i. sur M-^- et K. M. S.
pour 11-> Of avec la constante p > o. Pour tout ae Z4-, le poids ̂  : x \-> 9 (xa)
possède toutes les propriétés que nous venons d'énoncer pour cp.

Il est clair que le poids ^ est ultrafaiblement s. c. i. Il est strictement
semi-fini d'après la proposition 4.7-(ii).

D'après le lemme 5.2, le support p de cp est un projecteur du centre Z
de M, et Z ( J — p ) c M ( I — p ) = NçCMç. La restriction 91 de cp à Mp
est K. M. S. pour le groupe à un paramètre 11-> o-^ | Mp. Comme 91 est
fidèle les automorphismes o-< | Mp sont les automorphismes modulaires
définis par 91 sur Mp ([4], prop. 4.8). Ils laissent donc fixe le centre Zp
de Mp ([4], lemme 4.10). Compte tenu du lemme 5.4, on a Zp c M<p, c M<p,
d'où ZcMç. D'après le lemme 5.5, ^ est invariant par les automor-
phismes (cr^ea.

Vérifions maintenant la condition (b) de la définition des poids K. M. S.
Soient a:, y deux éléments de 9l^n9î^. D'après le lemme 3.1, si x ou y
est dans M(I—p) = N<p, on a

4' (°"< (x) y) = + (H ^tÇx)) == o pour t e R.

Considérant le cas où x, yçMp, nous pouvons de nouveau supposer que 9
est fidèle et que les automorphismes o-^ sont les automorphismes modulaires
définis par 9 dans M. D'après [4] (lemme 4.10), a est invariant par o-<
pour tout <feR. D'autre part, on voit facilement que ^eïl^nîl.^ si et
seulement si a^xç. ?tç n îl^. On voit donc que

et
^ttx) y] = ^[a(7t(x) y] = ̂ (a^x) a1/2 y]

^[y^)} = <?[ay^)] == ^[a^y^a^x)}.

sont les valeurs F(t) et F(t + i(3) de la fonction F associée au couple
(a^x, a^y) par le poids 9. Donc la condition (b) est vérifiée par ^ et ^
est K. M. S. pour t h->- o-^ avec la constante P.
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5.7. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, t \-> o-^ un
groupe à un paramètre d'automorphismes de M, cp et ^ deux poids ultra»
faiblement s. c. f. sur M-4-. On suppose que cp est strictement semi-fini et
K. M. S. pour t h> Vt, et que ^ est semi-fini et invariant par o-/ pour feR.
Alors 9J4n9î4 (resp. Mç n 9Kîp n 9K^) est ultrafaiblement dense dans M
(resp. dans Mç).

La proposition 5.2 montre que le support p de cp est un projecteur cen-
tral, et on a M(I—p) == Nç c SDÎcp. Comme cp est invariant par o-^
pour tout /eR, son support p est lui aussi invariant. Soient cpi et cpa
(resp. ^i et 4'a) les restrictions de cp (resp. de ^) à M-^p et M-^(I—p).
On vérifie facilement que cpi et ^i (resp. cpa et ^2) vérifient dans Mp
[resp. M(I—p)} des hypothèses analogues à celles que nous avons faites
pour cp et 4' dans M. Il suffit évidemment d'établir l'assertion pour
chacun de ces couples.

Pour cp2 et ^2» elle est évidente. En efîet,

9Kç, n 9Î4. == M(I — p) n 9K^ = 9K^

est ultrafaiblement dense dans M(I—p). De plus Mç, est égale à
M(I—p) puisque ^(xy) == ^(xy) = o pour tous x, yç.M(I—p). Donc
M^nSK^SOl^ = ySl^ est ultrafaiblement dense dans Mç,.

Quitte à remplacer cp et ^ par 91 et ^i, nous pouvons désormais sup-
poser que cp est fidèle pour démontrer la proposition. D'après le lemme 5.4
et [11] (th. 2), pour tout xç^, T^(x) est dans l'adhérence ultrafaible
de l'enveloppe convexe C^ des éléments^ (x) ou <eR. On a donc, d'après
la semi-continuité et l'invariance de ^,

(i) W(x)]^su^(y)==^(x)<+oo.

Posons T == ^ | M^. La relation (i) montre que Tç(9Jl^)c9Jlt. Comme
SOÎ<|/ est ultrafaiblement dense dans M4- et comme Tç est ultrafaiblement
continue, 90ÎÎ est ultrafaiblement dense dans M4-. D'après le lemme 2.5,
^Tn^cpoCMynSOÎçnSOÎ^ est ultrafaiblement dense dans Mcp. D'après
le lemme 2.3, 1 est limite ultrafaible d'une famille filtrante croissante
d'éléments de 9[Rîn9îl^c9Kîn 9K^. Toujours d'après ce lemme,
lin(9[rU n 9Î4) c ̂  n 9T4) est ultrafaiblement dense dans M.

5.8. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, Z son
centre, t h> ̂  un groupe à un paramètre d'automorphismes de M, C
l'ensemble des poids ultrafaiblement s. c. i., semi-finis et K. M. S. pour
t\-> ai avec une constante |3 > o donnée. On suppose qu'il existe dans C un
poids fidèle et strictement semi-fini cp, et on note T l'espérance condition-
nelle qu'il dé finit, ̂  le cône convexe des traces normales semi-finies sur MÎ.
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(i) Tout élément ^ de C est strictement semi-fini, et on a McpCM^. Si ^
est fidèle, on a M^ = M<p et T^ = T.

(ii) C est un cône convexe réticulé et les applications ^ H^ | MÎ et
^i ^-> ̂ i ° T sont des isomorphismes affins réciproques entre C et un sous-
cône convexe Ci de ̂  stable pour la réticulation de ^2.

(iii) L'application qui à aeZ4- associe le poids x h> ^(xa) est un isomor-
phisme affin de Z4- sur l'ensemble des éléments de C majorés par un multiple
de 9.

(i) Soit ^ un élément de C. Il est K. M. S. pour t [-> o-/ avec la cons-
tante (3. Pour tout :re9ï^n94 et tout i/e?l^n9l^nMç, il existe
donc une fonction F continue et bornée sur la bande B des z e C tels que
o ̂  Im z ̂  P et holomorphe dans B telle que

F(f) = ̂  [cri (y) x], F(t + i (3) = ̂  [x^ (y)] pour tout t e R.

Comme cp est fidèle, l'ensemble des o-/, où feR, est le groupe des auto-
morphismes modulaires de M définis par cp. D'après le lemme 5.4, Mç est
l'ensemble des éléments de M fixes pour ce groupe. On a donc ^i(y) = y
pour tout feR. On en déduit que F est constante sur R, donc sur B. On
a donc

^)=F(o)=F(i(3)=^(^).

Cela montre que 9U, contient S^nïlînMç. Cet ensemble contient
ÎR^nMcp qui est lui-même ultrafaiblement dense dans Mcp d'après la
proposition 5.7. Ainsi, l'adhérence ultrafaible M^ de 9t,^ contient Mç,
et ^ est strictement semi-fini. Si ^ est lui aussi fidèle, on a de même
M.^cMç, d'où M^= Mç. D'après le lemme 5.4, on a 7^= T.

(ii) Soient ^ et T deux éléments de C. Le poids ^ + T est évidemment
ultrafaiblement s. c. i., à valeurs finies sur 9Jlî;nSOÎî. D'après la propo-
sition 5.7, 9îîîn9Jlî est ultrafaiblement dense dans M-^, donc ^ +T
est semi-fini. Comme on a 91^=9^03^, on vérifie facilement que
^ + T est K. M. S. pour t \-> c^ avec la constante (3; c'est un élément de C.
Comme H e C pour tout À e R4- et tout ^ e C, C est un cône convexe
saillant.

Soit ^ un élément de C. Montrons que sa restriction ^i à MÏ est un
élément de Î2, et que ^ = ^pi o T. Sur M^, ^o = ^ | Mî est une trace
normale semie-fmie (prop. 3.8). Nous venons de voir que MçCM.L et
que ît^=?î^nM est ultrafaiblement dense dans Mç. Il en résulte
que ^i == ^o | MÎ est une trace normale semi-finie sur Afy.

D'après la proposition 5.2, le support q de ^ est dans le centre Z de M.
D'après [4] (lemme 4.10), les éléments de Z sont invariants par les auto-
morphismes modulaires définis par cp. Conpte tenu du lemme 5.4, on
a donc ZcM®, d'où qçM^cM^cM. On en déduit que qest le support
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des trois poids ^1= ^ | M~^, ^o== ^ | M^ et ^. D'après le lemme 2.4,
il existe dans 9îl^ une famille (p^e7 ^e projecteurs, deux à deux ortho-
gonaux, de somme égale à q. Ces projecteurs sont dans l'image qM^q
de Ty, pour tout xç 9K^, on a donc

)̂ = NWl == ̂ [^(^(J-î+^p.) Ï4W]

== NW^O-î) W1/2] +^W^x)i/2pWx)i/2]
iei

^^[PW^Pi] =^W^(PtXpi)] = (̂P )̂-

içl ici ici

Chacune des formes fi : x \->^>(piXpi) est positive normale, invariante
par dt pour <eR (d'après le lemme 5.5). D'après [11] (prop. 3), on a
fi == gi o T, où nous posons ^ = /; | Mç. Pour rce M4-, on a donc

)̂ =2^^) =^[T(x)] ==^[T(x)].
ici ici

On vérifie alors facilement que ^ h> ^ [ Afî et ^i h> ^i o T sont des
isomorphismes affins réciproques entre C et un sous-cône Ci de i2.

Vérifions que Ci est stable pour la réticulation de i2. Soient Ti et Ta
des éléments de Ci, et notons 73 et T les traces TI-+- ^2 et Ti A^. Soient
4'i» 4'2» ^3» ^ l68 poids sur M4' obtenus en composant ces traces avec T. La
trace Ti A ^"2 peut être définie de la façon suivante. Le support p de Ï3 est
égal à celui de ^:içC(uoir [4], lemme 3.3 par exemple). Il est central
d'après la proposition 5.2. Comme 7317^-? est fidèle, il existe dans le
centre Zp de Mp des opérateurs positifs uniques ti, tz tels que

r,(x) = T3(^/2^;/2), ^(x) = ̂ Wxt^) pour tout xç.m^

Soit f la borne inférieure de ti et t^ dans Zp; T est défini sur M4- en posant
T(a?) = T3(f/2^1/2). On a /€ZcM<p, d'où, pour tout a;€M4-,

^(x) = T3[T(3;)q = ̂ [T(a;0] = ̂ 3(^0 == î(^) + ̂ .(.rQ.

D'après le lemme 5.6, ^ est un élément du cône C.
(iii) Le lemme 5.6 montre que tout poids x \-> cp (xd), où a e 2^", est un

élément de C majoré par [| a || cp sur M^. Réciproquement, supposons que
^eC soit majoré par un multiple ^cp de cp. Alors ^'i^^'l^4 ' es^ une

trace semi-finie majorée par Àcpo, et on a ip = ^i o T. Il existe alors
un opérateur positif a dans le centre de Mç, unique tel que

^i (y) = ?o (ay) == cpo (ya) pour tout y € Mî.
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Pour tout rceM4-, on a alors

^(x) = ̂ [T(x)] = ̂ [T(x)a] = cpo[T(^)] = cp(^),

et de même ^ (a:) == cp (arc). Montrons que a est dans le centre Z de M.
Soient a;, y des éléments de 9ïcp n 9Î; c 94 n ïl'. D'après le corollaire 3.14,
ya et ay sont des éléments de S^nît^. Considérons les fonctions F et G
que les poids cp et ^ associent respectivement aux couples (x, y a) et (x, y).
Pour <eR, on a

G(0 = ̂ (^) y] = ?[̂ ) N = ̂ (0-

Les fonctions G et F qui coïncident sur R sont égales sur la bande où
elles sont définies. On a donc, pour tout <eR,

^[y^t(x)] == F(t + ip) = G(t + i(3) = ^[y^(a;)] == ^[ay^(x)}.

Fixons t. Si x décrit 9î<p n ?ï^, o-^ (a;) décrit aussi cet ensemble. On a donc

? [(y0 — c"/)2] == o pour tout z e 9îç n 9Î^.

La densité de 9îç n 9î^ dans Hç montre que ya == ay pour tout
y € îï<p n 9Î^, et a est dans le centre de M.

5.9. COROLLAIRE. — Soient M un facteur, t r^Œt un groupe à un para-
mètre d'automorphismes de M, (3 un nombre > o, cp un poids strictement
semi-fini, ultra faiblement s. c. i'., K. M. S. pour t h> o-< avec la constante (3.
Si 9 est non nul, tout autre poids sur M4- qui possède ces propriétés est propor-
tionnel à cp.

Soit C l'ensemble des poids possédant les propriétés énoncées. Si C ne
se réduit pas au poids identiquement nul, il existe un élément cp e C non
nul. D'après la proposition 5.2, le support p de cp est un projecteur
central. On a donc p = I , et 9 est fidèle. Soit alors ^ un autre élément
de C. d'après la proposition 5.8, r == 9 + ̂  possède toutes les propriétés
de cp que nous avons citées, y compris la fidélité. Il existe [d'après la
proposition 5.8-(iii)], des éléments a, b positifs du centre Z de M tels que
^(x)=r(xa) et ^(x)==^(xb) pour tout xçM-^. Ces éléments sont
des scalaires, et a 7^ o, car cp ̂  o, donc ^ est un multiple scalaire de cp.

5.10. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, t \-> o-^
un groupe à un paramètre d'automorphismes de M, [3 un nombre > o.
L'ensemble C des poids strictement semi-finis, ultrafaiblement s. c. i.,
K. M. S. pour t h> ai avec la constante (3 est un cône convexe. Si (c^), çj est
une famille d'éléments de C à supports deux à deux orthogonaux, la somme
de ces poids est encore un élément de C. L'ensemble des supports des éléments
de C possède un plus grand élément qui est un projecteur central de M.
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Soient cp et 4 deux éléments de C, et montrons que 9 + '4' es^ un

élément de C. Seul le fait que 9 + 4 ^it strictement semi-fini est peu
évident. Le support p de cp est dans le centre Z de M (prop. 5.2) et inva-
riant par les automorphismes o-^. D'après le lemme 5.4, les poids 4i î
x\-^^(xp) et 4 2 : x\->^[x(I—p)] sont strictement semi-finis et
K. M. S. pour t \-> (TI avec la constante (3. Le poids cp + 4i a un support ̂  p.
Comme cp est fidèle sur Mp, cp + 4i est strictement semi-fini, K. M. S.
pour 11-> o-J Mp sur Mp (d'après la proposition 5.8). Il est identiquement
nul sur M~^(I — p). Donc cp + 4i es^ strictement semi-fini sur M. D'après
la proposition 4.9, (cp + 40 + 4a= ? + 4 es^ strictement semi-fini.

Soit (cp^e7 une famille d'éléments de C dont les supports (pi)içi
sont deux à deux orthogonaux, et posons cp(:r) ==Vcp,(rc) pour rceM4-.

iç.1
D'après la proposition 4.9, <p est un poids strictement semi-fini et ultra-
faiblement s. c. i. On a

94 n 94 == ̂ \ (34. n 94.).
ici

D'après la proposition 4.5-(ii), pour tout rceîlcpnîl^, les éléments
A^xpi sont deux à deux orthogonaux de somme \^x. La partie hermi-
tienne de ̂  (SRçnSR!)?^ est donc partout dense dans celle de îîçnîlî

i(El
pour la structure préhilbertienne définie par cp. Comme p^eM^, on a

(94 n 9ÏÎ) pi c 94, n 91̂  (corol. 3.15).

Comme cp; est K. M. S. pour t \-^ ^ avec la constante |3, pour
a, 6e (94 n ?4) pï C 94, n 91̂  il existe sur la bande des zeC tels que
o ̂  Im z ̂  (3 une fonction -F telle que

F(<) = 9,[(7,(a) &] == <p[o-,(a) b], F(t + i(3) == ^[b^(a)] == <p[^^(a)]

pour tout Z€R. On voit donc que l'on sait associer une telle fonction
à tout couple d'éléments de X. D'après le lemme 5.3, cp est K. M. S.
pour t \-> Œt avec la constante (3.

Soit e la borne supérieure des supports des éléments de C dans Z.
Considérons une famille maximale (pi)içi de projecteurs non nuls de Z
qui soient deux à deux orthogonaux et supports d'éléments de C. Pour
tout l'eJ, soit cp^eC de support pi. D'après ce qui précède, le poids cp :
x ̂ ^,^i(x) est un élément de C et son support est p ==Vp^. Si p 7^ e,

ici ici
il existe un élément 4 de C dont le support q vérifie (e — p) q 7^ o. Le
projecteur r = = ( e — p ) q est un élément de Z. D'après le lemme 5.6,
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le poids x h> ^ (xr) est un élément de C et son support est r. La famille (p/)^ ç i
n'est pas maximale, ce qui est absurde. Donc p == e.

5.11. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, 11-> o-<
un groupe à un paramètre d'automorphismes de M, (3 un nombre > o,
C Ze cône convexe des poids strictement semi-finis, ultrafaiblement s. c. i.
sur M-^ et K. M. S. pour t h> a-t avec la constante ^. Pour qu'un élément cp
de C appartienne à une génératrice extrémale de C, il faut et il suffit que
7Tç(M) soit un facteur.

Soit cp un élément de C. Pour que cp appartienne à une génératrice
extrémale de C, il faut et il suffit que tout élément ^ de C majoré par
un multiple scalaire de cp soit proportionnel à cp. Un tel poids ^ s'annule
sur le noyau K de la représentation 7r<p. Le support p de cp étant un pro-
jecteur central, on a K == M(I—p), et la restriction de TT^ à Mp est
un isomorphisme de Mp sur 7rç(M). La proposition 5.8-(iii) montre que
cp est sur une génératrice extrémale de C si et seulement si le centre
de 7T(p(M) est réduit aux scalaires.

6. Produit tensoriel de poids strictement semi-finis et ultra-
faiblement s. c. i.

En application de ce qui précède, nous allons étudier le produit tensoriel
de certains poids. Soient M et N deux algèbres de von Neumann, M 0 N
l'algèbre de von Neumann produit tensoriel de M et N. Pour éviter
toute confusion, nous noterons (g) toute construction tensorielle relevant de

a
l'algèbre pure, et (g) le prolongement topologique, s'il existe, de ce même
objet. En particulier, M (g) N désignera le produit tensoriel algébrique

a

de M et N; si fet g sont deux formes linéaires ultrafaiblement continues
sur M et N, f(g) g désignera la forme linéaire définie sur M (g) N, produit

a a

tensoriel algébrique de f et g, et f(g) g désignera le prolongement ultra-
faiblement continu de cet élément à M (g) N.

6.1. LEMME. — Soient M, N deux algèbres de von Neumann, f, g deux
formes linéaires positives normales sur M et N de supports respectifs p et q.
Alors p (g) q est dans M (g) N le support de f (g) g.

Quitte à faire une ampliation des espaces hilbertiens H et K de M et N,
on peut supposer que f= coa et que g == cop, où açJÎ et (3ejK. Comme
f(g) g et &)a(g>p coïncident sur M 0 N, ces formes normales sont égales.

a

Les supports de f, g, f0 g sont donc respectivement

p=£r, q=E^ r=^y.
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D'après [17] (th. 12.3), on a (M (g) N/ == M'(g) N'. On en déduit aussitôt
que r = p 0 q.

6.2 PROPOSITION. — Soient M et N deux algèbres de von Neumann,
<p et 4' deux poids ultrafaiblement s, c. i. et strictement semi-finis sur M~^
et N4-, (fi)içi [resp. (^7)7 e./] une famille de formes linéaires positives nor-
males à supports deux à deux orthogonaux de somme égale à cp sur M4-
(resp. à ̂  sur N4-).

(i) x\->T(x) =V(^(g) gj) (x) est sur (M(g)lV)4- un poids strictement
ij

semi-fini, ultrafaiblement s. c. i. Ce poids dépend seulement de cp et de ^
et non des familles (fi) et (gj) utilisées pour le définir, son support est le
produit tensoriel des supports de cp et de ̂ . L'algèbre ajl^ contient 3îlç(g) 9J4,

a

et on a ï \ 934 (g) S0î^= cp 0 ̂ ; tout autre poids 6 ultrafaiblement semi-
a a

continu intérieurement sur (M0N)4-, et vérifiant ces deux conditions^
est tel que 2^ c SOÎo et T == 6 | SK^.

(ii) On suppose en outre que cp (resp. ^) est K. M. S. pour un groupe
à un paramètre t \-> o-^ (resp. t h>- p^) d'automorphismes avec une constante
(3 > o. A/ors i7 existe sur M (g) N un poids ultrafaiblement s. c. i. T, et
un seul, vérifiant 9Jlç(g) ffli^c ajtr et T [ ïRy (g) 9K^ = 9 (g) +' e< îful

a a a

soi7 K, M. S. avec la constante (3 pour le groupe t ̂  o-^(g) p^ d'automorphismes
de M (g) N. Ce poids es/ éya/ au poids précédemment décrit.

(Ï) II est clair que T est un poids ultrafaiblement s. c. i. sur (M (g) N)4".
D'après le lemme 6.1, T est somme de formes linéaires positives normales
à supports deux à deux orthogonaux; il est donc strictement semi-fini
(prop. 4.2). Les projecteurs

P=^P^ î==^î/> r==^Pi®^'
ici iç.J ij

sont les supports respectifs de cp, 4s ^ Ils vérifient r = p 0 g. Les pro-
jecteurs

(Pi® ?AJ€^X./> (pi® (I — (ffii e^
((J-p) (g) ̂ ^ (I-P)^(I-9)

sont deux à deux orthogonaux, de somme égale à I , et tous contenus dans
l'algèbre A =9Jlç0SDÎ^. En vertu de la proposition 4.10, tout autre

a

poids 9 ultrafaiblement s. c. i. sur (M (g) N)4-, tel que A c SRo et
Ô [ A = cp 0 ̂ » coïncide avec T sur 9KÏ'.
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En particulier, considérons d'autres familles de formes linéaires posi-
tives (/la) et (Jcp) à supports deux à deux orthogonaux, de sommes respec-
tives 9 et ^ sur M-^- et N-4-. Appliquons ce qui précède à la somme 6 sur
(M0N)4- des formes /ia0/cp. On aura 9î^c9Jl9 et T =9|3Jt^ et de
même 9Jlo c 9K,, d'où gjlo = ffl^ et 6 == T.

(ii) Supposons en outre que cp et ^ soient K. M. S. avec la constante (3
pour les groupes à un paramètre d'automorphismes t \-> o-^ et t \-> p<.
Montrons que T est alors K. M. S. avec la constante (3 pour le groupe à
un paramètre t \-> (7f0 p^ d'automorphismes de M 0 N. Pour tout ^eR,
posons a^==<^0p/ . D'après le lemme 5.5, chacune des formes fi :
X[-> ^(piXpi) est invariante par o-^ pour tout tç'R. De même, les
formes ( g / ) / ç j sont invariantes par les automorphismes p^. Les formes
fi® 9y où l'eJ, jeJ, sont invariantes par les automorphismes o^ pour
tçR; leur somme T sur (M (g) N)-4- est elle aussi invariante par a< pour
<eR. Posons A = 9Wcp0 9ît^.

a

Considérons le poids 6 défini par l'algèbre hilbertienne à gauche 9Iç (g) ÎI^.
D'après le théorème 11.1 de [17], si on identifie M et £ (51,̂ ), et de même
N et £ (31<p), M 0 N est identifiable à fi /340 ÎI,^, et 6 peut être consi-
déré comme un poids sur M 0 N. Quitte à faire un changement de variable
sur l'axe réel, on peut supposer que j3 = i. Alors t ̂  o-< et t ̂  p< sont les
automorphismes modulaires définis par 5Içp et ^1^ [(4), prop. 4.8). D'après
le théorème 11.1 de [17] et sa démonstration, / h^ o^(g) p/= a^ est alors
le groupe des automorphismes modulaires définis par ÎÏç(g) ÎI^. Le poids

a
6 est donc ultrafaiblement s. c. i. et K. M. S. avec la constante i pour t \-> a^
([4], th. 2.11 et prop. 4.4). Pour Çe%, et ïî€?4, la définition de 0 donne

9 ([7T © 0 7T (0]*[7T (0 0 7T (Ç)]) = 6 [TT fê 0 0*7:^ 0 0]

=fê ® î 1 S ® î)= fê | 0 (S 1 0 = ?[^r7r©] ̂ [^(0^(Ç)].

On en déduit que 9K):)A et que 6 [ A == <p0^. D'après ([4], th. 2-11),
a

9 est ultrafaiblement s. c. i. sur (M 0 NV. D'après (i) et les vérifications
précédentes, on a 93^ c 9K) et 9 | 9K^ == T, d'où 91, n ?l? c 9lo n 91Î. Comme
6 est K. M. S. pour t ̂  a/, on en déduit que T vérifie la condition (b) de la
définition des poids K. M. S. Ainsi T est K. M. S. pour t \-> o^ avec la
constante (3.

Sur M 0 N, considérons un autre poids 9 tel que A c 8 0 î ) e t 9 [ A = T [ A ,
qui soit ultrafaiblement s. c. i. et K. M. S. pour 11-> o^ avec la constante (3.
Montrons que 9 est nécessairement égal à T. D'après la proposition 5.2-(ii),
le support r de T est un projecteur central, et d'après (i), on a

I—r=^Pi®(I—V)+^(I—P)®q,+(I—p)®(I—q).
i ]
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Tous les projecteurs du second membre sont des éléments de A sur les-
quels T s'annule. Comme 9 | A === T | A [d'après (i)], 9 est nul sur tous
ces projecteurs, et la semi-continuité ultrafaible de 9 donne

9(J—r)==o, d'où Q\(M0N)+(I—r)=o^r\(M®N)+(I—^).

Quitte à restreindre toutes les données à (M (g) N) r, nous pouvons désor-
mais supposer que T est fidèle. D'après la proposition 5.8-(ii), il existe
une trace normale semi-finie 9i sur M telle que 9 = 9i o T^ D'après (i),
on a 30ÎTC9ÎÎQ, et 9 coïncide avec T sur SDÎr II en résulte que 9i coïncide
avec TQ = T | Mî sur SOÎî,. La proposition 3.3 donne alors

9i == To et 9 = 9i o î\ == To o î\ == T.

6.3. DÉFINITION. — Si cp et ^ sont deux poids strictement semi-finis
et ultrafaiblement s. c. i. sur deux algèbres de von Neumann M et N,
le poids T sur M (g) N étudié dans la proposition 6.2 sera appelé le produit
tensoriel de 9 et ^, et noté cp (g) ^.

6.4. COROLLAIRE. — Soient <p et ^ deux poids strictement semi-finis,
ultrafaiblement s. c. i. et fidèles sur deux algèbres de von Neumann M et N,
T le produit tensoriel de ces poids. Notons Sic, ÎI.̂ , îl^ les algèbres hilber-
tiennes à gauche définies par ces poids. Alors ÎI^ est isomorphe à l'algèbre
hilbertienne à gauche achevée de 5Ï<p0 ÎI^.

a

6.5. COROLLAIRE ([8], th. 1). — Soient cp et ^ deux traces normales
semi-finies sur des algèbres de von Neumann M et N. Alors T = cp (g) ^
est sur M (g) N la seule trace normale semi-finie telle que

9Ky(g)9K^c9KT et T | 9Kç(g) 9W^== 9 0^.
a a a

C'est un cas particulier de la proposition 6.2-(ii), où o^== J et p^==J
pour tout ^eR (voir [4], prop. 3.2).

6.6 COROLLAIRE. — Soient cp et ^ deux poids strictement semi-finis et
ultrafaiblement s. c. i. sur deux algèbres de von Neumann M et N, Alors
î7ç®^ est unitairement équivalente à 7T(p07r^. En particulier, 77,0^ est
factorielle si et seulement si 7r<p et TT,^ le sont.

Soient (fi)içi et ( g / ) / ç j deux familles de formes linéaires positives
normales à supports deux à deux orthogonaux sur M et N respectivement
de sommes égales à cp et ^ sur M-1- et N-^. Pour tout ici et tout j e J,
S/,®^/ es^ un vecteur totalisateur pour la représentation 7î^(g)7r^ de
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M (g) N, de sorte que la forme

(^® ̂ Q ° (7^® ̂ ) = ̂ -® ff/

définit une représentation ^f^g, unitairement équivalente à 7^(g)7r^
([5], 2.4. i). Les propositions 4.5-(ii) et 6.2 donnent alors

^®^©^^. ̂  ©(^(g) 7̂ .) - /©^ (g)/ ©TT^ ̂  TTç® TT^
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